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Introduction

Le calcul fractionnaire est un champ d’étude mathématique qui sort du traditionnel définitions des opéra-

teurs intégrales et dérivées : définir l’intégrale fractionnaire comme simple généralisation de l’intégrale d’ordre

entier, et la dérivée fractionnaire comme l’opération inverse ; c’est un sujet presque aussi ancien que le calcul

différentiel classique connu aujourd’hui.

Les problème inverse des équations aux dérivées partielles sont liées à plusieurs phénomènes physiques

et chimiques, telles que la propagation d’épidémie par exemple, l’équation de diffulsion non-linéaire apparè-

tient à cette classe d’équations aux dérivées partielles qui modélise de nombreux phénomènes, on peut citer

en particulier : la ’ltration d’un gaz à travers un milieu poreux, la dynamique des populations, l’hydrologie,

(cf [10] ; [11] ; [13]).

Ce mémoire est composé de trois chapitres organisés comme suit :

Le premier chapitre sera consacré aux notions de base et des résultats fondamentaux relatives au calcul

fractionnaire, un rappel et quelques concepts préliminaires seront introduits comme la fonction Gamma, la

fonction Bêta et les définitions de la dérivation et l’intégration fractionnaire au sens Riemann-Liouville et

Caputo, Katugampola et Caputo-Katugampola et leur propriétée.

Dans le second chapitre nous étudions deux problème inverse pour l’équation aux dérivées partielles

fractionnares suivant :

1. problème inverse d’équation aux dérivées partielles fractionnares au sens de Caputo


CDα0tU(t, x) =

[
(1− x2)Ux

]
x

+ h(x), (t, x) ∈]0, T [×]− 1, 1[,

U(0, x) = v(x), −1 ≤ x ≤ 1,

U(T, x) = w(x), −1 ≤ x ≤ 1.

2. problème inverse d’équation aux dérivées partielles fractionnares au sens de Riemann-Liouville


RLDα0tU(t, x) =

[
(1− x2)Ux

]
x

+ h(x), (t, x) ∈]0, T [×]− 1, 1[,

I1−α
0t U(t, x) | t=0 = v(x), −1 ≤ x ≤ 1,

U(T, x) = w(x), −1 ≤ x ≤ 1.

Où CDα0t, RLDα0t la dérvées partielles fractionnaire de Caputo et Riemann-Liouville d’ordre α, (0 < α < 1)

respectivement, I1−α l’intégral fractionnaire de Riemann-Liouville et v(x), w(x) deux fonctions données .

Nous avons démontré l’existenec du solution qui s’écrit sous foreme du série de polynôme de Legender ,

converegence et l’unicite de cette solition , noue assue également donne qulque exeample pour les deux type

le contenne de ce chapitre est base sur le treivou de ( N.Al-salti and E.Karimov,Inverse source problème for

degenerate time fractional PDE arXiv : 1905.00362v2 (2020)).

Dans le troisème chapitre de notre travail, nous étudions deux problème inverse pour l’équation aux

dérivées partielles fractionnares généralisé suivant :

1



1. problème inverse d’équation aux dérivées partielles fractionnares au sens de Caputo-Katugempola
C−KDα,ρ0t U(t, x) =

[
(1− x2)Ux

]
x

+ h(x), (t, x) ∈]0, T [×]− 1, 1[,

U(0, x) = v(x), −1 ≤ x ≤ 1,

U(T, x) = w(x), −1 ≤ x ≤ 1.

2. problème inverse d’équation aux dérivées partielles fractionnares au sens de Katugempola
KDα,ρ0t U(t, x) =

[
(1− x2)Ux

]
x

+ h(x), (t, x) ∈]0, T [×]− 1, 1[,

I1−α
0t U(t, x) | t=0 = v(x), −1 ≤ x ≤ 1,

U(T, x) = w(x), −1 ≤ x ≤ 1.

Où C−KDα,ρ0t , KDα,ρ0t la dérvées partielles fractionnaires de Caputo-Katugempola et Katugempola d’ordre α,

(0 < α < 1) respectivement, I1−α,ρ l’intégral fractionnaire de Katugempola et v(x), w(x) deux fonctions

donnèes .

On va dementré l’exisente, convergence et l’unicite du cette solution,

Cette problème est généralisé par à pour le problème étoudé dans le chapitre precident.
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CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES

D ans ce chapitre, nous pésentons les définitions élémentaire et notion de base du calcul fractionnaire,

nous présentons d’abord les fonctions spésiales importantes dans la théorie du calcul fractionnaire ( fonc-

tion Gamma, fonction Bêta, fonction Mittag-Leffter et le Polynôme de Legender ), ensuite on definit l’intégral et

la dérivée d’ordre fractionnaire au sens de Riemann-Liouville, Caputo, Katugampola et Caputo-Katugempola

et leur propsiétés.
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1.1. FONCTION SPÉCIALES 4

1.1 Fonction Spéciales

1.1.1 Fonction Gamma d’Euler

Définition 1.1.1. [2] On appelle fonction Gamma d’Euler la fonction définie par :

Γ(z) =

∫ +∞

0

tz−1e−tdt; (z ∈ C, Re(z) < 0).

avec tz−1 = e(z−1) ln t.

Exemple 1.1.1. 1. Γ(1) =
∫ +∞

0
e−tdt = 1.

2. Γ( 1
2 ) =

∫ +∞
0

t
1
2−1e−tdt =

∫ +∞
0

t−
1
2 e−tdt = 2

∫ +∞
0

e−τ
2

dτ =
√
π. (posont t = τ2)

Lemme 1.1.1. [2] la fonction Gamma est une fonction de classe C∞surR∗+, (resp holomorphe sur le demi plon z ∈
C, Re(z) > 0) et

∀k ∈ N∗,∀z ∈ R∗+(resp.z ∈ C, Re(z) > 0); Γ(k)(z) =

∫ +∞

0

(ln t)ktz−1e−tdt.

Lemme 1.1.2. [2] Pour tout z ∈ C, Re(z) > 0 et n ∈ N, on a :

1. Γ(z + 1) = zΓ(z).

2. Γ(n) = (n− 1)!.

3. Γ(n+ 1
2 ) = (2n)!

√
π

4nn! .

Démonstration. 1. Représentons Γ(z + 1) par Intégral d’Euler et intégrons par parties :

Γ(z + 1) =

∫ +∞

0

tze−tdt = [−tze−t]+∞0 + z

∫ +∞

0

tz−1e−tdt

= zΓ(z).

2. Il suffit de poser dans le lemme 1.1.2 (1) z = n− 1.

Γ(n) = (n− 1)Γ(n− 1)

= (n− 1)(n− 2)Γ(n− 2)

= (n− 1)(n− 2)(n− 3) . . .Γ(1)

= (n− 1)!.

3. Nous allons démontré la formule Γ(n+ 1
2 )= (2n!)

√
π

4nn! , par récurrence sur n ∈ N
– Pour n = 0, on a Γ(0 + 1

2 )= (0!)
√
π

400! =
√
π.

– Supposons que la formule est vérifiée pour (n− 1) et considérons n.

C-à-d supposons que Γ((n− 1) + 1
2 )= (2(n−1))!

√
π

4(n−1)(n−1)!
, est vérifée, alour

Γ

(
n+

1

2

)
=

(
n− 1

2

)
Γ

(
n− 1

2

)
=

(
n− 1

2

)
((2(n− 1))!

√
π

4(n−1)(n− 1)!

=

(
2n− 1

2

)
(2n− 1)

√
π

4(n−1)(n− 1)!
=

2n(2n− 1)(2n− 2)!

2n(2)(4)(n−1)(n− 1)!

=
(2n)!

√
π

4nn!
.

.
Donc la formule est vérifiée pour n.

Remarque 1.1.1. [2] La détermination de la fonction Gamma pour les valeur négatifs non entiérs par la formule

Γ(z)= Γ(z+1)
z et La transition d’un intervalle à un autre ]− 1, 0[,]− 1,−2[,]− 2,−3[,...

la fonction Gamma n’existe pa pour les valeur négatif entiers.

Exemple 1.1.2. 1. Γ(− 1
2 ) =

Γ(− 1
2 +1)

− 1
2

=
Γ( 1

2 )

− 1
2

= −2
√
π.

2. Γ(− 3
2 ) =

Γ(− 3
2 +1

− 3
2

=
Γ(− 1

2 )

− 3
2

= 4
√
π

3 .
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1.1. FONCTION SPÉCIALES 5

le graphe de la fonction Gamma
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FIGURE 1.1 – Graphe de la fonction Gamma

1.1.2 Fonction Bêta d’Euler

Définition 1.1.2. [2] La fonction Bêta est une type d’intégrale d’Euler définie par :

B(p, q) =

∫ 1

0

tp−1(1− t)q−1dt, (p, q ∈ C, Re(p) > 0, Re(q) > 0).

Lemme 1.1.3. [2] Pour tout p,q ∈ C avec Re(p) > 0, Re(q) > 0, on a :

B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
.

1.1.3 Fonction de Mittag-Leffler

Définition 1.1.3. [2] La fonction de Mittag-Leffler est définie par

Eα(x) =

+∞∑
k=0

xk

Γ(αk + 1)
, α > 0.

et la fonction de Mittag-Leffler généralisée est définie par

Eα,β(x) =

+∞∑
k=0

xk

Γ(αk + β)
, α, β > 0.

Exemple 1.1.3.

1. E1(x) = E1,1(x) =
∑+∞
k=0

xk

Γ(k+1) =
∑+∞
k=0

xk

k! = ex.

2. E2(x) = E2,1(x) =
∑+∞
k=0

xk

Γ(2k+1) =
∑+∞
k=0

xk

(2k)! = cosh
√
x.

3. E1,2(x) =
∑+∞
k=0

xk

Γ(k+2 =
∑+∞
k=0

xk

(k+1)! = 1
x

∑+∞
k=0

xk+1

(k+1)! = 1
x (ex − 1).

4. E1,3(x) =
∑+∞
k=0

xk

Γ(k+3) =
∑+∞
k=0

xk

(k+2)! = 1
x2

∑+∞
k=0

xk+2

(k+2)! = 1
x2 (ex − 1− x).

Théorème 1.1.1. [2] Pour α = n ∈ N, λ ∈ R, on a :(
d

dx

)n
En(λxn) = λEα(λxn).(

d

dx

)n
xβ−1En,β(λxn) = λxβ−n−1Eα,β(λxn).

HOUD Kheirddine



1.1. FONCTION SPÉCIALES 6
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FIGURE 1.2 – Graphe de la fonction Eα,β(x)

Lemme 1.1.4. [2] Pour α > 0 et β > 0 on a :

Eα,β(x)− xEα,α+β(x) =
1

Γ(β)
.

Démonstration.

Eα,β(x)− xEα,α+β(x) =

+∞∑
k=0

xk

Γ(αk + β)
− x

+∞∑
k=0

xk

Γ(αk + α+ β)

=

+∞∑
k=0

xk

Γ(αk + β)
−

+∞∑
k=0

xk+1

Γ(αk + α+ β)

=

+∞∑
k=0

xk

Γ(αk + β)
−

+∞∑
k′=1

xk
′

Γ(αk′ + β)
, (k′ = k + 1)

=
1

Γ(β)
+

+∞∑
k=1

xk

Γ(αk + β)
−

+∞∑
k′=1

xk
′

Γ(αk′ + β)

=
1

Γ(β)
.

1.1.4 Polynôme de Legendre

Soit l’équation différntelle du second ordre a coefficient variable

(1− x2)y′′(x)− 2xy′(x) + λy(x) = 0. (1.1.1)

Est appelé l’équation de Legendre .

Lemme 1.1.5. [12] Soit −1 ≤ x ≤ 1 si λ = n(n+ 1), (n = 0, 1, 2...), alors l’équation de Legendre ademet une solution

sous la forme

y(x) = Pn(x) =
1

2nn!

dn(x2 − 1)n

dxn
, (n = 0, 1, 2, 3, ...) (1.1.2)

Pn(x) est appelé le Polynôme de Legendre.

Proposition 1.1.1. [12] Soit Pn(x) le Polynôme de Legendre, on a :

1. P ′n+1(x)− P ′n−1(x) = (2n+ 1)Pn(x), (n ≥ 1),

HOUD Kheirddine



1.2. LES OPÉRATEUR INTÉGRAL FRACTIONNAIRES 7

2. d
dx

[
(1− x2)P ′n(x)

]
+ n(n+ 1)P ′n(x) = 0,

3. Pn(1) = 1, Pn(−1) = (−1)n,

4. |Pn(x)| ≤ 1, (|x| ≤ 1),

5.
∫ 1

−1
Pn(x)Pm(x) =

{
0 ;n 6= m
2

2n+1 ;n = m
,

Théorème 1.1.2. [12] Le Polynôme de Legendre Pn(x)(n = 0, 1, 2, 3, ...) est une form d’un systéme orthogonale dans

l’intervalle −1 ≤ x ≤ 1 est on a ||Pn(x)||2 = 2
2n+1 .

Corollaire 1.1.1. [12] Soit f fonction continue pour tout (|x| ≤ 1), la series de Polynôme de Legendre est :

cn =
(f, Pn)

||Pn(x)||2
=

2n+ 1

2

∫ 1

−1

f(x)Pndx. (1.1.3)

Lemme 1.1.6. [12] Pour tout (|x| ≤ 1), alors le series de Polynôme de Legendre de la fonction f est convergente

unformemt.

1.2 Les opérateur intégral fractionnaires

L’intégrale fractionnaire de Rimann-Liouville

Définition 1.2.1. [2] L’intégrale fractionnaire de Rieman-Liouville à gauche d’order α > 0 de f est définie par :

∀t ∈ [a, b], (Iαa+f)(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−1f(τ)dτ.

L’intégrale fractionnaire de Rieman-Liouville à droite d’order α > 0 de f est définie par :

∀t ∈ [a, b], ; (Iαb−f)(t) =
1

Γ(α)

∫ b

t

(τ − t)α−1f(τ)dτ.

Proposition 1.2.1. [2] Pour α > 0, β > 0 on a :

1.
(
Iαa+(t− a)β−1

)
(t) = Γ(β)

Γ(α+β) (t− a)α+β−1.

2.
(
Iαb−(b− t)β−1

)
(t) = Γ(β)

Γ(α+β) (b− t)α+β−1.

Démonstration. 1.(
Iαa+(t− a)β−1

)
(t) =

1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−1(τ − a)β−1dτ, posons (τ − a = s(t− a))

=
1

Γ(α)

∫ 1

0

((t− a)s(t− a))α−1(s(t− a))β−1(t− a)ds

=
1

Γ(α)
(t− a)α+β−1

∫ 1

0

sβ−1(1− s)α−1ds

=
1

Γ(α)
(t− a)α+β−1B(α, β)

=
Γ(β)

Γ(α+ β)
(t− a)α+β−1.

2. Mème idée on démontre 1.2.1(2) ( avec le changement de variable b− τ=s(b− t)).

Théorème 1.2.1. [2] Si f ∈ L1([a, b]), alors Iαa+f existe pour tout α > 0 et Iαa+f ∈ L
1([a, b]).

Lemme 1.2.1. [2] Soit α > 0, β > 0 et f ∈ L1([a, b]), alor

Iαa+I
β
a+f = Iβa+Ia+αf = Iα+β

a+ .

HOUD Kheirddine
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Intégrale fractionaire de Hadamard

Définition 1.2.2. [2] L’intégrale fractionnaire de Hadamard à gauche d’order α > 0 de la fonction contens f : [a, b]→ R
est définie par :

∀t ∈ [a, b], (HIαa+f)(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(ln t− ln τ)α−1f(τ)dτ.

L’intégrale fractionnaire de Hadamard à droite d’order α > 0 de f : [a, b]→ R est définie par :

∀t ∈ [a, b], (HIαb−f)(t) =
1

Γ(α)

∫ b

t

(ln τ − ln t)α−1f(τ)dτ.

Proposition 1.2.2. [2] Pour α > 0, β > 0 on a :

1.
(
HIαa+(ln t− ln a)β−1

)
(t) = Γ(β)

Γ(α+β) (ln t− ln a)α+β−1.

2.
(
HIαb−(ln b− ln t)β−1

)
(t) = Γ(β)

Γ(α+β) (ln b− ln t)α+β−1.

Lemme 1.2.2. [2] Soit α > 0, β > 0 et f ∈ L1([a, b]), alors

HIαa+
HIβa+f =H Iβa+

HIa+αf =H Iα+β
a+ .

1.3 Les opérateur de dérivées fractionnaires

Dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville

Définition 1.3.1. [2] Soit α > 0 et n = [α] + 1, La dérivée fractionnair de Rimann-Liouville à gauche d’order α de f est

définie par :

∀t ∈ [a, b], RLDαa+f(t) =

(
d

dt

)n
◦ In−αa+ f(t) =

1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f(τ)dτ.

La dérivée fractionnair de Rimann-Liouville à droite d’order α de f est définie par :

∀t ∈ [a, b], RLDαb−f(t) =

(
− d

dt

)n
◦ In−αb− f(t) =

(−1)n

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ b

t

(τ − t)n−α−1f(τ)dτ.

Remarque 1.3.1. [2]

1. Pour α = 0,n = 1, on a RLDa+f(t) = d
dt (I

1
a+f(t)) = f(t).

2. Pour α = n, n ∈ N∗. L’opérateur Dα donne le même résultat que la dérivée usuelle pour les ordres entiers :
Dna+f(t) = fn(t).

D0
b−f(t) = Dn

−f(t) = (−1)nfn(t)

Proposition 1.3.1. [2] Pour α > 0, β > 0 on a :

1.
(
RLDαa+(t− a)β−1

)
(t) = Γ(β)

Γ(β−α) (t− a)β−α−1.

2.
(
RLDαb−(b− t)β−1

)
(t) = Γ(β)

Γ(β−α) (b− t)β−α−1.

Démonstration. 1. Posons f(t)=(t− a)β−1 d’apprès la définition (1.3.1) et la proposition (1.2.1) on a

RLDαa+f(t) =

(
d

dt

)n
◦ In−αa+ f(t) =

(
d

dt

)n(
Γ(β)

Γ(n− α+ β)
(t− a)n−α+β−1

)
et (

d

dt

)n
(t− a)n−α+β−1 = (n− α+ β − 1)(n− α+ β − 2)...(n− α+ β − 1− (n− 1))(t− a)−α+β−1

= (n− α+ β − 1)(n− α+ β − 2)...(β − α)(t− a)β−α−1
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et d’autre part

Γ(n− α+ β) = (n− α+ β − 1)Γ(n− α+ β − 1),Γ(z + 1) = zΓ(z)

= (n− α+ β − 1)(n− α+ β − 2)Γ(n− α+ β − 2)

= (n− α+ β − 1)(n− α+ β − 2)...(β − α)Γ(β − α),

donc

RLDa+αf(t) =
Γ(β)

Γ(n− α+ β)
(n− α+ β − 1)(n− α+ β − 2)...(β − α)(t− a)β−α−1

=
(n− α+ β − 1)(n− α+ β − 2)...(β − α)Γ(β)

(n− α+ β − 1)(n− α+ β − 2)...(β − α)Γ(β − α)
(t− a)β−α−1

=
Γ(β)

Γ(β − α)
(t− a)β−α−1.

2. On procéde de la même mananiére que 1.3.1(1).

Remarque 1.3.2. Pour λ =β − 1, a = 0 on a :

RL
(
Dα0+tλ

)
(t) =

Γ(λ+ 1)

Γ(n− α+ λ+ 1)
(n− α+ λ)(n− α+ λ− 1)...(λ+ 1− α)(t)λ−α

=
Γ(λ+ 1)

Γ(n− α+ λ+ 1)
(n− (α− λ))(n− 1− (α+ λ))...(1− (α− λ))(t)λ−α

=


Γ(λ+1)

Γ(n−α+λ+1) (t)λ−α, α− λ /∈ {1, 2, ...., n}

0, α− λ ∈ {1, 2, ...., n}
, λ > −1

Si α− λ ∈ {1, 2, ...., n} ⇒ α− λ = m⇒ λ = α−m,m ∈ {1, 2, ..., n} C-à-d

RL
(
Dα0+tα−m

)
(t) = 0,m ∈ {1, 2, ...., n} .

Lemme 1.3.1. [2] Soit α > 0 si f(t) ∈ C([0, T ]) ∩ L([0, T ]), alors

1. l’équation différentielle fractionnaire de type Riemann-Liouville RLDα0+f(t) = 0, admet une solution unique

f(t) = C1t
α−1 + C2t

α−2 + ...+ cnt
α−n.

2. Si RLDα0+f(t) ∈ C([0, T ]) ∩ L([0, T ]) et n = [α] + 1, alors

Iα0+
RLDα0+f(t) = f(t) + C1t

α−1 + C2t
α−2 + ...+ Cnt

α−n.

Où Cn ∈ R avec n = 1, 2, ..n.

Théorème 1.3.1. [2] Soit λ ∈ R, alors le probléme de cauchy :RLDαa+y(t)− λy(t) = f(t), 0 < α ≤ 1,

I1−αy(a) = b, b ∈ R.

admet une solution y(t) sous forme

y(t) = b(t− a)α−1Eα,α (λ (t− a)
α

) +

∫ t

a

(t− τ)
α−1

Eα,α (λ (t− τ)
α

) f(τ)dτ.
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Dérivées fractionnaires de Caputo

Définition 1.3.2. [2] Soit α > 0 et n = [α] + 1, La dérivée fractionnair de Caputo à gauche d’order α de f est définie

par :

∀t ∈ [a, b], CDαa+f(t) = In−αa+ ◦
(
d

dt

)n
f(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f (n)(τ)dτ.

La dérivée fractionnair de Caputo à droite d’order α de f est définie par :

∀t ∈ [a, b], CDαb−f(t) = In−αb− f(t) ◦
(
− d

dt

)n
f(t) =

(−1)n

Γ(n− α)

∫ b

t

(τ − t)n−α−1f (n)(τ)dτ.

Remarque 1.3.3. Par contre, de telles définitions ne se recollent pas correctement aux dérivées classique :

∀n ∈ N∗,

CDna+f(t) = f (n) − fn(a),

CDnb−f(t) = (−1)n
(
f (n) − f (n)(b)

)
.

Proposition 1.3.2. [2] Pour α > 0, β > 0 on a :

1.
(
CDαa+(t− a)β−1

)
(t) = Γ(β)

Γ(β−α) (t− a)β−α−1.

2.
(
CDαb−(b− t)β−1

)
(t) = Γ(β)

Γ(β−α) (b− t)β−α−1.

Démonstration. 1. Posons f(t)=(t− a)β−1 d’apprès la définition (1.3.2) et la proposition (1.2.1) on a

CDαa+f(t) = In−αa+ ◦
(
d

dt

)n
f(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1fn(τ)dτ.

et (
d

dt

)n
(t− a)β−1 = (β − 1)(β − 2)...(β − 1− (n− 1))(t− a)β−1−n

= (β − 1)(β − 2)...(β − n)(t− a)β−1−n,

d’ou

CDαa+f(t) =
(β − 1)(β − 2)...(β − n)

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1(τ − a)β−n−1dτ, posons(τ − a = s(t− a))

=
(β − 1)(β − 2)...(β − n)

Γ(n− α)
(t− a)β−α−1

∫ t

a

(1− s)n−α−1(s)β−n−1ds

=
(β − 1)(β − 2)...(β − n)

Γ(n− α)
(t− a)β−α−1B(n− α, β − n),

=
(β − 1)(β − 2)...(β − n)Γ(n− α)Γ(β − n)

Γ(n− α)Γ(β − α)
(t− a)β−α−1

=
Γ(β)

Γ(β − α)
(t− a)β−α−1

2. De la même manière on démontre (2)

Remarque 1.3.4. Pour λ =β − 1, a = 0 on a :

(
CDα0+tλ

)
(t) =

λ(λ+ 1)(λ− 2)...(λ− (n− 1))Γ(λ− (n− 1))

Γ(λ− α+ 1)
(t)λ−α

=


Γ(λ+1)

Γ(n−α+λ+1) (t)λ−α, α− λ /∈ {1, 2, ...., n}

0, α− λ ∈ {1, 2, ...., n}
, λ > −1

Si α− λ ∈ {1, 2, ...., n} ⇒ α− λ = m⇒ λ = α−m,m ∈ {1, 2, ..., n− 1} C-à-d(
CDα0+tα−m

)
(t) = 0,m ∈ {1, 2, ...., n− 1} .
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Lemme 1.3.2. [2]

1. Soit α > 0 si f(t) ∈ C([0, T ]), alors l’équation différentielle fractionnaire de type Caputo CDα0+f(t) = 0, admet

une solution unique

f(t) = C0 + C1t+ C2t
2 + ...+ cnt

n.

Où Cn ∈ R avec n = 0, 1, 2, ..n− 1.

2. Supposons que f(t) ∈ Cn([0, T ]), alors :

Iα0+
CDα0+f(t) = f(t) + C0 + C1t+ C2t

2 + ...+ Cnt
n.

Où Cn ∈ R avec n = 0, 1, 2, ..n− 1.

Théorème 1.3.2. [12] Soit λ ∈ R, alors le probléme de cauchy :CDαa+y(t)− λy(t) = f(t), 0 < α ≤ 1,

y(a) = b, b ∈ R.

admet une solution y(t) sous forme

y(t) = bEα (λ (t− a)
α

) +

∫ t

a

(t− τ)
α−1

Eα,α (λ (t− τ)
α

) f(τ)dτ.

Théorème 1.3.3. [2] Soient α > 0 et n = [α] + 1.

Si f : [a, b]→ R si f possède (n− 1) dérivées en a et (Dαa+f) existe , alors

(CDαa+f)(t) = Dαa+

[
f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k

]
.

Corollaire 1.3.1. [2] Soient α ≥ 0, n = [α] + 1 et (Dαa+f)(t), (CDαa+f)(t) existent.

On suppose que f (k)(a) = 0 pour k = 0, 1, 2, ..., n− 1, alors

(Dαa+f)(t) = (CDαa+f)(t).

Dérivées fractionnaires de Hadamard

Définition 1.3.3. [2] Soit α > 0 et n = [α] + 1,−∞ < a < b < +∞, La dérivée fractionnair de Hadamard à gauche

d’order α de la fonction f : [a, b]→ R est définie par :

∀t ∈ [a, b], HDa+αf(t) =

(
t
d

dt

)n
◦
(
HIn−αa+ f(t)

)
=

1

Γ(n− α)

(
t
d

dt

)n ∫ t

a

(ln t− ln τ)n−α−1f(τ)dτ.

La dérivée fractionnair de Hadamard à droite d’order α de f est définie par :

∀t ∈ [a, b], HDαb−f(t) =

(
−t d
dt

)n
◦
(
HIn−αb− f(t)

)
=

1

Γ(n− α)

(
−t d
dt

)n ∫ b

t

(ln τ − ln t)n−α−1f(τ)dτ.

Proposition 1.3.3. [2] Pour α > 0, β > 0 on a :

1.
(
HDa+α(ln t− ln a)β−1

)
(t) = Γ(β)

Γ(β−α) (ln t− ln a)β−α−1.

2.
(
HDb−α(ln b− ln t)β−1

)
(t) = Γ(β)

Γ(β−α) (ln b− ln t)β−α−1.
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Dérivées fractionnaires de Caputo-Hadamard

Définition 1.3.4. [2] Soit α > 0 et n = [α] + 1,−∞ < a < b < +∞, La dérivée fractionnair de Caputo-Hadamard à

gauche d’order α de la fonction f ∈ ACnσ ([a, b]) est définie par :

∀t ∈ [a, b], C−HDa+αf(t) =
(
HIn−αa+

)
◦
(
t
d

dt

)n
f(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(ln t− ln τ)n−α−1(γ)nf(τ)dτ.

La dérivée fractionnair de Caputo-Hadamard à adroite d’order α de f est définie par :

∀t ∈ [a, b], C−HDb−αf(t) =
(
HIn−αb−

)
◦
(
−t d
dt

)n
f(t) =

1

Γ(n− α)

∫ b

t

(ln τ − ln t)n−α−1(−γ)nf(τ)dτ.

Avec γ = t ddt

Proposition 1.3.4. [2] Pour α > 0, β > 0 on a :

1.
(
C−HDa+α(ln t− ln a)β−1

)
(t) = Γ(β)

Γ(β−α) (ln t− ln a)β−α−1.

2.
(
C−HDb−α(ln b− ln t)β−1

)
(t) = Γ(β)

Γ(β−α) (ln b− ln t)β−α−1.

Remarque 1.3.5. [2] Pour α ≥ 0, si f ∈ ACnσ ([a, b]) , alors la dérivées fractionnaire de Caputo-Hadamard exist et on

a :

∀n ∈ N∗,

{
C−HDna+f(t) = (γ)nf(t),
C−HDnb−f(t) = (−γ)nf(t)

Théorème 1.3.4. [2] Soient α > 0 et n = [α] + 1, alors

(C−HDαa+f)(t) = Dαa+

[
f(t)−

n−1∑
k=0

γkf(a)

k!
(ln t− ln a)k

]
.

1.4 L’intégrale fractionnaires généralisé de Katugampola

L’intégrale fractionnaire de Katugampola est la généralisé de L’intégrale fractionnaire de Rimann-Liouville

et L’intégrale fractionnaire de Hadamard de la manière suivante :

Définition 1.4.1. [9] Soit −∞ < a < b < +∞ L’intégrale fractionnaire de Katugampola à gauche d’order α > 0 de

f ∈ Xp
c ([a, b]) est définie par

∀t ∈ [a, b], (Iα,ρa+ )(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(
tρ − τρ

ρ

)α−1

f(τ)
dτ

τ1−ρ .

Et L’intégrale fractionnaire de Katugampola à droite d’order α > 0 de f est définie par :

∀t ∈ [a, b], (Iα,ρb− f)(t) =
1

Γ(α)

∫ b

t

(
τρ − tρ

ρ

)α−1

f(τ)
dτ
τρ.

Lemme 1.4.1. [6] Soit α, β, ρ > 0 et pour tout f ∈ Xp
c [0, T ], on a :

Iα,ρa+ I
β,ρ
a+ f = Iα+β,ρ

a+ .

Proposition 1.4.1. [5] Pour α > 0, β > 0 et 0 < ρ <∞ on a :

1.
(
Iα,ρa+ (t− a)m

)
(t) =

ρ−αΓ(1+m
ρ )

Γ(α+1+m
ρ ) (t− a)ρα+m.

2.
(
Iα,ρb− (b− t)m

)
(t) =

ρ−αΓ(1+m
ρ )

Γ(α+1+m
ρ ) (b− t)ρα+m.

Théorème 1.4.1. [5] Soit α ≥ 0, 1 ≤ ρ <∞, alors

lim
ρ→1

(Iα,ρa+ )(t) = (RLIa+αf)(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−1f(τ)dτ.

lim
ρ→0+

(Iα,ρa+ )(t) = (HIα0+f)(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(ln t− ln τ)α−1f(τ)dτ.
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1.5 Dérivées fractionnaires généralisé de Katugampola

Dérivées fractionnaires de katugampola

Définition 1.5.1. [9] Soit α > 0 et n = [α] + 1, −∞ < a < b < +∞ La dérivée fractionnair de Katugampola à gauche

d’order α de f ∈ Xp
c ([a, b]) est définie par :

KDα,ρa+ f(t) =

(
t1−ρ

d

dt

)n
◦
(
In−α,ρa+ f(t)

)
=

1

Γ(n− α)

(
t1−ρ

d

dt

)n ∫ t

a

(
tρ − τρ

ρ

)n−α−1

f(τ)
dτ

τ1−ρ .

La dérivée fractionnair de Katugampola à droite d’order α de f est définie par :

KDα,ρb− f(t) =

(
−t1−ρ d

dt

)n
◦
(
In−α,ρb− f(t)

)
=

1

Γ(n− α)

(
−t1−ρ d

dt

)n ∫ b

t

(
τρ − tρ

ρ

)n−α−1

f(τ)
dτ

τ1−ρ .

Proposition 1.5.1. [5] Pour α > 0, ρ > 0 et m > −ρ on a :

1.
(
KDα,ρa+ (t− a)m

)
(t) =

ρα−1Γ(1+m
ρ )

Γ(1−α+m
ρ ) (t− a)m−ρα.

2.
(
KDα,rhob− (b− t)m

)
(t) =

ρα−1Γ(1+m
ρ )

Γ(1−α+m
ρ ) (b− t)m−ρα.

Lemme 1.5.1. [6] Soit α, ρ > 0 , si f(t) ∈ C([0, T ]) , alors

1. l’équation différentielle fractionnaire de type Katugampola KDα,ρ0+ = 0, admet une solution unique

f(t) = C1t
ρ(α−1) + C2t

ρ(α−2) + ...+ cnt
ρ(α−n).

2. Si KDα,ρ0+ f(t) ∈ C([0, T ]) et 0 < α < 1, alors

Iα,ρ0+
KDα,ρ0+ f(t) = f(t) + Ctρ(α−1).

avec C ∈ R,

Théorème 1.5.1. [5] Soit α ≥ 0 et 1 ≤ ρ <∞, alors

lim
ρ→1

(KDα,ρa+ f)(t) = (RLDαa+f)(t) =
1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f(τ)dτ.

lim
ρ→0+

(KDα,ρa+ f)(t) = (HDαa+f)(t) =
1

Γ(n− α)

(
t
d

dt

)n ∫ t

a

(ln t− ln τ)n−α−1f(τ)dτ.

Théorème 1.5.2. [9] Soit λ ∈ R, alors le probléme de cauchy :KDα,ρa+ y(t)− λy(t) = f(t), 0 < α ≤ 1,

I1−α,ρ
a+ f(a) = b, b ∈ R.

admet une solution y(t) sous forme

y(t) = b

(
tρ − aρ

ρ

)α−1

Eα,α

(
λ

(
tρ − aρ

ρ

)α)
+

∫ t

a

(
tρ − τρ

ρ

)α−1

Eα,α

(
λ

(
tρ − τρ

ρ

)α)
f(τ)

dτ

τ1−ρ .

Dérivées fractionnaires généralisé de Caputo-Katugampola

Définition 1.5.2. [9] Soit α > 0 et n = [α] + 1, −∞ < a < b < +∞, La dérivée fractionnair généralisé de Caputo-

katugampola à gauche d’order α de f ∈ Xp
c ([a, b]) est définie par :

∀t ∈ [a, b], C−KDα,ρa+ f(t) =
(
In−α,ρa+

)
◦ (γ)nf(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(
tρ − τρ

ρ

)n−α−1

(γ)nf(τ)
dτ

τ1−ρ .

Et a dérivée fractionnair généralisé de Caputo-katugampola à adroite d’order α de f ∈ Xp
c ([a, b]) est définie par :

∀t ∈ [a, b], C−KDα,ρb− f(t) =
(
In−αb−

)
◦ (γ)nf(t) =

1

Γ(n− α)

∫ b

t

(
τρ − tρ

ρ

)n−α−1

(−γ)nf(τ)
dτ

τ1−ρ .

Avec γ = t1−ρ ddt
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Proposition 1.5.2. [5] Pour α > 0, ρ > 0 et m > −ρ on a :

1.
(
C−KDα,ρa+ (t− a)m

)
(t) =

ρα−1Γ(1+m
ρ )

Γ(1−α+m
ρ ) (t− a)m−ρα.

2.
(
C−KDα,ρb− (b− t)m

)
(t) =

ρα−1Γ(1+m
ρ )

Γ(1−α+m
ρ ) (b− t)m−ρα.

Lemme 1.5.2. [6] Soit α, ρ > 0, si f(t) ∈ C([0, T ]), alors

1. l’équation différentielle fractionnaire de type Caputo-Katugampola C−KDα,ρ0+ = 0, admet une solution unique

f(t) = C0 + C1t
ρ + C2t

2ρ + ...+ cn−1t
(n−1)ρ.

2. Si f(t) ∈ Cn([0, T ]) et 0 < α < 1, alors

Iα,ρ0+
C−KDα,ρ0+ f(t) = f(t) + C.

avec C ∈ R.

Théorème 1.5.3. [5] Soit α ≥ 0 et 1 ≤ ρ <∞, alors

lim
ρ→1

(C−KDα,ρa+ f)(t) = (CDαa+f)(t) =
1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f (n)(τ)dτ.

lim
ρ→0+

(C−KDα,ρa+ f)(t) = (C−HDαa+f)(t) =
1

Γ(n− α)

∫ t

a

(ln t− ln τ)n−α−1(γ)nf(τ)dτ.

Théorème 1.5.4. [9] Soit λ ∈ R, alors le probléme de cauchy :C−KDα,ρa+ y(t)− λy(t) = f(t), 0 < α ≤ 1,

y(a) = b, b ∈ R.

admet une solution y(t) sous forme

y(t) = bEα

(
λ

(
tρ − aρ

ρ

)α)
+

∫ t

a

(
tρ − τρ

ρ

)α−1

Eα,α

(
λ

(
tρ − τρ

ρ

)α)
f(τ)

dτ

τ1−ρ .
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CHAPITRE 2

PROBÈME INVERSE POUR EDPS

FRACTIONNAIRES

D ans ce chapter, on va étudie l’existence, la convergence et l’ unicite de solution de deux Probème inverses

pour l’équation aux dérivées partielles freactionnaires,

1. Probème pour l’équation aux dérivées partielles freactionnaires, au sens de Caputo s’écret comme :
CDα0tU(t, x) =

[
(1− x2)Ux

]
x

+ h(x), (t, x) ∈]0, T [×]− 1, 1[,

U(0, x) = v(x), −1 ≤ x ≤ 1,

U(T, x) = w(x), −1 ≤ x ≤ 1.

2. Probème pour l’équation aux dérivées partielles freactionnaires, au sens de Rimann-Liouville s’écret-

comme : 
RLDα0tU(t, x) =

[
(1− x2)Ux

]
x

+ h(x), (t, x) ∈]0, T [×]− 1, 1[,

I1−αU(t, x) | t=0 = v(x), −1 ≤ x ≤ 1,

U(T, x) = w(x), −1 ≤ x ≤ 1.

Où CDα0tU(t, x), RLDα0tU(t, x) est la dérivées partielle fractionnaire de Caputo et Rimann-Liouville

d’ordre α (0 < α < 1), respectivement de U(t, x), I1−α est l’intgrale fractionnaire de Rimann-liouville

d’ordre 1− α et v(x), w(x) deux fonctions données.

On applique la mothod de séparation de variables pour obtenir la solution explicite sous forme d’une

série de polynome de Legendre.
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2.1. PROBÈME AVEC LA DÉRIVÉE DE CAPUTO 16

2.1 Probème avec la dérivée de Caputo

Dans cette section, on va étudie l’existence, convergence et l’unicite de solution du Probème pour

l’èquation aux dérivées partielles freactionnaire au sens de Caputo de la forme suivant :
CDα0tU(t, x) =

[
(1− x2)Ux

]
x

+ h(x), (t, x) ∈]0, T [×]− 1, 1[,

U(0, x) = v(x), −1 ≤ x ≤ 1,

U(T, x) = w(x), −1 ≤ x ≤ 1.

(2.1.1)

Où CDα0tU(t, x) est la dérvées partielles fractionnaire de Caputo d’ordre α (0 < α < 1) de U(t, x) et v(x), w(x)

deux fonctions données.

Le résultat prncibal de cette section est le Théorème suivant :

Théorème 2.1.1. Soit v,w ∈ C3([−1, 1]) et v4, w4 ∈ L([−1, 1]),, alors il exiset une solution unique de Probème (2.1.1)

est donnée :

U(t, x) = v(x) + (w0 − v0)

(
t

T

)α
+

∞∑
n=1

1− Eα(−λntα)

1− Eα(−λnTα)
(wn − vn)Pn(x). (2.1.2)

h(x) = (w0 − v0)
Γ(α+ 1)

Tα
+

d

dx

[
(1− x2)v′(x)

]
+

∞∑
n=1

λn

(
wn − vn

1− Eα(−λnTα)

)
Pn(x). (2.1.3)

avec λn = n(n+ 1), et

vn = 2n+1
2

∫ 1

−1
v(x)Pn(x), wn = 2n+1

2

∫ 1

−1
w(x)Pn(x), n = 0, 1, 2, ...

2.1.1 L’existence de la Solution

Théorème 2.1.2. Le Probème (2.1.1) admet l’ensemble de solution {U(t, x), h(x)}, données par :

U(t, x) =

∞∑
n=0

Un(t)Pn(x), h(x) =

∞∑
n=0

hnPn(x), (2.1.4)

où Un(t) est foction à détermené, Pn(x) le polynome de Legendre et hn est constant.

Démonstration. On cherche la solution du Probème (2.1.1), sous forme :{
U(t, x) =

∞∑
n=0

Un(t)Pn(x), h(x) =

∞∑
n=0

hnPn

}
.

Alors {U(t, x), h(x)} est vérifier l’èquation (2.1.1), C-à-dCDα0tU(t, x) =
∑∞
n=0 Pn(x)CDα0tUn(t),[

(1− x2)Ux
]
x

=
∑∞
n=0(1− x2)P ′′n (x)Un(t)− 2x

∑∞
n=0 P

′
n(x)Un(t).

Donc
∞∑
n=0

Pn(x)CDα0tUn(t) =

∞∑
n=0

(1− x2)P ′′n (x)Un(t)− 2x

∞∑
n=0

P ′n(x)Un(t) +

∞∑
n=0

hnPn(x),

on obtient :

Pn(x)CDα0tUn(t) = (1− x2)P ′′n (x)Un(t)− 2xP ′n(x)Un(t) + hnPn(x), n = 0, 1, 2...

et comme Pn(x) est solution de l’èquation de Legendre on obtient :

(1− x2)P ′′n (x)− 2xP ′n(x) = −λnPn(x).

Alors

Pn(x)CDα0tUn(t) = −λnUn(t) + hnPn(x), n = 0, 1, 2...
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2.1. PROBÈME AVEC LA DÉRIVÉE DE CAPUTO 17

on obtient

CDα0tUn(t) + λnUn(t) + hnPn(x), n = 0, 1, 2... (2.1.5)

et d’autre part on a :

U(0, x) =
∑∞
n=0 Un(0)Pn(x) = v(x) =

∑∞
n=0 vnPn(x),

U(T, x) =
∑∞
n=0 Un(T )Pn(x) = w(x) =

∑∞
n=0 wnPn(x),

⇒

Un(0) = vn,

Un(T ) = wn
.n = 0, 1, 2, ... (2.1.6)

On cherche Un(t)

1. Pour n = 0, on obtient : 
CDα0tU0(t) = h0, 0 < t < T,

U0(0) = v0,

U0(T ) = w0.

(2.1.7)

En appliquant Iα0t sur l’èquation (2.1.7), on obtint :

Iα0tCDα0tU0(t) = Iα0th0,

d’après le lemme (1.3.2) pour 0 < α ≤ 1 , (n = [α] + 1 = 1) on a :

Iα0tCDα0tU0(t) = U0(t)− c0, c0 ∈ R,

donc

U0(t)− c0 = Iα0th0,⇒ U0(t) = c0 + Iα0th0.

Par conséquent, la solution générale de l’èquation (2.1.7),est :

U0(t) = c0 +
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1h0dτ.

Les conditions aux limites implique :

U0(0) = c0 ⇒ c0 = v0,

U0(T ) = c0 + 1
Γ(α)

∫ T
0

(t− τ)α−1h0dτ = w0 ⇒ h0 = (w0 − v0)Γ(α+1)
Tα .

Alor

U0(t) = v0 +
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1h0dτ = v0 + (w0 − v0)

(
t

T

)α
.

2. Pour n ≥ 1 on obtient : 
CDα0tU(t) + λUn(t) = hn, 0 < t < T,

Un(0) = vn,

Un(T ) = wn.

(2.1.8)

d’après le théorème (1.3.2) pour 0 < α ≤ 1, Alors le prebléme (2.1.8) admet une solution sous forme
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2.1. PROBÈME AVEC LA DÉRIVÉE DE CAPUTO 18

Un(t) = vnEα (−λntα) +

∫ t

0

(t− τ)
α−1

Eα,α (−λn (t− τ)
α

)hndτ

= vnEα (−λntα) +

∫ t

0

(t− τ)
α−1

+∞∑
k=0

−λkn(t− τ)αk

Γ(αk + α)
hndτ

= vnEα (−λntα) +

+∞∑
k=0

∫ t

0

−λkn(t− τ)αk+α−1

Γ(αk + α)
hndτ

= vnEα (−λntα) +

+∞∑
k=0

−λkn(t)αk+α

Γ(αk + α+ 1)
hn

= vnEα (−λntα) +
−λntα

−λn

+∞∑
k=0

−λkn(t)αk

Γ(αk + α+ 1)
hn

= vnEα(z)− hn
λn
zEα,α+1(z), (z = −λtα)

= vnEα(z)− hn
λn

(Eα(z)− 1) = cnEα(−λtα) +
hn
λn
.

Les conditions aux limites implique :

Un(0) = cn + hn
λn

= vn,

Un(T ) = cnEα(−λTα) + hn
λn

= wn.
⇒

cn = vn−wn
1−Eα(−λTα) ,

hn = λn(vn − cn), n = 1, 2, ...

donc

Un(t) =
(vn − wn)Eα(−λntα)

1− Eα(−λTα)
+

wn − vn
1− Eα(−λTα)

+ vn

=
1− Eα(−λntα)

1− Eα(−λTα)
(wn − vn) + vn, n = 1, 2, ...

alors, on obtient :

U(t, x) = v0 + (w0 − v0)

(
t

T

)α
+

(
1− Eα(−λntα)

1− Eα(−λTα)
(wn − vn) + vn

)
Pn(x), n = 1, 2, ...

= v(x) + (w0 − v0)

(
t

T

)α
+

1− Eα(−λntα)

1− Eα(−λTα)
(wn − vn)Pn(x), n = 1, 2, ...

= v(x) + (w0 − v0)

(
t

T

)α
+

∞∑
n=1

1− Eα(−λntα)

1− Eα(−λTα)
(wn − vn)Pn(x).

h(x) = (w0 − v0)
Γ(α+ 1)

Tα
+ λn

(
vn +

wn − vn
1− Eα(−λTα)

)
Pn(x), n = 1, 2...

= (w0 − v0)
Γ(α+ 1)

Tα
+ λnvnPn(x) + λn

(
wn − vn

1− Eα(−λTα)

)
Pn(x), n = 1, 2...

= (w0 − v0)
Γ(α+ 1)

Tα
+

d

dx

[
(1− x2)v′(x)

]
+

∞∑
n=1

λn

(
wn − vn

1− Eα(−λTα)

)
Pn(x).

La convergence de la solution

Dans la suite, on va démontré la convergence uniforme des séries apparissant dns l’expressienci dessns

et les séries crrespendontes [(1− x2)Ux]x et CDα0tU(t, x).

Nous commencone par :a
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2.1. PROBÈME AVEC LA DÉRIVÉE DE CAPUTO 19

–

|U(t, x)| =

∣∣∣∣∣v(x) + (w0 − v0)

(
t

T

)α
+

∞∑
n=1

1− Eα(−λntα)

1− Eα(−λTα)
(wn − vn)Pn(x)

∣∣∣∣∣
≤ |v(x)|+

∣∣∣∣(w0 − v0)

(
t

T

)α∣∣∣∣+

∞∑
n=1

∣∣∣∣1− Eα(−λntα)

1− Eα(−λTα)
(wn − vn)

∣∣∣∣ |Pn(x)|

≤ |v(x)|+ |w0|+ |v0|+ C1

∞∑
n=1

(|wn|+ |vn|).

–

|h(x)| =

∣∣∣∣∣(w0 − v0)
Γ(α+ 1)

Tα
+

d

dx

[
(1− x2)v′(x)

]
+

∞∑
n=1

λn

(
wn − vn

1− Eα(−λTα)

)
Pn(x)

∣∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣(w0 − v0)

Γ(α+ 1)

Tα

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ddx [(1− x2)v′(x)
]∣∣∣∣+

∞∑
n=1

∣∣∣∣λn( wn − vn
1− Eα(−λTα)

)∣∣∣∣ |Pn(x)|

≤ (|w0|+ |v0|)
∣∣∣∣Γ(α+ 1)

Tα

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ddx [(1− x2)v′(x)
]∣∣∣∣+

∞∑
n=1

λn
|wn|+ |vn|

|1− Eα(−λTα)|
|Pn(x)|

≤ (|w0|+ |v0|)
∣∣∣∣Γ(α+ 1)

Tα

∣∣∣∣+
∣∣∣[(1− x2)v′(x)

]′∣∣∣+ C2

∞∑
n=1

n(n+ 1)(|wn|+ |vn|).

– ∣∣CDα0tU(t, x)
∣∣ =

∣∣∣∣∣Γ(α+ 1)

Tα
(w0 − v0) +

∞∑
n=1

n(n+ 1)Eα(−λntα)

1− Eα(−λnTα)
(wn − vn)Pn(x)

∣∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣Γ(α+ 1)

Tα
(w0 − v0)

∣∣∣∣+

∞∑
n=1

∣∣∣∣n(n+ 1)Eα(−λntα)

1− Eα(−λnTα)

∣∣∣∣ |(wn − vn)| |Pn(x)|

≤ Γ(α+ 1)

Tα
(|w0|+ |v0|) + C3

∞∑
n=1

n(n+ 1)(|wn|+ |vn|).

– ∣∣∣[(1− x2)Ux]x

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣[(1− x2)v′(x)]′ +

∞∑
n=1

1− Eα(−λntα)

1− Eα(−λnTα)
(n(n+ 1))(wn − vn)Pn(x)

∣∣∣∣∣
≤
∣∣[(1− x2)v′(x)]′

∣∣+

∞∑
n=1

∣∣∣∣ 1− Eα(−λntα)

1− Eα(−λnTα)

∣∣∣∣ |(n(n+ 1))(wn − vn)| |Pn(x)|

≤
∣∣[(1− x2)v′(x)]′

∣∣+ C4

∞∑
n=1

(n(n+ 1))(|wn|+ |vn|).

Le convergence des séries dépend de l’estimations de vn et wn,

vn =
2n+ 1

2

∫ 1

−1

v(x)Pn(x)dx

=
1

2

∫ 1

−1

v(x)(P ′n+1(x)− P ′n−1(x))dx,

on intégre par parties on obtient :

vn = [v(x)(Pn+1(x)− Pn−1(x))]1−1 −
1

2

∫ 1

−1

v′(x)(Pn+1(x)− Pn−1(x))dx

= −1

2

∫ 1

−1

v′(x)(Pn+1(x)− Pn−1(x))dx,

donc

|vn| =
∣∣∣∣−1

2

∫ 1

−1

v′(x)(Pn+1(x)− Pn−1(x))dx

∣∣∣∣
≤ 1

2

∫ 1

−1

|v′(x)(Pn+1(x)− Pn−1(x))| dx
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2.1. PROBÈME AVEC LA DÉRIVÉE DE CAPUTO 20

En utilsant l’ingalite de Cauchy Schwarz et ‖Pn(x)‖2 il vient :

|vn| ≤
1

2

∫ 1

−1

|v′(x)| (|Pn+1(x)|+ |Pn−1(x)|)

≤ 1

2
‖v′(x)‖ (‖Pn+1(x)‖+ ‖Pn−1(x)‖)dx

≤ 1

2
‖v′(x)‖

( √
2

(2n+ 3)
1
2

+

√
2

(2n− 1)
1
2

)

≤ ‖v
′(x)‖

√
2

(2n− 1)
1
2

En répétant le procossus ci-dessus une fois de plus, on obtient :

|vn| ≤
4
√

2

(2n− 3)
3
2

‖v′′(x)‖ .

On trouve finalement la convergence uniforeme de la solution pour v, w ∈ C3([−1, 1]) et v4, w4 ∈
L([−1, 1]).

2.1.2 L’unicite de la Solution

Soient {U1(t, x), h1(x)}, {U2(t, x), h2(x)} deux ensembles de solition du Probème (2.1.1), posant U = U1 −
U2, h = h1 − h2, il vient :

CDα0tU(t, x) =
[
(1− x2)Ux

]
x

+ h(x) (t, x) ∈]0, T [×]− 1, 1[,

U(0, x) = 0, −1 ≤ x ≤ 1,

U(T, x) = 0, −1 ≤ x ≤ 1.

(2.1.9)

d’après le théorème (2.1.2) le problème (2.1.9) admet l’ensemble de solution {U(t, x), h(x)} :

U(t, x) =

∞∑
n=0

Un(t)Pn(x), h(x) =

∞∑
n=0

hnPn(x), (2.1.10)

Mais d’après (1.1.3) on obtient :

Un(t) = 2n+1
2

∫ 1

−1
U(t, x)Pn(x)dx. n = 0, 1, 2, ... (2.1.11)

hn = 2n+1
2

∫ 1

−1
h(x)Pn(x)dx. n = 0, 1, 2, ... (2.1.12){

Un(0) = 0,

Un(T ) = 0,
, n = 0, 1, 2, ... (2.1.13)

En appliquant CDα0t sur l’èquation (2.1.11) on obtient :

CDα0tU0(t) =
2n+ 1

2

∫ 1

−1

Pn(x)CDα0tU(t, x)dx

=
2n+ 1

2

∫ 1

−1

Pn(x)
([

(1− x2)Ux
]
x

+ h(x)
)
dx

=
2n+ 1

2

∫ 1

−1

Pn(x)
[
(1− x2)Ux

]
x
dx+

2n+ 1

2

∫ 1

−1

Pn(x)h(x)dx

=
2n+ 1

2

∫ 1

−1

Pn(x)
[
(1− x2)Ux

]
x
dx+ hn.
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on intègre par parties deux fois on trouve :

CDα0tU0(t) =
2n+ 1

2

∫ 1

−1

[
(1− x2)P ′n(x)

]′
U(t, x)dx+ hn

= −2n+ 1

2

∫ 1

−1

n(n+ 1)U(t, x)Pn(x)dx+ hn

= −n(n+ 1)Un(t) + hn.

Alore, d’après le théorème (1.3.2) et la condition (2.1.13) on obtient :

Un(t) = 0, hn = 0.

et comme Pn(x) est système comble sur [−1, 1], alors

U(t, x) ≡ 0, h(x) ≡ 0.

2.1.3 Exemple

Exemple 2.1.1.

Soit le Probème suivant :
CDα0tU(t, x) =

[
(1− x2)Ux

]
x

+ h(x), (t, x) ∈]0, T [×]− 1, 1[,

U(0, x) = 0, −1 ≤ x ≤ 1,

U(T, x) = 3x2, −1 ≤ x ≤ 1.

(2.1.14)

On a

v(x) =

∞∑
n=0

vnPn(x)

= v0P0(x) + v1P1(x) + v2P2(x) + ...

= v0 + v1x+
v2

2
(3x2 − 1)... = 0.

Alors vn = 0,∀n ≥ 0.

Et.

w(x) =

∞∑
n=0

wnPn(x)

= w0P0(x) + w1P1(x) + w2P2(x) + ...

= w0 + v1x+
w2

2
(3x2 − 1)... = 3x2.

Alors w0 = 1,w1 = 0 et w2 = 2 vn = 0,∀n ≥ 3.

d’après le théorème (2.1.1) on obtient :

U(t, x) = v(x) + (w0 − v0)

(
t

T

)α
+

1− Eα(−λ1t
α)

1− Eα(−λ1Tα)
(w1 − v1)P1(x)

+
1− Eα(−λ2t

α)

1− Eα(−λ2Tα)
(w2 − v2)P2(x)

= w0

(
t

T

)α
+

1− Eα(−λ2t
α)

1− Eα(−λ2Tα)
w2P2(x)

=

(
t

T

)α
+

1− Eα(−6tα)

1− Eα(−6Tα)
(3x2 − 1).
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h(x) = (w0 − v0)
Γ(α+ 1)

Tα
+

d

dx

[
(1− x2)v′(x)

]
+ λ1

(
w1 − v1

1− Eα(−λ1Tα)

)
P1(x) + λ2

(
w2 − v2

1− Eα(−λ2Tα)

)
P2(x)

= w0
Γ(α+ 1)

Tα
+ λ2

(
w2 − v2

1− Eα(−λ2Tα)

)
P2(x)

=
Γ(α+ 1)

Tα
+

(
6

1− Eα(−6Tα)

)
(3x2 − 1).

2.2 Probème avec la dérivée de Remann-Liouville

Dans cette section, on va étudie l’existence, convergence et l’unicite de solution de Probème pour

l’èquation aux dérivées partielles freactionnaires au sens de Remann-Liouville de la forme suivant :
RLDα0tU(t, x) =

[
(1− x2)Ux

]
x

+ h(x), (t, x) ∈]0, T [×]− 1, 1[,

I1−α
0t U(t, x) | t=0 = v(x), −1 ≤ x ≤ 1,

U(T, x) = w(x), −1 ≤ x ≤ 1.

(2.2.1)

Où RLDα0tU(t, x) est la dérvées partielles fractionnaire de Remann-Liouville d’ordre α (0 < α < 1) de U(t, x)

et Iα0tU(t, x) est l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville de U(t, x), v(x) et w(x) deux fonctions données.

Le résultat prncipal de cette section est le théorème suivant :

Théorème 2.2.1. Soit v,w ∈ C3([−1, 1]) et v4, w4 ∈ L([−1, 1]), alors il exiset une solution unique de Probème (2.2.1)

est donnée

U(t, x) = (w0 −
Tα−1

Γ(α)
v0)

(
t

T

)α
+ v(x)tα−1Eα,α(−λntα)

+

∞∑
n=1

(
+tαEα,α+1(−λntα)

(
wn − vnTα−1Eα,α(−λnTα)

TαEα,α+1(−λnTα)

))
Pn(x). (2.2.2)

h(x) = (w0 −
Tα−1

Γ(α)
v0)

Γ(α+ 1)

Tα
+

∞∑
n=1

(
wn − vnTα−1Eα,α(−λnTα)

TαEα,α+1(−λnTα)

)
Pn(x), (2.2.3)

où λn = n(n+ 1), et

vn = 2n+1
2

∫ 1

−1
v(x)Pn(x), wn = 2n+1

2

∫ 1

−1
w(x)Pn(x), n = 0, 1, 2, ...

2.2.1 L’existence de la Solution

Théorème 2.2.2. Le Probème (2.2.1) admet l’ensemble de solution {U(t, x), h(x)}, données par :

U(t, x) =

∞∑
n=0

Un(t)Pn(x), h(x) =

∞∑
n=0

hnPn(x), (2.2.4)

où Un(t) est foction â détermené, Pn(x) le polynome de Legendre et hn est constent.

Démonstration. On cherche la solution du Probème (2.2.1) sous forme :{
U(t, x) =

∞∑
n=0

Un(t)Pn(x), h(x) =

∞∑
n=0

hnPn

}

Alor {U(t, x), h(x)} est vérifies l’èquation (2.2.1), C-â-dRLDα0tU(t, x) =
∑∞
n=0 Pn(x)RLDα0tUn(t),[

(1− x2)Ux
]
x

=
∑∞
n=0(1− x2)P ′′n (x)Un(t)− 2x

∑∞
n=0 P

′
n(x)Un(t)
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Donc
∞∑
n=0

Pn(x)RLDα0tUn(t) =

∞∑
n=0

(1− x2)P ′′n (x)Un(t)− 2x

∞∑
n=0

P ′n(x)Un(t) +

∞∑
n=0

hnPn(x),

on obtient :

Pn(x)RLDα0tUn(t) = (1− x2)P ′′n (x)Un(t)− 2xP ′n(x)Un(t) + hnPn(x), n = 0, 1, 2...

et comme Pn(x) est solution de l’èquation de gendre on obtient :

(1− x2)P ′′n (x)− 2xP ′n(x) = −λnPn(x).

Donc

Pn(x)RLDα0tUn(t) = −λnUn(t)Pn(x) + hnPn(x), n = 0, 1, 2...

alors
RLDα0tUn(t) + λnUn(t) + hn, n = 0, 1, 2... (2.2.5)

et d’autre part on a :I
1−α
0t U(t, x) | t=0 =

∑∞
n=0 I

1−α
0t Un(t) | t=0 Pn(x) = v(x) =

∑∞
n=0 vnPn(x),

U(T, x) =
∑∞
n=0 Un(T )Pn(x) = w(x) =

∑∞
n=0 wnPn(x).

Alors I
1−α
0t Un(t) | t=0 = vn,

Un(T ) = wn.
n = 0, 1, 2... (2.2.6)

On charche Un(t)

1. Pour n = 0 on obtient : 
RLDα0tU0(t) = h0, 0 < t < T,

I1−α
0t U0(t) | t=0 = v0,

U0(T ) = w0.

(2.2.7)

En appliquant Iα0t sur l’èquation (2.2.7) on obtint :

Iα0tRLDα0tU0(t) = Iα0th0

d’après le lemme (1.3.1) pour 0 < α ≤ 1, (n = [α] + 1 = 1) on obtient :

Iα0tRLDα0tU0(t) = U0(t)− c0tα−1, c0 ∈ R,

donc

U0(t)− c0tα−1 = Iα0th0,

ce que implique

U0(t) = c0t
α−1 + Iα0th0. (2.2.8)

et en appliquant I1−α
0t sur l’èquation (2.2.8), et d’après le proposition (1.2.1) on obtint :

I1−α
0t U0(t) = c0I1−α

0t tα−1 + I0th0

= c0
Γ(α)

Γ(1− α+ α)
t1−α+α−1 + I0th0

= c0Γ(α) + I0th0.

Alors

I1−α
0t U0(t) | t=0 = c0Γ(α) = v0,⇒ c0 =

1

Γ(α)
v0.
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et on a :

U0(T ) = c0T
α−1 + Iα0th0

= c0T
α−1 +

1

Γ(α)

∫ T

0

(T − τ)α−1h0dτ

= c0T
α−1 + h0

1

Γ(α+ 1)
Tα

= w0.

Alors

h0 = (w0 − c0Tα−1)
Γ(α+ 1)

Tα
= (w0 −

Tα−1

Γ(α)
v0)

Γ(α+ 1)

Tα
.

U0(t) = c0t
α−1tα−1 + Iα0th0

=
1

Γ(α)
v0t

α−1 +
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1h0dτ

=
1

Γ(α)
v0t

α−1 +
h0

Γ(α+ 1)
tα

=
1

Γ(α)
v0t

α−1 + (w0 −
Tα−1

Γ(α)
v0)

(
t

T

)α
.

2. Pour n ≥ 1 on obtient : 
RLDα0tU(t) + λUn(t) = hn, 0 < t < T,

I1−α
0t Un(T ) | t=0 = vn,

Un(T ) = wn.

(2.2.9)

d’après le théorème (1.3.1) pour 0 < α ≤ 1, on a le prebléme (2.2.9) admet une solution sous fourme

Un(t) = vnt
α−1Eα,α (−λntα) +

∫ t

0

(t− τ)
α−1

Eα,α (−λn (t− τ)
α

)hndτ

= vnt
α−1Eα,α (−λntα) +

∫ t

0

(t− τ)
α−1

+∞∑
k=0

−λkn(t− τ)αk

Γ(αk + α)
hndτ

= vnt
α−1Eα,α (−λntα) +

+∞∑
k=0

∫ t

0

−λkn(t− τ)αk+α−1

Γ(αk + α)
hndτ

= vnt
α−1Eα,α (−λntα) +

+∞∑
k=0

−λkn(t)αk+α

Γ(αk + α+ 1)
hn

= vnt
α−1Eα,α (−λntα) + tα

+∞∑
k=0

−λkn(t)αk

Γ(αk + α+ 1)
hn

= vnt
α−1Eα,α(−λntα) + tαEα,α+1(−λntα)hn.

Les conditions aux limites implique :

U(T ) = vnT
α−1Eα,α(−λnTα) + TαEα,α+1(−λnTα)hn = wn

Donc

hn =
wn − vnTα−1Eα,α(−λnTα)

TαEα,α+1(−λnTα)

Un(t) = vnt
α−1Eα,α(−λntα) + tαEα,α+1(−λntα)

(
wn − vnTα−1Eα,α(−λnTα)

TαEα,α+1(−λnTα)

)
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Alors, on obtient :

U(t, x) =
1

Γ(α)
v0t

α−1 + (w0 −
Tα−1

Γ(α)
v0)

(
t

T

)α
+
(
vnt

α−1Eα,α(−λntα)
)
Pn(x)

+

(
+tαEα,α+1(−λntα)

(
wn − vnTα−1Eα,α(−λnTα)

TαEα,α+1(−λnTα)

))
Pn(x), n = 1, 2, ...

=
1

Γ(α)
v0t

α−1 + (w0 −
Tα−1

Γ(α)
v0)

(
t

T

)α
+

∞∑
n=1

vnt
α−1Eα,α(−λntα)

+

∞∑
n=1

(
+tαEα,α+1(−λntα)

(
wn − vnTα−1Eα,α(−λnTα)

TαEα,α+1(−λnTα)

))
Pn(x).

h(x) = (w0 −
Tα−1

Γ(α)
v0)

Γ(α+ 1)

Tα
+

(
wn − vnTα−1Eα,α(−λnTα)

TαEα,α+1(−λnTα)

)
Pn(x), n = 1, 2, ...

= (w0 −
Tα−1

Γ(α)
v0)

Γ(α+ 1)

Tα
+

∞∑
n=1

(
wn − vnTα−1Eα,α(−λnTα)

TαEα,α+1(−λnTα)

)
Pn(x).

La convergence de solution

Dans la suite, on va démontré la convergence uniforme des séries apparissant dans l’expressienci-dessns,

et les séries crrespendontes [(1− x2)Ux]x.

Nous commencone par :

–

|U(t, x)| =

∣∣∣∣∣ 1

Γ(α)
v0t

α−1 + (w0 −
Tα−1

Γ(α)
v0)

(
t

T

)α
+

∞∑
n=1

vnt
α−1Eα,α(−λntα)Pn(x)

+

∞∑
n=1

(
+tαEα,α+1(−λntα)

(
wn − vnTα−1Eα,α(−λnTα)

TαEα,α+1(−λnTα)

))
Pn(x)

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣ 1

Γ(α)
v0t

α−1

∣∣∣∣+

∣∣∣∣(w0 −
Tα−1

Γ(α)
v0)

(
t

T

)α∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

vnt
α−1Eα,α(−λntα)Pn(x)

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∑(
+tαEα,α+1(−λntα)

(
wn − vnTα−1Eα,α(−λnTα)

TαEα,α+1(−λnTα)

))∣∣∣∣ |Pn(x)|

≤ c0|v0|+ (|w0|+ c1|v0|) + c2

∞∑
n=1

|vn|+ c3

∞∑
n=1

(|wn|+ c4|vn|).

–

|h(x)| =

∣∣∣∣∣(w0 −
Tα−1

Γ(α)
v0)

Γ(α+ 1)

Tα
+

∞∑
n=1

(
wn − vnTα−1Eα,α(−λnTα)

TαEα,α+1(−λnTα)

)
Pn(x)

∣∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣(w0 −

Tα−1

Γ(α)
v0)

Γ(α+ 1)

Tα

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

(
wn − vnTα−1Eα,α(−λnTα)

TαEα,α+1(−λnTα)

)
Pn(x)

∣∣∣∣∣
≤ (|w0|+

Tα−1

Γ(α)
|v0|)

Γ(α+ 1)

Tα
+

∞∑
n=1

∣∣∣∣(wn − vnTα−1Eα,α(−λnTα)

TαEα,α+1(−λnTα)

)∣∣∣∣ |Pn(x)|

≤ (|w0|+ c0|v0|)
Γ(α+ 1)

Tα
+ c1

∞∑
n=1

(|wn|+ |vn).
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–

∣∣[(1− x2)Ux]x
∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

vnt
α−1Eα,α(−λntα)n(n+ 1)Pn(x)

+

∞∑
n=1

n(n+ 1)

(
+tαEα,α+1(−λntα)

(
wn − vnTα−1Eα,α(−λnTα)

TαEα,α+1(−λnTα)

))
Pn(x)

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

vnt
α−1Eα,α(−λntα)n(n+ 1)Pn(x)

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

n(n+ 1)

(
+tαEα,α+1(−λntα)

(
wn − vnTα−1Eα,α(−λnTα)

TαEα,α+1(−λnTα)

))
Pn(x)

∣∣∣∣∣
≤ c1

∞∑
n=1

n(n+ 1) |vn|+ c2

∞∑
n=1

n(n+ 1)(|wn|+ c3|vn|).

Le convergence des séries dépend de l’estimations de vn et wn,

vn =
2n+ 1

2

∫ 1

−1

v(x)Pn(x)dx

=
1

2

∫ 1

−1

v(x)(P ′n+1(x)− P ′n−1(x))dx,

on intégre par parties on obtient :

vn = [v(x)(Pn+1(x)− Pn−1(x))]1−1 −
1

2

∫ 1

−1

v′(x)(Pn+1(x)− Pn−1(x))dx

= −1

2

∫ 1

−1

v′(x)(Pn+1(x)− Pn−1(x))dx,

donc

|vn| =
∣∣∣∣−1

2

∫ 1

−1

v′(x)(Pn+1(x)− Pn−1(x))dx

∣∣∣∣
≤ 1

2

∫ 1

−1

|v′(x)(Pn+1(x)− Pn−1(x))| dx

en utilsant l’ingalite de Cauchy Schwarz et ‖Pn(x)‖2 il vient :

|vn| ≤
1

2

∫ 1

−1

|v′(x)| (|Pn+1(x)|+ |Pn−1(x)|)

≤ 1

2
‖v′(x)‖ (‖Pn+1(x)‖+ ‖Pn−1(x)‖)dx

≤ 1

2
‖v′(x)‖

( √
2

(2n+ 3)
1
2

+

√
2

(2n− 1)
1
2

)

≤ ‖v
′(x)‖

√
2

(2n− 1)
1
2

.

En répétant le procossus ci-dessus une fois de plus, on obtient :

|vn| ≤
4
√

2

(2n− 3)
3
2

‖v′′(x)‖ .

On trouve finalement la convergence uniforeme de la solution pour v, w ∈ C3([−1, 1]) et v4, w4 ∈ L([−1, 1]).

HOUD Kheirddine



2.2. PROBÈME AVEC LA DÉRIVÉE DE REMANN-LIOUVILLE 27

2.2.2 L’ unicite de la Solution

Soient {U1(t, x), h1(x)} , {U2(t, x), h2(x)} deux ensembles de solition du Probème (2.2.1), posant U = U1 −
U2, h = h1 − h2, il vient :

RLDα0tU(t, x) =
[
(1− x2)Ux

]
x

+ h(x) (t, x) ∈]0, T [×]− 1, 1[,

I1−α
0t U(t, x) | t=0 = 0, −1 ≤ x ≤ 1,

U(T, x) = 0, −1 ≤ x ≤ 1.

(2.2.10)

d’après le théorème(2.2.2) le problème (2.2.10) admet le ensembles de solution {U(t, x), h(x)}

U(t, x) =

∞∑
n=0

Un(t)Pn(x), h(x) =

∞∑
n=0

hnPn(x), (2.2.11)

Mais d’après (1.1.3) on obtient :

Un(t) = 2n+1
2

∫ 1

−1
U(t, x)Pn(x)dx. n = 0, 1, 2, ... (2.2.12)

hn = 2n+1
2

∫ 1

−1
h(x)Pn(x)dx. n = 0, 1, 2, ... (2.2.13)I

1−α
0t Un(t) | t=0 = 0,

Un(T ) = 0,
, n = 0, 1, 2, ... (2.2.14)

En appliquant RLDα0+ sur l’èquation (2.2.12) on obtint :

RLDα0tU0(t) =
2n+ 1

2

∫ 1

−1

Pn(x)RLDα0tU(t, x)dx

=
2n+ 1

2

∫ 1

−1

Pn(x)
([

(1− x2)Ux
]
x

+ h(x)
)
dx

=
2n+ 1

2

∫ 1

−1

Pn(x)
[
(1− x2)Ux

]
x
dx+

2n+ 1

2

∫ 1

−1

Pn(x)h(x)dx

=
2n+ 1

2

∫ 1

−1

Pn(x)
[
(1− x2)Ux

]
x
dx+ hn,

on intègre par parties deux fois on trouve :

RLDα0tU0(t) =
2n+ 1

2

∫ 1

−1

[
(1− x2)P ′n(x)

]′
U(t, x)dx+ hn

= −2n+ 1

2

∫ 1

−1

n(n+ 1)U(t, x)Pn(x)dx+ hn

= −n(n+ 1)Un(t) + hn.

Alors, d’aprè le théorème(1.3.1) et la condition (3.2.13) on obtient :

Un(t) = 0, hn. = 0

et comme Pn(x) est systeme comble sur [−1, 1], alor

U(t, x) ≡ 0, h(x). ≡ 0

2.2.3 Exemple

Exemple 2.2.1. Soit le Probème suivant :
RLDα0tU(t, x) =

[
(1− x2)Ux

]
x

+ h(x), (t, x) ∈]0, 1[×]− 1, 1[,

I1−α
0t U(t, x) | t=0 = 1 + x, −1 ≤ x ≤ 1,

U(T, x) = 3x2, −1 ≤ x ≤ 1.

(2.2.15)
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On a

v(x) =

∞∑
n=0

vnPn(x)

= v0P0(x) + v1P1(x) + v2P2(x) + ...

= v0 + v1x+
v2

2
(3x2 − 1)... = 1 + x.

Alors v0 = 1,v1 = 1 et vn = 0,∀n ≥ 2.

Et

w(x) =

∞∑
n=0

wnPn(x)

= w0P0(x) + w1P1(x) + w2P2(x) + ...

= w0 + w1x+
w2

2
(3x2 − 1)... = 3x2.

Alors w0 = 1,w1 = 0 etw2 = 2 vn = 0,∀n ≥ 3.

d’après le théorème (2.2.1) le Probème (2.2.15) admet l’ensemble de solution {U(t, x), h(x)}, et on a :

U(t, x) =
1

Γ(α)
v0t

α−1 + (w0 −
Tα−1

Γ(α)
v0)

(
t

T

)α
+

∞∑
n=1

vnt
α−1Eα,α(−λntα)Pn(x)

+

∞∑
n=1

(
tαEα,α+1(−λntα)

(
wn − vnTα−1Eα,α(−λnTα)

TαEα,α+1(−λnTα)

))
Pn(x)

=
1

Γ(α)
tα−1 + (1− 1

Γ(α)
) (t)

α
+ xtα−1Eα,α(−2tα)− tαEα,α+1(−2tα)

(
xEα,α(−2)

Eα,α+1(−2)

)
+ tαEα,α+1(−6tα)

(
(3x2 − 1)Eα,α(−6)

Eα,α+1(−6)

)
.

h(x) = (w0 −
Tα−1

Γ(α)
v0)

Γ(α+ 1)

Tα
+

∞∑
n=1

(
wn − vnTα−1Eα,α(−λnTα)

TαEα,α+1(−λnTα)

)
Pn(x)

= − xEα,α(−2)

Eα,α+1(−2)
+

(3x2 − 1)Eα,α(−6)

Eα,α+1(−6)
.
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CHAPITRE 3

PROBLÈME INVERSE POUR EDPS AU SENS

DE DÉRIVÉE FRACTIONNAIRE GÉNÉRALISÉ

D ons ce chapiter, on va généralisé la solution du Problème inverses pour l’équation aux dérivées partielles

freactionnaires énéralisé,

1. Problème pour l’équation aux dérivées partielles freactionnaires, au sens de Caputo-Katugampola s’écret

comme : 
C−KDα0tU(t, x) =

[
(1− x2)Ux

]
x

+ h(x), (t, x) ∈]0, T [×]− 1, 1[,

U(0, x) = v(x), −1 ≤ x ≤ 1,

U(T, x) = w(x), −1 ≤ x ≤ 1.

2. Problème pour l’équation aux dérivées partielles freactionnaires, au sens de de Katugampola s’écret

comme : 
KDα,ρ0t U(t, x) =

[
(1− x2)Ux

]
x

+ h(x), (t, x) ∈]0, T [×]− 1, 1[,

I1−α,ρ
0t U(t, x) | t=0 = v(x), −1 ≤ x ≤ 1,

U(T, x) = w(x), −1 ≤ x ≤ 1.

Où C−KDα,ρ0t U(t, x), KDα,ρ0t U(t, x) est la dérvées partielles fractionnaires de Caputo-Katugampola et

Katugampola d’ordre α (0 < α < 1) et ρ > 0 respectivement de U(t, x), I1−α,ρU(t, x) est l’intgral

fractionnaire de Katugampola d’ordre 1− α du U(t, x), ρ > 0 et v(x), w(x) deux fonctions données .

On applique la mothod de séparation de variables pour obtenir la solution explicite sous forme d’une

série de polynome de Legendre.
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3.1 Problème avec la dérivée de Caputo-Katugampola

Dans cette section, on va étudie l’existence, convergence et l’unicite de la solution du Problème pour

l’équation aux dérivées partielles freactionnaires au sens de Caputo-Katugampola de la forme suivant :
C−KDα,ρ0t U(t, x) =

[
(1− x2)Ux

]
x

+ h(x), (t, x) ∈]0, T [×]− 1, 1[,

U(0, x) = v(x), −1 ≤ x ≤ 1,

U(T, x) = w(x), −1 ≤ x ≤ 1.

(3.1.1)

Où C−KDα,ρ0t U(t, x) est la dérvées partielles fractionnaires de Caputo-Katugampola d’ordre α (0 < α < 1) et

ρ > 0, v(x) et w(x) deux fonction donnée .

Le résultat prncipal de cette section est le théorème suivent :

Théorème 3.1.1. Soit v,w ∈ C3([−1, 1]) et v4, w4 ∈ L2([−1, 1]), alors il exiset une solution unique du Problème (3.1.1)

donnée :

U(t, x) = v(x) + (w0 − v0)

(
t

T

)αρ
+

∞∑
n=1

1− Eα
(
−λn

(
tρ

ρ

)α)
1− Eα

(
−λ
(
Tρ

ρ

)α) (wn − vn)Pn(x). (3.1.2)

h(x) = (w0 − v0)
Γ(α+ 1)(

Tρ

ρ

)α +
d

dx

[
(1− x2)v′(x)

]
+
∞∑
n=1

λn

 wn − vn
1− Eα

(
−λ
(
Tρ

ρ

)α)
Pn(x). (3.1.3)

avec λn = n(n+ 1)et

vn = 2n+1
2

∫ 1

−1
v(x)Pn(x), wn = 2n+1

2

∫ 1

−1
w(x)Pn(x), n = 0, 1, 2, ...

3.1.1 L’existence de la solution

Théorème 3.1.2. Le Problème (3.1.1) admet l’ensemble de solution {U(t, x), h(x)} données par :

U(t, x) =

∞∑
n=0

Un(t)Pn(x), h(x) =

∞∑
n=0

hnPn(x), (3.1.4)

où Un(t) est fonction â détermené, Pn(x) polynome de Legendre et hn est constant.

Démonstration. On cherche la solution de Problème (3.1.1) sous forme :{
U(t, x) =

∞∑
n+0

Un(t)Pn(x), h(x) =

∞∑
n=0

hnPn

}

Alors {U(t, x), h(x)} est vérifies l’équation (3.1.1), C-â-dC−KDα,ρ0t U(t, x) =
∑∞
n=0 Pn(x)C−KDα,ρ0t Un(t),[

(1− x2)Ux
]
x

=
∑∞
n=0(1− x2)P ′′n (x)Un(t)− 2x

∑∞
n=0 P

′
n(x)Un(t).

Donc
∞∑
n=0

Pn(x)C−KDα,ρ0t Un(t) =

∞∑
n=0

(1− x2)P ′′n (x)Un(t)− 2x

∞∑
n=0

P ′n(x)Un(t) +

∞∑
n=0

hnPn(x),

on obtient

Pn(x)C−KDα,ρ0t Un(t) = (1− x2)P ′′n (x)Un(t)− 2xP ′n(x)Un(t) + hnPn(x), n = 0, 1, 2...

et comme Pn(x) est solution de l’équation de Legendre on a :

(1− x2)P ′′n (x)− 2xP ′n(x) = −λnPn(x),
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on obtient :

Pn(x)C−KDα,ρ0t Un(t) = −λnUn(t) + hnPn(x), n = 0, 1, 2...

alors
CDα,ρ0t Un(t) + λnUn(t) + hn, n = 0, 1, 2... (3.1.5)

et d’autre part on a :U(0, x) =
∑∞
n=0 Un(0)Pn(x) = v(x) =

∑∞
n=0 vnPn(x),

U(T, x) =
∑∞
n=0 Un(T )Pn(x) = W (x) =

∑∞
n=0 wnPn(x).

⇒

Un(0) = vn,

Un(T ) = wn.
, n = 0, 1, 2, ... (3.1.6)

On recharche Un(t)

1. Pour n = 0 on obtient : 
C−KDα,ρ0t U0(t) = h0, 0 < t < T,

U0(0) = v0,

U0(T ) = w0.

(3.1.7)

En appliquant Iα,ρ0t sur l’équation (3.2.7), on obtient :

Iα,ρ0t
C−kDα,ρ

0 U0(t) = Iα,ρ0t h0,

D’après le lamme pour 0 < α ≤ 1, (n = [α] + 1 = 1) on a :

Iα,ρ0t
C−KDα,ρ0t U0(t) = U0(t)− c0, c0 ∈ R,

donc

U0(t)− c0 = Iα,ρ0t h0,⇒ U0(t) = c0 + Iα,ρ0t h0.

Par conséquent, la solution générale de l’équation (3.2.7), est :

U0(t) = c0 +
1

Γ(α)

∫ t

0

(
tρ − τρ

ρ

)α−1

h0
dτ

τ1−ρ .

Les conditions aux limites implique :

U0(0) = c0 ⇒ c0 = v0

et on a :

U0(T ) = c0 +
1

Γ(α)

∫ T

0

(
T ρ − τρ

ρ

)α−1

h0
dτ

τ1−ρ = w0 ⇒ h0 = (w0 − v0)
Γ(α+ 1)(

Tρ

ρ

)α
Alors

U0(t) = v0 +
1

Γ(α)

∫ t

0

(
tρ − τρ

ρ

)α−1

h0
dτ

τ1−ρ = v0 + (w0 − v0)

(
t

T

)αρ
.

2. Pour n ≥ 1 on obtient : 
C−KDα,ρ0t U(t) + λUn(t) = hn, 0 < t < T,

Un(0) = vn,

Un(T ) = wn.

(3.1.8)
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D’après le théorème (1.5.4) pour 0 < α ≤ 1, alor le preblème (3.1.8) admet une solution sous forme

Un(t) = vnEα

(
−λn

(
tρ

ρ

)α)
+

∫ t

0

(
tρ − τρ

ρ

)α−1

Eα,α

(
−λn

(
tρ − τρ

ρ

)α)
hn

dτ

τ1−ρ

= vnEα

(
−λn

(
tρ

ρ

)α)
+

∫ t

0

(
tρ − τρ

ρ

)α−1 +∞∑
k=0

−λkn
(
tρ−τρ
ρ

)αk
Γ(αk + α)

hn
dτ

τ1−ρ

= vnEα

(
−λn

(
tρ

ρ

)α)
+

+∞∑
k=0

∫ t

0

−λkn
(
tρ−τρ
ρ

)αk+α−1

Γ(αk + α)
hn

dτ

τ1−ρ

= vnEα

(
−λn

(
tρ

ρ

)α)
+

+∞∑
k=0

−λkn
(
tρ

ρ

)αk+α

Γ(αk + α+ 1)
hn

= vnEα

(
−λn

(
tρ

ρ

)α)
+
−λn

(
tρ

ρ

)α
−λn

+∞∑
k=0

−λkn
(
tρ

ρ

)αk
Γ(αk + α+ 1)

hn

= vnEα(z)− hn
λn
zEα,α+1(z),

(
z = −λ

(
tρ

ρ

)α)
= vnEα(z)− hn

λn
(Eα(z)− 1) = cnEα

(
−λ
(
tρ

ρ

)α)
+
hn
λn
.

Les conditions aux limites implique :Un(0) = cn + hn
λn

= vn,

Un(T ) = cnEα

(
−λ
(
Tρ

ρ

)α)
+ hn

λn
= wn.

⇒


cn = vn−wn

1−Eα(−λ(Tρρ )
α
)
,

hn = λn(vn − c),
n = 1, 2, ...

donc

Un(t) =
(vn − wn)Eα

(
−λn

(
tρ

ρ

)α)
1− Eα

(
−λ
(
Tρ

ρ

)α) +
wn − vn

1− Eα
(
−λ
(
Tρ

ρ

)α) + vn

=
1− Eα

(
−λn

(
tρ

ρ

)α)
1− Eα

(
−λ
(
Tρ

ρ

)α) (wn − vn) + vn, n = 1, 2, ...

Alors, on obtient :

U(t, x) = v0 + (w0 − v0)

(
t

T

)αρ
+

1− Eα
(
−λn

(
tρ

ρ

)α)
1− Eα

(
−λ
(
Tρ

ρ

)α) (wn − vn) + vn

Pn(x), n = 1, 2, ...

= v(x) + (w0 − v0)

(
t

T

)αρ
+

1− Eα
(
−λn

(
tρ

ρ

)α)
1− Eα

(
−λ
(
Tρ

ρ

)α) (wn − vn)Pn(x), n = 1, 2, ...

= v(x) + (w0 − v0)

(
t

T

)αρ
+

∞∑
n=1

1− Eα
(
−λn

(
tρ

ρ

)α)
1− Eα

(
−λ
(
Tρ

ρ

)α) (wn − vn)Pn(x).

h(x) = (w0 − v0)
Γ(α+ 1)(

Tρ

ρ

)α + λn

vn +
wn − vn

1− Eα
(
−λ
(
Tρ

ρ

)α)
Pn(x), n = 1, 2...

= (w0 − v0)
Γ(α+ 1)(

Tρ

ρ

)α + λnvnPn(x) + λn

 wn − vn
1− Eα

(
−λ
(
Tρ

ρ

)α)
Pn(x), n = 1, 2...

= (w0 − v0)
Γ(α+ 1)(

Tρ

ρ

)α +
d

dx

[
(1− x2)v′(x)

]
+

∞∑
n=1

λn

 wn − vn
1− Eα

(
−λ
(
Tρ

ρ

)α)
Pn(x).
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La convergence de la solution

Dans la suite, on va démontré la convergence uniforme des séries apparissant dans l’expressienci-dessns,

et les séries crrespendontes [(1− x2)Ux]x et CDα,ρU(t, x).

Nous commencone par :

–

|U(t, x)| =

∣∣∣∣∣∣v(x) + (w0 − v0)

(
t

T

)αρ
+

∞∑
n=1

1− Eα
(
−λn

(
tρ

ρ

)α)
1− Eα

(
−λ
(
Tρ

ρ

)α) (wn − vn)Pn(x)

∣∣∣∣∣∣
≤ |v(x)|+

∣∣∣∣(w0 − v0)

(
t

T

)αρ∣∣∣∣+

∞∑
n=1

∣∣∣∣∣∣
1− Eα

(
−λn

(
tρ

ρ

)α)
1− Eα

(
−λ
(
Tρ

ρ

)α)
∣∣∣∣∣∣ |(wn − vn)| |Pn(x)|

≤ |v(x)|+ |w0|+ |v0|+ C1

∞∑
n=1

(|wn|+ |vn|)

–

|h(x)| =

∣∣∣∣∣∣(w0 − v0)
Γ(α+ 1)(

Tρ

ρ

)α +
d

dx

[
(1− x2)v′(x)

]
+

∞∑
n=1

λn

 wn − vn
1− Eα

(
−λ
(
Tρ

ρ

)α)
Pn(x)

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣(w0 − v0)
Γ(α+ 1)(

Tρ

ρ

)α
∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ddx [(1− x2)v′(x)
]∣∣∣∣+

∞∑
n=1

∣∣∣∣∣∣λn
 wn − vn

1− Eα
(
−λ
(
Tρ

ρ

)α)
∣∣∣∣∣∣ |Pn(x)|

≤ (|w0|+ |v0|)
Γ(α+ 1)(

Tρ

ρ

)α +

∣∣∣∣ ddx [(1− x2)v′(x)
]∣∣∣∣+

∞∑
n=1

λn

 |wn|+ |vn|∣∣∣1− Eα (−λ(Tρρ )α)∣∣∣
 |Pn(x)|

≤ (|w0|+ |v0|)
Γ(α+ 1)(

Tρ

ρ

)α +
∣∣∣[(1− x2)v′(x)

]′∣∣∣+ C2

∞∑
n=1

n(n+ 1) |wn|+ |vn|

–

∣∣C−KDα,ρ0t U(t, x)
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ρ
α−1Γ(α+ 1)

Tαρ
(w0 − v0) +

∞∑
n=1

ρα−1n(n+ 1)Eα

(
−λn

(
tρ
ρ

)α)
1− Eα

(
−λn

(
Tρ

ρ

)α) (wn − vn)Pn(x)

∣∣∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣ρα−1Γ(α+ 1)

Tαρ
(w0 − v0)

∣∣∣∣+

∞∑
n=1

∣∣∣∣∣∣
ρα−1n(n+ 1)Eα

(
−λn

(
tρ
ρ

)α)
1− Eα

(
−λn

(
Tρ

ρ

)α)
∣∣∣∣∣∣ |(wn − vn)| |Pn(x)|

≤ ρα−1Γ(α+ 1)(
Tρ

ρ

)α (|w0|+ |v0|) + C3

∞∑
n=1

n(n+ 1)(|wn|+ |vn|)

–

∣∣[(1− x2)Ux]x
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣[(1− x2)v′(x)]′ +

∞∑
n=1

1− Eα
(
−λn

(
tρ

ρ

)α)
1− Eα

(
−λn

(
Tρ

ρ

)α) (n(n+ 1))(wn − vn)Pn(x)

∣∣∣∣∣∣
≤
∣∣[(1− x2)v′(x)]′

∣∣+

∞∑
n=1

∣∣∣∣∣∣
1− Eα

(
−λn

(
tρ

ρ

)α)
1− Eα

(
−λn

(
Tρ

ρ

)α)
∣∣∣∣∣∣ |(n(n+ 1))(wn − vn)| |Pn(x)|

≤
∣∣[(1− x2)v′(x)]′

∣∣+ C4

∞∑
n=1

(n(n+ 1))(|wn|+ |vn|)

Le convergence des séries dépend de l’estimations de vn et wn ,

vn =
2n+ 1

2

∫ 1

−1

v(x)Pn(x)dx

=
1

2

∫ 1

−1

v(x)(P ′n+1(x)− P ′n−1(x))dx
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on intègre par parties on obtient :

vn = [v(x)(Pn+1(x)− Pn−1(x))]1−1 −
1

2

∫ 1

−1

v′(x)(Pn+1(x)− Pn−1(x))dx

= −1

2

∫ 1

−1

v′(x)(Pn+1(x)− Pn−1(x))dx

donc

|vn| =
∣∣∣∣−1

2

∫ 1

−1

v′(x)(Pn+1(x)− Pn−1(x))dx

∣∣∣∣
≤ 1

2

∫ 1

−1

|v′(x)(Pn+1(x)− Pn−1(x))| dx

en utilsant l’ingalite de Cauchy Schwarz et ‖Pn(x)‖2 il vient :

|vn| ≤
1

2

∫ 1

−1

|v′(x)| (|Pn+1(x)|+ |Pn−1(x)|)

≤ 1

2
‖v′(x)‖ (‖Pn+1(x)‖+ ‖Pn−1(x)‖)dx

≤ 1

2
‖v′(x)‖

( √
2

(2n+ 3)
1
2

+

√
2

(2n− 1)
1
2

)

≤ ‖v
′(x)‖

√
2

(2n− 1)
1
2

En répétant le procone ci-dessus plus de temps, on obtient :

|vn| ≤
4
√

2

(2n− 3)
3
2

‖v′′(x)‖

On trouve finalement la convergence uniforeme de la solution pour v, w ∈ C3([−1, 1]) et v4, w4 ∈
L([−1, 1]).

3.1.2 L’ unicite de la Solution

Soient {U1(t, x), h1(x)}, {U2(t, x), h2(x)} deux ensembles du solitions de le Problème (2.1.1), En posant

U = U1 − U2, h = h1 − h2, il vient :
C−KDα,ρ0t U(t, x) =

[
(1− x2)Ux

]
x

+ h(x), (t, x) ∈]0, T [×]− 1, 1[,

U(0, x) = 0, −1 ≤ x ≤ 1,

U(T, x) = 0, −1 ≤ x ≤ 1.

(3.1.9)

D’après le théorème (3.1.2) le prébléme (3.1.9) admet l’ensemble de solution {U(t, x), h(x)} sous forme :

U(t, x) =

∞∑
n=0

Un(t)Pn(x), h(x) =

∞∑
n=0

hnPn(x), (3.1.10)

Mais D’après (1.1.3) on obtient :

Un(t) = 2n+1
2

∫ 1

−1
U(t, x)Pn(x)dx. n = 0, 1, 2, ... (3.1.11)

hn = 2n+1
2

∫ 1

−1
h(x)Pn(x)dx. n = 0, 1, 2, ... (3.1.12){

Un(0) = 0,

Un(T ) = 0,
, n = 0, 1, 2, ... (3.1.13)

HOUD Kheirddine



3.1. PROBLÈME AVEC LA DÉRIVÉE DE CAPUTO-KATUGAMPOLA 35

En appliquant CDα,ρ
0+ sur l’équation (3.1.11) on obtint :

CDα,ρ0t U0(t) =
2n+ 1

2

∫ 1

−1

Pn(x)CDα,ρ0t U(t, x)dx

=
2n+ 1

2

∫ 1

−1

Pn(x)
([

(1− x2)Ux
]
x

+ h(x)
)
dx

=
2n+ 1

2

∫ 1

−1

Pn(x)
[
(1− x2)Ux

]
x
dx+

2n+ 1

2

∫ 1

−1

Pn(x)h(x)dx

=
2n+ 1

2

∫ 1

−1

Pn(x)
[
(1− x2)Ux

]
x
dx+ hn,

on intègre par parties deux fois on trouve :

CDα,ρ0t U0(t) =
2n+ 1

2

∫ 1

−1

[
(1− x2)P ′n(x)

]′
U(t, x)dx+ hn

= −2n+ 1

2

∫ 1

−1

n(n+ 1)U(t, x)Pn(x)dx+ hn

= −n(n+ 1)Un(t) + hn.

Alors, d’après le théorème(1.5.4) et les condition (3.1.13) on obtient :

Un(t) = 0, hn. = 0

et comme Pn(x) est système comble sur [−1, 1], alors

U(t, x) ≡ 0, h(x) ≡ 0.

3.1.3 Exemple

Exemple 3.1.1. Soit le Problème suivant :
C−KDα,ρ0t U(t, x) =

[
(1− x2)Ux

]
x

+ h(x), (t, x) ∈]0, 1[×]− 1, 1[,

U(0, x) = 1 + x, −1 ≤ x ≤ 1,

U(T, x) = 3x2, −1 ≤ x ≤ 1.

(3.1.14)

On a

v(x) =

∞∑
n=0

vnPn(x)

= v0P0(x) + v1P1(x) + v2P2(x) + ...

= v0 + v1x+
v2

2
(3x2 − 1)... = 1 + x.

Alors v0 = 1,v1 = 1 et vn = 0,∀n ≥ 2.

Et

w(x) =

∞∑
n=0

wnPn(x)

= w0P0(x) + w1P1(x) + w2P2(x) + ...

= w0 + v1x+
w2

2
(3x2 − 1)... = 3x2.

Alors w0 = 1,w1 = 0 etw2 = 2 vn = 0,∀n ≥ 3.

D’après le théorème (3.1.1), pour ρ = 1 on obtient :
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U(t, x) = v(x) + (w0 − v0) (t)
αρ

+
1− Eα(−λ1

(
tρ

ρ

)α
)

1− Eα(−λ1

(
1
ρ

)α
)

(w1 − v1)P1(x)

+
1− Eα(−λ2

(
tρ

ρ

)α
)

1− Eα(−λ2

(
1
ρ

)α
)

(w2 − v2)P2(x)

= v(x) +
1− Eα(−λ1

(
tρ

ρ

)α
)

1− Eα(−λ1

(
1
ρ

)α
)
w1P1(x) +

1− Eα(−λ2t
α)

1− Eα(−λ2

(
1
ρ

)α
)
w2P2(x)

= 1 + x+
1− Eα(−2tα)

1− Eα(−2)
x+

1− Eα(−6tα)

1− Eα(−6)
(3x2 − 1).

h(x) = (w0 − v0)
Γ(α+ 1)(

1
ρ

)α +
d

dx

[
(1− x2)v′(x)

]
+ λ1

 w1 − v1

1− Eα(−λ1

(
1
ρ

)α
)

P1(x)

+ λ2

 w2 − v2

1− Eα(−λ2

(
1
ρ

)α
)

P2(x)

=
d

dx

[
(1− x2)v′(x)

]
+ λ1

 w1 − v1

1− Eα(−λ1

(
1
ρ

)α
)

P1(x) + λ2

 w2 − v2

1− Eα(−λ2

(
1
ρ

)α
)

P2(x)

= −2x− 2x

1− Eα(−2)
+

18x2 − 6

1− Eα(−6)
.

3.2 Problème avec la dérivée de Katugampola

Dans cette section, on va étudie l’existeence, convergence et l’unicite de solution du Problème pour

l’équation aux dérivées partielles freactionnaires au sens de Katugampola de la forme suivant :
KDα,ρ0t U(t, x) =

[
(1− x2)Ux

]
x

+ h(x), (t, x) ∈]0, T [×]− 1, 1[,

I1−α,ρ
0t U(t, x) | t=0 = v(x), −1 ≤ x ≤ 1,

U(T, x) = w(x), −1 ≤ x ≤ 1.

(3.2.1)

où KDα,ρ0t est la dérvées partielles fractionnaires de Katuygampola d’ordre α (0 < α < 1), I1−α,ρU(t, x) est

l’intgral fractionnaire de Katugambola d’ordre 1 − α et (0 < α < 1) et ρ > 0 et v(x), w(x) deux fonctions

données .

Le résultat prncipal de cette section est la théorème suivent :

Théorème 3.2.1. Soit v,w ∈ C3([−1, 1]) et v4, w4 ∈ L2([−1, 1]), alors il exiset une solution unique de Problème (3.1.1)

donnée :

U(t, x) =
1

ρ−αΓ(α)
v0t

ρ(α−1) + (w0 −
T ρ(α−1)

ρ−αΓ(α)
v0)

(
t

T

)ρα
+

∞∑
n=1

vn

(
tρ

ρ

)α−1

Eα,α

(
−λ
(
tρ

ρ

)α)
Pn(x)

+

∞∑
n=1

( tρ
ρ

)ρα
Eα,α+1(−λn

(
tρ

ρ

)α
)

wn − vn
(
Tρ

ρ

)α−1

Eα,α

(
−λ
(
Tρ

ρ

)α)
(
Tρ

ρ

)α
Eα,α+1

(
−λ
(
Tρ

ρ

)α)

Pn(x). (3.2.2)

h(x) = (w0 −
T ρ(α−1)

ρ−αΓ(α)
v0)

Γ(α+ 1)

ρ1−αT ρα
+

∞∑
n=1

wn − vn
(
Tρ

ρ

)α−1

Eα,α

(
−λ
(
Tρ

ρ

)α)
(
Tρ

ρ

)α
Eα,α+1

(
−λ
(
Tρ

ρ

)α)
Pn(x). (3.2.3)
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avec λn = n(n+ 1)et

vn = 2n+1
2

∫ 1

−1
v(x)Pn(x), wn = 2n+1

2

∫ 1

−1
w(x)Pn(x), n = 0, 1, 2, ...

3.2.1 L’existence de la solution

Théorème 3.2.2. Le Problème (3.2.1) admet l’ensemble de solution {U(t, x), h(x)} donnée par :

U(t, x) =

∞∑
n=0

Un(t)Pn(x), h(x) =

∞∑
n=0

hnPn(x), (3.2.4)

où Un(t) est fonction à détermené, Pn(x) polynôme de Legendre et hn est constant.

Démonstration. On cherche la solution du Problème (3.2.1), sous forme :{
U(t, x) =

∞∑
n+0

Un(t)Pn(x), h(x) =

∞∑
n=0

hnPn

}

Alor {U(t, x), h(x)} est vérifie l’équation (3.2.1), C-à-dKDα,ρ0t U(t, x) =
∑∞
n=0 Pn(x)KDα,ρ0t Un(t),[

(1− x2)Ux
]
x

=
∑∞
n=0(1− x2)P ′′n (x)Un(t)− 2x

∑∞
n=0 P

′
n(x)Un(t).

Donc
∞∑
n=0

Pn(x)KDα,ρ0t Un(t) =

∞∑
n=0

(1− x2)P ′′n (x)Un(t)− 2x

∞∑
n=0

P ′n(x)Un(t) +

∞∑
n=0

hnPn(x),

on obtient

Pn(x)KDα,ρ0t Un(t) = (1− x2)P ′′n (x)Un(t)− 2xP ′n(x)Un(t) + hnPn(x), n = 0, 1, 2...

et comme Pn(x) est solution de l’équation de Legendre on a :

(1− x2)P ′′n (x)− 2xP ′n(x) = −λnPn(x)

on onbtient :

Pn(x)KDα,ρ0t Un(t) = −λnUn(t) + hnPn(x), n = 0, 1, 2...

alors
KDα,ρ0t Un(t) + λnUn(t) + hn, n = 0, 1, 2... (3.2.5)

et d’autre part on a :I1−α,ρU(t, x) | t=0 =
∑∞
n=0 I1−α,ρUn(t) | t=0 Pn(x) = v(x) =

∑∞
n=0 vnPn(x),

U(T, x) =
∑∞
n=0 Un(T )Pn(x) = W (x) =

∑∞
n=0 wnPn(x)

alors I1−α,ρUn(t) | t=0 = vn,

Un(T ) = wn.
, n = 0, 1, 2, ... (3.2.6)

On charche Un(t)

1. Pour n = 0 on obtient : 
KDα,ρ0t U0(t) = h0, 0 < t < T,

IU0(t) | t=0 = v0,

U0(T ) = w0.

(3.2.7)
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En appliquant Iα,ρ0t sur l’équation (3.2.7) on obtint :

Iα,ρ0t
KDα,ρ0 U0(t) = Iα,ρ0t h0,

D’après le lemme (1.5.1) on a

Iα,ρ0t
KDα,ρ0t U0(t) = U0(t)− c0tρ(1−α), c0 ∈ R,

donc

U0(t)− c0tρ(α−1) = Iα,ρ0t h0,⇒ U0(t) = c0t
ρ(α−1) + Iα,ρ0t h0.

et on a :

I1−α,ρU0(t) = c0I1−α,ρ
0t tρ(α−1) + I1,ρ

0t h0

= c0
ρ−αΓ(1 + α− 1)

Γ(1 + 1− α+ α− 1)
tρ(1−α)+ρ(α−1) + I1,ρ

0t h0

= c0ρ
−αΓ(α) + I1,ρ

0t h0.

Alors

I1−α
0t U0(t) | t=0 = c0ρ

−αΓ(α) = v0 ⇒ c0 =
1

ρ−αΓ(α)
v0.

et on a :

U0(T ) = c0T
ρ(α−1) + Iα,ρ0t h0

= c0T
ρ(α−1) +

ρ1−α

Γ(α)

∫ T

0

(T ρ − τρ)α−1h0
dτ

τ1−ρ

= c0T
ρ(α−1) + h0

ρ1−α

Γ(α+ 1)
T ρα

= w0.

Alors

h0 = (w0 − c0T ρ(α−1))
Γ(α+ 1)

ρ1−αT ρα
= (w0 −

T ρ(α−1)

ρ−αΓ(α)
v0)

Γ(α+ 1)

ρ1−αT ρα
.

U0(t) = c0t
ρ(α−1) + Iα,ρ0t h0

=
1

ρ−αΓ(α)
v0t

ρ(α−1) +
ρ1−α

Γ(α)

∫ t

0

(tρ − τρ)α−1h0
dτ

τ1−ρ

=
1

ρ−αΓ(α)
v0t

ρ(α−1) +
ρ1−α

Γ(α+ 1)
tρα

=
1

ρ−αΓ(α)
v0t

ρ(α−1) + (w0 −
T ρ(α−1)

ρ−αΓ(α)
v0)

(
t

T

)ρα
.

2. Pour n ≥ 1 on obtient : 
Dα,ρ0t U(t) + λUn(t) = hn, 0 < t < T,

I1−α,ρUn(t) | t=0 = vn,

Un(T ) = wn.

(3.2.8)

D’après le théorème (1.5.2) pour 0 < α ≤ 1, alors le problème (3.2.8) admet une solution sous forme
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Un(t) = vn

(
tρ

ρ

)α−1

Eα,α

(
−λn

(
tρ

ρ

)α)
+

∫ t

0

(
tρ − τρ

ρ

)α−1

Eα,α

(
−λn

(
tρ − τρ

ρ

)α)
hn

dτ

τ1−ρ

= vn

(
tρ

ρ

)α−1

Eα,α

(
−λn

(
tρ

ρ

)α)
+

∫ t

0

(
tρ − τρ

ρ

)α−1 +∞∑
k=0

−λkn
(
tρ−τρ
ρ

)αk
Γ(αk + α)

hn
dτ

τ1−ρ

= vn

(
tρ

ρ

)α−1

Eα,α

(
−λn

(
tρ

ρ

)α)
+

+∞∑
k=0

∫ t

0

−λkn
(
tρ−τρ
ρ

)αk+α−1

Γ(αk + α)
hn

dτ

τ1−ρ

= vn

(
tρ

ρ

)α−1

Eα,α

(
−λn

(
tρ

ρ

)α)
+

+∞∑
k=0

−λkn
(
tρ

ρ

)αk+α

Γ(αk + α+ 1)
hn

= vn

(
tρ

ρ

)α−1

Eα,α

(
−λn

(
tρ

ρ

)α)
+

(
tρ

ρ

)α +∞∑
k=0

−λkn
(
tρ

ρ

)αk
Γ(αk + α+ 1)

hn

= vn

(
tρ

ρ

)α−1

Eα,α(z) +

(
tρ

ρ

)α
Eα,α+1(z)hn,

(
z = −λ

(
tρ

ρ

)α)

Les conditions aux limites implique

Un(T ) = vn

(
T ρ

ρ

)α−1

Eα,α

(
−λ
(
T ρ

ρ

)α)
+

(
T ρ

ρ

)α
Eα,α+1

(
−λ
(
T ρ

ρ

)α)
hn = wn

Donc

hn =
wn − vn

(
Tρ

ρ

)α−1

Eα,α

(
−λ
(
Tρ

ρ

)α)
(
Tρ

ρ

)α
Eα,α+1

(
−λ
(
Tρ

ρ

)α) .

Un(t) = vn

(
tρ

ρ

)α−1

Eα,α

(
−λ
(
tρ

ρ

)α)
+

(
tρ

ρ

)α
Eα,α+1

(
−λ
(
tρ

ρ

)α)wn − vn
(
Tρ

ρ

)α−1

Eα,α

(
−λ
(
Tρ

ρ

)α)
(
Tρ

ρ

)α
Eα,α+1

(
−λ
(
Tρ

ρ

)α)


Alors, on obtient :

U(t, x) =
1

ρ−αΓ(α)
v0t

ρ(α−1) + (w0 −
T ρ(α−1)

ρ−αΓ(α)
v0)

(
t

T

)ρα
+ vn

(
tρ

ρ

)α−1

Eα,α

(
−λ
(
tρ

ρ

)α)
Pn(x)

+

( tρ
ρ

)ρα
Eα,α+1(−λn

(
tρ

ρ

)α
)

wn − vn
(
Tρ

ρ

)α−1

Eα,α

(
−λ
(
Tρ

ρ

)α)
(
Tρ

ρ

)α
Eα,α+1

(
−λ
(
Tρ

ρ

)α)

Pn(x), n = 1, 2, ...

=
1

ρ−αΓ(α)
v0t

ρ(α−1) + (w0 −
T ρ(α−1)

ρ−αΓ(α)
v0)

(
t

T

)ρα
+

∞∑
n=1

vn

(
tρ

ρ

)α−1

Eα,α

(
−λ
(
tρ

ρ

)α)
Pn(x)

+

∞∑
n=1

( tρ
ρ

)ρα
Eα,α+1(−λn

(
tρ

ρ

)α
)

wn − vn
(
Tρ

ρ

)α−1

Eα,α

(
−λ
(
Tρ

ρ

)α)
(
Tρ

ρ

)α
Eα,α+1

(
−λ
(
Tρ

ρ

)α)

Pn(x).

h(x) = (w0 −
T ρ(α−1)

ρ−αΓ(α)
v0)

Γ(α+ 1)

ρ1−αT ρα
+
wn − vn

(
Tρ

ρ

)α−1

Eα,α

(
−λ
(
Tρ

ρ

)α)
(
Tρ

ρ

)α
Eα,α+1

(
−λ
(
Tρ

ρ

)α) , n = 1, 2, ...

= (w0 −
T ρ(α−1)

ρ−αΓ(α)
v0)

Γ(α+ 1)

ρ1−αT ρα
+

∞∑
n=1

wn − vn
(
Tρ

ρ

)α−1

Eα,α

(
−λ
(
Tρ

ρ

)α)
(
Tρ

ρ

)α
Eα,α+1

(
−λ
(
Tρ

ρ

)α)
Pn(x).
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La convergence de la solution

Dans la suite, on va démonter la convergenec uniforme des séries apparissant dans l’expressienci-dessns

,et les séries crrespendontes [(1− x2)Ux]x et KDα,ρU(t, x).

Nous commencone par :

–

U(t, x) =

∣∣∣∣∣ 1

ρ−αΓ(α)
v0t

ρ(α−1) + (w0 −
T ρ(α−1)

ρ−αΓ(α)
v0)

(
t

T

)ρα
+

∞∑
n=1

vn

(
tρ

ρ

)α−1

Eα,α

(
−λ
(
tρ

ρ

)α)
Pn(x)

+

∞∑
n=1

( tρ
ρ

)ρα
Eα,α+1(−λn

(
tρ

ρ

)α
)

wn − vn
(
Tρ

ρ

)α−1

Eα,α

(
−λ
(
Tρ

ρ

)α)
(
Tρ

ρ

)α
Eα,α+1

(
−λ
(
Tρ

ρ

)α)

Pn(x)

∣∣∣∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣ 1

ρ−αΓ(α)
v0t

ρ(α−1)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣(w0 −
T ρ(α−1)

ρ−αΓ(α)
v0)

(
t

T

)ρα∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

vn

(
tρ

ρ

)α−1

Eα,α

(
−λ
(
tρ

ρ

)α)
Pn(x)

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

( tρ
ρ

)ρα
Eα,α+1(−λn

(
tρ

ρ

)α
)

wn − vn
(
Tρ

ρ

)α−1

Eα,α

(
−λ
(
Tρ

ρ

)α)
(
Tρ

ρ

)α
Eα,α+1

(
−λ
(
Tρ

ρ

)α)

Pn(x)

∣∣∣∣∣∣∣
≤ c0|v0|+ (|w0|+ c1|vn|) + c2

∞∑
n=1

|vn|+ c3

∞∑
n=1

(|wn|+ c4|vn|).

–

h(x) =

∣∣∣∣∣∣∣(w0 −
T ρ(α−1)

ρ−αΓ(α)
v0)

Γ(α+ 1)

ρ1−αT ρα
+

∞∑
n=1

wn − vn
(
Tρ

ρ

)α−1

Eα,α

(
−λ
(
Tρ

ρ

)α)
(
Tρ

ρ

)α
Eα,α+1

(
−λ
(
Tρ

ρ

)α)
Pn(x)

∣∣∣∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣(w0 −

T ρ(α−1)

ρ−αΓ(α)
v0)

Γ(α+ 1)

ρ1−αT ρα

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

wn − vn
(
Tρ

ρ

)α−1

Eα,α

(
−λ
(
Tρ

ρ

)α)
(
Tρ

ρ

)α
Eα,α+1

(
−λ
(
Tρ

ρ

)α)
Pn(x)

∣∣∣∣∣∣∣
≤ (|w0|+ |c0|v0|)

Γ(α+ 1)

ρ1−αT ρα
c1

∞∑
n=1

(|wn|+ c2|vn|).

–

∣∣[(1− x2)Ux]x
∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

vn

(
tρ

ρ

)α−1

Eα,α

(
−λ
(
tρ

ρ

)α)
n(n+ 1)Pn(x)

+

∞∑
n=1

( tρ
ρ

)ρα
Eα,α+1(−λn

(
tρ

ρ

)α
)

wn − vn
(
Tρ

ρ

)α−1

Eα,α

(
−λ
(
Tρ

ρ

)α)
(
Tρ

ρ

)α
Eα,α+1

(
−λ
(
Tρ

ρ

)α)

n(n+ 1)Pn(x)

∣∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

vn

(
tρ

ρ

)α−1

Eα,α

(
−λ
(
tρ

ρ

)α)
n(n+ 1)Pn(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣+
∞∑
n=1

( tρ
ρ

)ρα
Eα,α+1(−λn

(
tρ

ρ

)α
)

wn − vn
(
Tρ

ρ

)α−1

Eα,α

(
−λ
(
Tρ

ρ

)α)
(
Tρ

ρ

)α
Eα,α+1

(
−λ
(
Tρ

ρ

)α)

n(n+ 1)Pn(x)

∣∣∣∣∣∣∣
≤ c0

∞∑
n=1

n(n+ 1)|vn|+ c1

∞∑
n

n(n+ 1)(|wn|+ c2|vn|).

Le convergence des séries dépend de l’estimations de vn et wn,

vn =
2n+ 1

2

∫ 1

−1

v(x)Pn(x)dx

=
1

2

∫ 1

−1

v(x)(P ′n+1(x)− P ′n−1(x))dx

HOUD Kheirddine



3.2. PROBLÈME AVEC LA DÉRIVÉE DE KATUGAMPOLA 41

on intégre par parties on obtient :

vn = [v(x)(Pn+1(x)− Pn−1(x))]1−1 −
1

2

∫ 1

−1

v′(x)(Pn+1(x)− Pn−1(x))dx

= −1

2

∫ 1

−1

v′(x)(Pn+1(x)− Pn−1(x))dx

donc

|vn| =
∣∣∣∣−1

2

∫ 1

−1

v′(x)(Pn+1(x)− Pn−1(x))dx

∣∣∣∣
≤ 1

2

∫ 1

−1

|v′(x)(Pn+1(x)− Pn−1(x))| dx

en utilsant l’ingalite de Cauchy Schwarz et ‖Pn(x)‖2 il vient :

|vn| ≤
1

2

∫ 1

−1

|v′(x)| (|Pn+1(x)|+ |Pn−1(x)|)

≤ 1

2
‖v′(x)‖ (‖Pn+1(x)‖+ ‖Pn−1(x)‖)dx

≤ 1

2
‖v′(x)‖

( √
2

(2n+ 3)
1
2

+

√
2

(2n− 1)
1
2

)

≤ ‖v
′(x)‖

√
2

(2n− 1)
1
2

En répétant le procone ci-dessus plus de temps, on obtient

|vn| ≤
4
√

2

(2n− 3)
3
2

‖v′′(x)‖

On trouve finalement la convergence uniforeme de la solution pour v, w ∈ C3([−1, 1]) et v4, w4 ∈ L([−1, 1]).

3.2.2 L’ unicite de la Solution

Soient {U1(t, x), h1(x)}, {U2(t, x), h2(x)} deux ensembles du solition de le Problème (3.2.1), posant U =

U1 − U2, h = h1 − h2, il vient :
RLDα,ρ0t U(t, x) =

[
(1− x2)Ux

]
x

+ h(x), (t, x) ∈]0, T [×]− 1, 1[

I1−α,ρ
0 U(t, x) | t=0 = 0, −1 ≤ x ≤ 1

U(T, x) = 0, −1 ≤ x ≤ 1

(3.2.9)

D’après le théorème (3.2.1) le problème (3.2.9) admet l’ensemble de solution {U(t, x), h(x)}, sous forme :

U(t, x) =

∞∑
n=0

Un(t)Pn(x), h(x) =

∞∑
n=0

hnPn(x), (3.2.10)

Mais D’après (1.1.3) on a :

Un(t) = 2n+1
2

∫ 1

−1
U(t, x)Pn(x)dx. n = 0, 1, 2, ... (3.2.11)

hn = 2n+1
2

∫ 1

−1
h(x)Pn(x)dx. n = 0, 1, 2, ... (3.2.12){

1−α,ρ
0 Un(t) | t=0 = 0

Un(T ) = 0
, n = 0, 1, 2, ... (3.2.13)
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En appliquant RLDα,ρ
0+ sur l’équation (3.2.11) on obtint :

RLDα,ρ0t Un(t) =
2n+ 1

2

∫ 1

−1

Pn(x)RLDα,ρ0t U(t, x)dx

=
2n+ 1

2

∫ 1

−1

Pn(x)
([

(1− x2)Ux
]
x

+ h(x)
)
dx

=
2n+ 1

2

∫ 1

−1

Pn(x)
[
(1− x2)Ux

]
x
dx+

2n+ 1

2

∫ 1

−1

Pn(x)h(x)dx

=
2n+ 1

2

∫ 1

−1

Pn(x)
[
(1− x2)Ux

]
x
dx+ hn

on intégre par parties deux fois on trouve :

RLDα,ρ0t Un(t) =
2n+ 1

2

∫ 1

−1

[
(1− x2)P ′n(x)

]′
U(t, x)dx+ hn

= −2n+ 1

2

∫ 1

−1

n(n+ 1)U(t, x)Pn(x)dx+ hn

= −n(n+ 1)Un(t) + hn

Alors, d’apre le théoreme (1.5.2) et la condition (3.2.13) on obtient :

Un(t) = 0, hn = 0

et comme Pn(x) est systeme comble sur [−1, 1], alors

U(t, x) ≡ 0, h(x) ≡ 0

3.2.3 Exemple

Exemple 3.2.1. Soit le Problème suivant :
KDα,ρ0t U(t, x) =

[
(1− x2)Ux

]
x

+ h(x), (t, x) ∈]0, 1[×]− 1, 1[,

I0t1−αU(t, x) | t=0 = 1, −1 ≤ x ≤ 1,

U(T, x) = 3x2, −1 ≤ x ≤ 1.

(3.2.14)

On a

v(x) =

∞∑
n=0

vnPn(x)

= v0P0(x) + v1P1(x) + v2P2(x) + ...

= v0 + v1x+
v2

2
(3x2 − 1)... = 1.

Alors v0 = 1,vn = 0,∀n ≥ 1.

Et

w(x) =

∞∑
n=0

wnPn(x)

= w0P0(x) + w1P1(x) + w2P2(x) + ...

= w0 + v1x+
w2

2
(3x2 − 1)... = 3x2.
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Alors w0 = 1,w1 = 0 etw2 = 2 vn = 0,∀n ≥ 3.

D’après le théoréme (3.2.1), pour ρ = 6 et 0 < α < 1 , on obtient :

U(t, x) =
1

ρ−αΓ(α)
v0t

ρ(α−1) + (w0 −
T ρ(α−1)

ρ−αΓ(α)
v0)

(
t

T

)ρα
+

∞∑
n=1

vn

(
tρ

ρ

)α−1

Eα,α

(
−λ
(
tρ

ρ

)α)
Pn(x)

+

∞∑
n=1

( tρ
ρ

)ρα
Eα,α+1(−λn

(
tρ

ρ

)α
)

wn − vn
(
Tρ

ρ

)α−1

Eα,α

(
−λ
(
Tρ

ρ

)α)
(
Tρ

ρ

)α
Eα,α+1

(
−λ
(
Tρ

ρ

)α)

Pn(x)

=
1

6−αΓ(α)
t6(α−1) +

(
t6

6

)α−1

Eα,α

(
−2

(
t6

6

)α)

+

(
t6

6

)6α

Eα,α+1(−6

(
t6

6

)α
)


(
T 6

6

)α−1

Eα,α

(
−6
(
T 6

6

)α)
(
T 6

6

)α
Eα,α+1

(
−6
(
T 6

6

)α)
 (3x2 − 1).

h(x) = (w0 −
T ρ(α−1)

ρ−αΓ(α)
v0)

Γ(α+ 1)

ρ1−αT ρα
+

∞∑
n=1

wn − vn
(
Tρ

ρ

)α−1

Eα,α

(
−λ
(
Tρ

ρ

)α)
(
Tρ

ρ

)α
Eα,α+1

(
−λ
(
Tρ

ρ

)α)
Pn(x)

=

(
T 6

6

)α−1

Eα,α

(
−6
(
T 6

6

)α)
(
T 6

6

)α
Eα,α+1

(
−6
(
T 6

6

)α) (3x2 − 1).
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons généralise la solution de deux probléme inverse d’equation aux dérivée

partielle fractionnaire .

Ce travail se déroule en deux étapes :

(I) nous avons étudié l’existeence, la convergence et l’unicite de solution de deux probléme inverse,

1. Probléme pour l’equation aux dérivée partielles feactionnaire, au sens de Caputo c’écret comme :
CDα0tU(t, x) =

[
(1− x2)Ux

]
x

+ h(x), (t, x) ∈]0, T [×]− 1, 1[,

U(0, x) = v(x), −1 ≤ x ≤ 1,

U(T, x) = w(x), −1 ≤ x ≤ 1.

2. Probléme pour l’equation aux dérivée partielles feactionnaire, au sens de Rimann-Liouville c’écret-

comme : 
RLDα0tU(t, x) =

[
(1− x2)Ux

]
x

+ h(x), (t, x) ∈]0, T [×]− 1, 1[,

I1−αU(t, x) | t=0 = v(x), −1 ≤ x ≤ 1,

U(T, x) = w(x), −1 ≤ x ≤ 1.

Oú CDα0tU(t, x), RLDα0tU(t, x) est la dérvées partielles fractionnaire de Caputo et Rimann-Liouville d’ordre α

(0 < α < 1) de U(t, x), I1−α est l’intgral fractionnaire de Rimann-liouville d’ordre 1 − α et v(x), w(x) deux

fonction donnée.

(II) nous avons étudié l’existeence, la convergence et l’unicite de solution de deux probléme inverse d’equation

aux dérivée partielle fractionnaire généralise

1. Probléme pour l’equation aux dérivée partielles feactionnaire, au sens de Caputo-Katugambola c’écret-

comme : 
C−KDα0tU(t, x) =

[
(1− x2)Ux

]
x

+ h(x), (t, x) ∈]0, T [×]− 1, 1[,

U(0, x) = v(x), −1 ≤ x ≤ 1,

U(T, x) = w(x), −1 ≤ x ≤ 1.

2. Probléme pour l’equation aux dérivée partielles feactionnaire, au sens de de Katugambola c’écretcomme :
KDα,ρ0t U(t, x) =

[
(1− x2)Ux

]
x

+ h(x), (t, x) ∈]0, T [×]− 1, 1[,

I1−α,ρ
0t U(t, x) | t=0 = v(x), −1 ≤ x ≤ 1,

U(T, x) = w(x), −1 ≤ x ≤ 1.

Oú C−KDα,ρ0t U(t, x), KDα,ρ0t U(t, x) est la dérvées partielles fractionnaire de Caputo-Katugambola et Katugam-

bola d’ordre α (0 < α < 1) et ρ > 0 de U(t, x), I1−α,ρU(t, x) est l’intgral fractionnaire de Katugambola d’ordre

1− α du U(t, x), ρ > 0 et v(x), w(x) deux fonction donnée .
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Résumé 

Dans ce mémoire on a étudié  deux problèmes  inverse pour l'équation aux dérivée partielles 

fractionnaire.  

On a débuté par des rappels de certaines notions préliminaires fondamentales et les outils nécessaires 

dans ce travail.  

Le deuxième chapitre voué à étudier l'existence, convergence et l'unicité d'une solution de deux 

problèmes inverse pour l'équation aux dérivée partielles fractionnaire. 

Enfin, le troisième chapitre est destiné à l'existence, convergence et l'unicité d'une solution de deux 

problèmes inverse pour l'équation aux dérivée partielles fractionnaire généralise. (katugambola, 

Caputo-Katugambola)  

Mots clés:  Problème inverse, équation aux dérivée partielles  fractionnaire, dérivée fractionnaire 

généralise. 

Abstract 

 In this work two invers source problems have been studied for time-fractional partial differential 

equation.  

 We started with reminders of some fundamental preliminary concepts and tools needed in this work. 

The second chapter is devoted to studying the existence, convergence and uniqueness of a strong solution of 

two invers source problems for time-fractional partial differential equation.  

The second chapter is devoted to studying the existence, convergence and uniqueness of a strong solution of 

two invers source problems for time-fractional partial differential equation with generalized 

fractional derivative. 

Key Words:  Inverse source problem, fractional partial deferential equation, generalized fractional 

derivative. 

 ملخص

 ذات مشتق كسري.تفاضلٌة جزئٌة  تلمعادلا مسألتٌن عكسٌتٌن دراسة ٌهدف هذا العمل الى

 .نبدأ بالتذكٌر ببعض المفاهٌم الأساسٌة والأولٌة المهمة المستعملة فً هذا العمل

تفاضلٌة جزئٌة ذات مشتق  تمسألتٌن عكسٌتٌن لمعادلال حلدانٌة الحتقارب وو ٌتناول الفصل الثانً دراسة وجود,

 كسري.

مسألتٌن عكسٌتٌن لمعادلة تفاضلٌة جزئٌة ذات مشتق ل دراسة وجود, تقارب ووحدانٌة الحلٌتناول الفصل الثالث  أخٌرا,

 .معمم كسري

 .العكسٌةالمسألة الكسري, مشتق , المعادلة تفاضلٌة كسرٌة: كلمات مفتاحية 

  


	Introduction
	Préliminaires 
	Fonction Spéciales
	Fonction Gamma d'Euler
	Fonction Bêta d'Euler 
	Fonction de Mittag-Leffler 
	Polynôme de Legendre

	Les opérateur intégral fractionnaires
	Les opérateur de dérivées fractionnaires
	L'intégrale fractionnaires généralisé de Katugampola 
	Dérivées fractionnaires généralisé de Katugampola 

	Probème Inverse Pour EDPs fractionnaires
	Probème avec la dérivée de Caputo
	L'existence de la Solution 
	L'unicite de la Solution 
	Exemple

	Probème avec la dérivée de Remann-Liouville 
	L'existence de la Solution
	L' unicite de la Solution 
	Exemple


	Problème Inverse Pour EDPs au sens de dérivée fractionnaire généralisé
	Problème avec la dérivée de Caputo-Katugampola
	L'existence de la solution
	L' unicite de la Solution 
	Exemple

	Problème avec la dérivée de Katugampola
	L'existence de la solution
	L' unicite de la Solution 
	Exemple


	Conclusion générale
	Bibliographie

