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Introduction

Le calcul fractionnaire est un champ d’étude mathématique qui sort du traditionnel définitions des opéra-
teurs intégrales et dérivées : définir l'intégrale fractionnaire comme simple généralisation de l'intégrale d’ordre
entier, et la dérivée fractionnaire comme 1’opération inverse ; c’est un sujet presque aussi ancien que le calcul
différentiel classique connu aujourd’hui.

Les probleme inverse des équations aux dérivées partielles sont liées a plusieurs phénomenes physiques
et chimiques, telles que la propagation d’épidémie par exemple, I'équation de diffulsion non-linéaire appare-
tient a cette classe d’équations aux dérivées partielles qui modélise de nombreux phénomenes, on peut citer
en particulier : la ‘ltration d’un gaz a travers un milieu poreux, la dynamique des populations, ’hydrologie,
(cf [10]; [11]; [13]).

Ce mémoire est composé de trois chapitres organisés comme suit :

Le premier chapitre sera consacré aux notions de base et des résultats fondamentaux relatives au calcul
fractionnaire, un rappel et quelques concepts préliminaires seront introduits comme la fonction Gamma, la
fonction Béta et les définitions de la dérivation et l'intégration fractionnaire au sens Riemann-Liouville et
Caputo, Katugampola et Caputo-Katugampola et leur propriétée.

Dans le second chapitre nous étudions deux probleme inverse pour l'équation aux dérivées partielles

fractionnares suivant :

1. probleme inverse d’équation aux dérivées partielles fractionnares au sens de Caputo

‘Do Ut x) = [(1—2®)Uy| +h(x), (t,z)€]0,T[x]—1,1],
U(0,2) = v(x), —-1<z <1,
U(T, z) = w(zx), -1<z<1.

2. probléme inverse d’équation aux dérivées partielles fractionnares au sens de Riemann-Liouville

RLD&U(t,x) = [(1 - 2®)U,] + h(z), (t,x) €]0,T[x] —1,1],
Ié;aU(t,x) |t:0 =v(x), -1<z <1,

U(T, z) = w(zx), -1<z<1.

Ou “Dg,, BL'Dg, 1a dérvées partielles fractionnaire de Caputo et Riemann-Liouville d’ordre o, (0 < « < 1)
respectivement, 7'~ 'intégral fractionnaire de Riemann-Liouville et v(z), w(x) deux fonctions données .
Nous avons démontré I'existenec du solution qui s’écrit sous foreme du série de polyndme de Legender ,
converegence et |'unicite de cette solition , noue assue également donne qulque exeample pour les deux type
le contenne de ce chapitre est base sur le treivou de ( N.Al-salti and E.Karimov,Inverse source probleme for
degenerate time fractional PDE arXiv : 1905.00362v2 (2020)).

Dans le troiseme chapitre de notre travail, nous étudions deux probleme inverse pour 1’équation aux

dérivées partielles fractionnares généralisé suivant :



1. probleme inverse d’équation aux dérivées partielles fractionnares au sens de Caputo-Katugempola

CEDG Ut x) = [(1—2?)Ug |+ h(x), (t,2) €]0,T[x] —1,1],
U(0,2) = v(x), -1<z<1,
U(T, z) = w(z), —-1<z<1.

2. probléme inverse d’équation aux dérivées partielles fractionnares au sens de Katugempola

KDg, U(t,x) = [(1— xQ)Um]m + h(z), (t,z)€]0,T[x]—1,1],
o Ut 2) | g = v(2), -1<z<1,

UT,z) =w(x), —-1<z<1.

Ou “—Epg,?, KDS:? la dérvées partielles fractionnaires de Caputo-Katugempola et Katugempola d’ordre «,
(0 < a < 1) respectivement, Z'~** 'intégral fractionnaire de Katugempola et v(z), w(z) deux fonctions
donnees .

On va dementré l'exisente, convergence et I'unicite du cette solution,

Cette probleme est généralisé par a pour le probleme étoudé dans le chapitre precident.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

ans ce chapitre, nous pésentons les définitions élémentaire et notion de base du calcul fractionnaire,
nous présentons d’abord les fonctions spésiales importantes dans la théorie du calcul fractionnaire ( fonc-
tion Gamma, fonction Béta, fonction Mittag-Leffter et le Polynome de Legender ), ensuite on definit I'intégral et

la dérivée d’ordre fractionnaire au sens de Riemann-Liouville, Caputo, Katugampola et Caputo-Katugempola
et leur propsiétés.



1.1. FONCTION SPECIALES 4

1.1 Fonction Spéciales

1.1.1 Fonction Gamma d’Euler

Définition 1.1.1. [2] On appelle fonction Gamma d’Euler la fonction définie par :
“+o0
I(z) = / t*~te7tdt; (2 € C, Re(z) < 0).
0
avec t7~ 1 = e(z=1)Int,
Exemple 1.1.1. 1. (1) = [ e tdt = 1.

2. 0(3) = 7tz e tdt = f+°°t_§e_tdt =2 [ e dr = /7. (posont t = 7°)
Lemme 1.1.1. [2] la fonction Gamma est une fonction de classe C*°surR’, (resp holomorphe sur le demi plon z €
C,Re(z) > 0) et

+oo
Vk € N*,Vz € R (resp.z € C, Re(2) > 0); 7™ (z) = / (Int)*t*~Letdt.
0
Lemme 1.1.2. [2] Pour tout z € C, Re(z) >0etn € N,ona:

1. T(z+1) = 2T'(2).

2. T(n)=(n-1)L

3.T(n+3)= Cn)tv/m

4nn)

Démonstration. 1. Représentons I'(z + 1) par Intégral d’Euler et intégrons par parties :
+oo —+oo
P(z+1) = / tre tdt = [—tFe T + z/ t*~letdt
0 0

= 2I(2).
2. Il suffit de poser dans le lemme[1.1.2(1) z = n — 1.

F'n)=mn-1TI'Mn-1)
=n—-1)n-2I'(n—-2)
=n-1)n-2)(n-3)...TQ)
=(n-1)L

3. Nous allons démontré la formule I'(n + %)z (227!1)72!/%’ par récurrence sur n € N

— Pourn=0,onaT(0+ %): (%f =\/T.

— Supposons que la formule est vérifiée pour (n — 1) et considérons n.

2(n—1))\/7
+ D=t

o) (o oo )=o)

2n—1> (2n — 1)/ 2n(2n — 1)(2n — 2)!

C-a-d supposons que I'((n — 1) est vérifée, alour

4= (n — 1) 2n(2)(4) =D (n —1)!

Donc la formule est vérifiée pour n. O

Remarque 1.1.1. [2] La détermination de la fonction Gamma pour les valeur négatifs non entiérs par la formule
I'(z)= (ZH)et La transition d’un intervalle a un autre ] — 1,0[] — 1, —-2[,] — 2, =3],...

la fonction Gamma n’existe pa pour les valeur négatif entiers.

Exemple 1.1.2. L ID(-1) = F(_:;rl) F(%) = —2\/T.
2 2
_3 1 =
2. T(-3) = F<fz%+1 I( %2) iy

HOUD Kheirddine



1.1. FONCTION SPECIALES

le graphe de la fonction Gamma

gamma(x)

FIGURE 1.1 — Graphe de la fonction Gamma

1.1.2 Fonction Béta d’Euler

Définition 1.1.2. [2] La fonction Béta est une type d’intégrale d’Euler définie par :

1
B(p,q) = / =11 — )2 dt, (p,q € C, Re(p) > 0, Re(q) > 0).
0

Lemme 1.1.3. [2] Pour tout p,q € C avec Re(p) > 0, Re(q) >0, ona:

L'(p)I'(q)

1.1.3 Fonction de Mittag-Leffler

Définition 1.1.3. [2] La fonction de Mittag-Leffler est définie par

—+00 k
z
= _ 0.
?) kz:;r(ak+ )

et la fonction de Mittag-Leffler généralisée est définie par

too k
Eap(x) = gmya,ﬁ > 0.
Exemple 1.1.3.
1. By(z) = E1a(x) = 3020 F(ziil) =y %’j -y
2. Ey(x) = Eaq(z) = XS% _ +f° (z _ cosh V.
3. Bia(e) = T2 wirs = Tito @ =  Lico Grery = 3(¢7 = 1),
b Bralo) = SU5% ity = 5% o = 2 i% o = & (e - 1-a).

Théoréme 1.1.1. [2] Poura=neN, N R, ona:

(;;) "B (™) = B, (Ax™).

(;i) 2P E, s(Aa™) = AP E, s (™).

HOUD Kheirddine
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E W
[ I

—a=1, 61

RIS
o=, §=2 [
\‘ !

FIGURE 1.2 — Graphe de la fonction E,, g(x)

Lemme 1.1.4. [2] Pour o« > O et B >0ona:
E, s(z) —zE (z) = L
a, a,a+3 F( )

Démonstration.
= J)k = ij
Eople) = 2Bocussl®) = 0 i35y~ L Fak v a v 9)
too o +oo st
:gF(ak+ﬁ) 7]62:01’(ak‘+a+5)
+oo o +oo 2k )
R PR R
=0 k'=1
1 = z* = ¥
= + —
r'(B) ; I'(ak + B) k,z:zl I'(ak’ + )
_ L
L)
O
1.14 Polynéme de Legendre
1.1.1)

Soit I’équation différntelle du second ordre a coefficient variable
(1= 2)y" () — 229/ (x) + My(2) = 0.

Est appelé I’équation de Legendre .
Lemme 1.1.5. [12] Soit —1 <z <1siA=n(n+1), (n=0,1,2...), alors I'équation de Legendre ademet une solution
(1.1.2)

1 J» 2_1n
@ =D Z0,1,2,3,..)

sous la forme
= P’I’L =
() 2nn! dz™

y(x)
P, (x) est appelé le Polyndme de Legendre.
Proposition 1.1.1. [12]] Soit P,,(x) le Polyndme de Legendre, on a :
1(#) = (2n+ 1) Po(2), (n > 1),

1. Py(x) = P

HOUD Kheirddine



1.2. LES OPERATEUR INTEGRAL FRACTIONNAIRES 7

2. & [(1—#)Py()] +nln+1)Py(x) =0,
3. Pu(1) = 1, Pu(~1) = (-1)",
4 [Pa@)| <1, (2] <),

1 0 inF#Em
5 f_1Pn<w>Pm<x>={ ,
2n+1 » v

Théoreme 1.1.2. [12] Le Polynome de Legendre P, (x)(n = 0,1,2,3, ...) est une form d’un systéme orthogonale dans

Uintervalle —1 < x < lestona ||P,(2)|]? = 2n2+1~

Corollaire 1.1.1. [12] Soit f fonction continue pour tout (|x| < 1), la series de Polynome de Legendre est :

Cn = 1P (2)]2 -9 Ll f(z)Pdx. (1.1.3)

Lemme 1.1.6. [12] Pour tout (|z| < 1), alors le series de Polynome de Legendre de la fonction f est convergente

unformemt.

1.2 Les opérateur intégral fractionnaires

L'intégrale fractionnaire de Rimann-Liouville

Définition 1.2.1. [2l] L’intégrale fractionnaire de Rieman-Liouville i gauche d’order oo > 0 de f est définie par :

VE € [ab], (T% F)(t) = ﬁ / (t — 7)o f(r)dr.

L’intégrale fractionnaire de Rieman-Liouville i droite d’order o > 0 de f est définie par :

b
vt € la,b] ;<I;&f><t>=ﬁ / (r — )*~L f(r)dr.

Proposition 1.2.1. [2]] Pour oo > 0,3 >0ona:

1 (T2 = )P 7) (1) = gy (£ = 077

2. (T (b—0)" 1) (1) = F(Fa(i)ﬁ) (b—t)yoth-1,

Démonstration. 1.

1

(I (t—a)’ 1) () = (o) /(t — 1) Y7 — a)?~Ldr, posons (1 — a = s(t — a))

- 1 —a)s(t —a))* Ys(t —a))P~L(t — a)ds
i | (== ) sl = ) 1 = o

_ L —a a+p—1 185—1 —s a—1 s
= Fg [ g
I R 10

Tyt~ B(a, )
_ LBy yers1
- T(a+p) (t=a) '

2. Meme idée on démontre 2) (avec le changement de variable b — 7=s(b — t)).

Théoréme 1.2.1. [2] Si f € L*([a,b]), alors T2, f existe pour tout o« > 0 et I, f € L*([a,b)).

Lemme 1.2.1. [2] Soit « > 0,3 > Oet f € L'([a,b]), alor

IngIerf = If+Ia+O(f = Igfﬂ~

HOUD Kheirddine



1.3. LES OPERATEUR DE DERIVEES FRACTIONNAIRES 8

Intégrale fractionaire de Hadamard

Définition 1.2.2. [2] L’intégrale fractionnaire de Hadamard a gauche d’order o > 0 de la fonction contens f : [a,b] — R
est définie par :
1 t
vt € la,b], (T f)(t) = m/a (Int —In7)* "t f(1)dr.

L’intégrale fractionnaire de Hadamard a droite d’order o > 0 de f : [a, b] — R est définie par :

Vi € [a,b], (T f)(t) =

1 ’ a—1
F(oz)/t (InT —Int)* " f(r)dr.

Proposition 1.2.2. [2] Pour o > 0,3 >0ona:

1. (FZ2, (Int —Ina)~1) (t) = F{(fi)ﬁ) (Int —Ina)>+A-1,

2. (MZp (Inb —Int)P=1) (t) = F(Fa@ﬁ) (Inb — Int)otA-1,

Lemme 1.2.2. [2] Soit o > 0,3 > Oet f € L'([a,b]), alors

Mg T f =M T T af M TP

1.3 Les opérateur de dérivées fractionnaires

Dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville

Définition 1.3.1. [2l] Soit o > 0 et n = [o] + 1, La dérivée fractionnair de Rimann-Liouville a gauche d’order o de f est

définie par :

vt € [a,b], *EDY f(t) = <d) oI f(t) = T ! " / (t — )"~ L f(r)dr.

dt n—a) di"

La dérivée fractionnair de Rimann-Liouville a droite d’order « de f est définie par :

n _1\n n b
Wt € [a,b], FLDY f(t) = <_) oI f(t) = F( D) i/t (r — )L f(r)dr.

(n —a)dt?
Remarque 1.3.1. [2]
1. Poura =0n =1, 0na LD, f(t) = L(ZL, f(t)) = f().

2. Pour o = m,n € N*. L'opérateur D donne le méme résultat que la dérivée usuelle pour les ordres entiers :

Do f(t) = f(1).

Dy f(t) =D f(t) = (=1)"f"(t)
Proposition 1.3.1. [2] Pour o> 0,3 >0ona:
1 (REDY, (t—a)P7") (1) = mials (t — @)L,
2. (REDE (b—1)P~1) (1) = bl (b — t)f o1,

Démonstration. 1. Posons f(t)=(t — a)?~! d’appres la définition (I.3.T) et la proposition (I.2.1) on a

et

(i) (t—a)" P l=(n—a+f-1Dn-—a+B-2)..n—a+f—-1—(n—1))(t—a) >F!

=n—a+B-1)n—a+B-2)..(8—a)(t—a)P 2!

HOUD Kheirddine



1.3. LES OPERATEUR DE DERIVEES FRACTIONNAIRES

et d’autre part

F'n—a+pf)=n—a+f-DI'n—a+F—-1),T(z+1) =2I(z)

=n—a+pf-1)n—-—a+B-2T(n—a+p-2)
=(n-a+pB-1)n—-a+pB-2)..(8-a)l(B8-a),
donc
RLDvaf(t) = m(n—a—&—ﬁ— Dn—a+p—2)..(8—a)(t—a)p !

_ (n—a+pB-1)n—a+B-2)..(6 —a)[(B)
m—a+pf-1n—a+-2)..(0—a)T(B—a)
@), e
G L

(t— a)ﬁ_a_1

2. On procéde de la méme mananiére que 1).

Remarque 1.3.2. Pour A\=f —1,a=00ona:

RL Dy tY) (t) = I E(iii)Jr 1)(n— at+ AN —at+A—1)..(A+1—a) ()™
= FA+1) —(a— n—1—(« — (a— e
= F(n_a+A+1)(n (@ =)= 1= (a+A)(1 = (a=N)H)*

A —a
%(t)A L a—A¢{1,2,...n}
0, a—Xe{l,2,..,n}

S A> —1

Sia—Xe{l,2,...n}=a-A=m=>A=a—-m,me{1,2,..,n} C-a-d
BL (DG t*™) () = 0,m € {1,2,....,n}.

Lemme 1.3.1. [2]] Soit o > 0'si f(t) € C([0,T7]) N L([0,TY), alors

1. I'équation différentielle fractionnaire de type Riemann-Liouville "LDg, f(t) = 0, admet une solution unique
f(t) = Crto™t 4 Cot™ 2 . 4 e t™ ™.
2. SitEDy, f(t) € C([0,T)) N L([0,T]) et n = [a] + 1, alors
T BEDY, (1) = f(t) + Crt* ™+ Cot® ™2 .+ Cpt™ ™™
OuC, € Ravecn=1,2,..n.

Théoreme 1.3.1. [2] Soit X € R, alors le probléme de cauchy :

RLDngy(t) —My(t) =f(t), 0<a<l,
I*~“y(a) = b, beR.

admet une solution y(t) sous forme

y(t) = b(t = a)* ' Eaa (A (t —a)") + / (t=7)""" Baa (A (t—7)7) f(7)dr.

HOUD Kheirddine



1.3. LES OPERATEUR DE DERIVEES FRACTIONNAIRES 10

Dérivées fractionnaires de Caputo

Définition 1.3.2. [2] Soit o > O et n = [a] + 1, La dérivée fractionnair de Caputo a gauche d’order o de f est définie

par:
d

v et 50 =2 () 0 =

[ @=mreimiar

La dérivée fractionnair de Caputo a droite d'order o de f est définie par :

n _ n b
o clatl, Dff0 =T 00 (5 ) 10 = s [0 O

(n—«

Remarque 1.3.3. Par contre, de telles définitions ne se recollent pas correctement aux dérivées classique :

e e | PRI = 1 = @),
Dy f(t) = ()" (F = f (D).
Proposition 1.3.2. [2]] Pour a > 0,5 > 0ona:

1 (9D, (t— )P 1) (t) = pgalhy (t — )P~

2. (ODg (b= 1)) (1) = Ay (b — 1)L,

Démonstration. 1. Posons f(t)=(t — a)?~! d’appres la définition (I.3:2) et la proposition (T.2.1) on a

D f(0) = T30 () 10 =gy [ €= et
et
(&) -0t =E-DE- 251 (0= 1))
= (B= 18— 2)n(B =)t — )1,
d’ou

D f(t) = (B= DB - 2))(ﬂ —n) / (t — 7)1 — )P Ydr, posons(T — a = s(t — a))

I'n—«a
_ (ﬂ — 1)(6_ 2)(6_77’) —a B—a—1 ! —g n—a—1 s B—n—1 S
- gyt [yt
(B-1D(B=2)...(6 =n)

= (t_a‘)ﬁ_a_lB(n_avﬁ_n)7

(BBl =) (=) | e
T(n— a)T(6 — a)

_TB) e

R CE LR

2. De la méme maniere on démontre (2)

Remarque 1.3.4. Pour A= —1,a=00na:
AA+DA=2)..A=(n=-1))TA=(n—-1))

(“D5 1Y) (1) = TG ot (>
T(A+1 o
_ ﬁ(t))\ y O[*A% {1,2,....,77,} )\>_1
0, a—Xxe{l,2,..,n}

Sia—XAe{l,2,...n}=a-A=m=>A=a-m,me{1,2,...n— 1} C-a-d

(“Dgit*™) (1) =0,m € {1,2,.....n — 1}.
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Lemme 1.3.2. [2]
1. Soit o > 0'si f(t) € C([0,T7)), alors I'équation différentielle fractionnaire de type Caputo DS, f(t) = 0, admet

une solution unique
f(t) = Co + C1t + Cot® + ... + cut™.

OuC, € Ravecn=0,1,2,.n — 1.
2. Supposons que f(t) € C™([0,T]), alors :

T8 ODE f(t) = f(t) + Co + Cit + Cot® + ... + Cpt™.

OuC, e Ravecn=0,1,2,.n— 1.

Théoreme 1.3.2. [12]] Soit A € R, alors le probléme de cauchy :

beR.

{CD;ay(t) ()= f(t), 0<a<l,
y(a) =0,

admet une solution y(t) sous forme
o) =bEL (= )*) + [ (¢ = 1) Baa (= 7)) S0

Théoréme 1.3.3. [2] Soient oo > 0 et n = [a] + 1.
Si f:]a,b] — Rsi f possede (n — 1) dérivées en a et (DS, f) existe, alors

n—1 (k) a
(D5, P)(t) = D [f(t)—zf Dy
k=0

Corollaire 1.3.1. [2]] Soient a > 0,n = [o] + Let (D f)(t), (°D2, f)(t) existent.
On suppose que f*)(a) = 0 pour k = 0,1,2,...,n — 1, alors

(D f)(E) = (“Dgef)(2)-

Dérivées fractionnaires de Hadamard

Définition 1.3.3. [2] Soit « > Oet n = [a] + 1,—00 < a < b < +0o0, La dérivée fractionnair de Hadamard a gauche

d’order o de la fonction f : [a,b] — R est définie par :

Vt € la,b], ID,vaf(t) = (ti)n o (T f(t) = ﬁ (ti)n/at(lntlnT)"alf(T)dT.

La dérivée fractionnair de Hadamard i droite d’order « de f est définie par :

vt € [a,b], "D f(t) = (—tC?t)n o (T f(t)) = ﬁ (—ti)n/tb(lnr— Int)" ==L f(7)dr.

Proposition 1.3.3. [2] Pour o > 0,3 >0ona:
L(5) (Int —Ina)P~"L

—a)

2. (Dy-a(lnb—1Int)~1) (t) = F(Bf)a) (Inb —Int)f—a-t,

1. ("Dy+a(lnt —Ina)’~1) (t) =

—
PN
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Dérivées fractionnaires de Caputo-Hadamard

Définition 1.3.4. [2] Soit & > Oet n = [a] +1,—00 < a < b < +oo, La dérivée fractionnair de Caputo-Hadamard a
gauche d’order o de la fonction f € AC?([a,b]) est définie par :

vt €la,b], “H'Doraf(t) = ("I70%) o (ti) f(t) = ﬁ/ (Int —In7)" =" ()" f()dr.

La dérivée fractionnair de Caputo-Hadamard a adroite d’order o de f est définie par :

d 1

n b
vt € [a,b], CiHDbfozf(t) = (HIZZ"__O‘) o <tdt> f@) = F(n—oz)/t (InT — Int)" ==y f(7)dr.

d
Avecy =t
Proposition 1.3.4. [2] Pour o> 0,5 >0ona:

1. (““HDy+a(lnt —Ina)’1) (t) = Ffﬁ(le)(lnt —Ina)f—o"L.

2. (°“HDy a(lnb —Int)?~1) (t) = r(Fﬁ(f)a) (Inb — Int)P—o-1,

Remarque 1.3.5. [2] Pour oo > 0, si f € ACZ}([a,b]), alors la dérivées fractionnaire de Caputo-Hadamard exist et on
a:
C—HDTL t — n t
vﬂem{ DL = (01
Dy f(t) = (=7)"f (1)

Théoréme 1.3.4. [2] Soient oo > 0 et n = [a] + 1, alors

(1D, f)(t) = D2, [f(t) - W

1
k=0
1.4 L’intégrale fractionnaires généralisé de Katugampola

L’intégrale fractionnaire de Katugampola est la généralisé de L'intégrale fractionnaire de Rimann-Liouville

et L'intégrale fractionnaire de Hadamard de la maniére suivante :

Définition 1.4.1. [9] Soit —0co < a < b < +oo L'intégrale fractionnaire de Katugampola a gauche d’order o > 0 de
f € X2([a,b]) est définie par

W elat, @00 = o [ (257) 02

(a p

Et L’intégrale fractionnaire de Katugampola a droite d’order oo > 0 de f est définie par :

vt € labl, (TP = — /b oyt flr)—=7".
P I(a) J; p dr
Lemme 1.4.1. [6] Soit o, B, p > 0 et pour tout f € X?[0,T), ona:
Ijiplfipf _ ij[j’p.

Proposition 1.4.1. [5] Poura.> 0,8 >0et0<p<ooona:

«, m 7QF(1+%) a+m
1. (Z50(t = a) )(t):pr(mrilJr%)(t*a)p I
Q, m _QF(1+%) a+m
2. (TP =) (1) = Tragaeay (b — 1)

Théoréme 1.4.1. [5] Soit « > 0,1 < p < oo, alors

Ian(T3)(0) = (Moo §)0) = o [ (=)
plir€+(l's+’p)(t) = (HIS‘+ )(t) = F(loz)/o (Int —In7)* 1 f(1)dr.
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1.5 Dérivées fractionnaires généralisé de Katugampola

Dérivées fractionnaires de katugampola

Définition 1.5.1. [9] Soit o > O et n = [a] + 1, —00 < a < b < +oo La dérivée fractionnair de Katugampola a gauche
d’order avde f € XP([a, b)) est définie par :

d n a 1 d n t p_ P n—a—1 d
“oire = (0 g) @) =i (g) [ (550) oA

La dérivée fractionnair de Katugampola a droite d’order o de f est définie par :

o o d\" n—a 1 _d\" b P _tP n—a-1 d
“oprsn = (<) e @) = (<) [ (50) 1o

Proposition 1.5.1. [5] Pour o> 0,p > 0etm > —pona:

1. (KDa+p(t — a) ) (t) = pF(I*T%p)(t — a) pa,

a,ho m _ pailr(le%) m—pa
2. (Kpb_ (b—1) )(t)fm(bft) por,

Lemme 1.5.1. [6] Soit o, p > 0, si f(t) € C([0,T]), alors

1. I'équation différentielle fractionnaire de type Katugampola * Dy’ = 0, admet une solution unique
f@t) =P 4 Optre=2 4 4 et
2. SiEDSLf(t) € C([0,T]) et 0 < a < 1, alors
L5 M DG f(t) = f(1) + CreD.
avec C' € R,

Théoréeme 1.5.1. [5] Soit o > O et 1 < p < oo, alors
i (<DL )0 = (VD)0 = s o [ e e
p—1 at at T(n—«)dt™ /, '

Jim (D00 = (D)0 = 5 (tjt> [ eyt

Théoreme 1.5.2. [9] Soit A € R, alors le probléme de cauchy :

EDYPy(t) —xy(t) = f(t), 0<a<l,
I f(a) =, beR.

admet une solution y(t) sous forme

y)y=b (L= (HE(m A(CZN Y (e a_lEa,a A2 1o Cllfp.
p p o\ P p T

Dérivées fractionnaires généralisé de Caputo-Katugampola

Définition 1.5.2. [9] Soit « > 0 et n = [a] + 1, —00 < a < b < 400, La dérivée fractionnair généralisé de Caputo-
katugampola a gauche d’order a de f € XP?([a, b]) est définie par :

W € fa.t], CDIE() = (T5) 0 (010 = / (t) -t

I'n—« p Ti=p

Et a dérivée fractionnair généralisé de Caputo-katugampola i adroite d’order acde f € XP([a, b)) est définie par :

b P 4p n—oa—1 -
¥ € labl, CEDRAS) = () 0 ()"0 = o | ( t) () )2

I'n—« P Tl=p

_4l—pd
Avecy=t""%
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1.5. DERIVEES FRACTIONNAIRES GENERALISE DE KATUGAMPOLA 14

Proposition 1.5.2. [5] Pour o > 0,p > 0etm > —pona:

a-1 m
1. (C_K'Dzjrp(t _ a)m> (t) = P T(1+7)

Taarmy (E—a)™"7

a—1 m
Pt T(I+ )

Taatm) (b=

2. (KD (b—t)™) (t) =

Lemme 1.5.2. [6] Soit o, p > 0, si f(t) € C([0,T)), alors

1. I'équation différentielle fractionnaire de type Caputo-Katugampola =X DS = 0, admet une solution unique
f(t) = Co+ Cit? 4 Cot? + ... + ¢, _1t" VP,
2. Sif(t) e C™([0,T]) et 0 < aw < 1, alors
I8 CEDE f(t) = f(t) + C.
avec C € R.

Théoréme 1.5.3. [5] Soit o > 0et 1 < p < oo, alors

lin (CTKDLE)E) = (CDENNO = g [ =) e
i (KDL )0 = (DO = s [ (it~ lnr)e ) f ()
p—0+ ot ¢ I'in—a) J,

Théoreme 1.5.4. [9] Soit A € R, alors le probléme de cauchy :

CEDELY(t) — My(t) = f(t), 0<a <1,
y(a) = b, beR.

admet une solution y(t) sous forme

y(t) = bE, (A <t”;a”>a) +/at (t”;T”)O‘lEM (A <tﬂ ;Tp>a) f(T)%.
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CHAPITRE 2

PROBEME INVERSE POUR EDPs
FRACTIONNAIRES

ans ce chapter, on va étudie 'existence, la convergence et 1’ unicite de solution de deux Probéme inverses

pour I'équation aux dérivées partielles freactionnaires,

1. Probéme pour I'équation aux dérivées partielles freactionnaires, au sens de Caputo s’écret comme :

CDgU(t,x) = [(1 — xg)UmLC + h(z), (t,z)€]0,T[x]—1,1],
U(0,2) = v(x), -1<z<1,

U(T,z) =w(x), 1<z <1.

2. Probéme pour I'équation aux dérivées partielles freactionnaires, au sens de Rimann-Liouville s’écret-

comme :

RLDaU(t, ) = [(1 — xQ)Uw}m + h(z), (t,z)€]0,T[x]—1,1],
Ut x) |,y = v(z), -1<z <1,
UT, z) =w(zx), —-1<z<1.

Ou “DgU(t,z), FLDGU(t, x) est la dérivées partielle fractionnaire de Caputo et Rimann-Liouville
d’ordre o (0 < a < 1), respectivement de U(t, z), '~ est l'intgrale fractionnaire de Rimann-liouville

d’ordre 1 — o et v(z), w(z) deux fonctions données.
On applique la mothod de séparation de variables pour obtenir la solution explicite sous forme d'une

série de polynome de Legendre.

15



2.1. PROBEME AVEC LA DERIVEE DE CAPUTO 16

2.1 Probéme avec la dérivée de Caputo

Dans cette section, on va étudie l'existence, convergence et l'unicite de solution du Probéme pour

I'équation aux dérivées partielles freactionnaire au sens de Caputo de la forme suivant :

DUt 2) = [(1 - 2*)Us], + h(2), (t,2) €]0,T[x] - 1,1,
U(0,z) = v(z), -1<z<1, (21.1)

U(T,z) = w(x), -1<z<1.

Ou “Dg,U(t, ) est la dérvées partielles fractionnaire de Caputo d’ordre a (0 < « < 1) de U(t, ) et v(z), w(x)
deux fonctions données.

Le résultat prncibal de cette section est le Théoreme suivant :

Théoréme 2.1.1. Soit v,w € C3([—1,1]) et v*, w* € L([—1,1]),, alors il exiset une solution unique de Probeme @.1.1)
est donnée :

U(t,z) = v(z) + (wo — vg) ( ) + Z - ;‘”;a))( Wy, — Uy ) Pp (). (2.1.2)
M) — (- vo)F(O}i— b, % (1= 2)(a)] + ZA ( vz KnTa)) P, (x). (2.1.3)

avec A, =n(n+1), et

n 1 n 1
vn = 25 [ (@) Pa(@), wa =25 [0 w(@)Pa(z), n=0,1,2,...

2.1.1 L’existence de la Solution

Théoreme 2.1.2. Le Probeme (2.1.1) admet I'ensemble de solution {U (t,x), h(x)}, données par :

Ult,z) =Y Un(t)Pu(z),  hx)=>_ hnPu(2), (2.1.4)
n=0 n=0

ot Uy, (t) est foction a détermené, P, (z) le polynome de Legendre et h,, est constant.

Démonstration. On cherche la solution du Probéme (2.1.1)), sous forme :

{U(t, 2) =Y Un(t)Pu(z),  hz)=) thn} .
n=0 n=0
Alors {U(t,z), h(z)} est vérifier I'equation (2.1.1)), C-a-d

{CD& (t2) = 32020 Pu(@) DG U (1),
(1= 2*)Ua], = 3000 (1 = 2) P (2)Un(t) — 20 3207 Py (2)Un(8).

Donc o
ZP oD Un(t) = Y (1 —2?)P)/(x) —Q:vZP’ +ZhP ),
n=0 n=0 n=0

on obtient :

Po(2)°D5U,(t) = (1 — 22) P! (2)U, (t) — 22 P, (x)Uy (t) 4 hp Po(x),n = 0,1,2...
et comme P, (x) est solution de I’équation de Legendre on obtient :
(1 —2*)P/(z) — 2zP. () = —\, P ().

Alors
Po(2)°D5U, (1) = —AUpn(t) 4+ hn Po(z),n = 0,1,2...
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on obtient

CDSU, (1) + MUpn(t) + hp Py (x),n = 0,1,2...

et d’autre partona:

U0,z) = Z;o:o Un(0) Py () = v(z) = fo:o U Pr(z), N Un(0) = vp,
U(T, ) = 300 Un(T) Pa(2) = w(x) = 32570 wnPa(2), Un(T) = wy,
On cherche U, (¢)

1. Pour n = 0, on obtient :

CDgUL(t) = hy, 0<t<T,
Uo(O) = Vo,
Uo(T) = Wo.

En appliquant Z§; sur l'equation (2.1.7), on obtint :
T5,“ DgiUo (t) = Tiiho,
d’apres le lemme (I.32) pour0 < o <1, (n=[a]+1=1)ona:
I5,9D§Uo(t) = Up(t) — co, co €R,
donc
Uo(t) — co = ISiho, = Uo(t) = co + LG ho.

Par conséquent, la solution générale de 1’equation (2.1.7),est :

Uo(t) =co + ﬁ/@ (t — T)ailhodT.

Les conditions aux limites implique :

Uo(0) = co = co = wo,

Uo(T) = co + 1y Jo (¢ = 1) hodr = wo = ho = (wo — vp) "2,

Alor

t
Uo(t) = vo + Fi/ (t —7)* Thodr = vo + (wo — vo) (
0

2. Pour n > 1 on obtient :

CDGU(t) + NUp(t) = hyp, 0<t<T,
U, (0) = vy,
U, (T) = wy,.

)a.

(2.1.5)

(2.1.6)

(2.17)

(2.1.8)

d’apres le théoreme (1.3.2) pour 0 < o < 1, Alors le prebléme (2.1.8) admet une solution sous forme
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t
U (t) = vn Eo (—At®) + / (= 7)Y B (<A (t = 7)) hndr
0
¢ —/\k t—T) ok
= nEa _Anta - a ' h"d
v ( )—l—/o Z T(ak T o T

_/\k t—T ak+a—1

= vnfa (=Ant?) +Z/ T(ak + a) findlT

+oo ozk+a
= —Ant®) hn,
= vnd +ZFak+a+1)

At X A ()
= 0B (~Ant®) + n(?)

—An pors P(ak +a+1)
b,
= nBa(2) = " 2Ba0q1(2), (2 = =A%)
h’ﬂ n
= nFo(2) — — (Ea(2) = 1) = cn Eo (=A%) + —.
An An
Les conditions aux limites implique :
hyn Vp — W
Un(0) = ¢ + 3= = vy, N Cn 1—E(¥(—U>\T”)
Un(T) = enBo(—AT) + §2 = w,. B = A (U — ), n=1,2,...
donc
(U — W) B (—Apt®) Wy, — Uy,
Un(t) =
®) 1~ Bo(—AT®) 1= Eo(are) "
1— Eo(—Ant®)
_ " — ) + Un, —=1,2,..
l—Ea(—)\T“)(w Up) + v n

alors, on obtient :

« ( B
T) 1= B (AT (wp, — vn) Pp(2), n=12,
=v(z) + (wo — o) ;) + ; i:iz((:i\z]f; (wp, — vp) Py ()
h(z) = (wo — UO)F(OéTl- 1) + A (vn + : _121&(—_“;11069 (), n=1,2
:(wo—vo)%ﬂ Un P () + An (%) P (), n=1,2..
= (wy — vo)w + % [(1— 22)/(z)] + Z An <%> Po(x).

La convergence de la solution

Dans la suite, on va démontré la convergence uniforme des séries apparissant dns 1’expressienci dessns
et les séries crrespendontes [(1 — 22U, ], et “DgU (¢, z).

Nous commencone par :a
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U] = o) + (w0 — ) (7 )+ §ji AT%ﬁwn—vMqu>
< Wi+ o =0 () |+ 32 [ ey o =) 1o
< fo(a)| + ol + ool + 1 D (o + ).
n=1
|h(z)| = (wo—vo)w—i-dd [(1—x —i—Z)\ (/\Ta)) P,(x)
gkm—wmafﬂﬂinum%wﬂ+2}%@j§bguﬂmmn
swm+mwm;fﬂ+uim—x Zhuf%”ﬁﬁwwuw
< (juwol + oo ) F(ﬁ}jl‘+‘ (- 2?) ’+C’22n(n+1)(|wn\+|vn|).
’oDOt ‘_ a+1 wo — v +Z n+1 )\ ;at)a)(wn_vn)Pn(x)
s\”iﬁlhwm—m>+§j e e V= v 1Pl
n=1
gEggihmm+hmwu%§jMn+num4+wa»
(1= DU = |[(1 - 22 @) + 3 M(n(n 1)) (1w — va) P ()
oyt « n

o0

<1 = 2®)0' (@))'] + n; % [(n(n+1))(wn — va)| [Pa(2)]
<1 - 2?) \+C4Z(n(n+1))(|wn\+|vn|).

Le convergence des séries dépend de 'estimations de v, et wy,,

1
Uy = 2”; L / v(x) P, (x)dx
—1

1 ! / /
=5 | v@PLa) ~ Pii(a)da,

on intégre par parties on obtient :

donc
ol = |5 [ V@ Prsa(o) = Proaa)is
<5 [ W@ @) =~ P @) do
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En utilsant I'ingalite de Cauchy Schwarz et || P, (x) ||? il vient :

vn| < *[1 0" (@)] (IPata ()] + [ Pa-1()])

< L @I P @l + IPaca @)l o
s§||v'<x>||(( 2V )

2n+3)% (27171)%

_lv@ive

T (2n—1)z
En répétant le procossus ci-dessus une fois de plus, on obtient :

4v2

Un Si
[vn] (2n73)%

[ ()] -

On trouve finalement la convergence uniforeme de la solution pour v,w € C3([-1,1]) et vi, w? €
L([-1,1]).

2.1.2 L’unicite de la Solution

Soient {U; (¢, z), h1(z)}, {U2(t, z), ha(z)} deux ensembles de solition du Probeme (2.1.1), posant U = U; —
U2, h = hy — hy, il vient :

DUt x) = [(1 = 2*)Us], + h(x) (t,2) €]0,T[x] - 1,1],
U(,z) =0, -1<z<1, (2.1.9)
U(T,z)=0, —-1<z<1.

d’apres le théoreme (2.1.2) le probleme (2.1.9) admet 1’ensemble de solution {U (¢, z), h(z)} :

Ut,z) = i U, (t)P,(x), h(z) = i hn P, (), (2.1.10)
n=0 n=0
Mais d’apres on obtient :
Un(t) = 2551 [ U(t,2)Py(x)de. n=0,1,2,... (2.1.11)
hn = 2551 (1 p(@)Py()de. n=0,1,2,... (2.1.12)
{ g:((;);% n=0,1,2,.. (2.1.13)

En appliquant ©Dg, sur 'equation @2.1.11) on obtient :

CPRUL(t) = 2";1/_11 Po(2)°DLU(t, 7)dw
- 2"; ! /_11 Po(2) ([(1 = 2*)U, ], + h(z)) dz
2t /_11 Pofa) [(1 = 2)0.] o+ 202 /_11 P, (2)h(z)dz
_ 2"; L /11 Po(@) [(1 = 2))U,]_da + h,.
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on intégre par parties deux fois on trouve :

2n +1

CDE Uy (t) = [1 [(1— 2?)P(2)] U(t, 2)da + by

2n+1 [!
=— n2+ / n(n+ VU (t,z) P, (z)dx + hy,
—1

—n(n + 1)U, (t) + hn.

Alore, d’apres le théoreme (1.3.2) et la condition (2.1.13) on obtient :

et comme P, (z) est systéme comble sur [—1, 1], alors

U(t,z) =0, h(z)=0.

2.1.3 Exemple
Exemple 2.1.1.
Soit le Probéme suivant :

CDgU(t,x) = [(1 — xQ)Uw]I + h(x), (t,z)€]0,T[x]—1,1],

U(0,z) =0, 1<z<1 (2.1.14)

U(T,z) = 322, -1<z<1.

(z) = Z U P ()
n=0

= U()PQ( ) + ’U1P1(LL') + ’UQPQ(.’E) + ...

—vo+v1x+2(3x —1)...=0.

Alors v, = 0,Yn > 0.
Et.

x) = Z wy Py ()
n=0

= woPy(z) + w1 P1(z) + we Po(z) +
=wy + vz + %(31‘2 —1)... = 322

Alors wg = 1,w; =0etwy =20, =0,Vn > 3.

d’aprés le théoréme (2.1.1) on obtient :

U(t,2) = v(x) + (wo — vo) (t> + M(wl — o) P ()

T 1— Bo(-M\T9)
e jj%( 2)Po(z)
(8] B
(@) E
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() = (o —v0) "o )

() e ()

o F(Oé —+ 1) wo — V2
SR (1 e AQTQ)) Py(z)

INa+1) 6 9
T (1—Ea(—6Ta)> (82" = 1).

2.2 Probéme avec la dérivée de Remann-Liouville

Dans cette section, on va étudie I’existence, convergence et l'unicite de solution de Probéme pour

I'équation aux dérivées partielles freactionnaires au sens de Remann-Liouville de la forme suivant :

RLDaU (¢, x) = [(1 - x2)Ux]I + h(z), (t,z)€]0,T[x]—1,1],
Iét_aU(t,x) |t:0 = v(z), —1<z <1, (2.21)
U(T,z) = w(x), -1<z<1.

Ou BEDGU(t, z) est la dérvées partielles fractionnaire de Remann-Liouville d’ordre a (0 < « < 1) de U(t, x)

et I§,U(t, x) est 'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville de U (¢, z), v(x) et w(x) deux fonctions données.

Le résultat prncipal de cette section est le théoreme suivant :

Théoreme 2.2.1. Soit v,w € C3([—1,1]) et vt w* € L([—1,1]), alors il exiset une solution unique de Probeme [2.2.7)

est donnée

Ta—l t o .
Ul(t,z) = (wg — mvo) (T) + ()t Ey 0 (—Ant®)
> o o Wy, — 'UnTailEa,a(*)\nTa)
+ TLZ::I <+t Eoot1(=Ant®) < T B o (—AnT) )> P, (). (2.2.2)
a—1 & _ a—1 _ «
h(z) = (wo — ?(a) UO)F(C;I DI - <“’” TZET - fa_’i(Ti’;T )) Po(x), (2.2.3)
ne1 a,a n

ot A, =n(n+1),et

v =258 [ (@) Pa(@), wp =252 [N w(@)Po(@), n=0,1,2,...

2.2.1 L’existence de la Solution

Théoréeme 2.2.2. Le Probeme (2.2.1) admet I'ensemble de solution {U (t,x), h(x)}, données par :

Ut,z) =Y Un(t)Pu(z),  hx)=>_ hnPu(2), (2.2.4)
n=0 n=0

ot Uy, (t) est foction 4 détermené, P, (x) le polynome de Legendre et h,, est constent.

Démonstration. On cherche la solution du Probeme (2.2.1) sous forme :

{U(t, 2) =Y Un(t)Pulz),  hlx)=)_ thn}
n=0 n=0

Alor {U(t,z), h(x)} est vérifies I’equation (2.2.1)), C-a-d

FEDGU () = 32020 Po(2) DG U (1),
(1= 2®)Ua], = 300 (1 — 2®) P (2)Un(t) — 22 3277 Ph(2)Un(t)
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Donc

o0

ZP (@) DG, UL () = Y (1 —2*) P}/ () —29[;213’ +ZhP

on obtient :

P (2)EDGU, (1) = (1 — 2?) P! (2) U, (t) — 20 P (2)Up(t) + hp P (x),n = 0,1,2...

n=0

et comme P, (z) est solution de 1’equation de gendre on obtient :

Donc

(1 —2*)P/(z) — 2zP.(x) = —\, Py ().

P (2)BEDS U, (1) = =AUy () Pr(2) + b Py(z),n = 0,1,2...

alors

et d’autre partona:

RLDE 1 () 4+ AUn (£) + hym = 0,1, 2...

I(%t “Ult,z) |, Zn ozét “Un(t) | j=o Pn(z) = v(z) = ZZO:() v P (),

U(T,z) =
Alors

On charche U, (t)

E T)Py(x) = w(x) = ZZO:O Wi, Pp ().

LU () |y = Un,
o " Un(] n=0,1,2..
Un(T) = wy.

1. Pour n = 0 on obtient :

RLDgtUQ(t) = ho, 0<t<T,
Zo; “Uo(t) | 1= = o,
U()(T) = Wg-

En appliquant Zg, sur 'équation (2.2.7) on obtint :

T8 REDS U (t) = T ho

d’apres le lemme (1.3.T) pour 0 < @ < 1, (n = [a] + 1 = 1) on obtient :

donc

ce que implique

et en appliquant Z;, “

Alors

I8 REDG Uy (1) = Up(t) — cot™™t, o €R,

Uo(t) — Cotail = I&ho,

Uo(t) = cot® " + ZI5; ho.
" sur l'équation (2.2.8), et d’apres le proposition (1.2.1) on obtint :
I3, Us(t) = oy, *t** + Tocho

I'(a)
INl—-a+a)

= Cor(Oé) + IOthO-

= o ttmereml 4 Toihg

I(%t_aUO(t) |t=0 = col'(a) = vo, = co = V-

L
I(a)

(2.2.5)

(2.2.6)

(2.2.7)

(2.2.8)
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etona:
Uo(T) = coT* ™ + I ho
1 1 4 1
= coT*" —&——/ (T — 1) “hodr
L(a) Jo
1
=cT* " +h T
Co + OF( Y
:wo
Alors
1 T(a+1) Tt T(a+1)
= — T H—— = = — .
ho = (wo — ¢o ) Ta (wo o) ) Ta

Uo(t) = Cotailtail +I&h0

1 1 t
= vt + —— / (t —7)* Thodr
0

I'a) I'«)
= 1 ’Uot(%_1 + 7}10 ta
(@) M(a+1)
1 a1 T t\“
= o e g (7)

2. Pour n > 1 on obtient :

REDGU(t) + AUy (t) = hy, 0<t <T,
Ié;aUn(T) ‘t:o = Un,

(2.2.9)

d’apres le théoreme (1.3.1) pour 0 < a < 1, on a le prebléme (2.2.9) admet une solution sous fourme

t
Un () = 0nt™ B o (—Ant®) + / (t = 7)° By (<A (t — 7)) hndr
0

t k ak

=5 ( t—T)
= 0t By (At —7)* 1§ e h,d
v ol )+/0 D(ak + « g

_)\k ak+a 1
a—1 a
= Un a,o —Ant hnd
ont* T E +Z/ akJroz) i

too /\k( )ak+a

nta 1Eaa )\ta T/ .71 . ., 1\'n
! (= +ZI‘ak+a+1)

S ()
“T(ak+a+1)

= Ut By o (= Anl®) + %

n

= 0t By o (~Ant®) + t* By a1 (= Ant®) Ry
Les conditions aux limites implique :

U(T) = 02T ' Eqa(=AnT*) + T*Egaq1 (= AT iy = wy,
Donc

Wy, — 0T By o (=M T%)
TEqy a1 (=AnT%)

hp =

n — nTa—lEa o _/\nTa
Un(t) = Unta_lEavo‘(_)\nta) + taEa,oz-‘rl(_)\nta) (w : , ( )>

T¥Eq at1(=AnT%)
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Alors, on obtient :

Ult,z) =

F( ] vt + (wo — %vo) (;) + (0nt* " B a(—Ant®)) Po(2)

n nTailEaa - nTa
+ (B0 (- )\nto‘)(w ! a(ZA )>)Pn(a:),

=1,2
T ar1(—AT®) nehs
1 o To-! " & .
= =~ vot” — =) | 7 " B o (= Ant®
F(a)vo + (wo (o) ) (T) + T;U al )
- Wy, — U, T By o (A T)
1By ot (= Ant® : P, (z).
" n=1 <+ ’ +1( ) < TaEa,a+1(*)‘nTa) (33)
Tt T« —|— 1) Wy, — VT By o(=AnTY)
h(z) = (wo — ’ P,(z), —1,2,..
(z) = (wp o) vg + To By ooa (— AT ) (x) n

7o' T'(a + 1) & — 0, T By o=\ T9)
= (wo — ™ ) 4 n; ( T B () ) P, ().

La convergence de solution

Dans la suite, on va démontré la convergence uniforme des séries apparissant dans 1’expressienci-dessns,
et les séries crrespendontes [(1 — 22U, ],.

Nous commencone par :

Ut 2)| =

1 a—1 Ta_l 3 “ . a—1 «
T+ (o~ pgyo) <T> + 2wt B Mt Pa(a)

i (+t Eoar1(~ At >(w"_v”Ta_1Ea’a(_AnTa)>) o)

TOCEOHOH‘l(*)\nTa)
1 To—1 A\ ) )
_ - s a-1p B o\ p
T(a) + ’(wo T(a) o) (T) + ;vnt (= Ant®) Py ()

+ ’Z (+taEa,a+1(—AntQ) (w" — ”"Ta_lE“’“(_A”TQ)»‘ |Pa(2)

T?Eq at1(—AT?)

a—1

S Uot

oo o0
< colvol + (Jwo| + calvol) + c2 D [val + €3 Y (|wn] + calvn]).

n=1 n=1

Tt T(a+1) = (wWn =T Eq o0~ T?)
a (wo B F(a) UO) T + Z ( Tanz,a-i—l(_/\nTa) > Pn(x)

T2

n=1

> wy, — v T 1Eaa A T9)
Py (x
3 (e /)

A, T%)
n=1

W, _UnT _1E(x a( a ‘P
T*Ey at1(— )\nTa

T 1 TNa+1)

< (Jwo| + ) lvo|) Ta + Z

n=1

+

1)
< (Juo] + o)) o) +c12 ]+ [0,
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= Z VUt P By o (= Ant®)n(n + 1) Py (z)

n=1

s Wy — VT By o (=X T%)
1) (42 By ar1(—Ant® 0 P,
£+ 1) (+ (At ( e )) (@)

H(l _x2)Uw}x

<

NE

vnto‘*lEa,a(f)\nta)n(n +1)P,(x)

n=1

+ i:: n(n+1) <+taEa,a+1(—)\ntQ) (w" - ””TalEa’“(_)‘”Ta)» Po(x)

TEq qx1(—AnT)

Z (n+1) \vn|+c22 (n + 1)(|wn| + c3lvn])-

n=1 n=1

Le convergence des séries dépend de I'estimations de v,, et w,,,

2n+1 [
Up = n2—|— / v(x)Pp(x)dx
-1

_ % / (@) (P (2) = Py (x))de,

donc

ol = |5 [ @) (P () — P (2)da

en utilsant I'ingalite de Cauchy Schwarz et || P, ()| il vient :

ol <5 [ @@+ Ps(@)
<3 W@ P @]+ 1Pas @)

1., V2 V2
< 5 @)l <(2n+3)§ + (2n — 1)%)
< (@) v2 )||\[

T (2n-1)2

En répétant le procossus ci-dessus une fois de plus, on obtient :

[on| < 4\/5

On trouve finalement la convergence uniforeme de la solution pour v,w € C3([—1,1]) et v*,w* € L([—-

1,1]).
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2.2.2 L’ unicite de la Solution

Soient {U; (¢, ), h1(z)} , {Uz(t, x), he(x)} deux ensembles de solition du Probeme (2.2.1)), posant U = U; —
U2, h = hy — hy, il vient :
FEDGU(t2) = [(1 = 2)Ua], + h(z)  (t,2) €]0,T[x] = 1,1],
Iy, Ut 2) | =g = 0, 1<z <1, (22.10)
U(T,z)=0, —-1<z<1.

d’apres le théoreme(2.2.2) le probleme (2.2.10) admet le ensembles de solution {U (¢, z), h(z)}

Ut,z) = Un(t)Pu(x),  h(z) =D hnPu(x), (2.2.11)
n=0 n=0
Mais d’apres (1.1.3) on obtient :
Un(t) = 22551 [ U(t,2)Py(x)de. n=0,1,2,.. (2.2.12)
hy, = 2241 f_ll h(z)P,(z)dz. n=0,1,2,... (2.2.13)
LU () |, = 0,
o “Un(®) o n=0,1,2, ... (2.2.14)
Un(T) =0,
En appliquant £ D¢, sur I'equation (2.2.12) on obtint :
on+1 (!
RLDe 1 (1) = 22 ; / P (2)RLDS U (t, z)da
-1
on+1 [*
i / Po() ([(1 = #2)U,], + h(x)) da
-1
on+1 (! 2n+1 [*
It / Pafa) [(1— a)U.] o + 2 / Po()h(z)ds
—1 —1
2n

1
e [1 Pu(@) [(1 = e)U,], do + B,

on intégre par parties deux fois on trouve :

on+1 (!
RLDE Uy (t) = ”; /1 (1 —a?)Pl(x)] U(t,x)dz + hy,

2n+1 [!
- _ n2+ / n(n + VU (¢, z) Py (z)dz + hy
-1

= —n(n+ 1)U, (t) + hy,.
Alors, d’apre le théoreme(1.3.1) et la condition on obtient :
Un(t) =0, h,.=0
et comme P, (z) est systeme comble sur [—1, 1], alor

U(t,z) =0, h(z).=0

2.2.3 Exemple

Exemple 2.2.1. Soit le Probéme suivant :
MEDGU (@) = [(1 =)L), +h(@),  (t2) €0,1]x] = L,1];
Tor Ut 2) | g = 1 + =, —-1<x <1, (2.2.15)
U(T,z) = 322, -1<z<1.
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Ona

v(z) = Z U P ()
n=0

= U()PQ(QT) +v1 Py (.T) + ’UQPQ(J?) + ...
V2

5 (322 —1)...=1+=z.

=vg + v+

Alorsvg =1,v; = letwv, =0,Vn > 2.
Et

w(zx) = Z wp P, ()
n=0

= w()PQ(JJ) + wlPl(x) + wng(x) + ...

=wo +wiz + %(?mz —1)... = 322

Alors wg = 1,w; = 0 etwy =2 v, =0,Vn > 3.
d’apres le théoreme (2.2.1) le Probeme (2.2.15) admet 1’ensemble de solution {U (¢, z), h(z)}, etona:

1 7ot t\Y
U(t, l‘) = F(a Uota_l + ('U)O — m?}o) (T) + Z Unta_lEa,a(—)\nta)Pn(.’E)
n=1

)
00 Wy — UnTailEa a(7>‘"Ta)
aEa N _ nta - Pn
+ Z <t at1(=Ant?) < T*Eoa+1(=AT?) )> )

n=1
_ L a—1 _ L @y a—1 _opa) _ 4o o xEOéﬂ(_Q)
_F(oz)t +(1 F(a))(t) + 2t By o(—2t%) —t*Eq a+1(—2t )<Ea,a+1(2))
+ t%Eq,a41(—6t%) <(3xE;iJ)r?(a_7aG()_6)) .

T Tat1) | S (= 0a T B (AT
h(.’ﬂ) o (wo B F(Oé) UO) Te " ngl < TaEa,a-i—l(_A"Ta) ) Pn(x)
TEq 0(-2) + (322 — 1) Eq,a(—6)
Ea7a+1(_2) Ea7a+1<_6) '
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CHAPITRE 3

PROBLEME INVERSE POUR EDPS AU SENS
DE DERIVEE FRACTIONNAIRE GENERALISE

ons ce chapiter, on va généralisé la solution du Probleme inverses pour I'équation aux dérivées partielles

freactionnaires énéralisé,

1. Probleme pour I’équation aux dérivées partielles freactionnaires, au sens de Caputo-Katugampola s’écret

comme :

C=KDgU(t,x) = [(1 - atQ)UwLC + h(z), (t,z)€]0,T[x]—1,1],
U(0,2) = v(x), 1<z <1,
UT,z) =w(x), —-1<z<1.

2. Probleme pour l'équation aux dérivées partielles freactionnaires, au sens de de Katugampola s’écret

comme :

KDG Ut x) = [(1 — 2*)Us]  + h(x), (t,x) €]0,T[x] —1,1],
Ty “PU(t, @) | 1= = v(@), 1<z<,

U(T,x) = w(z), -1<x<1.

Ou ¢~ EDG U (t,z), KD U(t,x) est la dérvées partielles fractionnaires de Caputo-Katugampola et
Katugampola d’ordre o (0 < a < 1) et p > 0 respectivement de U (¢t,z), Z'~**U(t, ) est I'intgral

fractionnaire de Katugampola d’ordre 1 — o du U (¢, z), p > 0 et v(x), w(z) deux fonctions données .
On applique la mothod de séparation de variables pour obtenir la solution explicite sous forme d'une

série de polynome de Legendre.

29
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3.1 Probléme avec la dérivée de Caputo-Katugampola

Dans cette section, on va étudie I’existence, convergence et 1'unicite de la solution du Probleme pour

I'équation aux dérivées partielles freactionnaires au sens de Caputo-Katugampola de la forme suivant :

CEDGLU(t ) = [(1 — 2?)U,], + h(x), (t,2) €]0,T[x] —1,1],
U(0,2) = v(a), <e<t, (3.1.1)
U(T,z) =w(x), —-1<z<1.

Ou “~EDg, U(t, ) est la dérvées partielles fractionnaires de Caputo-Katugampola d’ordre o (0 < o < 1) et

p > 0,v(z) et w(z) deux fonction donnée .
Le résultat prncipal de cette section est le théoréeme suivent :

Théoréme 3.1.1. Soit v,w € C3([—1,1]) et v}, w* € La([—1,1]), alors il exiset une solution unique du Probleme (B.1.1)
donnée :

U(t,x) = v(z) + (wg — vo) (;) + i 11__ <())\\ ((Tf))a; (wy, — v,) Py (). (3.1.2)
INa+1)

d n — Un
©r + -l ]+ Zl A (1 — (_A (Tp)a>) P (x). (3.13)

p P

h(z) = (wo — vo)

avec A, = n(n + 1)et

vn = 2552 [ 0(@) Pa(e), wa = 252 1 w(@)Pa(e), n=0,1,2,..

3.1.1 L’existence de la solution

Théoréme 3.1.2. Le Probleme (3.1.1) admet I'ensemble de solution {U (t, x), h(x)} données par :

Ut,z) =Y Un(t)Pu(z),  hx)=>_ hnPu(z), (3.1.4)
n=0 n=0

ot Uy, (t) est fonction i détermené, P, (x) polynome de Legendre et h,, est constant.

Démonstration. On cherche la solution de Probleme (3.1.1) sous forme :

{U(t,x) =3 Un(®)Pu(z),  h(z)=) thn}
n=0

n+0

Alors {U(t,z), h(z)} est vérifies I'équation (3.1.1), C-a-d

{CKD@;PU@, ) = %0 Po(2)° KD U (1),
(1 —2?)U, ], = >0 (1 = 2?) Pl (2)Un(t) — 22 Y07 P (x)Un(t).

Donc - -
> Pu(x)? KD UL () = Y (1 - 2?) P (x — 2 Z P! (x ) + Z B P (
n=0 n=0

on obtient

Pul@) K D50 (1) = (1 — 22) P (2)Un(t) — 20P4(2)Un(t) + haPa(w),n = 0,1,2...
et comme P, (z) est solution de 1’équation de Legendre on a :

(1 —2*)P/(z) — 22P! (z) = =\, Py (),
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on obtient :
Po(2)° D5 UL (1) = —AUn(t) + by P(x),n = 0,1,2...
alors
ODSPUL (1) + MUn(t) + hypyn = 0,1,2... (3.1.5)
et d’autre partona:
U0,2) =32 Uy (0)P,(2) =v(z) =3 v, Pa(x), U,(0) = v,
0.2) = X2 U OPu@) = vla) = g vaPa@). [V o 516
UT,z) =3, g Un(T)Pp(z) = W(z) = 3, g wnPr(). Un(T) = wp.
On recharche U, (t)
1. Pour n = 0 on obtient :
C=KD U (t) = hg, 0<t<T,
Uo(0) = vo, (3.1.7)
UO (T) = wo.
En appliquant Zg;” sur 1'équation (3.2.7), on obtient :
I8P O DS P UG (t) = T ho,
D’apres le lamme pour0 < a <1, (n=[a]+1=1)ona:
L6, KD Us(t) = Uo(t) — co, o €R,
donc
Uo(t) — co = I ho, = Up(t) = co + Ly  ho.
Par conséquent, la solution générale de 1'équation (3.2.7)), est :
1 b e\t dr
Up(t) = hog——.
O TG I
Les conditions aux limites implique :
U()(O) =Co = Co = Vg
etona:
1 T e —zp @1 Na+1)
UO(T)_CO'F@/O ( P ) 0 1p—U}():>h,()—(w0_U0)(Tp)a
P
Alors
1 bt — e\t dr t\*
t) = h = — — .
Uo(t) U()+F(a)/0 ( P ) 05, vo + (wo — vo) (T)
2. Pour n > 1 on obtient :
C=EDLUt) + AUL(t) = hyy, 0<t < T,
U, (0) = vy, (3.1.8)
Un(T) = wp.
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D’apres le théoreme (1.5.4) pour 0 < o < 1, alor le prebleme (3.1.8) admet une solution sous forme

p\ ¢ t p_ a—1 o p\ &
Un(t) = v, FEo (—An (t) ) +/ (t ) Eqyo (—An (t s ) )hnollT
0 p ’ p T

e ()L (5 E R
(o (8)) o [T
o\ dhta
— 0 (-, (;)) +kzowc(fc)y+1>h
(o (1)) 2l E)

= v Ba(2) — %LZECW“ ( < > )
= v Ea(z) — % (Ea(2) - ( (t")“)

Un(0) = cn + 42 = v, On = T (A ()] _
{Un(T) = cuFo (A (%f)a) Ty N {hn = An(vn — ), e
donc ( ( )a>
(v, — wp)Eq [ —An % w,, — vy,
Un(t) = @ + ay T Un
() T ROE)
_ 1-— Ea <_)\n (f)a) (wn _ Un) + Un, n = 1,2,
a0

N 1)
=v(z) + (wo — vo) (;)(w + 11_]2; <>)\\n<(Ti))a)) (wy, — V) Py () n=1,2,
=v(x) + (wy — vg) (;)‘”’ + ,i 11_21 (<i\n((T/:>)a>) (wp, — vp) Py (2)
= (Wwp — U F(a+1) v. X Wn = Un xr n =
_( 0 0) %>a +)\nn ()+)‘n<1_Ea(_)\(7:)a>)Pn( )7 172
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La convergence de la solution

Dans la suite, on va démontré la convergence uniforme des séries apparissant dans 1’expressienci-dessns,
et les séries crrespendontes [(1 — 22U, |, et © D*PU (t, z).
Nous commencone par :

o)+ (o =) () + pp— (= (j DI

Ut.2)| = IR ey ey
<lotol | = () |+ 32 11:2 Eié;; (12 = )] |P@)

< [o(@)] + [wol + [vo| + C1 Y (lwa| + [va])

n=1

MNa+1) d o = Wy, — Uy
< [(wo — vo) (%)a +‘d:c[(1_w)v (l‘)] +ngl An (lEa ()\(:’Z)a)) | P ()]
Fla+1) d 2.1 . |wn‘ + v
< (ol + o) Sfsad + | [0 -2 @] [+ 3 | 1P
Ty = (\1_% (-2 (%)) )
Ia+1) >

][ = 2y @]+ 3+ 1) fwn + foa

e \*
(7) n=1

C-Kpgry(t,z)| = %(mo —p) + i pa—lln(n; 1()E: (()\:) at) ) (
n=1 — Lo | T/n 7

FARIICES PRI -8 Ui e €3 3 | P
< Tap (wo — o) +"§1 _— ( N (Tpp)a) [(wn, — vn)| | Pr ()]
P (a+1) 3

(Jwo| + [vo]) + C3 Y~ n(n + 1) (Jwn| + |oa])

70 \*
)

(0= 2)Tle| = |[(1 = )/ @) + i_oj 11_5 ((j (<>))) (n(n+ 1) — v) Pa(2)
<0 — W]+ 3 (> i,) a) [(n(n + 1), = v,)| |P()]
1= Ea (-0 (2))
< |11 = 2 (@))'| + Ca i(n(n + 1) (Jwn| + [vn])

Le convergence des séries dépend de 'estimations de v,, et w,, ,

2n+1 [
Uy = n;— / v(x) Py (z)dx
-1

1 ! , ’
=5 [1 v(x) (P, (x) = P, _y(x))dx
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on integre par parties on obtient :

0n = (@) (Pasa () — Paca (@))% — / @)(Pria(e) = Poca (o))

donc

ol = |5 [ ' (8) (P () — P (2))da

<5 [ @) - Prse)]do

-1

en utilsant 'ingalite de Cauchy Schwarz et || P, (x) 1 il vient :

ol <5 [ W@I(Pa@] + Paa @)

-1

IN

% [V @) ([ Pasr (@) + 1 Prr () [ e

1., V2 V2
< 3 [|[v" ()l ((2n+3>; * (2n — 1)5>
- ||1/(JU)||\/1§
T (2n—-1)2

En répétant le procone ci-dessus plus de temps, on obtient :

ol < s 1

On trouve finalement la convergence uniforeme de la solution pour v,w € C3([-1,1]) et v, w* €
L([-1,1)).

3.1.2 L’ unicite de la Solution

Soient {U1(t,z), hi(x)}, {Ua(t, x), ho(z)} deux ensembles du solitions de le Probleme (2.1.1), En posant
U= U1 — Ug,h = hl — hg,ilvient:

KDY (t,a) = [(1— 22U, + ha), (t.z) 0. T[x] — L1]
U(0,z) = 0, l<z<l, (3.1.9)
U(T,z) =0, —-1<z<1.

D’apres le théoreme (3.1.2) le prébléme (3.1.9) admet I'ensemble de solution {U (¢, ), h(x)} sous forme :

Ult,z) =Y Un(t)Pa(z),  h(x) =Y hnPu(2), (3.1.10)
n=0 n=0

Mais D’apres (1.1.3) on obtient :

Un(t) = 25 [ U(t,2)Py(z)de. n=0,1,2,.. (3.1.11)
hy = 2281 [ p(2)P,(2)dz. n=0,1,2, ... (3.1.12)
U, (0) =0,
(0) n=0,1,2,.. (3.1.13)
U (T) =0,
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En appliquant © D}’ sur I'équation (3.1.11) on obtint :

DG Us(t) = 2”; ! /_ 1Pn(x)CD3t’pU(t,x)dx
= 2”;1/_1Pn(x)([(1—x2)Um}m+h(x>) dx
= 1/,1]3"@ (- a)0s], do+ 2 1/,1Pn<a:)h<x>dx

1
= 2“; L / Po(z) [(1— xQ)Um}wdx + hp,
—1

on intégre par parties deux fois on trouve :

on+1 !
CDg‘t’on(t): n2—|— / [(1—xQ)Pr’L(x)]/U(t,a:)dx—i—hn
-1
on+1 [t
_ n2+ / n(n + VU (t, ) Po(2)da + hy,
—1

= —n(n+ DU, (t) + hp.

Alors, d’apres le théoreme(T.5.4) et les condition (3.1.13) on obtient :

et comme P, (z) est systéme comble sur [—1, 1], alors

U(t,z) =0, h(z)=0.

3.1.3 Exemple

Exemple 3.1.1. Soit le Probleme suivant :

CEDG Ut ) = [(1—2)U, |+ h(x), (t,z)€]0,1[x] —1,1],
U,z)=1+ua, —1<z<1, (3.1.14)
U(T,x) = 322, 1<z <1,

Ona
v(z) = Z v Pp ()
n=0

= ’U()P()((E) + 01P1($) + UQPQ(I’) =+ ...

=y + vz + U—;(i%x2 —1)..=1+ux.

Alorsvg = 1,01 =1letv, =0,Vn > 2.
Et

w(z) = Z wn Pp(2)
n=0

= wOPO(x) + wlPl(a:) —|—IU2P2(I) —+ ...

=wy +viT+ %(33:2 —1)... = 322

Alors wg = 1wy = 0 etws =2 v, =0,Vn > 3.
D’apres le théoréme (3.1.1), pour p = 1 on obtient :
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U(t,z) = v(x) + (wo — vo) (1) +

1= Ea(=M (‘1)) )(w1 —v1)Pi(z)

1= Ba(=2 (3))

1 — Eo(=A2 (%)a)

+— (we — vo) Po(x
+ LB <%> )( 2 2) P2 ()
1— Ea(—n (2)9) e
:U($)+ : (p)a ’LU1P1(;L')+ ! Ea( Agt )a w2P2(fL')
1= Ea(=M (3)) 1= Ba(=% (2))
B 1—E,(—2t%) 1— E,(—6t%)
=1l+z+ B N TR B e (322 —1).
Pla+1) d N Wy — V1
h(z) = (wg —vg)————5—+ — |(1 —x°)v'(x A1 — | Pi(x
() = (wo — w0) 0 + [ - @) + (_Ea(_h(;) )) («)

+ A2 (1 —Ea(—:\g (;)Q)) Py(z)

d o wy — vy W2 — V2
= [(1—2*)v ()] + A\t (1 (A (/1))‘1)) Fi(@) 1 (1 — Eo(—X2 (,1,)&)) P

B 2 N 1822 — 6
1- Ea(_2) 1- Ea(_6)'

=2z

3.2 Probleme avec la dérivée de Katugampola

Dans cette section, on va étudie 1'existeence, convergence et l'unicite de solution du Probléme pour

I’équation aux dérivées partielles freactionnaires au sens de Katugampola de la forme suivant :
KDg Ut x) = [(1 — 2)Us]  + h(x), (t,x) €]0,T[x] —1,1],
Toy “PU(t,2) |,y = v(2), —1<z<1, (3.2.1)
U(T,z) = w(z), -1<z <1
ot KDg;” est la dérvées partielles fractionnaires de Katuygampola d’ordre o (0 < a < 1), Z'=*PU(t, ) est
l'intgral fractionnaire de Katugambola d’ordre 1 — acet (0 < o < 1) et p > 0 et v(z), w(z) deux fonctions

données .

Le résultat prncipal de cette section est la théoreme suivent :

Théoréme 3.2.1. Soit v,w € C3([—1,1]) et v*, w* € La([—1,1]), alors il exiset une solution unique de Probléme (B.1.1)
donnée :
1 Trla—1) t\P* = P\ @1 P\ &
e I (T ——y g () Eao(-A(2) )P
e o g (7)) e (G = p) )@

n=1
o0 P po tP « Wy, — Up
#3(L)" Bawonn (5| 2
n=1

Ult,z) =

; Lp) ) Po(z).  (322)

p\ @1 o\ &
h(z) = (wo — [)T_p:;(z) Uo)ff)l(_aa;jz + il o _(1: )@ ) Foe (A)@ ) ) P, (). (3.2.3)
n= o
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avec A, = n(n+ 1)et

vn = 252 [L 0(@)Pa(), wa = 252 [ w(@)Pa(e), n=0,1,2, ..

3.2.1 L’existence de la solution

Théoréme 3.2.2. Le Probleme (3.2.1) admet I'ensemble de solution {U(t,x), h(x)} donnée par :

Ut,z) =Y _ Un(t)Pu(z),  hx)=>_ hnPu(2), (3.2.4)
n=0 n=0

ot Uy, (t) est fonction a détermené, P,,(x) polynome de Legendre et h,, est constant.

Démonstration. On cherche la solution du Probleme (3.2.1), sous forme :

{U(t,x) =Y Un(t)Pu(x),  hlz)=)_ thn}

n+0 n=0

Alor {U(t,z), h(z)} est vérifie I’équation (3.2.1)), C-a-d

{KD&”U(W = % Pa(a)K DG UL (1),
(1= 22)0,], = X2 (1 — 22) P (2)Un(t) — 20 55 o P()Ua ().

Donc - - - -
> Pu(@) S5 UL ) = (1= 2?) P (2)Un(t) — 22> Ph(x)Un(t) + > b Pu(2),
n=0 n=0 n=0 n=0

on obtient

Po(2)5D5 UL (1) = (1 — 2P (2)Uy (t) — 2P (2)Up(t) + by Po(z),n = 0,1,2...
et comme P, (z) est solution de 1’équation de Legendre on a :
(1 —2?)P)(x) — 22P,(2) = =\, Po(z)
on onbtient :
P ()5 D5 UL (1) = ~\Un(t) + hyy Po(x),n = 0,1,2...

alors
EDS UL () + MUn(t) + hyym = 0,1,2... (3.2.5)

et d’autre partona:
VA (X)) limo = Zzo:ozl_a’pUn(t) |10 Pn(2) = v(2) = ZZO:O U P (),
UT,z) =300 Un(T)Py(z) = W(z) = > 00 wnPo(x)

alors

TV =rU, () |, = Un,
{ @0 n=0,1,2,.. (3.2.6)

Un(T) = wy,.
On charche U, (¢)
1. Pour n = 0 on obtient :
KDG Uo(t) = ho, 0<t<T,
ZUo(t) | 4o = vo, (3.2.7)
Uo(T) = wy.
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En appliquant Zg;” sur 1'équation (3.2.7) on obtint :
Lo" KDy P Uo (t) = Zoy" ho,
D’apres le lemme (1.5.1) on a

Zo," KDy U (t) = Up(t) — cot?=), ¢y R,

donc
Uo(t) — cot” ™Y = I8, ho, = Up(t) = cot* V) + I5:" hy.
etona:
Ilia’on(t) = C()Iét_a’ptp(ail) _|_Iétaph0
p“T(l+a-1) . )
= tp(l—a)+p(a—1) 4 7loyp
COF(1+1—a+a—1) T Lo o
= cop °T(a) + Ly ho.
Alors
T3 Un(t) - = cop™T(@) = v0 = co = —1—vp.
pT(w)
etona:
Uo(T) = coT* ™V + I5;  ho
11—« T dT
= TP(O‘*l) p / TP — 7P ozflh
Co +I‘(a) ; ( 77) 0
( 1) pl—a
= enTP\ & ho—— TP
Co + or(a )
= Wop.
Alors
W I(a+1) Tr(a—1) I(a+1)
= — pla—1) 2\ 7)) _
ho = (wg — coT )pl_ana = (wo T (a) Uo)pl—ana'
Uo(t) = cot” =Y + I3  ho
1 pt= [t _ dr
- tp(a—l) / tP — P\ 1h
PiaF(OL) Yo + F(OL) o ( T ) 07—17;)
1 _ plfoc
= — tp(oz 1) _T ypa
p—oT(a) "’ * T(a+1)
1 Tp(a—l) ¢ pa
e B (o)
p~°I(a) p=oT(a) T
2. Pour n > 1 on obtient :
Do U(t) + AU, (t) = hy, 0<t<T,
IlfouPUn(t) |t:0 = Up, (328)

Un(T) = wy,.

D’apres le théoreme (1.5.2) pour 0 < «a < 1, alors le probleme (3.2.8) admet une solution sous forme
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k (tP—1F ak
ot A (57) h, 9T
I'(ak+a) "ri-r

p_ o\l p_ P\
t T B, t T I dr
P ’ p TP

k=0

ak+a—1
o Ak [tP=1"
++Z/t An( y ) T
k=070 [(ak + a) trl-e
kot
AN ey e (5)
= Un Ey o >\n< + !

_tA\r)
kzzo T(ak+a+1)

n\p
+(> Zr(ak+a+1)h”

P k=0

" a9+ (t:) Faati()hn, (Z - <tfj>)

Les conditions aux limites implique

- () e () )+ (5 B (5 oo

Donc

=0 (5 e ()5 e () (T

Alors, on obtient :

Q
/|\
>
—~
b"ﬂ
N
Q

+3 ((f)m B () (wn (Zgap E)E(A =)) )) e

a—1 «
e ray e (5) T B (A(2)) ]
() = i~ et (Tpp);EMH = (Y;)J) n=1,2
a—1 a
e raen (e (5) e (%))
e G e

HOUD Kheirddine



3.2. PROBLEME AVEC LA DERIVEE DE KATUGAMPOLA 40

La convergence de la solution

Dans la suite, on va démonter la convergenec uniforme des séries apparissant dans 1’expressienci-dessns
Jet les séries crrespendontes [(1 — z2 U, ], et K D**U(t, z).

Nous commencone par :

n=1

n=1 p
s [ o v oo (w0 = () Baa (=2 ()"
£ (%) Buansor (5)) (;)&]jwﬂE(A((T;)(a )) )mx)
o= o (2) (S (5) e (1(5) ) 2o
A (5) Eneatom (5)) wn(vn () ree(0(5) ) )Pnu)

B Feunn (2 (5)

o o0
< colvol + (Jwo| + calvn]) + 2 Y _ o] +cs > (Jwn] + calvn)).

n=1 n=1

o o ()T ()
h(z) = |(wo — Tpoir(l)) 1aa—;—v,}a Z - (:j:)(ozp ) Foo ( )\( £ ) ) P,
n=1 P

a—1 o
a— i n — Un LP oo _>\ LP
< (U/O_ f?:p(ir(z)vo)f)‘l(?a;jz + ngl w (:w)(apga — ()\((Tp)(ap) ) Pn(x)
P " p
< Tla+1)

(Jwol + |CO|UODW01 Z(|wn\ + c2|vnl).

n=1

H(l - 932)Ux}:6| =

Le convergence des séries dépend de I'estimations de v, et w,,,

on+1 [!
Up = n;— / v(x)Pp(x)dx
-1

= 5/ v(z) (P (x) — Py (x))dx

—1
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on intégre par parties on obtient :

1
3 | Y@Pra(e) - Pas(a))ds
donc
[vn| = ‘—; [1 U/(x)(Pn-i-l(x) — Proi(z))dx
1

en utilsant I'ingalite de Cauchy Schwarz et || P, (z)]||? il vient :

ol <5 [ @@+ Pua(@)

N

< % [ @) ([P r (@) | + 1 Prr (@) [ ez

L, V2 V2
2 7@l ((2n+3)% - 1)%>

IN

O

T (2n-1)2
En répétant le procone ci-dessus plus de temps, on obtient

4v2

p| < ———
[on] (2n —3)2

[ ()]l

On trouve finalement la convergence uniforeme de la solution pour v,w € C3([—1,1]) et v*,w* € L([-1,1]).
O

3.2.2 L’ unicite de la Solution

Soient {Ui(t,x), h1(z)}, {Uz(t, ), ha(x)} deux ensembles du solition de le Probleme (3.2.1), posant U =
Ui — Uz, h = hy — hy, il vient :
RLDGPU(t ) = [(1 = 2®)U,] , + h(z), (t,2) €]0,T[x] —1,1]
I,=*PU(t,x) |,y =0, —-1<z<1 (3.2.9)
U(T,z) =0, -1<z<1

D’apres le théoreme (3.2.1) le probleme (3.2.9) admet 1’ensemble de solution {U (¢, z), h(z)}, sous forme :

Ult,z) = i U, (t)Pp(x), h(z) = i hn P (), (3.2.10)
n=0 n=0
Mais D’apres ona:
Un(t) = 2551 [ U(t,2)Py(x)de. n=0,1,2,... (3.2.11)
hn = 255 (1 p(2)Py(2)de. n=0,1,2,... (3.2.12)
{ 0 U =0 oy (32.13)
Un(T) =0
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En appliquant #D{1” sur 1'équation (3.2.11)) on obtint :

on+1 (!
FEDG U (t) = ”; / P (z)BEDSPU (¢, ) da
1

N 2n2+1/_1Pn(w)([(1—w2)Uw}I+h(x)) dx

2n+1 2n

== /_1 P, (z) [(1 - xz)UwL: dx + ;— ! /_1 P, (z)h(z)dx

2n +1

i /_1 Po(@) [(1 - 2)U,], dz + by,

on intégre par parties deux fois on trouve :

_2n—|—1

e, = 2 [ [0 et e ) U e b,

2/,
2n+1

- /1 n(n + VU (t, z) Py (x)da + hy,

2 —1
= —n(n+ 1)U,(t) + hn

Alors, d’apre le théoreme (1.5.2)) et la condition (3.2.13) on obtient :

et comme P, (z) est systeme comble sur [—1, 1], alors

U(t,z) =0, h(x)=0

3.2.3 Exemple

Exemple 3.2.1. Soit le Probleme suivant :

KDgPU(t, ) = [(1 — 22U, + h(z), (¢ 2) €]0,1[x]
0t U (t, @) | =g = 1, 1<a<1
U(T,x) = 322, —1<z<1.

Ona

v(z) = Z v P ()
n=0

= U()PQ(Q?) + ’U1P1(.’L') + ’UQPQ(.’E) + ...
=vg+v1x + %(33@2 —-1)...=1

Alors vog = 1L,v, =0,Vn > 1.
Et

w(zx) = Z wp P, ()

n=0
= wOPO(x) + wlPl(x) + wQPQ(l‘) =+ ...
= wg + vz + %(33}2 —1)... = 322

(3.2.14)
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Alors wg = 1wy = 0 etwy =2 v,, = 0,Vn > 3.
D’apres le théoréme (3.2.1), pour p =6t 0 < o« < 1, on obtient :

(N O s e e i
|

1 oo t6 a—1
— ¢ (a—1) v Ea
6-oT(a) - ( ) ’

6

Q
~—

|

[N}
7 N
o 5
~~
Q

6\ 6« 6\ @ r a_lEma —6(Z :
() e () (e )

o0

)= (o e e + 3 ( () oo (1 (2]
) Peett (TALS

n=1

B (%6)&_1 B (76 (%G)Q) (32% —1).

(5)" Eaer (-6 (%))
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons généralise la solution de deux probléme inverse d’equation aux dérivée
partielle fractionnaire .

Ce travail se déroule en deux étapes :

(I) nous avons étudié I'existeence, la convergence et 1'unicite de solution de deux probléme inverse,

1. Probléme pour I'equation aux dérivée partielles feactionnaire, au sens de Caputo c’écret comme :

CDgU(t, ) = [(1 — xg)UwL + h(x), (t,z)€]0,T[x]—1,1],
U(0,2) = v(x), —-1<z<1
UT,z) =w(x), 1<z <1.

2. Probléme pour l'equation aux dérivée partielles feactionnaire, au sens de Rimann-Liouville ¢’écret-
comme :

RLDeU(t, ) = [(1 — xQ)UIL + h(z), (t,z)€]0,T[x]—1,1],
Ut x) |,y = v(z), —-1<z<1
U(T,z) =w(x), 1<z <1,

Ou “Dg.U (t,x), BLDg,U(t, z) est la dérvées partielles fractionnaire de Caputo et Rimann-Liouville d’ordre o

(0 < a < 1)deU(t,z), I'~ est I'intgral fractionnaire de Rimann-liouville d’ordre 1 — « et v(z), w(z) deux
fonction donnée.

(II) nous avons étudié 1’existeence, la convergence et 1"unicite de solution de deux probléme inverse d’equation
aux dérivée partielle fractionnaire généralise

1. Probléme pour l'equation aux dérivée partielles feactionnaire, au sens de Caputo-Katugambola c’écret-
comme :

CEDRU(t,x) = [(1 — 2®)Uy, | + h(x), (t,z) €]0,T[x] —1,1],

U(0,2) = v(x), —-1<z<1

UT, z) = w(zx), —-1<z<1.

2. Probléme pour I'equation aux dérivée partielles feactionnaire, au sens de de Katugambola ¢’écretcomme :

KDy U(t,x) = [(1 — xQ)Um]m + h(z), (t,z)€]0,T[x]—1,1],
Ty “PU(t ) | =g = v(2), -1<z<1

UT,z) =w(x), —-1<z<1.

Ou “—KDPU(t, ), KDy U(t, x) est la dérvées partielles fractionnaire de Caputo-Katugambola et Katugam-
bolad’ordre a (0 < aw < 1) et p > 0de U(t,x), Z'~*PU(t,z) est I'intgral fractionnaire de Katugambola d’ordre
1—aduU(t,z), p > 0etwv(z), w(x) deux fonction donnée .
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Résumé

Dans ce mémoire on a étudié deux problémes inverse pour I'équation aux dérivée partielles
fractionnaire.

On a débuté par des rappels de certaines notions préliminaires fondamentales et les outils nécessaires
dans ce travail.

Le deuxiéme chapitre voué a étudier l'existence, convergence et l'unicité d'une solution de deux
problémes inverse pour I'équation aux dérivée partielles fractionnaire.

Enfin, le troisiéme chapitre est destiné a I'existence, convergence et 1'unicité d'une solution de deux
problémes inverse pour I'équation aux dérivée partielles fractionnaire généralise. (katugambola,
Caputo-Katugambola)

Mots clés: Probleme inverse, équation aux dérivée partielles fractionnaire, dérivée fractionnaire
généralise.

Abstract

In this work two invers source problems have been studied for time-fractional partial differential
equation.

We started with reminders of some fundamental preliminary concepts and tools needed in this work.

The second chapter is devoted to studying the existence, convergence and uniqueness of a strong solution of
two invers source problems for time-fractional partial differential equation.

The second chapter is devoted to studying the existence, convergence and uniqueness of a strong solution of
two invers source problems for time-fractional partial differential equation with generalized
fractional derivative.

Key Words: Inverse source problem, fractional partial deferential equation, generalized fractional
derivative.

gadla
(S mS (Bidia Cld 4 e Alaldl clValeal iianSe il dul 5o I Jand) 138 Cangy
Sandl 138 3 Alaxivsall dagall A3 Y1 5 Al analiall (amyy Sl s

Gridie <13 A4 e Aulialss caledd piin€e paillidd Jadl duilas 55 o )& 02 ga g Al 40 Sl Jaadll J sy

Gridie <ol A e Aulialdd Aaladd (pinafe afliadd Jadl duilas 5 5 ol 2 ga g Al o J gty AN Juadl) o) ]

AonSall Allisdl (s puS Fiiall dy HuS Al dales 4zalite cilals



	Introduction
	Préliminaires 
	Fonction Spéciales
	Fonction Gamma d'Euler
	Fonction Bêta d'Euler 
	Fonction de Mittag-Leffler 
	Polynôme de Legendre

	Les opérateur intégral fractionnaires
	Les opérateur de dérivées fractionnaires
	L'intégrale fractionnaires généralisé de Katugampola 
	Dérivées fractionnaires généralisé de Katugampola 

	Probème Inverse Pour EDPs fractionnaires
	Probème avec la dérivée de Caputo
	L'existence de la Solution 
	L'unicite de la Solution 
	Exemple

	Probème avec la dérivée de Remann-Liouville 
	L'existence de la Solution
	L' unicite de la Solution 
	Exemple


	Problème Inverse Pour EDPs au sens de dérivée fractionnaire généralisé
	Problème avec la dérivée de Caputo-Katugampola
	L'existence de la solution
	L' unicite de la Solution 
	Exemple

	Problème avec la dérivée de Katugampola
	L'existence de la solution
	L' unicite de la Solution 
	Exemple


	Conclusion générale
	Bibliographie

