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Introduction

Les équations intégrales de Volterra apparaissent dans de nombreuses applications scien-
tifiques comme la dynamique des populations, la propagation des épidémies et les dispositifs
semi-conducteurs. Volterra a commencé travailler sur les équations intégrales en 1884, mais
son étude sérieuse a commencé en 1896. Le nom équation intégrale a été donné par du
Bois-Reymond en 1888. Cependant, le nom d’équation intégrale de Volterra a été inventé
par Lalesco en 1908.

Ce mémoire est construit de trois chapitres:

Dans le premier chapitre, On commence par une rappels sur les espaces, les opérateur
linéaire et notions d’analyse numerique : intégration numérique, les méthodes de quadra-
tures, les splines.

Chapiter II : Présente les équations intégrales on a la classification des équations in-
tégrales linéaires, transformation de 1’équation intégrale de Volterra de premiére espése a
I’équation de Volterra de seconde espéce, liaison entre les équations différentielles linéaires
et les équations intégrales de Volterra, et résolution de 1’équation intégrale de Volterra de
deuxiéme espéce en utilise les théoréemes du point fixe pour 'éxistence et I'unicité de la
solution.

Chapiter III C’est une partie purement pratique, elle met en oeuvre certaines techniques
des résolutions des équations intégrales de Volterra de second espéce par les méthodes des
splines non polynomiales (linéaire, quadratique et cubique) et la méthode de Simpson mod-

ifiée.



Notations

|1l 5 Est définit une norme sur X.

C(K) Espace des fonctions continues de K dans R.

CF*(K)  Espace des fonctions k fois contintiment dérivables de K dans R.
L(E,F) Espace des opérateurs linéaires continus de £ dans F.

H Espace de Hilbert.

(.,.) Produit scalaire

A Opérateur linéaire.

A1 Inverse de 'opérateur linéaire.
I Opérateur identité

k(x,t)  Noyau de I'intégrale.

% Fonction inconnue

% Solution approximée

EI équations intégrales

PVI probléeme de valeur initiale.

SM Méthode de Simpson modifiée.
SNPL spline linéaire non polynomiale.
SNPQ spline quadratique non polynomiale.
SNPC spline cubique non polynomiale.



Chapitre 1
Préliminaires

Ce chapitre est consacré essentiellement & I'introduction de quelques notions fondamentales

et certaines définitions et théorémes que nous utiliserons dans les autres chapitres.

1.1 Notions d’analyse fonctionnelle

1.1.1 Opérateurs linéaires bornés

Définition 1.1.1 Soient E et F deux espaces vectoriels sur le méme corps des scalaires.
Une application A : E — F est dite linéaire si pour tout ¢ et dans E et pour tout scalaires
a et f,

Alayp + BY) = aAp + BAY (1.1.1)

Cette application est appelée aussi opérateur linéaire ou transformation linéaire.

Définition 1.1.2 Soient E et F deux espaces normés, un opérateur linéaire A défini sur un
sous ensemble G C E dans F est dit continu au point o de G si, on a la Propriété suivante
Pour toute suite x,, de G converge vers xy, la suite A(x,) converge vers A(xy) c’est a dire

lim A(z,) = A(lim z,) = A(zo). (1.1.2)

n—oo n—oo

Remarque 1.1.1 un opérateur linéaire A est dit continu partout sur G s’il est continu en

point 1y de G.



1.1. Notions d’analyse fonctionnelle

Définition 1.1.3 Soient E et F' deux espaces normés. Un opérateur linéaire A : E — F

est dit borné s’il existe une constante M > 0, telle que
| Ap IS M || ¢ || pour tout ¢ € E (1.1.3)

Définition 1.1.4 Soient E et F' deux espaces vectoriels normés. On définit une norme sur

l’espace vectoriel de tout les opérateurs linéaires bornés de E dans F' par

A
A= sup || Ap = sup 1221

(1.1.4)
lell=1 el @ |l

L’espace des opérateurs linéaires bornés de E dans F' muni de cette norme est noté par

L(E,F). Si E=F, il est noté simplement par L(E).

Théoréme 1.1.1 Soit A un opérateur linéaire entre deux espaces vectoriels normés E et

F. Alors les assertions suivantes sont équivalentes

1. A est borné.

2. A est continu sur F.

Théoréme 1.1.2 Soient E et F' deux espaces vectoriels normés. Si F' est un Banach, alors

L(E,F) Uest aussi.
Preuve. voir [4] =

Définition 1.1.5 Deux normes || . |1 et || . |2 sont dites équivalentes, s’il existe deux

constantes o, (3 telles que o || . |1 <] - 2< B || - |1 -

Proposition 1.1.1 Dans un espace de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

Ce résultat, n’est pas vrai en dimension infinze.

Théoréme 1.1.3 Tout espace vectoriel normé de dimension finie est complet et par con-

séquent tout sous espace de dimension finie d’un espace vectoriel normé est fermé.



1.1. Notions d’analyse fonctionnelle

1.1.2 Opérateurs intégraux

Définition 1.1.6 Soit k une fonction mesurable sur 2 x €. Alors la forme général d’un

opérateur intégral linéaire A, dit aussi opérateur & moyau, est formellement donné par

[’expression
Ago) = [ ha (e
Q

Ay est défini dés que cette intégrale existe.

Convergence uniforme et convergence ponctuelle

(1.1.5)

Définition 1.1.7 Soit {A,,} une suite d’opérateurs dans L(E, F'). On dit que A, converge

uniformément vers un certain A € L(E, F) si
lim || A, — A ||=0.

On dit aussi, que A, converge vers A en norme d’opérateur.

Définition 1.1.8 Soit {A,,} une suite d’opérateurs dans L(FE, F). On dit que A,, converge

ponctuellement vers un certain A € L(E, F) si

lim || A,¢ — Ay ||= 0, pourtoutp € E

Il est facile de vérifier que la convergence uniforme de la suite {A,} dans L(E, F) implique

la convergence ponctuelle, mais la réciproque n’est pas toujours vraie.

Noyau et image d’une application linéaire

Le noyau et I'image d’une application linéaire sont deux espaces vectoriels importants.

Définition 1.1.9 Soit A : E — F une application linéaire entre deux espaces vectoriels E,

F. Le noyau de A, noté par N(A) est le sous ensemble de E défini par

NA) ={ueE | Au=0).

L’image de A, notée par R(A) est le sous ensemble de F' défini par

R(A)={Aue F | ue E}.

(1.1.6)

(1.1.7)



1.1. Notions d’analyse fonctionnelle

Proposition 1.1.2 Soit A : E — F une application linéaire entre deux espaces vectoriels
E, F. Le noyau de A est un sous espace vectoriel de E, et l'image de A est un sous espace
vectoriel de F. St E et I’ sont des espaces vectoriels normés et A est borné, alors le noyau

de A est un sous espace fermé.

Théoréme 1.1.4 (de l’inverse de Banach)

Soient E et F' deuz espaces de Banach et soit A € L(E, F) et bijectif, alors A™' € L(E, F).

Preuve. voir [4]. m

1.1.3 Opérateurs compacts

Définition 1.1.10 (Ensembles relativement compacts)
Un ensemble G C E est relativement compact si pour toute suite {u,} de G, il existe une

sous suite {un(k)} qut converge dans F

Définition 1.1.11 Soit A un opérateur linéaire d’un espace normé E dans un espace normé
F on dit que A est un opérateur compact s’il envoie tout ensemble borné G dans E a
un ensemble relativement compact A(G) dans F. Autrement dit, la fermeture A(G) est

compacte.

Théoréme 1.1.5 (critére de compacité)
Un opérateur linéaire A : E — F est compact si et seulement si pour toute suite bornée @,

de E, la suite Ay, contient une sous suite convergente de F.

Théoréme 1.1.6 Une combinaison linéaire A = aA; + BAs des opérateurs compacts est

un opérateur compact.

Théoréme 1.1.7 Le produit AB de deux opérateurs bornés A et B est compact si l'un des

opérateurs A ou B est compact.

Théoréme 1.1.8 Soit A un opérateur borné de E dans F, a image A(FE) de dimension

finie. Alors A est compact.

Théoréme 1.1.9 L’opérateur identique I de E dans E est compact st et seulement si E

est de dimension finie.



1.2. Notions d’analyse numérique

Théoréme 1.1.10 (Arzéla-Ascoli)

Un ensemble G C C(K) est relativement compact dans C(K) si et seulement si les deuz
conditions suivantes sont vérifiées

1. G est équicontinues, i.e., pour tout € > 0, il existe 6 > 0, tel que v,y € K, |x —y| < d
implique |o(x) — o(y)| < € pour tout ¢ € G.

2. G est bornée, i.e., il existe M telle que | p(x) |< M pour tout ¢ € G. et tout z € K.

Théoréme 1.1.11 L’opérateur intégral A de C(G) dans C(G) a noyau continu est un

opérateur compact.

Démonstration. voir [10]. =

1.2 Notions d’analyse numérique

1.2.1 Intégration numérique

Dans les méthodes d’intégration, I'intégrale d’une fonction continue sur un intervalle borné
[a, b] est remplacée par une somme finie. Le choix de la subdivision de 'intervalle d’intégration
et celui des coefficients qui interviennent dans la somme approchant 'intégrale sont des
critéres essentiels pour minimiser 1’erreur.

Méthode de quadrature

Méthode de simpson

Formule simple soit f une fonctoin connue aux trois points équidistants de [a, ] ,

To = a, $1:a+b=a+h, x2:b=a+2h,avech:b;a,
Alors on obtient
b
b—a a-+b
12=/f(1‘)d1‘ =5 fla) +4f(—=)+ f()| - (1.2.1)

C’est la formule simple dite de Simpson.



1.2. Notions d’analyse numérique

Formule composite La méthode simple requiert deux intervalles, il semble souhaitable
de diviser l'intervalle d’intégration [a,b] en 2n sous-intervalles, et d’utiliser la méthode de
Simpson simple dans chaque paire de sous-intervalles. On a alors,

n—1

/ f(z dx Z /9021+2 dx >~ Zg xm + 4f(x2z+1) + f($2z+2))
=0

+ 2f($2n—2) +4f(22n-1) + f(220))

(1.2.2)

Erreur dans la méthode de Simpson Pour des fonctions f admettant des dérivées

successives continues jusqu’a ’ordre 4, on trouve ’estimation de ’erreur suivante

(b a)® (4
I-1, m ) . 1.2.3

Lorsqu’on connait une majoration M de| f®(x) |, le pas choisi h qui permet d’avoir au plus

une erreur € vérifie nécéssairement

(b—a)®
LM<
1800t = ©
d’ou
(b—a), 4y,
180 WM <,
ou bien
180e
h< ¢ ————
—\(b—a)M

1
Le pas h est en O c4

Si on veut éviter d’utiliser une majoration de | f®*(z) |, on effectue les approximations I

h h
et I,7 de I de pas respectifs h et 5 La deuxiéme est peu cotiteuse, puisqu’elle utilise certaines

h
valeurs déja calculées. On réitérera les calculs,en remplagant h par > et en effectuant le
test d’arrét

h
| I" 12 |<e.



1.2. Notions d’analyse numérique

1.2.2 Fonctions splines

Définition 1.2.1 Une fonction S est appelée spline de degré k si:

1. Le domaine de S est un intervalle |a, b] .

2. s€C*1a,b.

3. Il y a (les noeuds de S) a = xyg < x1 < 19 < ... < x, = b et tel que S est un polynéme de

degré au plus k sur chaque sous-intervalle [x;, x; 1].

Fonctions splines non polynomiales
La forme de la fonction spline non polynomiale d’ordre n est:

Si(t) = a;cosk(t —t;) +bisink(t —t;) + ... +y;(t —t;)" '+ 2, i=0,..,n (1.2.4)
ou a;,b;,...,y; et z; sont des constantes a déterminer et k£ est la fréquence des fonctions

trigonométriques qui seront utilisés pour augmenter la précision de la méthode.

Fonction spline linéaire non polynomiale La forme de la fonction spline linéaire non

polynomiale est:
pz(t) = a; COS /{Z(t - tz) + bz sin k(t - t1> + Ci(t — tz) + di, 1= 0, N (125)

ou a;, b;, ¢; et d; sont les constantes & déterminer. Pour obtenir la valeur de a;, b;, ¢; and d;,

on différencie I’équation (1.2.5) trois fois par rapport a t, on obtient:

pi(t) = —ka;sink(t —t;) + kb;cosk(t —t;) + ¢
pl(t) = —k®a;cosk(t —t;) — k*b;sink(t — t;) (1.2.6)
pl'(t) = ka;sink(t — t;) — k*b; cos k(t — t;)

Par conséquent, remplacer ¢ par ¢; dans les relations (1.2.5) et (1.2.6)
pi(ti) =ai+d;
pit) = —ka
pi'(ti) = —kb;

(1.2.7)

Ve



1.2. Notions d’analyse numérique

A partir des équations (1.2.7), les valeurs de a;, b;, ¢; et d; sont

a; = —p](t:)

by = —k%p;”(ti) (1.2.8)
¢ = P;(ti) — kb;

di =pi(t;) —a; )

Fonction spline quadratique non—polynomiale: La forme de la fonction spline quadra-

tique non polynomiale est:

,n

ou a;, b;, c; d; et e; sont les constantes a déterminer. Pour obtenir les valeurs de a;, b;, ¢;, d;

et e;, nous différencions I’équation (1.2.9) quatre fois par rapport a ¢,on obtient:

Qi(t) = —ka;sink(t — ;) + kb;cosk(t — t;) + ¢ + 2d;(t — t;) )
"(t = —k%a;cosk(t —t;) — k?b; sin k(t — t;) + 2d;
Q) (1) (1) .
Q') =FKa;sink(t —t;) — k3b;cosk(t —t;)
Q§4) (t) = k'a;cosk(t —t;) + k*b; sink(t — t;) )
Par conséquent, remplacer ¢ par ¢; dans les relations (1.2.9) et (1.2.10)
Qi(t)) =aite
Y(t) = —ka; + 2d; (1.2.11)
g/(tz’) — _kai
QY (t) =k, )
A partir des équations (1.2.11), les valeurs de a;, b;, ¢; et d; sont
pour : =0,1,....,n
1 A
a; = FQ?) (t:)
1 n
bi = -5 ()

& = 5 (@UE) +Ka)
ei = Qi(t:) —a;

10



1.2. Notions d’analyse numérique

Fonction spline cubique non—polynomiale: La forme de la fonction spline cubique

non polynomiale est:

ou a;, b;, ¢;, d;, e; et m; sont les constantes a déterminer. Pour obtenir les valeurs de a;, b;,

¢, di, e; et m;, nous différencions ’équation (1.2.13)cinq fois par rapport a ¢, on obtient:

Si(t) = —ka;sink(t —t;) + kbycosk(t — t;) 4 ¢; + 2d;(t — t;) + 3es(t — t;)?
S'(t) = —k?a;cosk(t —t;) — k*b;sink(t — t;) + 2d; + 6e;(t — t;)
S"(t) = K3a;sink(t —t;) — k3b; cos k(t — t;) + 6Ge;
)(t) = kta;cos k(t —t;) + k*b;sink(t — t;)
S® (t) = —kSa;sink(t —t;) + k°b; cos k(t — t;)

Par conséquent, remplacer ¢t par ¢; dans les relations (1.2.13) et (1.2.14) on obtient:

)

Si(t;)  =a;+my
Si(t;) = kb + ¢
St = —k?*a; + 2d;
S"(t;) = —k3b; + 6be;
SHt) = ka
SOt) = kb

o = %sﬁ“ (t)

bi = Esz@ (t:)

6 = Sl(t;) — kb,

A = S (SU(t) + kay)
e = z (S (t:) + k°b;)
m; = S;(t;) —a;

pour 2 =0,1,..,n.

11

3

Vs

(1.2.14)

(1.2.15)

(1.2.16)



Chapitre 2

Equations intégrales

2.1 Introduction

Définition 2.1.1 Une équation intégrale est une équation dans laquelle la fonction inconnue
a déterminer p(x) apparait sous le signe de lintégrale. Une forme typique d’une équation
intégrale dans p(x) est de la forme
a(z)
O(z)p(x) = f(x) + )\/b(x) k(x,t)p(t)dt, =z € [a,b] (2.1.1)
ot a(x) et b(x) sont les limites de l'intégration, \ est un paramétre constant, et k(x,t) est
une fonction connue de deux variables x et t, appelé le noyau de l’équation intégrale. Les

fonctions f(x) et k(x,t) sont données a l'avance. 1l est a noter que les limites d’intégration

déterminées comme a(x) et b(x) peuvent étre variables ou constantes.

2.2 classification des équations intégrales

Les équations intégrales les plus fréquemment utilisées sont les équations intégrales de
Volterra et celles de Fredhlom. qui constituent donc les deux principales catégories. A ces
deux catégories d’équations intégrales, nous pouvons considérer encore deux autres types, a

savoir Les équations intégro-différentielles et les équations intégrales singulieres.

12



2.2. classification des équations intégrales

2.2.1 Equations intégrales linéaires de Fredholm

La forme standard des équations intégrales linéaires de Fredholm, ot les limites de 'intégration

a et b sont des constantes, est donnée par la forme

B(x)p(x) = F(x) + A / k(o )o()dt, o<t <b (2.2.1)

ou le noyau de I’équation intégrale k(z,t) et la fonction f(z) sont donnés & ’avance, et A
est un parameétre.

L’équation (2.2.1) est appelée linéaire parce que la fonction inconnue () sous le signe
de l'intégrale se produit de maniére linéaire, c’est-a-dire que la puissance de p(x) est égale
a un.

La valeur de ®(x) donnera les types suivants d’équations intégrales linéaires de Fredholm:
e si &(z) =0, équation (2.2.1) s’écrite

fl@)+ A / bk(x, t)p(t)dt = 0 (2.2.2)

et dans ce cas I’équation intégrale s’appelle I’équation intégrale de Fredholm de pre-

miere espece.
e si &(x) = 1, équation (2.2.1) s’écrite
b
o(x) = f(z)+ )\/ k(x,t)p(t)dt (2.2.3)
et dans ce cas I’équation intégrale s’appelle ’équation intégrale de Fredholm de seconde
espeéce.
2.2.2 Equations intégrales linéaires de Volterra

La forme standard des équations intégrales linéaires de Volterra, ot les limites de 'intégration

sont fonction de x plutét que de constantes, est de la forme

B(x)p(x) = f(x) + A / k(e e, a <t <b (2.2.4)

ou la fonction inconnue ¢(x) sous le signe de l'intégrale se produit linéairement comme

indiqué précédemment.

13



2.2. classification des équations intégrales

I1 convient de noter que (2.2.4) peut étre considéré comme un cas particulier de I’équation
intégrale de Fredholm lorsque le noyau K (x,t) s’annule pour ¢t > x, Les équations intégrales

de Volterra sont de deux espéces, en fonction de la valeur de ®(z), & savoir:
e si &(z) =0, 'équation (2.2.4) s’écrite

f(z)+ /\/xk:(a:, t)p(t)dt =0 (2.2.5)

et dans ce cas 1’équation intégrale s’appelle ’équation intégrale de volterra de premiére

espeéce.
e si &(z) = 1, équation (2.2.4) s’écrite

u(z) = f(x) + )\/Ik:(x,t)cp(t)dt (2.2.6)

et dans ce cas I’équation intégrale s’appelle I’équation intégrale de volterra de seconde

espeéce.

Remarque 2.2.1 En examinant soigneusement les équations (2.2.1) - (2.2.6), nous pou-
vons conclure les remarques suivantes.

1. La structure des équations de Fredholm et de Volterra:

La fonction inconnue ¢(x) n’apparait linéairement que sous le signe de l'intégrale dans les
équations intégrales linéaires de Fredholm et de Volterra de premiére espéce. Cependant, la
fonction inconnue p(z) apparait linéairement & Uintérieur du signe intégral et a lextérieur
du signe intégral également dans le deuxiéme espéce d’équations intégrales linéaires de Fred-
holm et de Volterra.

2. Les limites de l'intégration:

Dans les équations intégrales de Fredholm, ’intégrale est prise sur un intervalle fini avec des
limites d’intégration définies. Toutefois, dans les équations intégrales de Volterra, au moins
une limite de l’intervalle d’intégration est une variable et la limite supérieure est la plus
couramment utilisée avec une limite variable.

3. La propriété de linéarité:

Comme indiqué précédemment, la fonction inconnue p(z) dans les équations intégrales de

Fredholm et de Volterra (2.2.3) et (2.2.6) apparait & la premiére puissance, ot qu’elle
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2.2. classification des équations intégrales

setrouve. Cependant, des équations intégrales de Fredholm et de Volterra non linéaires ap-
paraissent si p(x) est remplacé par une fonction non linéaire F(p(x)), comme ©*(x), p3(x),
e?@) sin(p(x)) ...etc.

4. La propriété d’homogénéité:

Si nous posons f(x) = 0 dans l’équation intégrale de Fredholm ou de Volterra de seconde
espéce donnée par (2.2.3) et (2.2.6), l’équation résultante s’appelle une équation intégrale
homogéne, sinon elle s’appelle une équation intégrale non homogéne.

5. Le comportement singulier de l’équation intégrale:

Une équation intégrale est appelée singuliére si l'intégration est impropre. Cela se produit
généralement si l'intervalle d’intégration est infini, ou si le noyau devient illimité a un ou

plusteurs points de l'intervalle de considération a <t < b.

2.2.3 Equations intégrales singuliéres

[’équation intégrale de premiére espece

B(x)
flz) = )\/ k(x,t)p(t)dt (2.2.7)
a(x)
ou I’équation intégrale de second espéce
B(x)
o(x) = f(z) + /\/ k(x,t)p(t)dt (2.2.8)
a(z)

est appelé singulier si la limite inférieure, la limite supérieure ou les deux limites d’intégration
sont infinies.
De plus, I’équation (2.2.7) ou (2.2.8) est également appelée équation intégrale singuliére

si le noyau K (x,t) devient infini en un ou plusieurs points de domaine d’intégration.

2.2.4 Equations intégro-différentielles

Dans ce type d’équations, la fonction inconnue ¢(x) apparait d’'un coté dans une dérivée
ordinaire et de l'autre sous le signe de l'intégrale. De plus, nous soulignons qu'une équation
intégro-différentielle peut étre facilement observée comme étape intermédiaire lorsque nous

convertissons une équation différentielle & une équation intégrale.
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2.3. Existence et unicité de la solution de I’équation de Volterra de second espéce

e [’équation intégro-différentielle de Fredholm apparait dans la forme :
oM (x) = f(z) + )\/bk(:t,t)go(t)dt (2.2.9)
ol aetb fixant et ™ indique la dérivée n-ieme de ().
e Equations intégro-différentielles de Volterra,
o™ (z) = f(z) + /\/xk(x, t)p(t)dt (2.2.10)

oil z est une variable et a est une constante, et ™ indique la dérivée n-iéme de (z).

2.3 Existence et unicité de la solution de I’équation de

Volterra de second espéce

2.3.1 Introduction a la théorie du point fixe

Définition 2.3.1 Soient H est un espace de Hilbert et A un opérateur borné, l’opérateur A

est dit opérateur contractant s’il existe une constante k telle que : 0 < k <1 et
| Ay — Aps ([ E | o1 — o [, pour tout ¢y, € H
Théoréme 2.3.1 Soit A un opérateur contractant dans un espace de Hilbert H, alors
[’équation
Ap = (2.3.1)
admet une solution unique @ dans H, cette solution est le point fixe de cet opérateur.
Démonstration. Pour démontrer I'existance de la solution de 1’équation (2.3.1) on
utilise la méthode des approximations sussessives, soit ¢, une fonction arbitraire, on définit
la suite (,,) comme suit:
Opi1 = Ap,, n=12 ..
est de Cauchy et converge vers la solution de ’équation (2.3.1), en effet:
| opr = 1= App, — App 1 || <kl o, —@p |
S k2 || (pp—l - SOp—Q ||
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2.3. Existence et unicité de la solution de I’équation de Volterra de second espéce

d’autre part, pour tout ¢ > p, on a

oy =@ Il <l {9y = 0q1) + (g1 = ©goa) + o+ (Ppr1 — ©) |l
<lpg = Pgmt | + 11 g1 = gz | +t [ 0psr — 5 |
S (KPR 4R o — g |l
gm«1+k+kﬁw“+k%vuwl—%m

A
< 1—k 1 — o
ce qui nous montre que
lim — =0
Jim g =, |

d’ou la suite (¢p,,) est de Cauchy dans un espace de Hilbert donc elle converge vers la solution
unique ¢

En effet de la continuité de I'opérateur A on obtient:
o =limep,,, =limAp, = Alimyp, = Ap

Pour démontrer 'unicité, on suppose qu’il existe deux points fixes distincts ¢ et 1, tels que

Ap=¢
AY =4
alors on peut écrire
o=y l=lAp—AY <k |le—v]|
d’ou
A=k [[e-v]<0

ce qui nous donne

[ o= [=0= ¢ =1

Corollaire 2.3.1 Supposons que l’'opérateur A admet un point fize dans I’espace de Hilbert

H alors lopérateur A™ admet le méme point fize p.
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2.3. Existence et unicité de la solution de I’équation de Volterra de second espéce

Corollaire 2.3.2 Soit A un opérateur dans l'espace H tel que ['opérateur est un opérateur

contractant, alors A admet un point fixe unique ¢ dans l’espace H.

Théoréme 2.3.2 Soit H est un espace de Hilbert et A un opérateur borné dans H avec la
propriété suivante

| Apy — Apy [[< k| 01— 02 ||
alors ’équation suivante

o—Np=f

admet une solution unique pour toute f € H a condition que | X | est petit.

Théoréme 2.3.3 Soit K(x,t) est une fonction continue pour x,t € [a,b], alors l’équation

de Volterra
o) — /\/ k(z, t)p(t)dt = f(z), a<t<z<b (2.3.2)

admet une solution unique p(z) pour toute f dans L* ([a,b]) et X dans R.

Démonstration. Pour I’équation intégrale de Volterra nous considérons 'opérateur

Tola) = f(a) + Mipla) = @)+ 1 [ ko D0y

avec
x
Ag(@) = [ k(o)
a
et nous essayons de prouver que 'opérateur T est une contraction pour un certain n € N,

donc T¢ admet un point fixe, qui doit étre une solution de ’équation (2.3.2)

Te =f4+ Ny
T?p =T(f + AQ) = f + ANA(f + M) = f + NAf + N2 A%p

Trp = f4+NAf+NA2f + L FNTTALF L A" A
d’autre part
|| T"py — T, H :” )‘nAnS% - )\nAn% H
A oant) (oal6) = er(0) e |
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2.3. Existence et unicité de la solution de I’équation de Volterra de second espéce

Rappelons que k,(z,t) est le noyau itéré d’ordre n donné par

kn(:n,t):/k(:v,z)knl(z,t)dz

puisque on a par hypothese
| k(x,t) |< M
alors
Mn(l, o t)n—l
(n—1)! "~

Pour n = 1 Pexpression (2.3.3) est évidente.

| kn(z,1) |< a<t<xz<b (2.3.3)

Supposons qu’elle est vraie pour m € N

m _ 4\ym—1
| k(1) |< M((a: 3'  a<t<z<b
m—1)!
alors
|km+l(x>t) | _|/ Z, Z Z t)dz\
_/ | k(z, 2)km(2,t) | dz
Merl
SWI (m—z)m ldz
Mm+1
S ) (x —t)™
tel que

| T"py — Ty [I< ﬁ |2 — 1 |l
pour n € N assez grand on obtient

(n—1)! <1

ainsi que 'opérateur T est contractant ce qui implique que T" admet un point fixe, on écrit

T = = ola) = f(x) + A [ "k, typ(t)dr.
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2.4. Relation entre les équations différentielles et EI de Volterra

2.4 Relation entre les équations différentielles et EI de
Volterra

Pour trouver la relation entre les équations intégrale et différentielle, nous aurons besoin du

lemme suivant qui nous permettra de remplacer plusieurs intégrales par une seule intégrale.

Lemme 2.4.1 pour tout f une fonctoin continue,

/ ' / Y bt dtday / (o= ) f(t)dt (2.4.1)
0 0 a
En général, on a

/0 ' /0 /0 T o) dradn o diy — ; ! 5 /0 “@ — )Lt (2.4.2)

Preuve. voir [16]. m

Problémes avec conditions initiales

On considére le probléme des valeurs initiales de second ordre suivant

V' (x) + pla)y () + q(a:)y(x) = g(z) (2.4.3)

y(0) = a, ¥'(0) =
ou « et 3 sont des constantes. Les fonctions p(x) et ¢(x) sont des fonctions analytiques et

g(x) est une fonction continue.

En posant
y'(z) = p(x) (2.4.4)
ol p(x) est une fonction continue. Une intégration le long de l'intervalle [0, z] donne

y(2) — /(0) = / " o(t)dt (2.45)

ou équivalent
y'(x)=p +/ (t)dt (2.4.6)

Une intégration de (2.4.6) sur le long de 'intervalle [0, z] donne

y(z) — y(0) = Bz + / / t)dtdt (2.4.7)
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2.4. Relation entre les équations différentielles et EI de Volterra

ou équivalent
y(x) =a+ Pz + / (x —t)p(t)dt (2.4.8)
0
En substituant (2.4.4), (2.4.6) et (2.4.8)au probléme de valeur initiale (2.4.3), on obtient:

o) + plz) [ﬁ + /0 ' go(z)dt] + q(x) [a + B+ /O o t)go(t)dt] o) (249)

La derniére équation peut étre écrite sous la forme d’EI de Volterra de second espéce:

_ / " Kttt (2.4.10)
K(z,t) =p(z) + q(z)(x — 1), (2.4.11)

et
f(z) = g(z) — [Bp(z) + agq(z) + Brq(x)]. (2.4.12)

La technique présentée ci-dessus peut étre généralisée en considérant le probleme général

des valeurs initiales:

g™ + a1 (2)y™ Y + o+ a1 (2)Y + an(2)y = g(2),

(2.4.13)
y(0) = co, ¥'(0) = c1, ¥"(0) = cay ..., ¥y V(0) = ¢,y

Nous supposons que les fonctions a;(x), 1 < i < n sont analytiques a lorigine et g(z) est
une fonctoin continue sur [a, b].

En posant
y " (@) = o), (2.4.14)

ol p(x) est une fonctoin continue sur [a, b]. Une intégration le long de U'intervalle [0, z] donne

y "I (2) = ¢y + / xgp(t)dt. (2.4.15)

Une intégration autre fois sur le long de l'intervalle [0, x] donne

Yy (2) = cpg+ Cne 1x—|—/ / t)dtdt

=Cp o+ Chx+ (x —t)p(t)dt.
0

(2.4.16)
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2.5. Transformation de EI de Volterra de premiére espéce a EI de Volterra de second espéce

Nous procédons comme avant

1
y(n*?))(x) = Cp—3 —I— Cp—2X% + 2077’ 1T ‘I—/ / / dtdtdt
(2.4.17)
= Cp3+ Cn_ 2m—|—2cn 172 —|—§ (x —t)%p(t)dt.
0
La poursuite de processus d’intégration donne
n—1 c 1 T
i e
k=0 " /o
Le remplacement de (2.4.14) - (2.4.18) dans (2.4.13) donne
/ K(x,t)p (2.4.19)
ou .
Ak k—1
K(z,t) = = (x —t)" 7, (2.4.20)
k=1 )
et A
g d Cn—k j—k
fx)=g(x)— > a; = k)'x : (2.4.21)
j=1 k=1 J )

2.5 Transformation de EI de Volterra de premiére es-
péce a EI de Volterra de second espéce

La régle de Leibniz
0f(z,t)

soient f(x,t) et des fonctoins continues dans un domaine de le plan x — ¢ qui inclut

ox
dans le rectangle a < z < bty <t < t; et soit
h(zx)
F(z) = flz, t)dt (2.5.1)
9(x)

alors la différenciation de I'intégrale (2.5.1) existe et donnée par
x)

gy 2 [ ) ety sy

e

dx dx

Si g(z) = a et h(z) = z ol a est une constante et = est une variable, alors la regle de

Leibnitz (2.5.2) réduite a
dF “Of(x,t)
% = f(fE,I') +/a Tdt (253)
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2.5. Transformation de EI de Volterra de premiére espéce a EI de Volterra de second espéce

Exemple 2.5.1 Trouvez F'(x) pour

F(z) = / k(x,t)p(t)dt (2.5.4)
Dans ce cas, la régle de Leibnitz (2.5.2) se réduit a la forme:

Fl(z) = K(z,z)p(x) + /I%go(t)dt. (2.5.5)

Transformation de EI de Volterra de premiére espéce & EI de Volterra de second

espéce

On considére I’EI de Volterra de premiére espéce

flx) = /w k(x,t)p(t)dt, a <x <b (2.5.6)

La technique de conversion I’EI de Volterra de premiére espece (2.5.6) a ’EI de Volterra de
second espéce ne fonctionne efficacement que si k(z, z) # 0. Dérivons (2.5.6) terme a terme

par rapport a x, il vient

f(z) = k(z,2)p(x) + /f” 8k§;’ t) e(t)dt, x € [a,b] (2.5.7)

En résolvant pour ¢(x), a condition que K (x,z) # 0, nous obtenons 1’équation intégrale de

Volterra du second espéce donnée par:

o) = L) _ / ) k(l 1) iyt @ € [a,) (2.5.8)

xr,x) Ox

Notez que le terme non homogeéne et le noyau ont changé pour

g(x) = kaﬁz) (2.5.9)
et
1 Ok(x,t)
G(z,t) = Ho.2) On (2.5.10)
respectivement.
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Chapitre 3

Résolution numérique EI linéaires de

Volterra de premiére espéce

3.1 les schémas des fonctions splines non polynomiales

Dans cette section, nous présentons les schémas des fonctions splines non polynomiales
linéaire, quadratique et cubique pour trouver la solution de EI linéaires de Volterra de

premiére espéce qui a une forme:
Fla) = /\/ F(z. o)t T € [a,b] (3.1.1)

avec k(z,t) et f(z) sont des fonctions connues et continues dans C%[a, b], et @(x) est une
fonction inconnue. ou k(x,x) # 0, on différencie les équations (3.1.1) une fois par rapport

a x. Par conséquent, nous obtenons une conversion vers la seconde espéce, ¢ -a-d.

o(x) = f(z) + /I k(xz,t)o(t)dt x € [a,b] (3.1.2)
\ _ f(@ ot Kz 1) = — Ok (x, t)
ou f(z)= F(e.2) t k(z,t) = Fea) 0r

Pour résoudre I’équation (3.1.1), nous devons différencier 1’équation (3.1.2) cinq fois par

rapport a z, en utilisant la formule de Leibniz, nous réalisons:

O'(x) = f(x)+ /x ﬁkréxx, t>g0(t)dt + k(z, x)p(x) (3.1.3)
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3.1. les schémas des fonctions splines non polynomiales

oa)= e+ [T o (D) o

., 02
dkilg; 2 p(x) + k(z, z)¢'(2)

* Ph(a, 1) 7t
o et (P550)  ota)

o) + (ak(“; t>>t_x 4 (z) (3.1.5)

(3.1.4)

%) i p(z)

IRCE (%) Y

> o(z) + di 822(;’; A o (2) (3.1.6)

t=x t=x

dx
] o (e8]
(

dk T,T " "
137D ) 4 3B ) 4 a2 ()

90(5) _ f(S)(I) +/j8 ];(;;, t)cp(t)dt+ (akagi, t)) QD(I)

i (o) e (550) S0
i (T oo ag (ZEE0
% t:f//(x) +dcf3 0k(93 t) . () (3.1.7)
+3dd—j2 % Hw( )+3i _

+(6’fgg>)m¢~'<x>+d‘;& )so<> d";f o (@)

dzk(l‘,l‘) //: dk(x7$) 2 (4)
4
) 10y + 4B ) 4 ko) o)

Pour compléter notre procédure de résolution EI de Volterra, on substitue z = a dans

+6

les équations (3.1.2) - (3.1.7), alors on obtient:
p(a) = f(a) (3.1.8)

¢'(a) = f'(a) + k(a, a)p(a) (3.1.9)



3.1. les schémas des fonctions splines non polynomiales
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oudre ’équation (3.1.2) en utilisant des fonctions splines

essayons de rés

Maintenant, nous

quadratiques et cubiques.

non polynomiales linéaires,
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3.1. les schémas des fonctions splines non polynomiales

3.1.1 Le schéma de la fonction spline linéaire non polynomiale

Nous approchons la solution des EI linéaires de volterra (3.1.2) en utilisant la fonction
spline linéaire non polynomiale (1.2.5). Nous introduisons la méthode de la solution par

I'algorithme (EIV2SNP1).

Algorithme 3.1.1 (EIV2SNP1)

Etape 1: Définir h = (b;—a), ti=to+ih,i=0,...,n (ot ty=a,t, =0) et p, = f(a).

Etape 2: Evaluez ag, by, co, et dy en substituant (3.1.8) — (3.1.11) aux équations (1.2.8).
Etape 3: Calculez py(t) en utilisant I’étape 2 et Uéquation (1.2.5).

Etape 4: rapprocher ¢, = po(t1).

Etape 5: Pouri =1 an — 1, procédez comme suit:

Etape 6: Evaluez a;, b;, ¢;, et d; en utilisant les équations (1.2.8) et en remplagant p(t;),
O (t:), ¢ (t:) et " (t:) par pi(t:), pi(ta), p; () et p; ().

Etape 7: Calculez p;(t) en utilisant ’étape 6 et Uéquation (1.2.5).

Etape 8: rapprocher ¢; = pi(tii1).

3.1.2 Le schéma de la fonction spline quadratique non polynomi-

ale

Afin d’approcher la solution de EI linéaires de volterra (3.1.2) en utilisant une fonction
spline quadratique non polynomiale (1.2.9). Nous présentons une méthode de solution par

I'algorithme (EIV2SNP2).

Algorithme 3.1.2 (EIV2SNP2)

Etape 1: Définir h = (b;—a), ti=ty+ih,i=0,...,n (ot ty=a,t, =0) et v, = f(a)

Etape 2: Bvaluez ag, by, co, dy et eq en substituant (3.1.8) — (3.1.12) auzx équations (1.2.12 ).
Etape 3: Calculez Qo(t) en utilisant I’étape 2 et I’équation (1.2.9).

Etape 4: rapprocher ¢, = Qo(t1).

Etape 5: Pouri=1 an— 1, procédez comme suit:

E'tape 6: Evaluez a;, by, ¢;, d; et e; en utilisant les équations (1.2.12) et en remplacant p(t;),

O (1), " (1), ¢ (1) et 9O (t;) par Qi(t), Qi(t:), Qf (t:), Q' (t:) et QV(¢,).
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3.2. Le schéma de la Méthode de Simpson modifiée

Etape 7: Calculez Q;(t) en utilisant l’étape 6 et I’équation (1.2.9).
Etape 8: rapprocher ¢; = Q;(tiy1).

3.1.3 Le schéma de la fonction spline cubique non polynomiale

Nous approchons la solution des EI linéaires de volterra (3.1.2) en utilisant la fonction

spline cubique non polynomiale (1.2.13). Nous introduisons une méthode de solution par

'algorithme (EIV2SNP3).

Algorithme 3.1.3 (EIV2SNP3)
Etape 1: Définir h = (b;a), ti=to+th,i=0,...n (outy=a,t,=0) et o, = f(a).
Etape 2: Fvaluez ag, by, co, dy et mg en substituant (3.1.8) — (3.1.13) aux équations (1.2.16).

Etape 3: Calculez Sy(t) en utilisant I’étape 2 et Uéquation (1.2.13).

Etape 4: rapprocher o, = So(t1).

Etape 5: Pouri1=1 an — 1, procédez comme suit:

Etape 6: Evaluez a;, b;, ¢;, d;, e; et m; en utilisant les équations (1.2.16 ). et en remplacant p(t;),
@ (1), " (1), " (1), oD (t:) et @ (t) par Si(t:), Si(t), 57 (1), 57" (1), 57 (1) et S{7(t:).
Etape 7: Calculez Si(t) en utilisant l’étape 6 et I'équation (1.2.13).

Etape 8: rapprocher ¢; = S;(ti1).

3.2 Le schéma de la Méthode de Simpson modifiée

Dans cette section nous allons introduire la méthode de Simpson modifiée pour la résolu-
tion numérique EI de volterra de premiére espéce et second espece a noyau régulier, 1'idée
principale est basée sur I’adaptation de la régle de quadrature de Simpson.

Notre objectif est d’approcher la solution de I’équation sur un ensemble de points de [a, b]

en utilisant la regle de quadrature de Simpson. Ensuite, sur le sous-intervalle [s, s 4 2h]

s+2h
/ ko (t)p(t)dt = g [kx(s)p(s) + 4k (s + h)e(s + h) + k(s 4+ 2h)p(s + 2h)] (52.)
e Rl
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3.2. Le schéma de la Méthode de Simpson modifiée

Ceci est important, dans le sens ou l'erreur d’intégration E(h) sur deux segments par la

régle de Simpson est proportionnelle & h°. En outre, on note que, si le segment /h est réduit
1

h
de moitié, alors F (=) ~ —FE(h).
Pour les équations intégrales de volterra de premiére espéce

On considére ’équation

/ack(:z:,t)go(t)dt = f(z), a<z <D (3.2.2)

ol k(a,a) # 0. Soit @ = 9 < 1 < ... < Tgj_1 < Tgj < ... < Ty, une subdivision de

I'intervalle [a, b]. En exigeant que I"équation (3.2.2) soit vérifiée sur chaque noeud zs;, et on

écrit
| K teteydt = faz) (32.3)
Ce qui s’écrit aussi
J—1 T2i42
> [ b et = fla) (3.2.4)
i=0 /T2

Dans la suite, pour la simplicit¢ on utilise les notations ¢,;, fa;, k2;2:, au lieu de o(x9;),
f(xa;), k(x2;,t2:), En utilisant la régle de quadrature de Simpson, I’équation discréte (3.2.4)
devient

7—1

— h
Z 3 (k2j,2i902z‘ + 4ka; 214100141 + k2j,2i+2802¢+2) = Jf2 (3.2.5)
=0

Pour h suffisamment petit, une approximation ¢,; de devient possible, en approchant la

%)

: i + Paito
solution ¢,;,; au noeud s par la moyenne, - donc on a

7j—1
h Pai T Pai
3 (7@3’,21'%022' + 4k2j,2i+1% + kzj,2i+2<ﬂ2i+2) = [
= h h
= D 3 (Rajai + 2kajzi1) 0o + >, 3 (2kzjzies + kyjziva) Paiva = o
1=0 1=0
h L h
=Y & (kajai+ 2kajair1) 0o + Y 7 (Zhajoict + kajai) 000 = fa
=0 3 i=1 3
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3.2. Le schéma de la Méthode de Simpson modifiée

h h 2h =
= 3 (kajo + 2k2ja) 0o + 5 (2kzjzj-1 + Kajag) 0 + = > (kajoict + kajai + kajoi) 000 = fo
i=0
2h i~ h
faj — 3 Z (K2j2i1 + kojoi + Kajit1) 0o — 3 (ka0 + 2k251) 0o
@2]' _ =0 7
3 (Zhajzjm1 + kajag)
i=1,2,...n
(3.2.6)
par le dérivé de I'équation (3.2.2) on obtient:
$ak {E,t ’
k)t + [ D oy = 1 @)
= k(a,a)p(a) = f(a)
f'(a)
Py = p(a) = Faa) (3.2.7)
Pour les équations intégrales de volterra de second espéce
On considére 1’équation
/ k(z,t)p(t)dt = f(x), a<x <b (3.2.8)

une subdivision de 'intervalle [a, b]. En exigeant que I’équation (3.2.2) soit vérifiée sur chaque

noeud zy;, et on écrit

p(rey) = /ijk(ﬁzjat)w(t)dtvLf(ﬁzj)

J=1 g (3.2.9)
=3 [ kg 000+ fa)
i=0 v T2
qui peut étre réécrit comme
J=l mgiis
o= [ hlan 000t + g (3:2.10)
i=0 v T2

En utilisant la régle de quadrature de Simpson, 1’équation discrete (3.2.10) devient

7j—1
h
Poj =) 3 (Faj2ipas + Akojzic1Poinn + kojicaairs) + foj- (3.2.11)

1=0
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3.3. Exemples

Pour £ suffisamment petit, une approximation ¢,; de devient possible, en approchant la

Po; T Paita
2 722 donc on a

solution ¢, ,; au noeud xg;4; par la moyenne, 5

7j—1
h Poi 1 Do
Pa; = foj + Z 3 (kzj,zi%i + 4k2j72i+1% + /f2j,2i+2902z'+2>
=0
i—1

J

7j—1
h h
0o = foj + Z 3 (Faj2i + 2kgj2i41) Po; + Z 3 (2K2j,2i41 + Faj2i+2) Paiyo
=0 =0

Jj—1 J
h h
Yo = f2j + E g (]fzj,zi + 2k2j,2’i+1) Do Tt E g (2]‘523',21'*1 + k2j72i> Pai
1=0 i=1

h h
Paj = foj + 5 (kzjo + 2haj) 9o + 5 (2hzjaj1 + k2jzg) @
2h I3

+3 (Koj2i-1 + kojoi + Kojoiy1) 0o

=1
D’ou, pour j =1,2,..n
h h
o (1 — 5 (2kaj2j-1 + kojaj)) = foj + + (k2o + 2k251) o

3 3
2h Jj—1 (3212)
(
=0

+? kajoi—1 + kajo2i + kojoit1) O

7

A partir de 'équation (3.2.8), il est claire que ¢(z9) = f(x0), i-e, ¥y = fo-

3.3 Exemples

3.3.1 Exemple 1
On considére ’équation intégrale de volterra de premiére espéce
/ e Tot)dr =2, 0<z<1 (3.3.1)
0

telle que la solution exacte est p(z) = x+ 1, on transforme EI de volterra de premiére espéce

a EI de volterra de second espéce, on obtient

p(r) =1 —|—/ e To(t)dt, 0 < x <1
0
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3.3. Exemples

Les tableaux (3.1) et (3.2) (3.3) présentent une comparaison entre les erreurs dans nos

méthodes
x | erreur SNPL | erreur SNPQ | erreur SNPC erreur SM
0 0 0 0 0
0.2 | 2.2204e — 16 | 2.2204e — 16 | 2.2204e — 16 | 5.6610e — 07
0.4 | 4.4409¢ — 16 | 4.4409¢ — 16 | 4.4409¢ — 16 | 1.1544e — 06
0.6 | 4.4409e — 16 | 4.4409¢ — 16 | 4.4409e — 16 | 1.7649¢ — 06
0.8 | 6.6613e — 16 | 6.6613e — 16 | 6.6613e — 16 | 2.3976e — 06
1 | 8.8818¢ — 16 | 8.8818¢ — 16 | 8.8818e — 16 | 3.0525e — 06
Tableau 3.1 : les erreurs pour A = 0.1
x | erreur SNPL | erreur SNPQ | erreur SNPC erreur SM
0 0 0 0 0
0.2 | 2.2204e — 16 | 2.2204e — 16 | 2.2204e — 16 | 3.5408e — 08
0.4 | 4.4409¢ — 16 | 4.4409¢ — 16 | 4.4409¢ — 16 | 7.2204e — 08
0.6 | 4.4409¢ — 16 | 4.4409¢ — 16 | 4.4409¢ — 16 | 1.1039¢ — 07
0.8 | 6.6613e¢ — 16 | 6.6613e — 16 | 6.6613e — 16 | 1.4996e — 07
1 | 8.8818¢ — 16 | 8.8818¢ — 16 | 8.8818e — 16 | 1.9092¢ — 07
Tableau 3.2 : les erreurs pour h = 0.05
x | erreur SNPL | erreur SNPQ | erreur SNPC erreur SM
0 0 0 0 0
0.2 | 6.6613e — 16 | 6.6613e — 16 | 6.6613e — 16 | 2.2134e — 09
0.4 ] 1.3323e — 15 | 1.3323e — 15 | 1.3323e — 15 | 4.5136e — 09
0.6 | 2.2204e — 15 | 2.2204e — 15 | 2.2204e — 15 | 6.9006e — 09
0.8 | 2.8866e — 15 | 2.8866e — 15 | 2.8866e — 15 | 9.3744e — 09
1 | 3.5527e — 15 | 3.5527e — 15 | 3.5527e — 15 | 1.1935e — 08

Tableau 3.3 : les erreurs pour h = 0.025
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3.3. Exemples

3.3.2 Exemple 2

On considére ’équation intégrale de volterra de premiére espéce

/I(x2 —t+2)o(t)dr = (2* — 2z + 2)sin(x) + 1 —cos(z), 0<2 <1 (3.3.2)

telle que la solution exacte est ¢(x) = cos(x), on transforme EI de volterra de premiére
espéce a EI de volterra de second espéce, on obtient

2 f” 2
2 Gn(a) — / _ %2
0

Hdt, 0<z<1
22—z +2 $2—x+2(’0() =T=

o(x) = cos(x) +

Les tableaux (3.4), (3.5) et (3.6) présentent une comparaison entre les erreurs dans nos

méthodes
x | erreur SNPL | erreur SNPQ | erreur SNPC erreur SM
0 0 0 0 0
0.2 | 1.1102e — 16 | 1.1102¢ — 16 | 1.1102e — 16 | 1.4099¢ — 04
0.4 | 2.2204e — 16 | 2.2204e — 16 | 2.2204e — 16 | 5.5249¢ — 04
0.6 | 2.2204e — 16 | 2.2204e — 16 | 2.2204e — 16 | 1.1136e — 03
0.8 | 3.3307e — 16 | 3.3307e — 16 | 3.3307e — 16 | 1.6251e — 03
1 | 4.4409¢e — 16 | 4.4409¢ — 16 | 4.4409¢ — 16 | 1.9276e — 03
Tableau 3.4 : les erreurs pour A = 0.1
x | erreur SNPL | erreur SNPQ | erreur SNPC erreur SM
0 0 0 0 0
0.2 | 1.1102e — 16 | 1.1102e — 16 | 1.1102e — 16 | 3.5423e — 05
0.4 ] 2.2204e — 16 | 2.2204e — 16 | 2.2204e — 16 | 1.3875e — 04
0.6 | 4.4409¢ — 16 | 4.4409¢ — 16 | 4.4409¢ — 16 | 2.7931e — 04
0.8 | 4.4409¢ — 16 | 4.4409¢ — 16 | 4.4409¢ — 16 | 4.0683¢ — 04
1 | 3.3307e — 16 | 3.3307e — 16 | 3.3307¢ — 16 | 4.8165¢ — 04

Tableau 3.5 : les erreurs pour A = 0.05
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3.3. Exemples

x | erreur SNPL | erreur SNPQ | erreur SNPC erreur SM
0 0 0 0 0
0.2 | 2.2204e — 16 | 2.2204e — 16 | 2.2204e — 16 | 8.8668e — 06
0.4 | 2.2204e — 16 | 2.2204e — 16 | 2.2204e — 16 | 3.4726e — 05
0.6 | 4.4409e — 16 | 4.4409e — 16 | 4.4409¢ — 16 | 6.9882e — 05
0.8 | 6.6613e — 16 | 6.6613e — 16 | 6.6613e — 16 | 1.0174e — 04
1 | 6.6613¢ — 16 | 6.6613¢ — 16 | 6.6613e¢ — 16 | 1.2040e — 04

Tableau 3.6 : les erreurs pour h = 0.025

3.3.3 Exemple 3

On considére ’équation intégrale de volterra de premiére espéce

22
telle que la solution exacte est o(x) = (2 + 2%)ez — 1, on transforme EI de volterra de

/OI sin(x — t)p(z)

2

premiere espece a EI de volterra de second espéce, on obtient

Les tableaux (3.7), (3.8) et (3.9) présentent une comparaison entre les erreurs dans nos

o(x) = /Ox sin(z — t)p(z)dt + (1 + z%)e

22

2, 0<x

dt=e7 -1, 0<2<1

IN

1

méthodes
x | erreur SNPL | erreur SNPQ | erreur SNPC erreur SM
0 0 0 0 0
0.2 | 1.4770e — 03 | 1.2333¢ — 05 | 4.1061e — 02 | 2.7442¢ — 04
0.4 | 2.4144e — 02 | 8.0217e — 04 | 1.7750e — 01 | 1.1488e — 03
0.6 | 1.2678¢ — 01 | 9.3919¢ — 03 | 4.5332¢ — 01 | 2.7907¢ — 03
0.8 | 4.2244e — 01 | 5.4897¢ — 02 | 9.5742¢ — 01 | 5.5324e — 03
1 | 1.1074e + 00 | 2.2072e — 01 | 1.8532¢ +00 | 9.9714e — 03

Tableau 3.7 : les erreurs pour A = 0.1
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x | erreur SNPL | erreur SNPQ | erreur SNPC erreur SM
0 0 0 0 0
0.2 | 1.4770e — 003 | 1.2333e — 05 | 4.1061e — 02 | 6.7909e — 05
0.4 | 2.4144e — 02 | 8.0217¢ — 04 | 1.7750e — 01 | 2.8424e — 04
0.6 | 1.2678¢ — 01 | 9.3919e — 03 | 4.5332e — 01 | 6.9032e — 04
0.8 | 4.2244e — 01 | 5.4897e¢ — 02 | 9.5742¢ — 01 | 1.3680e — 03
1 | 1.1074e + 00 | 2.2072e — 01 | 1.8532e + 00 | 2.4646e — 03
Tableau 3.8 : les erreurs pour h = 0.05
x | erreur SNPL | erreur SNPQ | erreur SNPC erreur SM
0 0 0 0 0
0.2 | 1.4770e — 03 | 1.2333¢ — 05 | 4.1061e — 02 | 1.6933e — 05
0.4 | 2.4144e — 02 | 8.0217¢ — 04 | 1.7750e — 01 | 7.0874e — 05
0.6 | 1.2678¢ — 01 | 9.3919¢ — 03 | 4.5332¢ — 01 | 1.7212¢ — 04
0.8 | 4.2244e — 01 | 5.4897¢ — 02 | 9.5742¢ — 01 | 3.4107e — 04
1 | 1.1074e + 00 | 2.2072e¢ — 01 | 1.8532¢ 400 | 6.1438e — 04

Tableau 3.9 : les erreurs pour h = 0.025
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Conclusion

Dans ce mémoire on a traité numériquement des équations intégrales de volterra de pre-
mier éspéce par dse méthodes d’approximations: les méthodes des splines non polynomiales
(linéaire, quadratique et cubique) et la méthode de Simpson modifiée.

D’apres les exemples précédents, on peut conclure que:

1-La résolution d’une équation intégrale de Volterra du premiere espeéce, qui est con-
sidérée comme un probléme mal posé, peut étre régularisée, pour aboutir & une équation
intégrale du deuxiéme espéce.

2-Les fonctions de splines non polynomiales donnent une meilleure approximation que

la méthode de simpson modifiée.
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Résumeé:

Le but de ce mémoire est la résolution numériques des equations

intégrales linéaires de Volterra du premier espece en utilisant les splines
non polynomiales (linéaire, quadratique et cubique) et la méthode de

Simpson modifiée.
Mots clés: Equation intégrale de Volterra de premiére espéce,
Méthode de Simpson modifiée, Fonctions splines non polynomiales.

Abstract:

The aim of this memory is the numerical resolution of the Volterra

integral equation of first kind using no polynomial splines and modified

Simpson method.

Keywords: Volterra integral equation of the first kind; Method of no polynomial splines;

modified Simpson method.




