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Abstract

In this thesis we study the Integral Equations of the type of Fredholm of the second kind
using the truncated Hermite and Legendre series to find approximate solutions and compare

them with exact solutions

Key words: Fredholm ’s Integral Equations, Hermite polynomials, Legendre polyno-

mials, numerical methods



Résumé

Dans ce mémoire, nous étudions les équations intégrales du type de Fredholm de la
deuxiéme type en utilisant les séries tronquée de Hermite et Legendre pour trouver des

solutions approximatives et les comparer avec des solutions exactes.

Mots-clés: Equations intégrales de Fredholm, polynomes de Hermite, polynomes de

Legendre, méthodes numériques..
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Notations

Notations

C([a,b]) espace des fonctions continues sur [a, b]

-

terme libre dans I’équation intégrale
A opérateur linéaire

1 opérateur identique

|- |l norme

i signe intégrale

(,) le produit scalaire

T opérateur compact

H polynome de Hermite
L polynome de Legendre

k(x,t)  noyau de I’équation intégrale

© la fonction inconnue dans 1’équation intégrale
O, solution approchée
A parameétre numeérique

E.I.F équation intégrale de Fredholm



Introduction

Introduction

Le travail que nous présentons porte sur une étude générale des équation dans laquelle
Iinconnu apparait sous le signe intégrale. Cet inconnu est une fonction d’une ou plusieurs
variables. Les équations intégrales ont un grand intérét scientifque, elles sont parmi les
branches les plusimportantes en mathématiques, il est connu quéelles touchent divers do-
maines des mathématiques appliquées et de la physique. Dans la théorie des équations
intégrales on distingue les équations de Fredholm (qui ont été introduites par le mathémati-
cien Suédois Ivar Fredholm en 1900) et les équations de Volterra (qui ont été introduites
par le mathématicien Italian Vito Volterra en 1896). Les équations intégrales linéaires de
Fredholm sont issues de nombreuses applications de la science et il a également été démontré
quéelles peuvent étre déduites des problémes de valeurs limites. Il a également contribué
aux modéles de physique. Problémes mathématiques tels que les problémes de diffusion et
de diffusion en mécanique quantique, les cartes d’appariement et les vagues d’eau dans la
création d’équations intégratives. Dans le cas général on ne sait pas résoudre explicitement
I’équation et on s’intérésse donc a la résolution approchée (numériques) de cette équation.
Il existe plusiuers méthodes pour obtenir cette solution approchée. Avec le développement
des machines de computation numérique, notamment les ordinateurs, ces méthodes sont de-
venues aujourd’hui plus simples. Dans ce mémoire, nous allons présenter quelques méthodes
de résolutions d’équations intégrales linéaires de Fredholm. Il est diviséen trois chapitres
comme suit:

Le premier chapitre Dans ce chapitre, nous présentons quelques notions et définitions
de 'analyse

fonctionnelle et les opérateurs avec ses propriétés, utilisées dans la théorie des équations
intégrales nous allons donner la définition et la classification des équations intégrales.

Le deuxiéme chapitre dans ce chapitre, on a étudie 'existence et I'unicité des équa-
tions intégrales, et nous présenterons quelques méthodes analytiques, et numériques impor-
tantes pour résoudre les équations intégrales.

Dans le dernier chapitre représente le but de ce mémoire, ot nous allons résoudre
I’équation intégrale de Fredholm en utilisant les séries Hermite et Legendre des équations

intégrales de Fredholm avec application .



Chapitre 1

Rappels et notions fondamentales

L ’étude de diverse classe des équations intégrales nécessite 'utilisation des espaces fonc-
tionnels,tels que les espaces de Banach ou de Hilbert. Dans ce chapitre, on donne des
définitions de base sur 'analyse fonctionnelle. Aussi, on donne quelques notions sur les

opérateurs. Nous commencons par rappeler la définition d’un espace vectoriel normé.

1.1 Espace fonctionnels

Définition 1.1.1 Un espace vectoriel normé est un espace vectoriel muni d’une norme.
Soit E un espace vectoriel sur le corps k = R ou C, on appelle norme sur l’espace E toute

application notée || . || définie sur E a valeurs dans R, vérifiant pour tout x,y dans E et

dans k

1. || z ||= 0 si seulement si z =0
2. || az ||=| a||| x| (homogenéité ).

3. lz+y |||z | + || v ||( inégalité triangulaire ).
Tout espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace vectoriel normé.

Proposition 1.1.1 Tout espace vectoriel normé (E, || . ||) de dimension finie est complet.



1.1. Espace fonctionnels

Définition 1.1.2 (Espace de Banach) Tout espace vectoriel normé complet est appelé espace

de Banach.

Définition 1.1.3 (Produit scalaire) Soit E un espace vectoriel sur R, un produit scalaire
sur E est application de E x E dans R, notée (...) possédant les propriétés suivantes: pour

tout x,y,z dans E et R et o, Bdans R on a

Définition 1.1.4 (Espace Cla,b|) Des fonctions continues sur [a,b], de norme

= t
I @ l= ma | (0 |

Définition 1.1.5 (Espace CX[a, b]) Des fonctions k fois continument dérivables sur [a, b],

de norme

K
I [=) max |2'(t) | ;telle que  2°(t) = a(2).
=0

Définition 1.1.6 (EspaceL'(2)) Soit Q un ouvert de R", on désigne par L* () des fonc-

tions intégrable sur ) valeur dans R, on pose

I f ||1=/Q | f(z) | dz

Définition 1.1.7 (EspaceL”(Q)) Soit 1 < p < 400, on pose



1.1. Espace fonctionnels

LPQ)=L"(){f:Q— R,f mesurable et | f(z) [P€ L'(Q)}

muni de la norme

1 =1 £ = ([ 150 P dx)’l’

Sip =00, on a L>(Q) est 'espace des fonctions f : 2 — R mesurable, vérifiant

¢ > 0 telle que | f(z) |< ¢, sur §2

La norme est notée par

1S o=l f lloo= inf {e > 0; ] f(x) [< ¢ surd}

1.1.1 Notions sur les opérateurs
Opérateurs linéaires bornés

Définition 1.1.8 (Opérateur linéaire) Soient E et F' deux espaces normés, un opérateur
A défini sur E dans Y et dite linéaire s’il vérifie les conditions suivantes: pour tout u,v

dans E et, dans R, on a

1. Au ey
2. Alau+ Pv) = aAu+ fAv

Définition 1.1.9 (Opérateur linéaire borné) Un opérateur linéaire A défini sur E dansF

et dite borné s’il existe une constante positive C, telle que:
| Au|lr< Cllu |, Vu € E

Théoréme 1.1.1 Siot A un opérateur linéaire entre deux espace vectoriels normés E et F'.

Alors les assertions suivantes sont équivalentes

(1) A est borné.
(2) A est continu sur

(3) A est continu a 'origine.



1.1. Espace fonctionnels

Théoréme 1.1.2 Un opérateur linéaire est continu si est seulement si il est borné.

Définition 1.1.10 (Opérateur intégral linéaire) Un opérateur intégral linéaire A est un

opérateur qui admet une formulation de la forme suivante

(Ap)z = /K(x,t)gp(t)dt

La fonction K est appelée noyau de l'opérateur A.

1.1.2 Opérateur adjoint

Théoréme 1.1.3 Soit H un espace de Hilbert et soit A un opérateur linéaire borné défini
sur H a valeur dans H, alors il éxiste un opérateur linéaire borné noté A défini de H dans
H par

(Ap, o) = (o, A"), Voo, ¥ € H,
de plus, on a

A=Al

Théoréme 1.1.4 Soit A un opérateur intégral défini a partir d’un noyau K continu sur

la,b] par la formule suivante

vz € [0, b (Ap)z = / Kz, )p(t)dt

Alors, lopérateur A admet un unique opérateur adjoint A* pour le produit scalaire usuel de
L?. Pour toutr € [a,b),
b
(A*)z = /K(t, x)(t)dt

Définition 1.1.11 (Opérateur auto-adjoint) Soit H un espace de Hilbert, on dit quel’opérateur

A est auto-adjoint si A* = A, i.e. si pour tout x,y € H on a

(Ap,¥) = (o, AY).



1.1. Espace fonctionnels

1.1.3 Opérateurs compacts

Définition 1.1.12 (Compacité) Soit U un ensemble d’un espace normé X,U est dit com-
pact st de tout recouvrement de U par des ouverts de U on peut extaire un sous-recouvrement

fini i.e.
VVj,j € J (owverts),U C U,_,V;3 Vg, j(k) =1,2,,,,,n telle que U C U:Zlvj(k)
Théoréme 1.1.5 (Arzela-Ascoli) Une condition nécessaire et suffisante q’une famille des

fonctions continues définies sur lintervalle compact [a,b], est compacte dans C([a,b]) est

que cette famille est uniformément bornée et équicontinue.

Théoréme 1.1.6 L’opérateur intégral T de C([a,b]) dans C([a,b]) & noyau continu est un

opérateur compact.

Théoréme 1.1.7 Un opérateur compact est un opérateur borné, la réciproque est fausse.

Théoréme 1.1.8 Le produit T\ T5 de deux opérateurs bornés T1 et Ty est compact si ['un

des opérateurs T1 ou Ty est compact.

Théoréme 1.1.9 Soit X un espace normé et Y un espace de Banach, et soit {T,,} une

suite d’opérateurs compacts de X dansY . Si
lim | 7,—T|=0
Alors, T est compact.

Définition 1.1.13 Soient E et F' deux espace vectoriels un opérateur T : E — F est dit
de rang fini si son image est de dimension finie. Le rang de T est la dimension de son

1mage.

On note
rg(T) = dim(Im(7))
Théoréme 1.1.10 (Théoréme de Rize) Soit E un espace vectoriel normé tel que By soit

compacte. Alors E est de dimensoin finie.

Théoréme 1.1.11 Si T est un opérateur compact et S un opérateur borné, les opérateurs

TS et ST sont compacts.



1.2. Classification des équations intégrales

1.2 Classification des équations intégrales

L’é¢tude des équations intégrales est divisé en deux secteurs, par rapport aux équations
linéaires. Dans cette section, nous donnons les équations intégrales linéaires les plus célébres

qui sont les équations intégrales de Volterra et de Fredholm.

Equation intégrale linéaire de Fredholm

Définition 1.2.1 (Equation intégrale linéaire de Fredholm) L’équation intégrale linéaire

de Fredholm est une équation s’écrit sous la forme:

b
h()p(e) = f(x) + A / K (. t)plt)dt (L1)

ot h(z), f(z), K(z,t) sont des fonctions connues la fonction p(x) qui figure & lintérieur et
a Uextérieur du signe intégral est l'inconnu a déterminer, x est une variable réelle appartient

a Uintervalle |a, b[, et \ est un paramétere non nul, réel ou complexe.

1. Le type de ’équation intégrale est déterminé par la fonction h(z) o on a:

1.1. Si h(x) = 0, alors 'équation (1.1 ) devient:

flz)+ /K(:L‘, t)p(t)dt =0 (1.2)

Cette équation est appelée équation intégrale linéaire de Fredholm de premiére espéce.

1.2. Si h(x) = « (constante réelle non nulle), alors I’équation (1.1) devient:

ap(z) = f(x) + )\/K(:L’,t)go(t)dt (1.3)

et cette équation est appelée équation intégrale linéaire de Fredholm seconde espéce.

1. Si h(z) # 0, alors ’équation (1.1) est appelée équation intégrale linéaire de Fredholm
de troisiéme espéce.

2. Si f(z) # 0, Péquation (1.1) est dite équation intégrale linéaire de Fredholm non

homogéne.



1.2. Classification des équations intégrales

3. Si f(z) =0, alors I’équation (1.1) devient:

b
haola) = [ K(a (o) (1.4)
et cette équation est appelée équation intégrale linéaire de Fredholm homogéne.

Equation intégrale linéaire de Volterra

L’équation intégrale linéaire de Volterra est une équation intégrale linéaire de Fredholm sauf

que la borne d’intégration supérieure est variable x, c-a-d., b = x et on a
ha)ola) = o) + ) [ Kl thptt)at (15)

1. Si h(z) = 0, alors I’équation (1.5 ) devient:

f(z)+ )\/K(x, tp(t)dt =0 (1.6)

Cette équation est appelée équation intégrale linéaire de Volterra de premiére espéce.

2. Si h(z) = «a (constante réelle non nulle), alors I’équation (1.5) devient:

ap(z) = f(x) + )\/K(:U,t)go(t)dt (1.7)

et cette équation est appelée équation intégrale linéaire de Volterra de seconde espéce.

3. Sih(x) # 0, alors I'équation (1.5) est appelée équation intégrale linéaire de Volterra
de troisiéme espéce.

4. Si f(xz) # 0, 'équation (1.5) est dite équation intégrale linéaire de Volterra non
homogéne.

5. Si f(x) = 0, alors 'équation (1.5) devient:

h(z)p(z) = )\/K(:U,t)go(t)dt (1.8)

et cette équation est appelée équation intégrale linéaire de Volterra homogéne.

10



1.2. Classification des équations intégrales

Remarque 1.2.1 L’équation intégrale de Volterra est une cas particulier de l’équation in-
tégrale de Fredholm il suffit de prendre le noyau K vérifiant
K(z,t) =0 pour = <t

Autres équations intégrales linéaires

L’équation intégrale linéaire de Wiener-Hoph est une équation de la forme

mmwm+A/K@—wwmﬁ:ﬂm

On appelle équation intégrale linéaire de Renwal toute équation de la forme

M@M@+A/K@—ﬂwﬂﬁ=f@)

Toute équation a la forme suivante

[ o) .
[ =

est appellée équation intégrale linéaire d’Abel ot a €]0, 1] .

a

équations intégrales linéaires de Volterra

L’équation intégrale non linéaire de Volterra a la forme suivante:

h(z)p(z) = f(x) + )\/K(a:,t,gp(t))dt. (1.9)

1. Si h(z) = 0, alors I’équation (1.9 ) devient:

fz) + /\/K(x,t, @(t))dt = 0. (1.10)

Cette équation est appelée équation intégrale non linéaire de Volterra de premiére espéce.

11



1.2. Classification des équations intégrales

2. Si h(z) = « (constante réelle non nulle), alors I’équation (1.9) devient:

ap(r) = f(x) + A/K(m,t,@(t))dt. (1.11)

et cette équation est appelée équation intégrale non linéaire de Volterra de seconde
espece.

3. Si h(x) # 0, alors ’équation (1.9) est appelée équation intégral non linéaire de Volterra
de troisiéme espece.

4. Si f(x) # 0, Péquation (1.9) est dite équation intégrale non linéaire de Volterra non
homogeéne.

5. Si f(z) = 0, alors ’équation (1.9) devient:

h(@)p(x) = A / K(x.t,o(t))dt (1.12)

et cette équation est appelée équation intégrale non linéaire de Volterra homogene.

12



Chapitre 2

Existence et unicité des solutions des

E.I

Dans ce chapitre, nous présenterons quelques méthodes analytiques et numériques pour ré-
soudre 'intégrale de Fredholm équation du second type, mais nous commengons par énoncer

quelques théorémes sur I'existence, 'unicité de solutions.

o(x) = f(z)+ )\/ K(x,t)p(t)dt (2.1)

a et b sont des constantes données et la fonction noyau est K(x,t). De plus, dans les
équations intégrales de Fredholm du deuxiéme type, la fonction inconnue p(z) apparait a
la fois a l'intérieur et a lextérieur du signe intégral. Dans ’équation (2.1), K(z,t) et la
fonction f(x) sont des fonctions & valeurs réelles et Aest un parameétre. Lorsque f(z) = 0
alors I’équation intégrale de Fredholm est dite homogene

Dans cette section, nous donnons quelques conditions qui assurent I’existence de I'unique

solution des équations intégrales de Fredholm.

13



2.1. Existence et unicité

2.1 Existence et unicité

Théoréme 2.1.1 Soit I’équation suivante

o) = [ K(a. 00yt = 1(2) (2:2)

Si le noyau K (z,t) est continu sur [a,b] X [a,b], f € L*([a,b]) et [\|B <1, ou

b

b
B = //|K(x,t)|2dxdt

a

Alors Uéquation (2.2) admet une unique solution pour y € L*([a,b])

Théoréme 2.1.2 Soient K : [a,b] X [a,b] — R et f : [a,b] — R deux fonctions continues.

Donc, si \ est assez petit, alors [’équation

b
o(2) = f(2) + A / K (. t)p(t)dt

admet une solution unique qui doit étre étendue a [a, b]

Théoréme 2.1.3 (Théoréme alternatif de Fredholm). Si[’équation intégrale de Fred-

holm homogéne
b
o) = A [ Ko t)p(t (2.3

n'a que la solution triviale ou nulle ¢(x) = 0, alors l’équation intégrale de Fredholm non
homogéne correspondante :

b

(@) = fla) + A / K (o, t)o()dt (2.4)

a

a toujours une solution unique.

On considére ce théoréme pour un noyau qui est séparable.

14



2.2. Méthodes analytiques pour résoudre les E.I.F'

Théoréme 2.1.4 (Solution d’unicité). Sile noyau K(z,t) dans l’équation intégrale de
Fredholm (2.1) est une fonction continue & valeur réelle, délimitée par le carré a < x < b et
a <t<betf(x) est une fonction continue a valeur réelle, alors une condition nécessaire
pour lexistence d’une solution unique pour l’équation intégrale de Fredholm (2.1) est donnée

par

INM®b—a) < 1 (2.5)

ou

K (x,t) <M € R (2.6)

Cependant, si la condition nécessaire ne tient pas, alors une solution continue peut exister

pour l’équation intégrale de Fredholm.

2.2 Meéthodes analytiques pour résoudre les E.I.F

Certaines équations intégrales ont des solutions et d’autres n’ont pas de solutions ou ont
d’innombrables solutions.

Certaines des méthodes d’analyse comprennent:

1. La méthode du noyau dégénéré

2. La méthode de décomposition d’Adomian

2.2.1 La méthode du noyau dégénéré ou séparable

Nous avons défini un noyau dégénéré ou séparable comme suit
K(z,t) =Y gi(x)hi(t) (2.7)
i=1

Les applications g1(x), g2(x), ..., gn(z) et hi(t), ha(t),...h,(t) sont linéairement indépen-

dantes. Etant donné I’équation intégrale ci-dessous

o(z) = F(z) + A / Kz, t)p(t)dt (2.8)

Depuis

K(z,t) = Z gi(x)hi(t)

15



2.2. Méthodes analytiques pour résoudre les E.I.F'

Alors (2.8) devient

b

P(o) = 1) + 2D aia) [ mle)o(eyi 2:9)

La technique de résolution de ’équation (2.9) dépend essentiellement du choix du parameétre

complexe \ et on définit donc
b
5= [mitet (210)

Ou les quantités [, sont des constantes. En utilisant (2.10) dans (2.9) on obtient

pla) = F(@)+ 1Y Bigio) (211)

Et nous pouvons maintenant trouver les valeurs de /3, En utilisant (2.11) dans (2.9) nous

avons
b

CICEN PICIRCESY SENACITEY: (212)

a

De I'indépendance linéaire de g;(z), il suffit alors d’avoir

8 - / RO + A Brgn(t)]dt = 0 (2.13)

Maintenant, en utilisant la notation simplifiée

b
/ B F(t) = f (2.14)

et
b
Alors (2.13) devient ;
B =AY BGu=fi i=12..n (2.16)
k=1

Qui est un systéme d’équations algébriques pour 'inconnue /3, Le systéme (2.16) a pour

déterminant :
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2.2. Méthodes analytiques pour résoudre les E.I.F'

1 — AG11 — AGra- — MGy,
—)\Ggll — )\GQQ“' — )\ng

POy — : : - o1

—AGp1 — AGra -+ 1= MGy,
Qui est un polyndéme en \ de degré n.
1. VX pour laquelle D()) # 0, le systéme algébrique (2.17) et donc ’équation intégrale
(2.8) a une solution unique.
2. Par contre, VA pour lequel D(\) = 0, le systéme algébrique (2.16), et avec lui

I'équation intégrale (2.8), soit est insoluble, soit a une infinité de solutions.

2.2.2 La méthode de décomposition d’Adomian

Il a été introduit par George Adomian, et il s’agit de la décomposition de la fonction inconnue

o().

o(x) = () + A / K (e, (t)dt (2.18)

en une somme d’un nombre infini de composantes définies par la série de décomposi-
tion

p(x) = 0. (@) (2.19)

ou équivalent
p(2) = o) + @1 (%) + o (@) + .. + 9 (2) (2.20)
Ou les composantes ¢,,(x),n > 0 seront déterminées de maniére récurrente. Ceci est
réalisé en remplagant (2.19) dans (2.18) pour obtenir.

b

S pule) = F(@) + A / K, 0)(3 " pu(®)dt (2.21)

a

ou équivalent,
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2.2. Méthodes analytiques pour résoudre les E.I.F'

() + @1(7) + o) + .. = flz) + A/K(%, )lpo(z) + @1 (z) + pa(a) + .. Jdt (2.22)

La composante @, () est appelée le zéro qui est identifié par tous les termes en dehors

du signe intégral.

po(z) = f(x) (2.23)
et ,
Prer (1) = A / K(z,t)p, (t)dt, 0> 0 (2.24)

Donc () peut étre facilement obtenu sous la forme d’une solution en série a I’aide de

I'hypothése que nous avons faite en (2.19) et (2.20)

Exemple 2.2.1 Résolvons l'intégrale du second type ci-dessous

1

o(r) =2z + g/tgo(t)dt (2.25)
|
Nous savons que d’aprés (2.25) nous avons
o 1 oo
x
> g (@) =22+ 5/75 > g, (t)dt (2.26)
n=0 ] n=0
Ou de maniére équivalente comme
1
x
po(x) + @1 (z) + @olx) + -+ =20+ §/t(soo(t) + ¢y (t) + @o(t) + -+)dt (2.27)

1
On identifie donc la composante zéro par tous les termes qui ne sont pas identifiés sous le

signe intégral. On obtient donc la relation de récurrence suivante

o) =2z (2.28)
pua() = 5 [to, )t (2.29)

-1
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2.3. Méthodes numériques pour résoudre les E.I.F'

Il résulte de (2.28) que

1 1
o (z) = g / to(t)dt = g / 22t =
el el

x x 2t2
dt —dt =
pa() = 3 / o (t 2 3
1 1
x [2t? 2

i
p3(1) = 5/15@2(75)6” =3 ?dt =57

D’ou
2 2 2 2
_ 9 2 L2 2.
o(x) x+:€<3+9+27+81+ ) (2.30)

On remarque que l'équation (2.30) représente une série géométrique infinie & droite et

a
2 1
a=—, r=-
3’ 3
mais nous Savons que
2
H 2
La solution exacte est donc donnée par
olx) =2+ (2.31)
o(x) = 3x (2.32)

2.3 Meéthodes numériques pour résoudre les E.I.F
Il existe de nombreuses méthodes numériques pour résoudre les équations intégrales de

Fredholm du deuxiéme type. Ceux-ci inclus
1. La méthode du noyau dégénéré

2. La méthode de collocation
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2.3. Méthodes numériques pour résoudre les E.I.F'

2.3.1 La méthode du noyau dégénéré

Nous avons discuté de la méthode du noyau dégénéré comme 1'une des méthodes analytiques
pour résoudre les équations intégrales de Fredholm du deuxiéme type. Cependant, nous
pouvons également 'utiliser pour résoudre numériquement 1’équation intégrale de Fredholm

ci-dessous.

b
o(x) = f(z) + )\/K(x,t)go(t)dt, a<zx<b (2.33)

Un noyau K (x,t) est dégénéreé sil peut étre exprimé comme la somme d’un nombre fini de

termes, dont chacun est un produit de fonctions de x et t seulement tel que :
K(z,t) =Y gi(z)hi(t) (2.34)
i=1

que nous cherchons maintenant a les approximer par des noyaux dégénérés. D’apres
I'équation (2.33), K (x,t) est la fonction a approximer par une séquence de fonctions noyaux
dégénérées ;

K, (z,t) = Z Gin(@)hin(t), n>1 (2.35)

Ou K, est un opérateur intégral associé a I’équation intégrale (2.33) qui peut se réécrire

sous la forme

b
Kop(z) = A / Koz, )p(t)dt, a <z <bn>1 (2.36)
Ainsi, I’équation intégrale (2.3;) peut étre simplifiée comme suit
(I - \K)p=f (2.37)
En utilisant (2.36), (2.37) peut s’écrire
(I = \K,)p, = f (2.38)

Ot ¢, est la solution de ’équation d’approximation.

En utilisant la formule (2.35) pour K, (z, t), ’équation intégrale (2.38) devient

eule) = 2) 4 2D giala) [ halt)e, ()
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2.3. Méthodes numériques pour résoudre les E.I.F'

nous avons alors :

o) = f(2)+ XD Bigi() (2.39)
k=1
Ou .
By =AY GuBy=q;,i=12..n (2.40)
=1

représente un systeme de n équations algébriques avec f3; les inconnues telles que

a= [ hg (o (2.41)

et

b

De (2.40), (2.41) et (2.42) nous avons

1 - \Gy — AGig-- - A\G1,
—)\Ggl 1-— )\ng"' - )\Gzn
D()\) = ' (2.43)
—A\Gp1 — AGpg- 1 — AGn

qui est un polynoéme en A de degré n.
b
Analyse de la solution p(z) = f(z)+ A / K(x,t)p(t)dt, par le noyau dégénéré Lorsque

I’'un des ¢; ou tous sont non nuls, alors on a :

1. Si D(\) # 0, alors une unique solution non nulle du systéme (2.40) existe, ce qui
implique que (2.33) a une unique solution donnée par (2.39).

2. Si D(X) = 0, alors le systéme (2.40) n’a pas de solution ou posséde une infinité de
solutions. Ainsi, (2.33) n’a pas de solution ou une solution infinie.

Lorsque f(x) = 0, alors d’apres (2.41) cela implique que ¢; = 0,7 = 1,2, ..., n ce qui suffit
au systéme algébrique (2.40) a un systéme d’équation linéaire homogene d’ou les suivantes

sont possibles en fonction de la valeur de D(\)
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2.3. Méthodes numériques pour résoudre les E.I.F'

1. Si D(X) # 0, alors (2.40) a une unique solution nulle pour 8, = 0 ce qui implique
également que (2.33) a une unique solution nulle c¢’est-a-dire ¢,,(x) = 0.

2. Si D(A\) = 0, alors (2.40) a des solutions non nulles infinies de sorte que (2.33)
a également des solutions non nulles infinies ou les valeurs de A pour lesquelles D(\) =

0 sont les valeurs propres et toutes les solutions non nulles correspondantes de p(z) =
b
A / K(z,t)p(t)dt sont appelées les fonctions propres de 1’équation intégrale.

Lorsque f(x) = 0, mais

b
/f(t)hi(t)dt —0,i=1,2,...n (2.44)

ce qui signifie simplement que la fonction f(z) est orthogonale aux fonctions h;(t) donc
les ¢; se réduisent & zéros pour ¢ = 1,2,...,n. A partir de (2.44), le systéme (2.41) se réduit
a un systéme d’équations linéaires homogénes et les cas possibles sont :

1. Si D(X) # 0, alors (2.33) admet une unique solution nulle pour 5, = 0,7 = 1,2, ..., n.i.e

(1) =0
2. Si D(X) = 0, alors le systéme (2.40) posséde des solutions non nulles infinies ce qui

implique que (2.33) posséde des solutions non nulles infinies.

2.3.2 Meéthode de collocation

La méthode de collocation est I'une des méthodes numériques pour résoudre les équations
différentielles ordinaires, les équations aux dérivées partielles et les équations intégrales.

Maintenant, étant donné I’équation intégrale de Fredholm du deuxiéme type :

o(z) = f(z) + A / Ko )p(t)dt, a < z,t <b (2.45)

L’équation (2.45) peut s’écrire sous la forme

€W®ﬂ5ﬂ@—A/K@ﬁM@—F@) (2.46)
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2.3. Méthodes numériques pour résoudre les E.I.F'

On cherche une solution approchée de ’équation (2.46) sous la forme telle que :
o, () = ®(z, Ay, ..., Ap) (2.47)

Ot les parameétres Ay, ..., A, sont appelés coefficients indéterminés. En substituant

(2.47) dans (2.46), on obtient :

lon(@)] = gu( / K (. t)pn(t)dt — F(x) (2.48)

Si f(x) est une solution exacte, alors clairement le résidu €[f(z)] = 0, ce qui permet
de choisir les parametres Ay, ..., A, tels que lerreur e[F,(z)] est petit. Encore une fois,
nous avons que ¢, (r) dépendent linéairement des parameétres Ay, ..., A,, donc de (2.47),
si

lim ¢, () = ¢(z),
n—00
alors nous pouvons trouver la solution f(z) arbitrairement en prenant un nombre suff-
isamment grand de parameétres Ay, ..., A,,.

Détermination d’une solution approchée F,(z)

fixons

o, (z) = Oo(x) + Z A;®;(z) (2.49)

En supposant que les fonctions ®;(z), i = 1,...,n sont linéairement indépendantes.

Si nous prenons ®y(x) = ¢(x) ou o(x) = 0 puis substituons dans (2.49), cela donne ;

b

elen ()] +ZA<1> (z) — )\/ (, 1) [@o(t +ZA<I>

a

ou simplement comme

elpn(@)] = ho(x, A) + Z Aihi(z, \) (2.50)

=1

ho(, A) = ®(x) — p(x) — A / K (a2, £)o(t)dt

a

23



2.3. Méthodes numériques pour résoudre les E.I.F'

Nous exigeons que €[y, ()] = 0 du systéme donné aux points de collocation zy, ..., x,

sur l'intervalle [a, b] ¢’est-a-dire ;

elpn(x)] =0, j=1,2,...n, a<z; <m3<..<x, <D

Habituellement 21 = a et, z,, = b = le systéme algébrique (2.50) devient

ZAZh’L(‘r]7)\) - _hO(-rﬁ)\)? ] = 17 ey T
i=1

Supposons que le déterminant du systéme algébrique (2.51) est non nul i,e

det[hz (ZL’j, /\)] =

hl(l’l, )\)
hg(l’l, /\)

hn(fL'l, /\)

hl(l’Q, )\) hl(l'n, )\)
]’LQ(ZL‘Q, /\) hQ(ZEn, /\)

hn(z2, )+ hy (2, )

(2.51)

(2.52)

puis (2.51) détermine de maniére unique les nombres Ay, ..., A, ce qui permet de trouver

la solution approchée ¢, (z) a l’aide de la formule (2.49)
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Chapitre 3

méthodes d’approximation spectrale

Dans ce chapitre, nous nous concentrons sur la facon d’utiliser les méthodes spectrales pour
résoudre I’équation intégrale de Fredholm du deuxiéme type. Cette technique est basée sur

I’approximation de I'inconnue sous forme de série.

3.1 Polynémes orthogonaux classiques

Les polynomes orthogonaux classiques sont les plus utilisés puisqu’ils constituent la classe
la plus importante de polyndémes orthogonaux et sont définis selon les valeurs de 'intervalle
d’intégration I et selon I’expression de la mesure de la fonction de poids w(x). Ces polynomes
orthogonaux les comprennent :

3. Polynomes hermitiens

4. Polynoéme de Legendre

3.1.1 Les polynémes Hermitiens

Ils se caractérisent par les trois présentations suivantes :

1. Les polynomes hermitiens H, (x)sont donnés par la fonction génératrice

“+oo
K(z,t) = e 2" =N " H,(a)t,
n=0
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3.2. Méthodes d’approximation spectrale

2. Les polynomes H,(x) sont définis par la formule de d’Olinde Rodrigues’ c’est-a-

dire
2 d" 2
) (e™)

3. La série des polynomes hermitiens (H,), > 1 satisfait la relation de récurrence

H,(z) = (1-)"e"

H,1(x) =22H,(x) — 2,H,_1(x)

qui est orthogonal a L2(R, e *"dx)

4. La famille

2rnly/T

qui est une base orthonormée dans L2(R, e dz)

H,(z) =

3.1.2 Polynémes de Legendre

La famille des polynomes de Legendre est caractérisée par les présentations suivantes :

1. Par la fonction génératrice les polynomes de Legendre L, (x) sont donnés par ;

Kz, 1) = VI—2st+ 2 2xt+t2 Z

2. A partir de la formule d’Olinde Rodrigues les polynomes de Legendre L, (z) prennent
la forme
1 d°

2nn ! dx™

Ln(v) =

—— (@ =1)")
3. Le des polynomes de Legendre (L, (x)),>o satisfait la relation de récurrence

2n+1 n

Lunle) = Z=7rebe(®) = 227

Ln_l(I)

ou (L,(z) > 0) est une famille de polynoémes orthogonaux dans L*([—1,1])

3.2 Meéthodes d’approximation spectrale

Les méthodes spectrales ont été introduites par D. Gottlieb et S. Orszag [11] et elles ont été

largement utilisées pour ’approximation de solutions d’équations aux dérivées partielles.
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3.2. Méthodes d’approximation spectrale

Initialement ils ont été introduits par 'utilisation de séries de Fourier tronquées qui ser-
vaient principalement & ’approximation des problémes avec conditions aux limites péri-
odiques. Egalement par I'utilisation de polynomes de haut degré qui forment des bases ten-
sorielles d’espaces d’approximation qui est une propriété fondamentale de la construction
des méthodes spectrales. Généralement, les méthodes d’approximation spectrale utilisent

des polynomes de la famille des polynémes de Jacobi.

k
P(O‘”B):iz k+a k+p
n on

g l k1

(z — DYz + D)1 Ve e [-1,1]

par rapport a la fonction de poids
w(z) = (1 —2)*(1+z)°

Normalement la nature et le choix de I'approximation dépendent du domaine dont on
cherche la solution. Par exemple, pour les polynémes de Legendre on prend (v = 0 et 5 = 0)
et pour les polynomes de Tchebyshev de premiére espéce (o = —%et b= —%) un facteur
multiplicatif proche , et dépend essentiellement du degré k si on se place sur 'intervalle
I = [—1,1]. Numériquement, la méthode spectrale fait appel a I'utilisation des polynomes
de Tchebyshev qui sont parfois difficiles & mettre en ceuvre et a analyser numériquement,
en particulier lorsqu’il s’agit de méthodes spectrales. Nous remarquons que la définition et
I’analyse numérique des méthodes spectrales sont entierement basées sur les propriétés des

polynoémes orthogonaux.

Considérons 1’équation intégrale de Fredholm du second type

p(x) —f(flf)+/K(fr,t)90(t)dt C(la, b)) = [-1,1] (3.1)

telle que f(x) soit continue pour x > 0 et le Noyau K (z,t) une fonction définie sur

I=((z,t)>-1,t<1)

est une fonction a déterminer.
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3.2. Méthodes d’approximation spectrale

3.2.1 Meéthode de résolution de la série de Legendre et Hermite

Ici, la solution implique 1'utilisation de I’approximation en série de Legendre tronquée. Nor-
malement, nous prenons d’abord les développements en série de Legendre tronqués des
fonctions dans I’équation intégrale de Fredholm, puis nous substituons leurs formes ma-
tricielles dans I’équation, ce qui correspond & un systéme linéaire d’équations algébriques
avec des coefficients de Legendre inconnus. Pour des informations plus détaillées et des
exemples illustratifs, voir [15] et [26].

Considérons 1’équation intégrale de Fredholm du second type.
1
o(x) = g(r) + )\/K(m,t)go(t)dt, —1<zt<1 (3.2)
~1

Ou p(z) est la fonction a déterminer A est une constante, tandis que le noyau K (x,t) et
g(x) regoivent des fonctions continues en —1 < x,¢ < 1 ou tout comme [—1, 1].

La solution de I’équation (3.2) s’exprime donc en Série de Legendre tronquée, soit:
p(r) = a,Py(x) (3.3)
n=0

Ou P,(z) est le polynome de Legendre de degré n.

L’expression (3.3) peut étre exprimée sous sa forme matricielle équivalente comme suit :

o(r) = PA (3.4)
Ou
P, = Py(z)Pi(x) Py(x)... Py (),
A = [apayas...a,]"
et

an,m=0,1,2, ...

sont des coefficients a déterminer.

On choisit n tel que I'équation (3.3) devienne

p(r) = Z an () Po()
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3.2. Méthodes d’approximation spectrale

Procédure de détermination de ¢(z)

Pour que I'on obtienne ¢(x) pour I’équation (3.2) sous la forme de 1’équation (3.3), il fau-
dra d’abord déduire certaines des approximations matricielles correspondant aux polynémes
de Legendre, c’est-a-dire laisser la fonction connue g(z) a approximer par la série de Legen-

dre tronquée comme indiqué ci-dessous,

g(@) = guPu(x) (3.5)
avec sa forme matricielle équivalente est donnée par

[9(2)] = PG (3.6)

G= [909192'--911]

Si l'on considére alors le noyau K (x,t) que 'on peut approximer par double série de

Legendre de degré N (du fait de la présence des deux variables z et t) comme :

K(z,t) =Y Y KpnPu(2)Pa(t) (3.7)

n=0 n=0

Ce que I'on peut aussi sous sa forme matricielle équivalente comme :

(K (z,t)] = P,KP (3.8)
O
Py = [po(t)p1(t)p2(t)...pn(t)]
et
Koo Ko+ Kon

KIOKll"' KIN

Kn1Kpy2 Knn
Inversement, la fonction inconnue ¢(t) dans I'intégrande, on 1’écrit & partir de ’expression

(3.3) et (3.4)

[o(t)] = PA (3.9)
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3.2. Méthodes d’approximation spectrale

Lorsque nous substituons les formes matricielles (3.4), (3.6), (3.8) et (3.9) qui sont con-
gruentes aux fonctions ¢(z), g(z), K(x,t) et ¢(t) respectivement dans I’équation (3.2) et
en simplifiant I’équation résultante, on obtient 1’équation matricielle

1

A=G+ )\K(/PtTPtdt)A (3.10)
—1
Ou simplement comme
(I -AKQA=G (3.11)
Ou
1
Q:/PtTPtdt: [Gmn], m,n=0,1,,2,...,. N (3.12)

-1

et I est la matrice identité.
Gmn = / P,(t)Ps(t)dt =

Dans ’équation (3.12), lorsque
DA\ =|I-AKQ|=0

on obtient alors

A=(I-)MKQ)'G,A=0 (3.13)

ce qui implique que les coefficients inconnus an, n = 0,1,2,..., N peuvent étre déter-
minés uniquement par I’équation (3.13) donc ’équation intégrale (3.2) a une solution unique
comme nous l'avons déja montré dans le précédent sections. La solution est normalement
donnée par la série de Legendre tronquée.

Exactitude de la solution

Nous pouvons toujours vérifier si cette méthode est exacte ou exacte. Parce que I’équation
(3.3) représente la solution approchée de ’équation (3.2) qui doit étre satisfaite. Pour

x; € [—1,1], alors
1

() = () — glas) — A / K (. t)pt)dt] 2 0

-1
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3.2. Méthodes d’approximation spectrale

ou

e(z;) <107k (3.14)

k; est tout entier positif. supposons que (z;) < 0, k est un entier positif quelconque,
est spécifié, alors la limite de troncature N est augmentée jusqu'a ce que la différence (z;)a
chacun des points z; soit de plus en plus petite que la valeur spécifiée 107% . Inversement,

la fonction d’erreur peut étre déterminée par
1
e(ar) = ¢la) ~ 9(o) = A [ Kz Dp(e)i
-1
Exemple 3.2.1 Considérons l’équation intégrale linéaire de Fredholm [25]
1
o(x) = exp(2z) —x + /a: exp(—2t)p(t)dt, 0<z<1
0

ot la fonction f(x) est choisie de telle sorte que la solution exacte soit donnée par

¢(r) = exp(2z)

La solution approzimative ¢, (x) de p(x) est obtenue par la méthode de Hermite et Legendre

avec les polynomes de Hermite et Legendre.

Tableau 1. Nous présentons les solutions exactes et approximatives de [’équation dans

l’exemple 3.2.1 dans certains points arbitraires, l'erreur pour N = 10 est calculée.

31



3.2. Méthodes d’approximation spectrale

x | sol exact ¢ | sol app ¢,,, H, | sol app ¢,, , L, | Erreur H,,n = 10 | Erreur L,,n = 10
0.0 | 1.000E+400 | 1.000E+00 1.000E+-00 0.000E+00 2.181E-05
0.1 | 1.221E+00 | 1.221E+00 1.221E4-00 2.681E-06 7.144E-05
0.2 | 1.492E4-00 | 1.492E4-00 1.492E+00 5.363E-06 2.621E-04
0.3 | 1.822E4-00 | 1.822E4-00 1.822E4-00 8.044E-06 5.229E-04
0.4 | 2.226E4-00 | 2.226E4-00 2.225E4-00 1.072E-05 8.085E-04
0.5 | 2.718E4-00 | 2.718E4-00 2.717TE400 1.338E-05 1.056E-03
0.6 | 3.320E4-00 | 3.320E4-00 3.319E+4-00 1.588E-05 1.182E-03
0.7 | 4.055E4-00 | 4.055E4-00 4.054E4-00 1.762E-05 1.090E-03
0.8 | 4.953E4-00 | 4.953E4-00 4.952E4-00 1.637E-05 6.626E-04
0.9 | 6.050E4-00 | 6.050E4-00 6.050E+4-00 5.234E-06 2.291E-04
1.0 | 7.389E+00 | 7.389E+00 7.391E4-00 3.458E-05 1.721E-03

Exemple 3.2.2 Considérons l’équation intégrale linéaire de Fredholm [23]

1

o(x) = exp(z + 2) — 2/ exp(x + t)p(t)dt

0

ot la fonction f(z) est choisie de telle sorte que la solution exacte soit donnée par

¢(7) = exp(z)

La solution approximative o, () de o(x) est obtenue par la méthode de Hermite et Legendre

avec les polynomes de Hermite et Legendre.
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3.2. Méthodes d’approximation spectrale

Tableau 2. Nous présentons les solutions exactes et approrimatives de l’équation dans

l’exemple 3.2.2 dans certains points arbitraires, l’erreur pour N = 10 est calculée.

T sol exact ¢ | sol app @,,, H, | sol app ¢, , L, | Erreur H,,n =10 | Erreur L,,n = 10
0.0 | 1.000E+00 | 1.000E+00 1.000E+00 5.1T5E-05 4. T00E-05
0.1 | 1.105E+00 | 1.105E+00 1.105E+00 5.719E-05 5.191E-05
0.2 | 1.221E+00 | 1.221E+00 1.221E+00 6.317E-05 5.724E-05
0.3 | 1.350E+00 | 1.350E+00 1.850E+00 6.946E-05 6.286E-05
0.4 | 1.492E+00 | 1.492E+00 1.492E+00 7.497E-05 6.783E-05
0.5 | 1.649E+00 | 1.649E+00 1.649E+00 7.681E-05 6.947E-05
0.6 | 1.822E+00 | 1.822E+00 1.822E+00 6.883E-05 6.188E-05
0.7 | 2.014E+00 | 2.014E+00 2.014E+00 3.975E-05 3.411E-05
0.8 | 2.226E+00 | 2.226E+00 2.226E+00 2.924E-05 3.227E-05
0.9 | 2.460E+00 | 2.459E+00 2.459E+00 1.675E-04 1.665E-04
1.0 | 2.718E+00 | 2.718E+00 2.718E+00 4.190E-0 4.112E-04

Exemple 3.2.3 Considérons [’équation intégrale linéaire de Fredholm

o) = exp() +2 / exp(x) exp(t)p(t)dt

1

0

ot la fonction f(x) est choisie de telle sorte que la solution exacte soit donnée par

exp(r)
Ple) = 2 —exp(2)

La solution approzimative ¢, (x) de p(x) est obtenue par la méthode de Hermite et Legendre
avec les polynomes de Hermite et Legendre.

Tableau 3. Nous présentons les solutions exactes et approrimatives de l’équation dans
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3.2. Méthodes d’approximation spectrale

lexemple 3.2.3 dans certains points arbitraires, erreur pour N = 10 est calculée.

T sol ezact ¢ | sol app ¢,,, Hy, | sol app v, ,L, | Erreur H,,n =10 | Erreur L,,n = 10
0.0 | -1.856E-01 | -1.856FE-01 -1.856E-01 4.500E-08 7.565E-07
0.1 -2.051E-01 | -2.051F-01 -2.051E-01 4.973E-08 8.362E-07
0.2 | -2.266E-01 | -2.266FE-01 -2.266E-01 5.491E-08 9.258E-07
0.3 | -2.505E-01 | -2.505E-01 -2.505E-01 6.027E-08 1.030E-06
0.4 | -2.768E-01 | -2.768E-01 -2.768E-01 6.48TE-08 1.155E-06
0.5 | -3.059E-01 | -3.059E-01 -3.059E-01 6.607E-08 1.306E-06
0.6 | -3.381E-01 | -3.381FE-01 -3.8381FE-01 5.7184FE-08 1.490E-06
0.7 -8.73TE-01 | -3.737E-01 -3.7137E-01 3.015E-08 1.706E-06
0.8 | -4.130E-01 | -4.130E-01 -4.130E-01 2.529E-08 1.958E-06
0.9 | -4.564E-01 | -4.564F-01 -4.5064E-01 9.005E-08 2.279E-06
1.0 | -5.044E-01 | -5.044FE-01 -5.044E-01 5.115E-08 2.793E-06

Exemple 3.2.4 Considérons l’équation intégrale linéaire de Fredholm

1

o(x) =exp(z) — 1+ /exp(—t)gp(t)dt

0

ot la fonction f(x) est choisie de telle sorte que la solution exacte soit donnée par

¢(7) = exp(z)

La solution approximative o, (z) de o(x) est obtenue par la méthode de Hermite et Legendre

avec les polynomes de Hermite et Legendre.

Tableau 4. Nous présentons les solutions exactes et approximatives de [’équation dans
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Conclusion

lexemple 3.2.4 dans certains points arbitraires, 'erreur pour N = 10 est calculée.

T sol exact ¢ | sol app ¢,, H, | sol app ¢, ,L, | Erreur H,,n =10 | Erreur L,,n = 10
0.0 | 1.000E+00 | 1.000E+00 1.000E+00 1.794E-06 5.246E-05
0.1 1.105E+00 | 1.105E+00 1.105E+00 1.794E-06 5.246E-05
0.2 | 1.221E+00 | 1.221E+00 1.221E+00 1.794E-06 5.251E-05
0.3 | 1.350E+00 | 1.350E+00 1.850E+00 1.794E-06 5.273E-05
0.4 | 1.492E+00 | 1.492E+00 1.492E+00 1.794E-06 5.8332E-05
0.5 | 1.649E+00 | 1.649E+00 1.649E+00 1.797E-06 5.45TE-05
0.6 | 1.822E+00 | 1.822E+00 1.822E+00 1.809E-06 5.684E-05
0.7 | 2.014E+00 | 2.014E+00 2.014E+00 1.864E-06 6.063E-05
0.8 | 2.226E+00 | 2.226E+00 2.226E+00 2.058E-06 6.654E-05
0.9 | 2.460E+00 | 2.460E+00 2.460E+00 2.651E-06 7.545E-05
1.0 | 2.718E+00 | 2.718E+00 2.718E+00 4.248E-06 8.865E-05
Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié les équations Intégrales du type de Fredholm de

la deuxiéme classe en utilisant la méthode des chaines avec les polynémes d’Hermite et de

Legendre afin d’obtenir des solutions approximatives. Nous avons constaté que la méthode

est efficace et bonne pour les deux, plus la limite N est élevée, plus 'utilisation du pro-

gramme MATLAB basé sur des notes est grande, étayée par des exemples qui ont montré

lefficacité de la méthode. Nous avons également constaté que les résultats obtenus en util-

isant des polyndémes de Hermite étaient meilleurs que les résultats obtenus en utilisant des

polynomes de Legendre.
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Résumé: Dans ce meémoire, nous ¢tudions les équations
intégrales du type de Fredholm de la deuxieme type en
utilisant les séries tronquée de Hermite et Legendre pour
trouver des solutions approximatives et les comparer avec
des solutions exactes.

Mots-clés: Equations intégrales de Fredholm, polynémes
de Hermite, polyndomes de Legendre, méthodes
.numeriques.

Abstract: In this thesis we study the Integral Equations of
the type of Fredholm of the second kind using the
truncated Hermite and Legendre series to find approximate
solutions and compare them with exact solutions

Keywords:Fredholm Integral Equations, Hermite
polynomials, Legendre polynomials, numerical methods




