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Introduction

Pour enrichir notre mémoire, on donne comme un historique de quelques lignes. En effet.
Le concept des opérateurs nucléaire remonte o Grothendieck au début des années cinquante.
plus tard, il a été généralisé aux opérateurs p—nucléaires de premier plan (1 < p < o0)
par Pietsch [15]. Plusieurs auteurs, [7,9,10,11,12,15], ont développé des nombreuses pro-
priétés concernant cette notion notamment Persson et Rienov[14,16]. En 2012, Chen et
Zheng, voire [4], ont généralisé le concept d’opérateurs p— nucléaires o cas des opérateurs
Lipschitzien , ot le domaine de ces opérateurs est un espace métrique qui n’a pas besoin
d’étre un espace normé, ils ont publié un article intitulé par «Lipschitz (p,r,s) -opérateurs
intégraux et opérateurs Lipschitz (p,r,s)—nucléaires ». Belacel et Chen ont défini et pre-
nez note des propriétés des opérateurs Lipschitz (p,r, s)—intégrauz et opérateurs Lipschitz
(p,r, s)— nucléaires les résultats sont consultables en [3].

Notre mémoire s’inscrit dans le cadre de la théories des opérateurs pour ce la on va
prendre en étude approfondi un article des Monsieur .A ; Belacel et mademoiselle Khedidja
Bey, qu’ est paru dans le journal : Moroccan Journal of Pure and Applied Analysis en 2019
avec lintitulé de : Strongly Lipschitz up-Nuclear Operators. Voire [25].

Dans cet article, les auteurs introduisent le concept d’opérateurs up—nucléaires Lipschit-
zien . En présentant une étude la classe d’opérateurs up—nucléaires de Lipschitzien dont
lanalogue linéaire a été trouvé dans [14] ou ils nous a donné le théoréme de factorisation.

1ls montrent autres résultats, qui permettent une transposition de [’opérateur p—nucléaire au



Introduction

fortement Lipschitz est p—nucléaire et nous ont trouvé les mémes résultats avec les opéra-
teurs fortement Lipschitzien p—nucléaires qui sont introduits et étudiés par Chen et Zheng
dans [4].

Nous avons essayé de faire en sorte que le mémoire soit composé de trois chapitres.

Généralement lors de la préparation d’un mémoire de fin d’études. Le premier chapitre
est une bonne regroupements des outils mathématiques qui il faut qu’ils soient conformément
nécessaires au séquelle de travail. En effet le notre est un présentation de nombreuses défi-
nitions, théorémes et résultats au nom de préliminaires qui comptent la dont : Les espaces
vectoriels, les espaces métriques, les espaces de Banach. Les applications lipschitziennes. et
opérateurs linéaires fortement p—sommants. La fin de chapitre parle aussi a propos des
produit tensoriel projectif.

St nous voulons parler du deuxiéme chapitre on peut étre considéré simplement comme un
prélude aux résultats a atteindre. Dans ce chapitre on va prendre en étude un peut détaillé
sur les opérateur p—nucléaires et les opérateurs p—nucléaire Lipschitzinien . La dont on
citera les théorémes de domination de Pietsch. a la fin de ce chapitre on donne quelques
résultats dinclusions et relations entre ces types d’opérateurs.

A la fin on porte notre dernier chapitre qui est l’essentielle de ce travail. La on peut
dire que les auteurs introduisent la notion d’opérateurs fortement up-nucléaires Lipschitzien.
Aprés une bonne identification mathématiques a ce nouveau type d’opérateurs et parmi plu-
sieurs résultats, ils nous a prouvé un analogue du théoreme de factorisation pour ces classes

et donnent une caractérisons a leurs conjugués.



Notation

e By : Boule unité fermée de l’espace X.

e Bx+ : Boule unité fermée de l’espace X*.

o k : Corps des scalaires ( k = Rou C).

e d(.,.) : Distance.

e ¢ : Elément neutre ou distingué, on prend 0 si X est normé.

e M, : Ensemble des espaces métriques complets pointés.

o L(X,Y) : Ensemble de tous les opérateurs linéaires de X dans Y.

o,/\/pm(Xl, .y Xm;Y) : Ensemble des opérateurs m—linéaires Cohen p—nucléaires.
o/\/;er(El, .., Em; F') « Ensemble des opérateurs m—linéaires positifs Cohen p—nucléaires.

e DL

sp(X, E) : Uensemble de tous fortement Opérateurs p-sommation Lipschitz entre

Xet E.
o Lipp(X,Y) : U'ensemble des applications lipschitzienns de raport k de X dans Y.
o\, : L’ensemble de tous les opérateurs linéaires p—nucléaires (1 < p < 00).
o./\/pL : L’ensemble de tous les opérateurs p—nucléaires de Cohen Lipschitz (1 < p < 00).
o C(K) : Espace des fonctions continues sur un compact K a valeurs réelles.
e L(X,Y) : Espace des opérateurs linéaires continus de X dans Y.
e Lip(X;Y) : Espace de toutes les fonctions lipschitziennes bornées deX dans Y.
o Lipo(X;Y) : Espace de toutes les applications lipschitziennes de X dans Y nulles au

point e.



Notation

o Li(X,Y) : Lespace des opérateurs de rang finie .

o A (X) : Espace de Arens-FEells.

o (,(X) : Espace des suites (z;)_, € X absolument p—sommables.

° Hﬁ(X, Y) : Espace des opérateurs p—sommants de X dans Y .

e D,(X,Y) : Espace des opérateurs fortement p—sommants de X dans Y.
o I1,(X,Y) : Espace des opérateurs p—sommants de X dans Y .

o N, (X,Y) : Espace des opérateurs p—nucléaires de X dans Y.
oNiiry..rmis) (B, ..., Em; F) : Espace des opérateurs n—linéaires (r,r1, ..., 7y; 8)—nucléaires.
o F(X) : L’espace libre de Lipschitz de X.

e ix : Injection canonique.

o 7(X,Y) : Idéal des opérateurs linéaires pour tous X et Y.

e p* : L’exposant conjugué de p (i.e.,zlu + 2% =1).

e X* : Le dual topologique de X.

e X** : La bidual topologie de X .

o ™ : L’adjoint d’opérateur T'.

e T} : La linéarisation de l’opérateur multilinéaires (m—linéaires) T
e (.,.) : Le crochet de dualité.

e X ®.Y : Le produit tensoriel injectif de X par Y.

o X ®,Y : Le produit tensoriel projectif de X par Y.

e XX.E : Le produit tenseur de Lipschitz injectif de X et E.

o XX F : Le produit tenseur projectiv de X et E.

o | . |l; : la norme de l’espace lipschitziennes.

e ;i : Mesure de probabilité réguliére positive sur l’espace compact §2.
® My, : Molécule définie par : mye = 1{my — 1wy avec x,2/ € X.

o X XY : Produit tenseur de Lipscitz entre X et Y.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre. On va cité quelques notions et résultats aussi concepts fondamentales
pour une bonne littérature de ce mémoire. La dont on va vous donner des terminologies
comme quelques espaces importants qui sont des espaces vectorielles des opérateurs qui sotent
normalement trés utiles dans la suite de notre travail, on a bien citer les opérateurs linéaires,
Les espaces vectoriels les espaces métriques, les espaces de Banach. Les applications lipschit-
ziennes. et opérateurs linéaires fortement p—sommants. La dont on parler ausst des Produit

tensoriel projectif comme un outil de quelques définitions. Pour plus de détails voir [4] , [6]

(7,19, [10], [13], [16] et [17].

1.1 Des espaces utiles

1.1.1 Les espaces vectoriels

Définition 1.1.1 Soitk =R ou C et X un ensemble muni de deux lois de compositions,

Une lois interne est dite I’ additive

(+): XxX —X

(z,y) — x4y



1.1. Des espaces uttiles

L’autre lois externe est dite la multiplicatioin
(): kxX —X

(zr,y) — .y

On dit que (X,+,.) est un espace vectoriel sur k si :

1. (X,+) est un groupe commutatif, c’est-a-dire,

e Ve, yeX:xt+y=y+ux (commutatif ).
e dJeeXVzeX:zt+e=z (élément neutre).
eVre X, eX zt+y=y+ar=ce (élément symétrique).
e VryzeX:(x+y +z=a+(y+2) (associative).

2. Pour z,ye X et a,0 €k on a

o a(z+y)=azr+ay
o (a+p)r=ac+p.x

e (a.f).x =a.(B.x).

Définition 1.1.2 (Sous-espace vectoriel) Soit (X, +,-) un k-espace vectoriel et soit E une
partie non vide de X (i.e.E C X). L’ensemble E est appellé un sous-espace vectoriel de X

s, et seulement si
1. e€ E (e est l’élément neutre de X).
2. x+y€ L pourtout x,y € I.

3. Ax € E pour tout A € k et tout x € E.

Exemple 1.1.1 Soit R? un R-espace vectoriel. L’ensemble E = {(x,0),z € R}est un sous-

espaces vectoriel deR? .

Remarque 1.1.1 Soit (X, +,-) un k-espace vectoriel. Les deur ensembles X et {e} sont

des sous espaces vectoriel de X .



1.1. Des espaces uttles

1.1.2 Les espaces métriques

Définition 1.1.3 Une distance sur un ensemble X est une application

i: XxX — R,
(Iuy) - d<I7y>

telle que pour tous x; y; z € X

1. dz,y)=0<=z=y (Séparation,).
2. d(z,y) =d(y,x) (Symétrie).
3. d(z,y) < d(x,z)+d(zy) (Inégalité triangulaire).

Remarque 1.1.2 Un espace métrique est un couple (X,d) ou X est un ensemble et d est

une distance sur X.

Définition 1.1.4 Soit (X,dx,e) est un espace métrique pointé (i.e : e un élément neutre

ou distingué).
Notation 1.1.1 On note par My ={espaces métriques complets pointés} .

Exemple 1.1.2 L’ensemble des réels muni de la distance d(x,y) =| x — y | est un espace

métrique.

Définition 1.1.5 (Produit des espaces métriques)

Soit {(X; ,d; ,e;),1 € 1} une famille des espaces métriques dans Mg, on défnit (II*°X;, d, e)
Uensemble des x = (x;)ier
tel que sup d, (v, e) < oo avec la métrique

i€l

d(z;y) = sup dq,(zi, ;)

iel

ou lélément distingué e = (e;),.,. Nous avons (II*X;,d,e) € My .



1.1. Des espaces uttles

1.1.3 Les espaces normés

Définition 1.1.6 Soit X un espace vectoriel surk =R (ou C). Une norme sur X est une

application de X dans R, ayant les propriétés suivantes :

1 ||z]| =0<=2=0 (défini)
2. ||z|]| > 0,Vz € X (positivité)

3. || Azl = |M||z]|,Vx € X, VA €k (homogénéité)

4- Nz +yll <|lz|| + |lyll, Ve, y € X (inégalité triangulaire).

Remarque 1.1.3 Si on supprime le (1), on dit que ||.|| est une semi-norme.

Soit]].||y et ||.|l2 deuz normes sur un espace vectoriel X sont équivalentes si

o, B €]0,+00[, Vo € X : allz|,< ||z, < Bz,

Exemple 1.1.3 Les trois normes ||.||1 , ||-||2 €t]]-]|coc de R™ sont équivalentes.

1.1.4 Les espaces de Banach

Définition 1.1.7 On appelle un espace de Banach tout espace normé complet.

Proposition 1.1.1 Soit (X, ||.||) un espace vectoriel normé alors :

1. Toute suite convergente est de Cauchy, mais ['inverse n’est pas vraie.

2. Si toute suite de Cauchy est convergente, alors (X, ||.||) est complet.

Proposition 1.1.2 Un espace de Banach (X, ||.||) est un espace vectoriel normé complet.
Autrement dit X est un espace de Banach si et seulement si toute série normalement conver-

gente est une série convergent.



1.2. Les applications linéaires

La boule unité fermée de l’espace X est définie par :

Bx={z e X,[lz]| < 1}.

1.2 Les applications linéaires

1.2.1 Les applications linéaires

Définition 1.2.1 Soit u: X — Y wune application entre deux espaces de Banach définis

sur le mémé corps k. Elle est un application linéaire si et seulement si

Ve,y € X,Va,f € k: ulaz + By) = au(z) + Pu(y) .

On note par L(X,Y) U'ensemble des applications linéaires. On le muni de deux opéra-

tions algébriques suivantes :
1. Vo € X (ug +ug)(x) = us () + ua(z).

2. Ve e X,Vk €k, wu(k.x)=Fku(z).

Définition 1.2.2 L’application linéaire u est continue (borné) s’il existe C' > 0 tel que
Ve e X :|ulx)||<C| x| .

Notation 1.2.1 On note L(X,Y) l’espace des applications linéaires continues.

On défnit une norme des opérateurs qui est || . || sur L(X,Y) par :

| w = sup [| u(z) || -
Jall <1



1.2. Les applications linéaires

On a également

| w||=inf{C : vérifier l'inégalité précédente}.

Alors, la quantité || u || défnit une norme sur L(X,Y).

Remarque 1.2.1 Si Y est un espace de Banach alors L(X,Y) est aussi un espace de

Banach.

Définition 1.2.3 (Dual topologique) Soit X un espace vectoriel normé. On appelle dual

topologique, et on note X* l’espace de Banach des formes linéaires continues sur X, (i :e).,

X*=L(X;R).
Notons ici que 'espace X* est toujours complet pour la norme des opérateurs.

Proposition 1.2.1 Soit X un espace de Banach. Pour tout x € X on a,

|z |l= sup [(z,2")]|.
B!

1.2.2 L’adjoint d’un opérateur linéaire

Définition 1.2.4 Soient X,Y deux espaces vectoriels normés. Pour un opérateur linéaire
borné T € L(X;Y), on definie Uopérateur T* € L(Y*; X*) par :
T*(y*)(z) = y*(Tx) (i.e.,) {(x ;T*y*) = (Tx ;y*) ,

pour tout x € X et y* € Y, T est appelé adjoint de T.

Proposition 1.2.2 1) Soit T € L(X;Y) alors T* linéaire et ||T|| = ||T*||.

2) Pour tout T € L(X;Y) et Se€ L(Y;Z) ona (SoT)" =T*oS*.

10



1.3. Les applications Lipschitziennes

1.3 Les applications Lipschitziennes

1.3.1 Les applications Lipschitziennes

Définition 1.3.1 Une application [ : (X,d) — (Y,0) telle que X et Y deux espaces
vectorieles muni avec deux distances d respectivement d. [ est dite application Lipschitzienne

sl existe k > 0 tel que

Ve,y € X; 6(f(z),f(y)) <k d(z,y) (1.3.1)
Remarque 1.3.1 Si k =1;f est dit non expansive, Si k <1 ; f est dit contraction.

Notation 1.3.1 On notera par Lipy(X,Y) l’ensemble des applications Lipschitzienns de

raport k de X dans Y, et Lip(X;Y) la réunion de ces ensembles .

Définition 1.3.2 Pour une fonction Lipschitzienne f on défnit la constante de Lipschitz

par :

I f ||lip = lip(f)
_ o(f(z), f(y))
T d@y)
= anf{k; k est la constante de la défnition (1.3.1)}

1.3.2 L’espace Lip(X)

Définition 1.3.3 Soit X un espace métrique et Y un espace de Banach .

On note par Lip(X,Y) l’espace de toutes les fonctions Lipschitziennes de X dansY .

Lip(X,Y)={f: X — Y fonctions Lipschitziennes},

munt de la norme

11



1.3. Les applications Lipschitziennes

Remarque 1.3.2 Si Y =R, alors Lip(X,Y) = Lip(X) .

Lip(X) est un espace de Banach muni de la norme || f || Lip(x;yy pour tout espace mé-
trique X le prédual de Lipo(X). Soit X un espace métrique complét a lelément distingué

X =(X,d,e)

X#= Lipy(X) = { f : X — R Lipschitzienne telle que f(e) =0 }.

Proposition 1.3.1 L’espace Lipo(X) est complet pour tout espace métrique pointé X.

1.3.3 Adjoints d’opérateurs Lipschitziens

Définition 1.3.4 Soient X un espace métrique pointé et Y un espace de Banach. Sawa-
shima a défini l'adjoint Lipschitzien T% : Lipy(Y) — Lipo(X) d’une application lipschit-

zienne T € Lipg(X,Y) par la formule :

T#: Lipy(Y) — Lipg(X)
f —  T#(f)=foT
L’opérateur T# est linéaire et continue de plus || T% ||= Lip(T). La restriction de T#

sur E* défnit un opérateur linéaire continue appelé 'opérateur transposer Lipschitzien de

T.

12



1.3. Les applications Lipschitziennes

1.3.4 FEspace de Arens-FEells

Définition 1.3.5 Soit (X,d,e) un espace métrique pointé, une molécule sur X est une

fonction m : X — R a support fini satisfaisant sur X  que

Z m(z) =0

xEsupp(m)

On note par M(X) l’espace vectoriel des molécules sur X . On peut écrire

m= Ai(Le)—Lag)-

J=1

On peut écrir

l
m = E )\jmxjjl,;_.
Jj=1

La condition > m(z;) = 0, montre que cette réprésentation existe.
=1

On pose :

!
| m | pay= mf{Z\ A d(z;,2}) sur toute les réprésentation }.
j=1

Il s’ensuit que || m || pm(x)est une norme sur Uespace M(X). On note par £(X,dx) le

complété de 'espace normé (M(X), | . ||mx))-

Théoréme 1.3.1 Soit X un espace métrique pointé, alors
Lipo(X) = E(X)"

Théoréme 1.3.2 (Linéairisation) Soit X un espace métrique pointé, soit E un espace de

Banach et soit T : X — E un opérateur Lipschitzien tel que T(0) = 0.

13



1.4. Les opérateurs linéaires p — sommants

Alors ; il existe un unique opérateur linéaire borné u:ABX)— FE

tel que

T:uoix et| T |= Lip(T)

E(X) u
ix 7 N\
X 2 E

Remarque 1.3.3 On note par T, = u tel que Ty, :linéaresation de T.

1.4 Les opérateurs linéaires p — sommants

1.4.1 Opérateurs linéaires p—sommants

Définition 1.4.1 Soit 1 <p < oo, X etY deur espaces de Banach. Soit T € L(X,Y) on

dit que T' est un opérateur p—sommant s’il existe une constante positive C' tel que pour tout

()", C X , ona

n

(ZII T(z,) [1)7< € sup (3| () 7).

@EBx* i=1

B =

(i_ 6) ’

I T(z;)izall,< C I (2))

n
% i:l”p,w

On note l’espace des opérateurs linéaires p—sommants de X dans Y par :

IX,Y)={T: X — Y, T est p—sommants}

est muni de la norme
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1.4. Les opérateurs linéaires p — sommants

7,(T) = inf{C : C verifait l'inegalité (1.4.1)}.

Remarque 1.4.1 Si T € I1,(X,Y) d’aprés la définition de linférieure alors on a;

| T(xi)?::l“pg (1) || (%)?:1“]9@'
Proposition 1.4.1 Soit T € I1,(X,Y)

LT | < my(T).
2. (IL(X,Y), m,(T)) est un espace normé .

3. (I(X,Y), m,y(T")) est un ideal de Banach.

1.4.2 Opérateurs linéaires fortement p—sommants

Définition 1.4.2 Soient 1 < p < oo et X,Y deux espaces de Banach, un opérateur linéaire
boré T € L(X,Y) est Cohen fortement p—sommant s’il transforme toute suite p—sommable

a une suite Cohen fortement p—sommable. C’est-a-dire [’opérateur

est bien défini.

Notation 1.4.1 *D,(X;Y) = {T: X — Y, T est Cohen fortement p—sommant} .

*Pour p=1, Di(X;Y)=L(X,Y) .

Remarque 1.4.2 SiT € D,(X;Y) alors

| T [|< dp(T).

15



1.4. Les opérateurs linéaires p — sommants

Proposition 1.4.2 (D,(X,Y);d,(T)) est un idéal de Banach

1.4.3 Opérateurs positif fortement p—sommant

Théorémes de domination et de factorisation de Pietsch

Théoréme 1.4.1 L'opérateur T € L(X;F) est positif fortement p—sommant (1 < p <

o0); si et seulement si il existe une positive constante C' > 0 et une mesure de probabilité

de Radon sur Bf.. tels que pour tous x € X et y* € F* on a :

1

(@I Clal| [ Qo lorda| #
B,

En plus, dans ce cas

d(T) = inf{C;vérifiant ltinégalité (1.4.2)}.

p

Théoréme 1.4.2 (Théoréme de factorisation de Pietsch)

(1.4.2)

Soient 1 < p < oo tels que 1—1) + z% =1; X est un espace de Banach et F' un Banach

réticulé et T € L(X; F) : Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. T € D} (X, F).

2. Ils existent une mesure de probabilité de Borel u sur Bj..; un espace de Banach

LE (B, ) ; et un opérateur linéaire continu v : X — (Lb" ()

tels que

- % *
kFO T = ZF*OJp*,OOU’

16



1.4. Les opérateurs linéaires p — sommants

1.4.4 Idéaux d’opérateurs linéaires

Définition 1.4.3 Un opérateur de rang fini est un opérateur linéaire continu T de X dans
Y si
dimT(X) < 1.

Notation 1.4.2 L’espace des opérateurs linéaires de rang fini sera noté Ly(X,Y).
Exemple 1.4.1 Si dim(X) =n = dimT(X) < dim(X) =n; donc T € L;(X,Y) .

Proposition 1.4.3 Soient X,Y deux espaces de Banach alors;
TeLyX,Y)T(X)=> zi(x)y
k=1

ouxp € X" ety, €Y ;1<k<n.

Définition 1.4.4 Une classe T des opérateurs linéaires bornés, est dite idéal des opérateurs

lineaires pour tous X et'Y qui sont des espaces de Banach si et selement si :

a) Z(X,Y) est un sous-espace vectoriel de L(X,Y) et
Li(X,Y) CT(X,Y).

b) Propriété d’idéal :

FE = x vy X F
L;(E.X) I(XY) L(Y,F)

alors

voTou€eZ(E,F).

De plus, si la norme

|-z Z(X,Y) — Ry

17



1.4. Les opérateurs linéaires p — sommants

satisfait :
1) (Z(X,Y), || . ||lz) est un espace Banach (Quasi Banach ) .
2) || idy [|z= 1.
) voToulz<[|v[[|| T Izl u] -
alors; (Z(X,Y) , || . ||lz) s’appele idéal de Banach (Quasi Banach) des opérateurs

linéaires .
Exemple 1.4.2 Les espaces Li(X,Y) et L(X,Y) sont des idéaux linéaires .

Proposition 1.4.4 est un espace de Banach. Si F =R, alors L(E,R) = L"(E,R).

1.4.5 Les espaces des suites p—sommables

Tout d’abord,si X un espace de Banach, nous noterons par :
XN=A{x = (2,)n / 7, € X, Vn € N} espace de toutes les suites (z,), d’¢léments de X.
L’ensemble XM est un espace vectoriel lorsqu’il est muni de la loi d’addition suivante,
(@n)n + (Yn)n = (@n + Yn)n-
et la loi de multiplication suivante,

A(Zp)n = (Azp)ps0u A € K

Définition 1.4.5 ( L’espace des suites p—sommables) Une suite (x,,) (resp. (2;)1<i<n)
dans X est absolument p—sommables si la suite scalaire (||z,||)(resp. (||x:]|)1<i<n) est dans
Ly

On note ,(X) (resp. [;(X)) I'espace des suites (x,,) (resp. (7;)1<i<n) dans X absolument
p—sommables muni de la norme:

oo l .
||($”)"||lp(x) = ||(xn)n||p = ( 1||xn||p)p sil<p<oo,

n—

(@ )nlliw) = [(@n)nllec = supllza|| i p=oc.

18



1.5. Opérateurs Lipschitziens p — sommants

Définition 1.4.6 Une suite (x,) (resp. (x;)1<i<n) dans X est faiblement p—sommables si
la suite scalair (¢(xy,)) (resp.(o(xi)1<i<n)) est dans 1, pour tout p € X*.
On note 1)(X) (resp. I (X)) Uespace des suites (x,) (resp. (¥i)1<i<n) dans X faible-
ment p—sommables telle que
LX) = {(n)n € X (0, 0))n € I, Vp € X7}

munt de la norme :

n

1
@l = Edullzon = sup O em@) )P s 1<p< oo
(PEBx* =1
@)nllwco = sup (sup| <xn,so>\) . —
(,OEBX* n

1.5 Opérateurs Lipschitziens p — sommants

Définition 1.5.1 Soient X,Y deuz espaces métriques. Un application Lipschitzienne T :
X — Y est dite Lipshitzienne p—sommant (1 < p < 00), s’il existe une constante C > 0

et Vn € N,V(Ii)lgign C X,V(Oéi)lgign C R+ ,ona

S aid(Ta,). T(y))'< €7 sup S il f(z) = £(y) (L5.1)

fe€Bxx'
La classe des opérateurs Lipschitzienes p—sommant de X dans Y est notée par Hﬁ(X, Y).

Muni de la norme

7r£(T) =inf{C; C wvérifiant l'inégalité (1.5.1)}

1. Dans la défnition précédente, on peut prendre les c; = 1;V1 < i <n .

2. Lip(T) <7l (T) ; pour tout T € IIX(X,Y) .
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1.5. Opérateurs Lipschitziens p — sommants

Théoréme 1.5.1 Soient (1 <p < o0), supposons que X etY sont des espaces de Banach.

Alors,

Si T est un opérateur linéaire borné de X dans Y ,on a
T(T) = T, (T).

1.5.1 Idéal des opérateurs Lipschitziens

Définition 1.5.2 Soient X;Y; E; F des espaces métriques. Soientv: E — X ; w:Y —
F' des applications Lipschitziennes et T : X — Y, un opérateur Lipschitz p—sommant.

Alors lopérateur wTv est Lipschitz p—sommant et

T (wTv) < Lip(w)wj(T)Lip(v).

1.5.2 Opérateurs Lipschitzien fortement p—sommants

Définition 1.5.3 Soient 1 < p < oo . Une Opérateur T € Lipo(X, E) est appelée fortement

p-sommation de Lipschitz, s’il y a un espace de Banach F' et un opérateur S € D,(F, E)

[¢’est-a-dire S* € TIp(E*, F*) ] tel que

[{y", T(z) — T(2"))| < d(z,2")S"(y"). (1.5.2)

L

ip(X, E) pour l'ensemble

Notation 1.5.1 pour tout z,x' € X, y* € E*. Nous écrivons D

de tous opérateurs p—sommation fortement Lipschitz entre X et E.

Proposition 1.5.1 Pour chaque T € DL (X, E), soit df

st,p st,p

(T) désignent Uinfimum de

dp(S), pour S satisfaisant l'inégalité ci-dessus.
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1.5. Opérateurs Lipschitziens p — sommants

Remarque 1.5.1 Pour p = 1, on définit DI, (X, E) = Lipy(X,E). Notez que si T est
un opérateur linéaire entre les espaces de Banach FE et F' alors,

T € DL (X, FE) si et seulement si T € D,(E, F).

st,p

Définition 1.5.4 Soit 1 < p < q < oo. Il est bien connu que chaque opérateur absolument

q—sommant est un opérateur absolument p-summant . Ensuite,

il ressort clairement de la définition que

DL

st,q

(X,E) C D% (X,E). (1.5.3)

st,p

Notre premier résultat concernant les opérateurs fortement p—sommants Lipschitz qui

relie avec les opérateurs linéaires fortement p—sommants .

Proposition 1.5.2 Soient 1 < p < oo et T € Lipy(X,E). Puis T € D} (X,E) si, et

seulement si, T, € D,(AE(X), E).

Dans ce cas, d& (T) = dp(T*F).

st,p

Théoréme 1.5.2 Soit 1 < p < 00.T € Lipg(X, E). Les assertions suivantes sont équiva-

lentes :

1. T € D&

st,p

(X, E).

2. 1l existe une constante C' et une mesure de probabilité p surBpgs telle que pour tout

r,x' € X,y* € E* on a

1
7

V' T(e) = T()| < Cala, ') ([ 1oly") F du(o))

BE**
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1.6. Espaces de Banach réticulés

3. Il existe une constante C' > 0 telle que pour tout (x;)"_,,(x})r, dans X, tous (y})i, C

E* et (b)), dans R nous avons bien que

n n n
1
/

S b Iy Tas) = T(@h) 1< O b [P (i a))») sup (37 | lws) [F)7

i=1 i=1 PEBp+

De plus, le minimum des constantes C' > 0 dans les inégalitésqui sont dans (2) et (3)

est noté par : d&, (T).

st,p

1.6 Espaces de Banach réticulés

Définition 1.6.1 Soit E un ensembel vide un espace vectoriel muni d’une relation binaire
d’ordre notée " < '

(i) Vee E,z<ux ( réflexive ),

(1) z,ye F,z< y et y<z = x=y ( antisymetrique ),

(tii) v, y, z€ E, e <y et y<z = x <z transitive ).

Définition 1.6.2 Un espace vectoriel ordonné X la dont pour les quel toute paire d’élé-
ments a une borne supérieur est appelé espace vectoriel réticulé,i.e.,

Vo, y € X, sup(z,y) € X et inf(z,y) € X.

Définition 1.6.3 Soit X un espace de Banach réel partiellement ordonné. X est un espace

de Banach réticulé (resp. complétement réticulé) si
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1.6. Espaces de Banach réticulés

1) Va,y,ze€ X r<y=—=z+2<y+z

2) Ve X,VaeR, 2>0= ax >0,

3) Vr,ye X sup{z,y} € X et inf {z,y} € X,

(resp. VA(# ¢) C X Amajoré = sup A € Xet Aminoré —> inf A € X)

4) VryeX [z [<lyl = ll=ll < Iyl ot |x| = sup {z, —z}.

5) VrxeX ezl =l -
Exemple 1.6.1 Les espaces euclidiens R™ avec leurs normes euclidiennes sont tous des

espaces de Banach réticulés.
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Chapitre 2

Les Opérateurp — nucléaires et les

opérateurs p — nucléaire Lipschitz

Dans ce chapitre on va prendre en étude un peut détaillé les opérateurs p-nucléaires et
les opérateurs p-nucléaire Lipschitzien. La dont on citera les théorémes de dominations de
Pietsch. a la fin de ce chapitre on donne quelques résultats d’inclusions et relations entre

ces types d’opérateurs.

2.1 Définitions de bases

2.1.1 Produit tensoriel
Produit tensoriel algébrique

On considéré le dual algébrique L(Xq, ..., Xn)* de Uespace L(Xq, ..., X,,), tel que

L(X,, ..X,)={?:LX,,...X,,) —k: ® est une forme linéaire}.

Le produit tensoriel de Xy, ..., X, sera construit & partir des éléments de lespace L( X7, ......... , Xom )™

24



2.1. Déf initions de bases

Soit 21, ...,a™ € X X ... x X, on définit

@@z LX,,..,X,) — k
r'®.. Q1) = o' .. ™)
ol  est une forme m— linéaire.

On pose D [’ensemble formes définie par tous ces éléments,
D: ={z'®.@z™z'c Xy,....,a™m€ X,,} C L(X,, ..., X,).

La forme z' ® ... ® 2™ s’appelle tenseur élémentaire..

Définition 2.1.1 Le sous-espace vectoriel de L(X1, ..., X,,)* engendré par D est dit produit

tensoreil algébrique de Xy X ... X X,, , et sera noté par X1 ® ... ® X,, ainsi

que les éléments de X1 ® ... ® X,,, s’appellent tenseurs, et sont écrits sous la forme :

u Zi)\i%l@--- ® ;"
i=1

tels que (A)ioy Ck, (#3)iL, € X; (j=1,..,m) et neN.
Cette représentation de u n’est pas unique.

Siu € X1®...% X, et une forme multilinéaire sur X; X ... X X,,, alors

u(@) = (¢, > Nzl ® @) =Y Ng(x], ..., a]").
i=1 =1

La valeur de cette expression est indépendante du choix de w. Par définition, le produit

tensoriel X1 ® ...® X,, est un espace vectoriel sur k .
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2.1. Déf initions de bases

Produit tensoriel projectif

Définition 2.1.2 Soit m € N, pour chaque u € X1 ®...® X,,,; nous défnisons le nombre

réel positif

m(u) =inf Y | & ... | «"|=inf {ZHII%?H}
i=1

i=1j=1

ot infimum portée sur toutes les représentations possibles de u de la forme

n

U= Zx} ® @ " . Alors 7 est une norme tensorielle sur l'espace X1 ® - --®@ X, et
en plus on @ 7(2 @ - @ ) = ||| - [l

* On note X1®y - @r X, le produit tensoriel projectif des espaces Xy, ..., X, (i.e.), le
complété de X1 ®---® X,, pour cette norme.Si X, =---=X,, =X on écrit simplement

& X.

Alors m est une norme sur l’espace X1 ® ... ® X,, et de plus, on a

1 1
m(0'®... @ 2") =| 2!l .. | 2"l

Produit tensoriel injectif

Définition 2.1.3 La norme injective sur X; ® ... ® X,, est définie par

n

e(u) =sup {| Z(b(mzl)gzﬁ(x;”) ,¢ € Bx:,j =1, ,m}

i=1

o]
n
E TR ... Q1!
i=1

est une représentation de u € X; ® ... ® X,,.
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2.1. Déf initions de bases

Notation 2.1.1 On note par X; ®. ... ®. X,, le produit tensoriel muni de la norme e Cet

espace n’est pas complet en général, alors on note par X; g@g (}55 X, son complété.

L’espace de Banach X4 é)e é)a X, s’appelle le produit tensoriel injectif des espaces de
Banach X, ..., X,,.

Proposition 2.1.1 ( Le produit tensoriel des opérateurs) Soient X, ..., X,, , Y1,..., Y,
des espaces vectoriels normés et sotent les opérateurs linéaires conituns T; : X; — Y; ,pour
tout, j = 1,...,m il existe un unique opérateur linéaire continu,

Ty ®r - ®@r Tyt Xi® - @5 Xy — Yi®r - Qp Yo, tels que

T @ @r Trp(2t @ - @a™) =Ti(2") @ - - -®@ Tp(x™), pour tout 27 € X; , et en plus

m

T, @z @ T| =H1||Tj||'
j:
Proposition 2.1.2 57 X; x ---x X,, des epaces vectoriels de dimensions finies ,alors

X1 ®---® X, est un espace a dimension finie.

De plus si X1 X - - -x X,, sont normés,alors X1Qy - ®.X,, est complet.

(voir [27])

2.1.2 Produit tenseur de Lipschitz X XY

Soit X un espace métrique pointé et soit E un espace de Banach. Le produit tensoriel
de Lipschitz X W E est défini comme le sous-espace vectoriel de Lipo(X; E*) ( le dual

algébrique de Lipy(X; E*) ) engendré par l’ensemble

{6y Re: (z,y) € X*,e € E}

ol

(OuyyRe)(f) = (f(z) = f(y), €),Vf € Lipy(X; E7).
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2.1. Déf initions de bases

On dit que 6(,,) X e est un tenseur de Lipschitz élémem (ntaty. On a v e X X E si, et

seulement si, u = Y \0(z, ) X €; et cette représentation n'est pas unique.

=1
n
Notez que chaque élément uw € X W E peut représenté par : u = Y 0,y Ne; puisque
i=1

Az M e = 00, K Ae. nous avous aussi

n

u(f) :Z<f(a:l) — f(y,), €;); pour tout f dans Lipy(X; E").

=1

Norme injective de Lipschitz

Pour un espace de Banach FE et un espace métrique X,

Définition 2.1.4 Pour chaque u =) 0y, ) Ne;, € X X E, défine
i=1

e(u) =sup {| Z(f(l"z) — fWi))p,ei) | f € Bxzyp € BE#} :
i=1
Notez que le supremum sur le coté droite dans la définition précédente existe depuis :

n

1220 (2) = fly))p ) <

i=1

| () = Fy:) (e, €;) |

1

> Lip(f)d(z;,y:) || o Il el

=1
;d(xi,yi) el -

AN
NE HNE

IN

Pour tous les f € Bx# et ¢ € Bgps. Noter que

n

01 (Fla) = F@) s e) [= (F B )Y 0ruBes).

Remarque 2.1.1 La complétion X X.E de XK. F est appelé le produit tenseur de Lipschitz

injectif de X et E. FEnsuite, nous justifions cette terminologie dans le cas k = R.
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2.2. Les opérateur linéaires p — nucléaires

Norme projective de Lipschitz

Définition 2.1.5 Pour chaque u € X X E. défine

= inf {Zd i y) | ei || u= Z(S (@s,1) &el}

Uinfinimum étant repris par toutes les représentations de u.

Théoréme 2.1.1 La norme projective de Lipschitz m est une normale croisée de Lipschitz

dualisable sur X X E telle que L < 7.

La complétition X X.E de XX, FE est appelé le produit tenseur projectif de Lipschitz
de X et E.

(voir [26])

2.2 Les opérateur linéaires p — nucléaires

Un opérateur linéaire T : E — F est p—nucléaire (1 < p < oo) [woir 7,14 ], si et

seulement si, T' peut étre écrit sous la forme

T :Z:U;@)yj
j=1

ot (x7); € E* et (y;); € I satisfaire

1
n p*
| (27);ll,< 00 et sup <Z|<yj7y*> ”) <00
J

ly*lI<1 \ ;24

)

1
¥
p*)

Np«m;)j’ (yj)j) =|| (x;)ij sup (Z | (v, 9")

ly*lI<1
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2.2. Les opérateur linéaires p — nucléaires

De plus
vp(T) = inf N ((25);, (3);)

Uinfimum étant repris toutes les représentations telles que ci-dessus. Le collection de tous
opérateurs linéaires p—nucléaires de E vers F est désigné par N,(E, F). Interchanger les
roles du séquences (x;); et (y;); on obtient de la méme maniére un (autre espace de Banach

des opérateurs NP(E,F) [voir 14], la norme étant donné par :

u(T) = inf/\/'p((:c;)j, (yj)j)

1
=

NP((25);: (y);) = sup (Z | (z,25) ’p*)p 1 (i)i llp -

lell<1 \ 5=
Un opérateur linéaire T : E — F est p—nucléaire (1 < p < o0), s’il y a deux opérateurs

une a € L(1,,F), b € L(E,l) et une séquence X\ € 1, de telle sorte que le diagramme

sutvant commute :

E T F
-

b | 1a

be My b,

ot My € L(lw,1,) est Uopérateur diagonal défini comme suit :

Puis

M} = 1A= mp (M ).
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2.2. Les opérateur linéaires p — nucléaires

Nous fizons

vp(T) = infllall[|M][][6]],

Pinfimum étant étendu a toutes les factorisations comme ci-dessus. De méme, chaque

T € NP(E, F) peut étre factorisé

E T F
iy
b 1a

avec a ,My ,b comme ci-dessus et
VP(T) = anf||alll[M]l[|o]

2.2.1 Opérateurs positivement p—nucléaires

Définition 2.2.1 Un opérateur S :FE — F est appelé p—nucléaire si

S :Zu;@wj,
i=1
ot (uf); € L,(E*), (vj); € L. (F).

On a

w
p*?

vp(S) = inf || (uj);ll,- I (),

ot l'infimum est pris sur toutes les représentations dites p—nucléaires d’crites ci-dessus.
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2.3. Les opérateurs p — nucléaire de Cohen Lipschitz

les opérateurs 1— nucléaires sont simplement appellés opérateurs nucléaires. La classe
de tout nucléaire les opérateurs de norme nucléaire sont notés [N, v]. O. I. Zhukova (voir
[22]) a présenté le

concept d’opérateurs p—nucléaires latticiellement qui peuvent étre considérés comme des

analogues partiellement positifs des opérateurs p—nucléaires comme suit..

Définition 2.2.2 On dit qu’un opérateur T : X — FE est positivement p—nucléaire si

T =) z'@u, (2.2.1)
=1

ot (7); € Ly (X7) 4, (u;); € L,(F).

Nous appelons la représentation (2.2.1) un positivement représentation p—nucléaire de

Up(T) = inf || (27);

oo I ()l

ot linfimum est pris sur toutes les représentations positivement p—nucléaires de T.La

classe de tous les opérateurs p—nucléaires positivement est noté N,.

2.3 Les opérateurs p — nucléaire de Cohen Lipschitz

Définition 2.3.1 Un opérateur de Lipschitz T : X — E est Cohen Lipschitz p—nucléaire
(1 < p < o0), s’il existe une constante positive C' telle que pour tout n dans N; (;)1<i<n

(2 1<i<n dans X (af)i1<i<, dans E et (\;)1<i<n Ry, nous avons

S =
3

\ZMT(%)— T(),ai) |[< C sup <ZA | f(z:) = f(z )\) sup (Z! (0, a7)

GBX# i=1
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2.3. Les opérateurs p — nucléaire de Cohen Lipschitz

La plus petite constante C' notée par nzf(T), telle que l'inégalité (2.8.1) ci-dessus est

vraie.

Remarque 2.3.1 77£(T) est appelée la norme p—nucléaire de Cohen Lipschitz sur l’espace
./\pr (X, E) de tous les Opérateurs p—nucléaires de Cohen Lipschitz de X dans E qui est un

espace de Banach.

Remarque 2.3.2 Pour p = 1 et p = oo on a comme dans le cas linéaire N} (X, E) =

I4(X,E) et N5(X, F) = D}

00X, B). La définition reste la méme si on se limite \; = 1,

comme dans (voir [24]).

Nous avons (voir [23]) que [P(E) = IP(E) (le symbole indique que deux Banach les espaces
sont isomorphes isométriquement) pour quelque 1 < p < oo si et seulement si dim(FE) est
finite.

Si p = 00, nous avons I®°(E) =X (E) . On a aussi si 1 <p < oo , IP(E) = L(I"*, F)
1sométriquement.

En d’autres termes,

soit v : IP* — E un opérateur linéaire tel que v(e;) = a; (a savoir, v = iei ® a;, €;

i=1
désigne la base du vecteur unitaire de IP) ensuite,

I 1=1 () iy (2.3.2)

Définition 2.3.2 Soit T' un opérateur de Lipschitz entre X, E et v : [P* — E*étre un
opérateur linéaire borné opérateur. Par (2.3.2) l'opérateur de Lipschitz T est Cohen Lipschitz

p—nucléaire si, et seulement st,

hSA

IZMT(%)— T(}),v(e;) < C sup <ZA | f(zi) = fla )|p> vl (2.3.3)

EBX# i=1
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2.3. Les opérateurs p — nucléaire de Cohen Lipschitz

Proposition 2.3.1 ConsidéronsT dans Lipy(X, E), R dans Lipy(E, F') et .S dans Lipy(Y, X).
Si T est l'opérateur p—nucléaire de Cohen Lipschitz,. Alors, RoT o S est un opérateur

p—nucléaire de Cohen Lipschitz et
ny(RoT oS) < Lip(R)ny(T)Lip(S)

Théoréme 2.3.1 Considérons T € Lipy(X, E) et C' une constante positive. Puis le suivant

les assertions sont équivalentes.

1. L'opérateurT est Cohen Lipschitz p—nucléaire et nﬁ(T) <C.

2. Pour tout n dans N; (z;)1<i<n ,(T})1<i<n dans X ; (a})i1<i<n dans E* et (A\;)1<i<n Ry,

nous avous

< C' sup (ZAIf( )= f@) ) sup (3] {a,al) )7

fEByy i= lallp<1 i=1 ( )
2.3.4

3. 1l existe des mesures de probabilité de radon i, sur Bx# et p, sur Bgs ; tel que pour

tous x , ©' dans X et a* dans E,nous avous

[{T(z;) — (), a7) |

[}

1

CBf (| f(2) = F(&') [Pdpy (f Bf | f(a"(a™) [ dpy(a™))"
X# ) (2.3.5)

IN

De plus, dans ce cas

ny(T) = inf{C > 0:VY C vérifiant l'inégalité(2.3.5}.

34



2.3. Les opérateurs p — nucléaire de Cohen Lipschitz

2.3.1 Opérateur fortement Lipschitz p—nucléaire

Définition 2.3.3 Un opérateur Lipschitz T : X — F' est fortement Lipschitz p—nucléaire

(1<p<c0), (voir [{]) si, T peut étre écrit sous la forme

T =) fi®y
j=1

ot (f;); C X* et (y;); C F satisfaire

I Lip(f )1l < oo et sup (Z [ (W5,97) |p*> <0

lly*lI<1

=1
el
'/\[p((fj)jw (yj)j) =|| Lip(fj)ij sup ( | {ys,¥7) p*) :
ly*[<1 j=1
De plus

up(T) = inf Np((27);, (v5);)

I'infimum étant repris toutes les représentations telles que ci-dessus.
Un opérateur Lipschitz T : X — F' est fortement Lipschitz p- nucléaire (1 < p < 00),
s’il y a deux mappages Lipschitz A € L(1,, F), B € Lipy(X,lx) et une séquence X € 1, de

telle sorte que le diagramme sutvant commute :

X T F
=

B 1A

be My i,

Nous fizons
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2.3. Les opérateurs p — nucléaire de Cohen Lipschitz

svy (T) = inf | A|[[|M,]| Lip(B),

p

Uinfimum étant étendu a toutes les factorisations comme ci-dessus (voir [4]).

2.3.2 Relations entre N}/ (X, E), DL,

(X,E) et TX(X,Y)
Théoréme 2.3.2 Nous avons pour un opérateur de LipschitzT : X — FE.

1. NM(X,E) C DL (X, E) et df

st,p st,p

(T) < ny(T) pour 1 < p < o0,

2. -/\[pL(X7E> C Hﬁ(X,Y) et Wﬁ(T) < 775(T) pour 1 < p < o0
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Chapitre 3

Opérateurs up — nucléaires

fortement Lipschitz

Dans Le présent chapitre qui s’articule sur la théorie des opérateurs pour ce la on va
prendre en étude approfondi le plus important résultat dans article de Monsieur .A ; Belacel
et mademoiselle Khedidja Bey, qu’ est paru dans le journal : Moroccan Journal of Pure and
Applied Analysis en 2019 avec Uintitulé par : Strongly Lipschitz up-Nuclear operators. La
dont ce troisiéme chapitre les auteurs introduisent le concept d’opérateurs up-nucléaires Lip-
schitzien. .1ls exposent une étude de types d’opérateurs up-nucléaires Lipschitzien et donne
I’analogue linéaire qui a été trouvé dans le travail de Mr, A. Persson ils nous a donné le
théoréeme de factorisation. Ils montrent autres résultats, qui permettent une transposition
de l'opérateur up-nucléaire au fortement Lipschitzien est p-nucléaire et nous ont trouvé les
meémes résultats avec les opérateurs fortement Lipschitzien p-nucléaires qui sont introduits

et étudiés par Chen et Zhen.

37



3.1. Opérateurs up — nucléaires f ortement Lipschitz

3.1 Opérateurs up — nucléaires f ortement Lipschitz

Définition 3.1.1 soitl < p < oo, et T € Lipy(X, F). T est opérateur Lipschitz up—nucléaire,

si T peut étre écrit sous la forme suivante

T=) fi®y,
J
tel que (f;); C X¥ satisfaire ot X¥ est l'espace de toutes les fonctions de Lipschitz a
valeur réelle sous le (semi)—norm Lip(.) et (y;); C F satisfaire

1
*

oo et | (y;);l,< oo,

sup Y| (f;,m) ")

Iml| <175
ou m €E(X). Ici
NP ((F), (0);) = sup 3| (f5,m) [P)7

lm[I<1 j

| (W5)i llp

En autre terme

L

VP (T) :=inf NpL<<fj)j7 (yj)j>'

Le minimum étant repris toutes les représentations telles que ci-dessus. La collection de

tous les opérateur up—nucléaires fortement Lipschitz de X a F est noté N Pt (X, F).

Théoréme 3.1.1 N?" (X, F), VPL) est un espace Banach d’opérateurs up—nucléaires forte-

ment Lipschitz.

Preuve. (1) Il est clair que pour tout opérateur T € Lipo(X, F) et tout scalaire A,

VP (T) > 0 et v (AT) = [A[p?" ().
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3.1. Opérateurs up — nucléaires f ortement Lipschitz

(2) Soit Ty, Ty € Lipy(X, F) et € > 0. on peut écrire
T=> fii®y 0=1,2.
J

Par homogénéité, il est possible de choisir des représentations de Ty et Ty telles que, pour

e réel positif donné,

on a
L 1
| (w54); lp< 7 (1) + )
sup Z\ (i m))i 707 < (07 (T3) + &),
[ml<1
1=1,2. En conséquence ;
ol pk 1
I (50)i < (W (T1) + 7 (T2) + €)7,
sup Z| (fii,m));]*" i* < (V”L(Tl) + 7" (T3) —i—a)i*
[ml<1
Puis
L L
e, 4 fyem (03203 o (%" (T2) 07" (1) + 22).
Donc;

WP (Ty + Ty) < (WP (Ty) + VP (Ty) + 2¢).

Proposition 3.1.1 . Soit 1 < p < oo, et T € Lipy(X, F). Alors T € ./\pr(X, F) si, et

seulement si, T;, € NP((E), F), avec
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3.2. Théoreme de f actorisation

Preuve. [l est bien connu que NP((A£), F) est idéal normé des opérateur (voir [16]) et
T e LZp0<X> F);

puis par [1,Proposition 3.2] on obtient I’équivalence ci-dessus avec la norme nécessaire.

Théoréme 3.1.2 (N?" (X, F), v*") est un idéal de Banach Lipschitz.

Preuve. Puisque N?((£), F) est un idéal d’opérateur normé, T € NP((&), F)oLipy(X,£ (X))
et par [1, Corollaires.3],

N pL((zE), F) est un idéal d’opérateur up—nucléaire de Banach fortement Lipschitz. m

3.2 Théoreme de factorisation

Théoréme 3.2.1 Soit1 < p < oo et T € Lipy(X, F). Alors T € N?" (X, F) si et seulement

si, T' a une factorisation T = aM\B de telle sorte que le diagramme suivant commute :

X T F
ﬁ
B | Ta
Ly~ ]\é} h

ou B € Lipy(X, ) avec B(0) = 0, My € L(l,+, 1) un opérateur diagonal et a € L(Iy, F ).
De plus,

V(T) == inf | a ||| My || Lip(B)

ot l'infimum est pris sur toutes les factorisations ci-dessus.
Preuve. On sait si T € Lipy(X, F) il existe une application linéaire unique Ty, : £ (X) —

F telle que T'="Ty, o dx, plus ils ont les mémes caractéristiques.
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3.2. Théoreme de f actorisation

Puisque Ty, € NP(£(X), F), nous avons donc une factorisation comme suit

X T F
N\ Ox /T
E(X) at
BN, |
e Myl

nous pouvons voir que T = aMyB, ou B=bodx.

Inversement, une preuve similaire a celle de [4, Théoréme 2.2/, avec

L

v(T) == anf || a ||| My || Lip(B).

Remarque 3.2.1 Pourp=1, on a
NY(X, F) = NE(X, F).

En utilisant le théoréme (2.1), nous obtenons les résultats suivants :

Proposition 3.2.1 Soit 1 < p < ¢ < oo, alors N?" (X, F) C N9 (X, F),

avec

W1 (T) > v (T).

Preuve. Nous savons qu’un opérateur de multiplication peut étre factorisé comme (voir
[17])

—

My:ily My e My 0
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3.2. Théoreme de f actorisation

Donc,
T F
H
| B al
Ly~ Iy
/N /" Mg
—
lg+
ot M, et Mg sont des opérateurs de multiplication donnés par o, = |)\n|1_§7 et B, =

*

(signAn)|An|” (n € N).

v (T) = infLip(B) || Mx ||| a |
v (T) = infLip(B) || MaMs || a ||

vA(T) = infLip(B) || Ma [l Mg [[ll o |

:d
5
\Y

infLip(B) || Ms || a |

<
=
3
[V

v (T).

Corollaire 3.2.1 Soit 1 <p < oo et T € Lipy(X, F). On a

1. JgoT eNP?" (X, F*™) & (T eN?((X?), F*)

2. T eN? (X, F) = (T eN?((X7), F*™).

Probléme 3.2.1 Probléme ouvert : sous quelle condition ['implication suivante : Jg ol €

NP (X, F*) & T € NP (X, F) sera vraie ?
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3.3. Applications

3.3 Applications

Cette section est consacrée a certaines applications telles que la dualité, les relations avec

les espaces connus.

Proposition 3.3.1 Si T € NJ(X,F), alors sa transposition T' € NP(F*, X#) et cela

satisfait

VP(T') < svy(T).

De plus, supposons que F est réflexif. Alors, si T* € NP(F*, X#) ona T € ./\pr(X, F),
avec VP(T") < svf(T).

Preuve. Par [1, Proposition 2.7, Proposition 3.2/ € /\/'pL(X, F) si, et seulement si,
Ty, € N (B(X), F).

Puis, par [13,Proposition 1], on a (T1)* € NP(F*, E(X)*),

ce qui nous donne T* € NP(F*, X#) car

T F* (T EBX) oy X7

De plus, comme

Tt = (StX O (TL)*

donc

(T = (0% o (T1)") < vP((T1))

= svi(T).
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3.3. Applications

D’oa,

(T < suIL)(T). (3.3.1)

Inversement, si T' € NP(F*, X#), puis (T")* € N,((X#)*, F**), donc T € N} (X, F)

car

T/ NS

—

aoKx N\, al

e My

ot Kx est la carte d’évaluation Kx(z)(f) = f(z),z € X, f € X¥ et Jp est Uinjection
canonique de F' dans F™**,

done,

svb(T) < 2(TY). (3.3.2)

De (3.1) et (3.2) nous obtenons

svb(T) = VP(T).

Théoréme 3.3.1 Si T € N7 (X, F), puis sa transposition T" € N,(F*, X#) et cela satis-

fait
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3.3. Applications

De plus, supposons que F est réflexif. Alors, si T* € No,(F*, X#) ona T € NP (X, F),

avec

L

vp(T") = v (T).

Preuve. Par la proposition , T € N** (X, F) si, et seulement si, T, € N?(E(X),F).

Ensuite, (T1)* € N,(F*,B(X)*), cette c’est-a-dire T* € N,(F*, X#) car

T F* (Tp)* EX)* & X7,

il est clair que T' = 8% o (T1)*donc

Vp(Tt) = Vp((stx o (Tr)") < vp((T1)")

D’ow

vo(TY) < VP (T). (3.3.3)

Inversement, nous utilisons la méme méthode que celle utilisée dans [13, Proposition 1],
si T € N,(F*, X#) alors pour tout € > 0, il peut

étre écrit comme

T'y*=> (" y;)f;.
J

pour chaque y* € F* et m € £(X), avec
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3.3. Applications

sup (7 | ) P )y l,5 () +2 (334)
ISR
Puisque F' est réflexif

s (371 ) )1 ), (') + = (3.3.5)

sty
Par conséquent, nous avons

T =) fi®y;
J
et (3.5) montre
v (T) < v, (T). (3.3.6)

De (3.3) et (3.6) nous obtenons

Remarque 3.3.1 Soit T € ./\pr(X, F)duwal = qlors par [1, Theorem 3.9] on obtient T €

N, (X, F)™l o Lip, et par [13, Propositionl] T € N?(X,F) o Lipy donc T € N*" (X, F).

Proposition 3.3.2 Soit 1 < p < oo et T € Lipo(X,F). Si T € N*"(X,F), puis T" €

IL,(F*, X#), avec

m(T") < V" (T).

Preuve. Par le Théoréme 3.1, T* € N,(F*, X#) si T € N?" (X, F).
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3.3. Applications

Alors par [7, Proposition 5.5, Corollaire 5.24], on obtient T" € 11,(F*, X%), avec

Proposition 3.3.3 Soit 1 < p < oo et T € Lipo(X,F). Si T € NPL(X,F), puis T €

DL

st,p*

(X, F), avec

L, L . "
Preuve. On a par la proposition 3.2, T € N?" (X, F), puis T € IL,(F*, X#).

Donc par [19, Théoreme 4.1], T € DL (X, F) et

st,p*

L
dst,p*

(T) = mp(T") < v#"(T).

Nous présentons la proposition précédente d’une autre maniére, en utilisant la propriété

idéale. m

Proposition 3.3.4 Soit 1 < p < oo et T € Lipo(X,F). Si T € N?" (X, F), alors il existe

un espace de Banach G, w € Dy«(G, F) et S € Lipy(X,G) tels que

T=uwuos.

Preuve. C’est directement de la proposition 3.3 et [19, corollaire 3.6]. =
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Résumé

RéSllmé . Le présent travail s’articule sur la théorie des opérateurs pour ce la
on va prendre en étude approfondi un article de Monsieur .A ; Belacel et mademoiselle Khe-
didja Bey, qu’ est paru dans le journal : Moroccan Journal of Pure and Applied Analysis en
2019 avec l'intitulé par : Strongly Lipschitz up-Nuclear operators. La dont les auteurs intro-
duisent le concept d’opérateurs up-nucléaires Lipschitzien. .Ils exposent une étude de types
d’opérateurs up-nucléaires Lipschitzien et donne l’analogue linéaire qui a été trouvé dans
le travail de Mr, A. Persson ils nous a donné le théoréeme de factorisation. Ils montrent
autres résultats, qui permettent une transposition de l’opérateur up-nucléaire au fortement
Lipschitzien est p-nucléaire et nous ont trouvé les mémes résultats avec les opérateurs for-
tement Lipschitzien p-nucléaires qui sont introduits et étudiés par Chen et Zhen.

AbStI'aCt + Our memory is part of the theories of operators for this we will take
in depth study an article of Mr. .A; Belacel et mademoiselle Khedidja Bey, which appeared
in the journal : Moroccan Journal of Pure and Applied Analysis in 2019 with the title of :
Strongly Lipschitz up-Nuclear Operators The authors introduce the concept of Lipschitzirn
fortement up-nuclear operators. By presenting a study of the class of Lipschitzian p-nuclear
operators whose linear analogue was found in [14] they gave us the factorization theorem.
They show other results, which allow a transposition of the p-nuclear operator to the strongly
Lipschitz s p-nuclear and we found the same results with the strong Lipschitzian p-nuclear

operators which are introduced and studied by Chen and Zheng in [4 .
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