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Introduction

Pour enrichir notre mémoire, on donne comme un historique de quelques lignes. En e¤et.

Le concept des opérateurs nucléaire remonte à Grothendieck au début des années cinquante.

plus tard, il a été généralisé aux opérateurs p�nucléaires de premier plan ( 1 � p < 1)

par Pietsch [15]: Plusieurs auteurs, [7; 9; 10; 11; 12; 15], ont développé des nombreuses pro-

priétés concernant cette notion notamment Persson et Rienov [14; 16]: En 2012, Chen et

Zheng, voire [4], ont généralisé le concept d�opérateurs p� nucléaires à cas des opérateurs

Lipschitzien , où le domaine de ces opérateurs est un espace métrique qui n�a pas besoin

d�être un espace normé, ils ont publié un article intitulé par «Lipschitz (p; r; s) -opérateurs

intégraux et opérateurs Lipschitz (p; r; s)�nucléaires » . Belacel et Chen ont dé�ni et pre-

nez note des propriétés des opérateurs Lipschitz (p; r; s)�intégraux et opérateurs Lipschitz

(p; r; s)� nucléaires les résultats sont consultables en [3]:

Notre mémoire s�inscrit dans le cadre de la théories des opérateurs pour ce la on va

prendre en étude approfondi un article des Monsieur .A ; Belacel et mademoiselle Khedidja

Bey, qu�est paru dans le journal : Moroccan Journal of Pure and Applied Analysis en 2019

avec l�intitulé de : Strongly Lipschitz up-Nuclear Operators. Voire [25].

Dans cet article, les auteurs introduisent le concept d�opérateurs up�nucléaires Lipschit-

zien . En présentant une étude la classe d�opérateurs up�nucléaires de Lipschitzien dont

l�analogue linéaire a été trouvé dans [14] où ils nous a donné le théorème de factorisation.

Ils montrent autres résultats, qui permettent une transposition de l�opérateur p�nucléaire au
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Introduction

fortement Lipschitz est p�nucléaire et nous ont trouvé les mêmes résultats avec les opéra-

teurs fortement Lipschitzien p�nucléaires qui sont introduits et étudiés par Chen et Zheng

dans [4].

Nous avons essayé de faire en sorte que le mémoire soit composé de trois chapitres.

Généralement lors de la préparation d�un mémoire de �n d�études. Le premier chapitre

est une bonne regroupements des outils mathématiques qui il faut qu�ils soient conformément

nécessaires au séquelle de travail. En e¤et le notre est un présentation de nombreuses dé�-

nitions, théorèmes et résultats au nom de préliminaires qui comptent la dont : Les espaces

vectoriels, les espaces métriques, les espaces de Banach. Les applications lipschitziennes. et

opérateurs linéaires fortement p�sommants. La �n de chapitre parle aussi a propos des

produit tensoriel projectif.

Si nous voulons parler du deuxième chapitre on peut être considéré simplement comme un

prélude aux résultats à atteindre. Dans ce chapitre on va prendre en étude un peut détaillé

sur les opérateur p�nucléaires et les opérateurs p�nucléaire Lipschitzinien . La dont on

citera les théorèmes de domination de Pietsch. a la �n de ce chapitre on donne quelques

résultats d�inclusions et relations entre ces types d�opérateurs.

A la �n on porte notre dernier chapitre qui est l�essentielle de ce travail. La on peut

dire que les auteurs introduisent la notion d�opérateurs fortement up-nucléaires Lipschitzien.

Après une bonne identi�cation mathématiques a ce nouveau type d�opérateurs et parmi plu-

sieurs résultats, ils nous a prouvé un analogue du théorème de factorisation pour ces classes

et donnent une caractérisons à leurs conjugués.
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Notation

� BX : Boule unité fermée de l�espace X.

� BX� : Boule unité fermée de l�espace X�:

� | : Corps des scalaires ( | = Rou C).

� d(:; :) : Distance.

� e : Elément neutre ou distingué, on prend 0 si X est normé.

� M0 : Ensemble des espaces métriques complets pointés.

� L(X; Y ) : Ensemble de tous les opérateurs linéaires de X dans Y .

�Nm
p (X1; :::; Xm;Y ) : Ensemble des opérateurs m�linéaires Cohen p�nucléaires.

�Nm+
p (E1; :::; Em;F ) : Ensemble des opérateurs m�linéaires positifs Cohen p�nucléaires.

� DL
st;p(X;E) : l�ensemble de tous fortement Opérateurs p-sommation Lipschitz entre

Xet E.

� Lipk(X; Y ) : l�ensemble des applications lipschitzienns de raport k de X dans Y:

�Np : L�ensemble de tous les opérateurs linéaires p�nucléaires (1 � p <1).

�N L
p : L�ensemble de tous les opérateurs p�nucléaires de Cohen Lipschitz (1 � p <1):

� C(K) : Espace des fonctions continues sur un compact K à valeurs réelles.

� L(X; Y ) : Espace des opérateurs linéaires continus de X dans Y .

� Lip(X;Y ) : Espace de toutes les fonctions lipschitziennes bornées deX dans Y .

� Lip0(X;Y ) : Espace de toutes les applications lipschitziennes de X dans Y nulles au

point e:
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Notation

� Lf (X; Y ) : L�espace des opérateurs de rang �nie .

� Æ(X) : Espace de Arens-Eells.

� `p(X) : Espace des suites (xi)ni=1 2 X absolument p�sommables.

� �Lp (X; Y ) : Espace des opérateurs p�sommants de X dans Y .

� Dp(X; Y ) : Espace des opérateurs fortement p�sommants de X dans Y .

� �p(X; Y ) : Espace des opérateurs p�sommants de X dans Y .

�Np(X;Y ) : Espace des opérateurs p�nucléaires de X dans Y .

�N(r;r1;:::;rn;s) (E1; :::; Em;F ) : Espace des opérateurs n�linéaires (r; r1; :::; rn; s)�nucléaires.

�F(X) : L�espace libre de Lipschitz de X:

� iX : Injection canonique.

� I(X; Y ) : Idéal des opérateurs linéaires pour tous X et Y:

� p� : L�exposant conjugué de p (i.e.,1
p
+ 1

p� = 1).

� X� : Le dual topologique de X.

� X�� : La bidual topologie de X .

� T � : L�adjoint d�opérateur T .

� TL : La linéarisation de l�opérateur multilinéaires (m�linéaires) T .

� h:; :i : Le crochet de dualité.

� X 
" Y : Le produit tensoriel injectif de X par Y:

�X 
� Y : Le produit tensoriel projectif de X par Y:

�X�̂"E : Le produit tenseur de Lipschitz injectif de X et E:

�X�̂�E : Le produit tenseur projectiv de X et E:

� k : kL : la norme de l�espace lipschitziennes.

� � : Mesure de probabilité régulière positive sur l�espace compact 
.

� mx;x0 : Molécule dé�nie par : mxx0 = 1fxg � 1fx0g avec x; x0 2 X.

�X � Y : Produit tenseur de Lipscitz entre X et Y:
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Chapitre 1

Pr�eliminaires

Dans ce chapitre. On va cité quelques notions et résultats aussi concepts fondamentales

pour une bonne littérature de ce mémoire. Là dont on va vous donner des terminologies

comme quelques espaces importants qui sont des espaces vectorielles des opérateurs qui soient

normalement très utiles dans la suite de notre travail, on a bien citer les opérateurs linéaires,

Les espaces vectoriels les espaces métriques, les espaces de Banach. Les applications lipschit-

ziennes. et opérateurs linéaires fortement p�sommants. La dont on parler aussi des Produit

tensoriel projectif comme un outil de quelques dé�nitions. Pour plus de détails voir [4] , [6]

, [7] , [9] , [10] , [13] , [16] et [17].

1.1 Des espaces utiles

1.1.1 Les espaces vectoriels

Dé�nition 1.1.1 Soit | = R ou C et X un ensemble muni de deux lois de compositions,

Une lois interne est dite l�additive

(+) : X �X �! X

(x; y) �! x+ y
:
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1.1. Des espaces utiles

L�autre lois externe est dite la multiplicatioin

(:) : |�X �! X

(x; y) �! x:y
:

On dit que (X;+; :) est un espace vectoriel sur | si :

1. (X;+) est un groupe commutatif, c�est-à-dire,

� 8 x ; y 2 X : x+ y = y + x (commutatif).

� 9 e 2 X;8x 2 X : x+ e = x (élément neutre).

� 8x 2 X;9y 2 X : x+ y = y + x = e (élément symétrique).

� 8x; y; z 2 X : (x+ y) + z = x+ (y + z) (associative).

2. Pour x; y 2 X et �; � 2 | on a

� �:(x + y) = �:x + �:y

� (�+ �):x = �:x + �:x

� (�:�):x = �:(�:x ):

Dé�nition 1.1.2 (Sous-espace vectoriel) Soit (X;+; �) un |-espace vectoriel et soit E une

partie non vide de X (i.e:E � X). L�ensemble E est appellé un sous-espace vectoriel de X

si, et seulement si

1. e 2 E (e est l�élément neutre de X).

2. x+ y 2 E pour tout x; y 2 E:

3. �:x 2 E pour tout � 2 | et tout x 2 E:

Exemple 1.1.1 Soit R2 un R-espace vectoriel. L�ensemble E = f(x; 0); x 2 Rgest un sous-

espaces vectoriel deR2 .

Remarque 1.1.1 Soit (X;+; �) un |-espace vectoriel. Les deux ensembles X et feg sont

des sous espaces vectoriel de X .
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1.1. Des espaces utiles

1.1.2 Les espaces mètriques

Dé�nition 1.1.3 Une distance sur un ensemble X est une application

d : X � X �! R+

(x ; y) �! d(x ; y)

telle que pour tous x; y; z 2 X

1. d(x; y) = 0() x = y (Séparation).

2. d(x; y) = d(y; x) (Symétrie).

3. d(x; y) � d(x; z) + d(z; y) (Inégalité triangulaire).

Remarque 1.1.2 Un espace métrique est un couple (X; d) o¼u X est un ensemble et d est

une distance sur X:

Dé�nition 1.1.4 Soit (X; dX ; e) est un espace métrique pointé (i.e : e un élément neutre

ou distingué).

Notation 1.1.1 On note parM0 ={espaces métriques complets pointés} .

Exemple 1.1.2 L�ensemble des réels muni de la distance d(x; y) =j x � y j est un espace

métrique.

Dé�nition 1.1.5 (Produit des espaces métriques)

Soit f(Xi ,di ,ei); i 2 Ig une famille des espaces métriques dansM0, on défnit (�1Xi; d; e)

l�ensemble des x = (xi)i2I

tel que sup
i2I

dxi (xi; e) <1 avec la métrique

d(x; y) = sup
i2I

dxi(xi; yi)

où l�élément distingué e = (ei)i2I : Nous avons (�
1Xi; d; e) 2M0 .
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1.1. Des espaces utiles

1.1.3 Les espaces normés

Dé�nition 1.1.6 Soit X un espace vectoriel sur | = R (ou C). Une norme sur X est une

application de X dans R+ ayant les propriétés suivantes :

1. kxk = 0() x = 0 (dé�ni)

2. kxk � 0;8x 2 X (positivité)

3. k�xk = j�jkxk;8x 2 X;8� 2 | (homogénéité)

4. kx+ yk � kxk+ kyk;8x; y 2 X (inégalité triangulaire).

Remarque 1.1.3 Si on supprime le (1), on dit que k:k est une semi-norme.

Soitk:k1 et k:k2 deux normes sur un espace vectoriel X sont équivalentes si

9�; � 2]0 ;+1[;8x 2 X : �kxk2� kxk1� �kxk2:

Exemple 1.1.3 Les trois normes k:k1 , k:k2 etk:k1 de Rn sont équivalentes.

1.1.4 Les espaces de Banach

Dé�nition 1.1.7 On appelle un espace de Banach tout espace normé complet.

Proposition 1.1.1 Soit (X; k:k) un espace vectoriel normé alors :

1. Toute suite convergente est de Cauchy, mais l�inverse n�est pas vraie.

2. Si toute suite de Cauchy est convergente, alors (X; k:k) est complet.

Proposition 1.1.2 Un espace de Banach (X; k:k) est un espace vectoriel normé complet.

Autrement dit X est un espace de Banach si et seulement si toute série normalement conver-

gente est une série convergent.
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1.2. Les applications lin�eaires

La boule unité fermée de l�espace X est dé�nie par :

BX= fx 2 X ; kxk � 1g:

1.2 Les applications lin�eaires

1.2.1 Les applications linéaires

Dé�nition 1.2.1 Soit u : X �! Y une application entre deux espaces de Banach dé�nis

sur le mémé corps |. Elle est un application linéaire si et seulement si

8x ; y 2 X ;8�; � 2 | : u(�x + �y) = �u(x ) + �u(y) :

On note par L(X; Y ) l�ensemble des applications linéaires. On le muni de deux opéra-

tions algébriques suivantes :

1. 8x 2 X (u1 + u2)(x) = u1(x) + u2(x).

2. 8x 2 X;8k 2 |; u(k:x) = k:u(x).

Dé�nition 1.2.2 L�application linéaire u est continue (borné) s�il existe C > 0 tel que

8x 2 X :k u(x) k� C k x k :

Notation 1.2.1 On note L(X; Y ) l�espace des applications linéaires continues.

On défnit une norme des opérateurs qui est k : k sur L(X; Y ) par :

k u k= sup
kxk�1

k u(x ) k :

9



1.2. Les applications lin�eaires

On a également

k u k= inffC : véri�er l 0inégalité précédenteg:

Alors, la quantité k u k défnit une norme sur L(X; Y ).

Remarque 1.2.1 Si Y est un espace de Banach alors L(X; Y ) est aussi un espace de

Banach.

Dé�nition 1.2.3 (Dual topologique) Soit X un espace vectoriel normé. On appelle dual

topologique, et on note X� l�espace de Banach des formes linéaires continues sur X, (i :e).,

X �=L(X ;R):

Notons ici que l�espace X� est toujours complet pour la norme des opérateurs.

Proposition 1.2.1 Soit X un espace de Banach. Pour tout x 2 X on a,

k x k= sup
kx�k�1

j hx; x�i j :

1.2.2 L�adjoint d�un opérateur linéaire

Dé�nition 1.2.4 Soient X; Y deux espaces vectoriels normés: Pour un opérateur linéaire

borné T 2 L(X;Y ); on de�nie l�opérateur T � 2 L(Y �;X�) par :

T �(y�)(x) = y�(Tx) (i:e:; ) hx ;T �y�i = hTx ; y�i ;

pour tout x 2 X et y� 2 Y �; T �est appelé adjoint de T:

Proposition 1.2.2 1) Soit T 2 L(X;Y ) alors T � linéaire et jjT jj = jjT �jj:

2) Pour tout T 2 L(X;Y ) et S 2 L(Y ;Z) on a (S � T )� = T � � S�:

10



1.3. Les applications Lipschitziennes

1.3 Les applications Lipschitziennes

1.3.1 Les applications Lipschitziennes

Dé�nition 1.3.1 Une application f : (X; d) �! (Y; �) telle que X et Y deux espaces

vectorieles muni avec deux distances d respectivement �: f est dite application Lipschitzienne

s�il existe k > 0 tel que

8x ; y 2 X ; �(f (x ); f (y)) � k d(x ; y) (1.3.1)

Remarque 1.3.1 Si k = 1 ;f est dit non expansive, Si k < 1 ; f est dit contraction.

Notation 1.3.1 On notera par Lipk(X; Y ) l�ensemble des applications Lipschitzienns de

raport k de X dans Y; et Lip(X;Y ) la réunion de ces ensembles .

Dé�nition 1.3.2 Pour une fonction Lipschitzienne f on défnit la constante de Lipschitz

par :

k f klip = lip(f )

= sup
x 6=y

�(f(x); f(y))

d(x; y)

= inf fk ; k est la constante de la défnition (1 :3 :1 )g

1.3.2 L�espace Lip(X)

Dé�nition 1.3.3 Soit X un espace métrique et Y un espace de Banach .

On note par Lip(X;Y ) l�espace de toutes les fonctions Lipschitziennes de X dans Y .

Lip(X ;Y ) = ff : X �! Y fonctions Lipschitziennesg;

muni de la norme
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1.3. Les applications Lipschitziennes

k f kLip(X;Y )= maxfk f k1 ;Lip(f )g:

Remarque 1.3.2 Si Y = R , alors Lip(X; Y ) = Lip(X) .

Lip(X) est un espace de Banach muni de la norme k f kLip(X;Y ) pour tout espace mé-

trique X le prédual de Lip0(X): Soit X un espace métrique complét à l�elément distingué

X = (X; d; e)

X#= Lip0(X ) = f f : X �! R Lipschitzienne telle que f (e) = 0 g:

Proposition 1.3.1 L�espace Lip0(X) est complet pour tout espace métrique pointé X:

1.3.3 Adjoints d�opérateurs Lipschitziens

Dé�nition 1.3.4 Soient X un espace métrique pointé et Y un espace de Banach. Sawa-

shima a dé�ni l�adjoint Lipschitzien T# : Lip0(Y ) �! Lip0(X) d�une application lipschit-

zienne T 2 Lip0(X;Y ) par la formule :

T#: Lip0(Y ) �! Lip0(X )

f �! T# (f)= f � T

L�opérateur T# est linéaire et continue de plus k T# k= Lip(T ): La restriction de T#

sur E� défnit un opérateur linéaire continue appelé l�opérateur transposer Lipschitzien de

T:
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1.3. Les applications Lipschitziennes

1.3.4 Espace de Arens-Eells

Dé�nition 1.3.5 Soit (X; d; e) un espace métrique pointé, une molécule sur X est une

fonction m : X �! R a support �ni satisfaisant sur X que

X
x2supp(m)

m(x ) = 0

On note par M(X) l�espace vectoriel des molécules sur X . On peut écrire

m =
lX

j=1

�j(1fxjg�1fx0jg):

On peut écrir

m =
lX

j=1

�jmxj ;x0j :

La condition
nP
j=1

m(xi) = 0, montre que cette réprésentation existe.

On pose :

k m kM(X)= inf f
lX

j=1

j � j d(x j; x 0j) sur toute les réprésentation g:

Il s�ensuit que k m kM(X)est une norme sur l�espace M(X). On note par Æ(X; dX) le

complété de l�espace normé (M(X); k : kM(X)).

Théorème 1.3.1 Soit X un espace métrique pointé, alors

Lip0(X) = Æ(X)�:

Théorème 1.3.2 (Linéairisation) Soit X un espace métrique pointé, soit E un espace de

Banach et soit T : X �! E un opérateur Lipschitzien tel que T (0) = 0.
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1.4. Les op�erateurs lin�eaires p� sommants

Alors ; il existe un unique opérateur linéaire borné u :Æ(X) �! E

tel que

T : u � iX et k T k= Lip(T )

Æ(X ) u

iX " &

X T�! E :

Remarque 1.3.3 On note par TL = u tel que TL :linéaresation de T:

1.4 Les op�erateurs lin�eaires p� sommants

1.4.1 Opérateurs linéaires p�sommants

Dé�nition 1.4.1 Soit 1 � p � 1 , X et Y deux espaces de Banach. Soit T 2 L(X; Y ) on

dit que T est un opérateur p�sommant s�il existe une constante positive C tel que pour tout

(xi)ni=1 � X , ona

(
nX
i=1

k T (x i) k
p)

1
p� C sup

'2BX�
(
nX
i=1

j hx i; 'i j
p)

1
p :

(i-e),

k T (x i)
n
i=1kp� C k (x i)

n
i=1kp;w (1.4.1)

On note l�espace des opérateurs linéaires p�sommants de X dans Y par :

�p(X ;Y ) = fT : X �! Y ;T est p�sommantsg

est muni de la norme
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1.4. Les op�erateurs lin�eaires p� sommants

�p(T ) = inf fC : C verifait l�inegalité (1 :4 :1 )g:

Remarque 1.4.1 Si T 2 �p(X; Y ) d�après la dé�nition de l�inférieure alors on a ;

k T (x i)
n
i=1kp� �p(T ) k (x i)

n
i=1kp;w:

Proposition 1.4.1 Soit T 2 �p(X;Y )

1. k T k � �p(T ):

2. ( �p(X;Y ); �p(T )) est un espace normé .

3. ( �p(X;Y ); �p(T )) est un ideal de Banach.

1.4.2 Opérateurs linéaires fortement p�sommants

Dé�nition 1.4.2 Soient 1 � p � 1 et X; Y deux espaces de Banach, un opérateur linéaire

boré T 2 L(X; Y ) est Cohen fortement p�sommant s�il transforme toute suite p�sommable

à une suite Cohen fortement p�sommable. C�est-à-dire l�opérateur

T : lp(X ) �! lp(Y )

(x i)
1
i=1 �! (T (x i))

1
i=1

est bien dé�ni.

Notation 1.4.1 * Dp(X;Y ) = {T : X �! Y , T est Cohen fortement p�sommant} .

* Pour p = 1; D1(X;Y ) = L(X; Y ) .

Remarque 1.4.2 Si T 2 Dp(X;Y ) alors

k T k� dp(T ):
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1.4. Les op�erateurs lin�eaires p� sommants

Proposition 1.4.2 (Dp(X; Y ); dp(T )) est un idéal de Banach

1.4.3 Opérateurs positif fortement p�sommant

Théorémes de domination et de factorisation de Pietsch

Théorème 1.4.1 L�opérateur T 2 L(X;F ) est positif fortement p�sommant (1 < p �

1) ; si et seulement si il existe une positive constante C > 0 et une mesure de probabilité

de Radon sur B+
F �� tels que pour tous x 2 X+ et y� 2 F � on a :

j hT (x ); y�i j� C k x k

0B@ Z
B+
F��

hj y� j;  ip�d�

1CA 1
p� (1.4.2)

En plus, dans ce cas

d+p (T ) = inffC; véri�ant l 0inégalité (1:4:2)g:

Théorème 1.4.2 (Théoréme de factorisation de Pietsch)

Soient 1 < p � 1 ; tels que 1
p
+ 1

p� = 1 ; X est un espace de Banach et F un Banach

réticulé et T 2 L(X;F ) : Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. T 2 D+
p (X;F ).

2. Ils existent une mesure de probabilité de Borel � sur B+
F �� ; un espace de Banach

Lp�0 (B
+
F �� ; �) ; et un opérateur linéaire continu � : X �! (Lp�0 (�))

tels que

kF�T = i�F ��J �p�;0��:
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1.4. Les op�erateurs lin�eaires p� sommants

1.4.4 Idéaux d�opérateurs linéaires

Dé�nition 1.4.3 Un opérateur de rang �ni est un opérateur linéaire continu T de X dans

Y si

dimT (X) < 1:

Notation 1.4.2 L�espace des opérateurs linéaires de rang �ni sera noté Lf (X; Y ).

Exemple 1.4.1 Si dim(X) = n =) dimT (X) � dim(X) = n ; donc T 2 Lf (X; Y ) .

Proposition 1.4.3 Soient X; Y deux espaces de Banach alors ;

T 2 Lf (X; Y )() T (X) =
nX
k=1

x�k(x)yk

ou x�k 2 X� et yk 2 Y ; 1 � k � n .

Dé�nition 1.4.4 Une classe I des opérateurs linéaires bornés, est dite idéal des opérateurs

lineaires pour tous X et Y qui sont des espaces de Banach si et selement si :

a) I(X; Y ) est un sous-espace vectoriel de L(X; Y ) et

Lf (X; Y ) � I(X;Y ):

b) Propriété d�idéal :

E
u�!

Lf (E;X)
X

T�!
I(X;Y )

Y
v�!

L(Y;F )
F

alors

v � T � u 2 I(E;F ):

De plus, si la norme

k : kI : I(X; Y ) �! R+
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1.4. Les op�erateurs lin�eaires p� sommants

satisfait :

1) ( I(X; Y ) , k : kI) est un espace Banach (Quasi Banach ) .

2) k id| kI= 1:

3) k v � T � u kI�k v kk T kIk u k .

alors ; ( I(X; Y ) , k : kI) s�appele idéal de Banach (Quasi Banach) des opérateurs

linéaires .

Exemple 1.4.2 Les espaces Lf (X; Y ) et L(X; Y ) sont des idéaux linéaires .

Proposition 1.4.4 est un espace de Banach. Si F = R, alors L(E;R) = Lr(E;R).

1.4.5 Les espaces des suites p�sommables

Tout d�abord;si X un espace de Banach, nous noterons par :

XN = fx = (xn)n = xn 2 X, 8n 2 Ng espace de toutes les suites (xn)n d�éléments de X.

L�ensemble XN est un espace vectoriel lorsqu�il est muni de la loi d�addition suivante,

(xn)n + (yn)n := (xn + yn)n.

et la loi de multiplication suivante,

�:(xn)n := (�:xn)n ;où � 2 K.

Dé�nition 1.4.5 ( L�espace des suites p�sommables) Une suite (xn) (resp. (xi)1�i�n)

dans X est absolument p�sommables si la suite scalaire (jjxnjj)(resp. (jjxijj)1�i�n) est dans

lp

On note lp(X) (resp. lnp (X)) l�espace des suites (xn) (resp. (xi)1�i�n) dans X absolument

p�sommables muni de la norme:

8>><>>:
jj(xn)njjlp(X) = jj(xn)njjp = (

1P
n=1

jjxnjjp)
1
p si 1 � p � 1,

jj(xn)njjl1(X) = jj(xn)njj1 = sup
n
jjxnjj si p =1.
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1.5. Op�erateurs Lipschitziens p� sommants

Dé�nition 1.4.6 Une suite (xn) (resp. (xi)1�i�n) dans X est faiblement p�sommables si

la suite scalair ('(xn)) (resp.('(xi)1�i�n)) est dans lp pour tout ' 2 X�.

On note lwp (X) (resp. l
n
p;w(X)) l�espace des suites (xn) (resp. (xi)1�i�n) dans X faible-

ment p�sommables telle que

lwp (X) := f(xn)n � X : (hxn; 'i)n 2 lp;8' 2 X�g

muni de la norme :

8>><>>:
jj(xn)njjp;w = jj(xn)njjlwp (X) = sup

'2BX�
(
nP
i=1

j hxn; 'i jp)
1
p si 1 � p � 1,

jj(xn)njjlw1(X) = sup
'2BX�

�
sup
n
j hxn; 'i j

�
si p =1.

1.5 Op�erateurs Lipschitziens p� sommants

Dé�nition 1.5.1 Soient X; Y deux espaces métriques. Un application Lipschitzienne T :

X �! Y est dite Lipshitzienne p�sommant (1 < p < 1), s�il existe une constante C > 0

et 8n 2 N;8(xi)1�i�n � X;8(�i)1�i�n � R+ ;ona

nX
i=1

�idY (T (x i);T (y i))
p� C p sup

f2B
X#

nX
i=1

�ij f (x i)� f (y i) j
p (1.5.1)

La classe des opérateurs Lipschitzienes p�sommant de X dans Y est notée par �Lp (X; Y ):

Muni de la norme

�Lp (T ) = inf fC ;C véri�ant l�inégalité (1 :5 :1 )g

1. Dans la défnition précédente, on peut prendre les �i = 1;81 � i � n .

2. Lip(T ) � �Lp (T ) ; pour tout T 2 �Lp (X; Y ) .
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1.5. Op�erateurs Lipschitziens p� sommants

Théorème 1.5.1 Soient (1 < p <1), supposons que X et Y sont des espaces de Banach.

Alors,

Si T est un opérateur linéaire borné de X dans Y ,on a

�Lp (T ) = �p(T ):

1.5.1 Idéal des opérateurs Lipschitziens

Dé�nition 1.5.2 Soient X;Y ;E;F des espaces métriques. Soient v : E �! X ; w : Y �!

F des applications Lipschitziennes et T : X �! Y , un opérateur Lipschitz p�sommant.

Alors l�opérateur wTv est Lipschitz p�sommant et

�Lp (wTv) � Lip(w)�
L
p (T )Lip(v):

1.5.2 Opérateurs Lipschitzien fortement p�sommants

Dé�nition 1.5.3 Soient 1 < p � 1 . Une Opérateur T 2 Lip0(X;E) est appelée fortement

p-sommation de Lipschitz, s�il y a un espace de Banach F et un opérateur S 2 Dp(F;E)

[c�est-à-dire S� 2 �p(E�; F �) ] tel que

jhy�;T (x )� T (x 0)ij � d(x ; x 0)S �(y�): (1.5.2)

Notation 1.5.1 pour tout x; x0 2 X, y� 2 E�. Nous écrivons DL
st;p(X;E) pour l�ensemble

de tous opérateurs p�sommation fortement Lipschitz entre X et E.

Proposition 1.5.1 Pour chaque T 2 DL
st;p(X;E), soit d

L
st;p(T ) désignent l�in�mum de

dp(S), pour S satisfaisant l�inégalité ci-dessus.
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1.5. Op�erateurs Lipschitziens p� sommants

Remarque 1.5.1 Pour p = 1, on dé�nit DL
st;1(X;E) = Lip0(X;E). Notez que si T est

un opérateur linéaire entre les espaces de Banach E et F alors,

T 2 DL
st;p(X;E) si et seulement si T 2 Dp(E;F ):

Dé�nition 1.5.4 Soit 1 < p � q � 1. Il est bien connu que chaque opérateur absolument

q�sommant est un opérateur absolument p-summant . Ensuite,

il ressort clairement de la dé�nition que

DL
st;q(X ;E ) � D

L
st;p(X ;E ): (1.5.3)

Notre premier résultat concernant les opérateurs fortement p�sommants Lipschitz qui

relie avec les opérateurs linéaires fortement p�sommants .

Proposition 1.5.2 Soient 1 < p � 1 et T 2 Lip0(X;E). Puis T 2 DL
st;p(X;E) si, et

seulement si, TL 2 Dp(AE(X); E).

Dans ce cas, dLst;p(T ) = dp(TL).

Théorème 1.5.2 Soit 1 < p � 1:T 2 Lip0(X;E): Les assertions suivantes sont équiva-

lentes :

1. T 2 DL
st;p(X;E).

2. Il existe une constante C et une mesure de probabilité � surBE�� telle que pour tout

x; x0 2 X; y� 2 E� on a

jy�;T (x )� T (x 0)j � Cd(x ; x 0) (
Z

BE��

j'(y�) jp
0
d�('))

1
p0 :
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1.6. Espaces de Banach réticulés

3. Il existe une constante C � 0 telle que pour tout (xi)ni=1,(x0i)ni=1 dans X, tous (y�i )ni=1 �

E� et (bi)ni=1 dans R nous avons bien que

nX
i=1

j bi jj hy�i ; T (xi)� T (x0i)i j� C(
nX
i=1

j bi jp d(xi; x0i)p)
1
p ) sup
'2BE��

(
nX
i=1

j '(y�i ) jp
0
)
1
p0 :

De plus, le minimum des constantes C � 0 dans les inégalitésqui sont dans (2) et (3)

est noté par : dLst;p(T ):

1.6 Espaces de Banach réticulés

Dé�nition 1.6.1 Soit E un ensembel vide un espace vectoriel muni d�une relation binaire

d�ordre notée " � "

(i) 8x 2 E, x � x ( ré�exive ),

(ii) x, y 2 E, x � y et y � x =) x = y ( antisymetrique ),

(iii) x, y, z 2 E, x � y et y � z =) x � z ( transitive ).

Dé�nition 1.6.2 Un espace vectoriel ordonné X la dont pour les quel toute paire d�élé-

ments à une borne supérieur est appelé espace vectoriel réticulé;i:e:,

8x, y 2 X, sup(x; y) 2 X et inf(x; y) 2 X.

Dé�nition 1.6.3 Soit X un espace de Banach réel partiellement ordonné. X est un espace

de Banach réticulé (resp. complètement réticulé) si
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1.6. Espaces de Banach réticulés

8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

1) 8x; y; z 2 X x � y =) x+ z � y + z;

2) 8x 2 X, 8a 2 R+ x � 0 =) ax � 0;

3) 8x; y 2 X sup fx; yg 2 X et inf fx; yg 2 X;

(resp. 8A(6= �) � X Amajoré =) supA 2 Xet Aminoré =) inf A 2 X)

4) 8x; y 2 X jx j�j yj =) kxk � kyk où jxj = sup fx;�xg :

5) 8x 2 X kjxjk = kxk :

Exemple 1.6.1 Les espaces euclidiens Rn avec leurs normes euclidiennes sont tous des

espaces de Banach réticulés.
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Chapitre 2

Les Op�erateurp� nucl�eaires et les

op�erateurs p� nucl�eaire Lipschitz

Dans ce chapitre on va prendre en étude un peut détaillé les opérateurs p-nucléaires et

les opérateurs p-nucléaire Lipschitzien. La dont on citera les théorèmes de dominations de

Pietsch. a la �n de ce chapitre on donne quelques résultats d�inclusions et relations entre

ces types d�opérateurs.

2.1 D�efinitions de bases

2.1.1 Produit tensoriel

Produit tensoriel algébrique

On considéré le dual algébrique L(X1; :::; Xm)
� de l�espace L(X1; :::; Xm), tel que

L(X 1; :::;Xm)
�= f� : L(X 1; :::;Xm) �! | : � est une forme linéaireg:

Le produit tensoriel de X1; :::; Xm sera construit à partir des éléments de l�espace L(X1; :::::::::; Xm)
�:
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2.1. D�efinitions de bases

Soit x1; :::; xm 2 X1 � :::�Xm on dé�nit

x 1
:::
 xm: L(X 1; :::;Xm) �! |

x 1
:::
 xm(') = '(x 1; :::; xm)

où ' est une forme m� linéaire.

On pose D l�ensemble formes dé�nie par tous ces éléments,

D : = fx 1
:::
 xm: x 12 X 1; :::; x
m2 Xmg � L(X 1; :::;Xm):

La forme x1 
 :::
 xm s�appelle tenseur élémentaire..

Dé�nition 2.1.1 Le sous-espace vectoriel de L(X1; :::; Xm)
� engendré par D est dit produit

tensoreil algébrique de X1 � :::�Xm , et sera noté par X1 
 :::
Xm ainsi

que les éléments de X1 
 :::
Xm s�appellent tenseurs, et sont écrits sous la forme :

u =
nX
i=1

�ix
1
i 
:::
 xmi

tels que (�i)ni=1 � | , (x
j
i )
n
i=1 � Xj (j = 1; :::;m) et n 2 N:

Cette représentation de u n�est pas unique.

Si u 2 X1 
 :::
Xm et une forme multilinéaire sur X1 � :::�Xm, alors

u(�) = h�;
nX
i=1

�ix
1
i 
 :::
 xmi i =

nX
i=1

�i�(x
1
i ; :::; x

m
i ):

La valeur de cette expression est indépendante du choix de u. Par dé�nition, le produit

tensoriel X1 
 :::
Xm est un espace vectoriel sur | .
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2.1. D�efinitions de bases

Produit tensoriel projectif

Dé�nition 2.1.2 Soit m 2 N, pour chaque u 2 X1
 :::
Xm ; nous défnisons le nombre

réel positif

�(u) = inf

nX
k

i=1

x 1i k ::: k x
m
i k= inf

(
nX
i=1

mY
j=1

jjxji jj
)

où l�in�mum portée sur toutes les représentations possibles de u de la forme

u =
nP
i=1

x1i 
 � � �
 xmi : Alors � est une norme tensorielle sur l�espace X1 
 � � �
 Xm et

en plus on a �(x1 
 � � �
 xm) = jjx1jj � �� jjxmjj:

* On note X1
̂� � �� 
̂� Xm le produit tensoriel projectif des espaces X1; :::; Xm (i:e:) ; le

complété de X1
� � �
Xm pour cette norme:Si X1 = � � � = Xm = X on écrit simplement


̂m� X:

Alors � est une norme sur l�espace X1 
 :::
Xm et de plus, on a

�(x 1i
:::
 xmi ) =k x
1
i k ::: k x

m
i k :

Produit tensoriel injectif

Dé�nition 2.1.3 La norme injective sur X1 
 :::
Xm est dé�nie par

"(u) = sup

(
j

nX
i=1

�(x1i ):::�(x
m
i ) j; � 2 BX�

j
; j = 1; :::;m

)

où
nX
i=1

x1i 
 :::
 xmi

est une représentation de u 2 X1 
 :::
Xm:
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2.1. D�efinitions de bases

Notation 2.1.1 On note par X1
" :::
"Xm le produit tensoriel muni de la norme " Cet

espace n�est pas complet en général, alors on note par X1

a

" :::

a

" Xm son complété.

L�espace de Banach X1

a

" :::

a

" Xm s�appelle le produit tensoriel injectif des espaces de

Banach X1; :::; Xm:

Proposition 2.1.1 ( Le produit tensoriel des opérateurs) SoientX1; :::; Xm ; Y1; :::; Ym

des espaces vectoriels normés et soient les opérateurs linéaires conituns Tj : Xj �! Yj ;pour

tout; j = 1; :::;m il existe un unique opérateur linéaire continu,

T1 
� � � �
� Tm : X1
̂� � �� 
̂�Xm �! Y1
̂� � �� 
̂� Ym; tels que

T1 
� � � � 
� Tm(x1 
 � � � 
 xm) = T1(x
1)
 � � �
 Tm(x

m); pour tout xj 2 Xj ; et en plus

jjT 1
�� � �
�Tmjj =
mQ
j=1

jjT jjj:

Proposition 2.1.2 Si X1 � � � �� Xm des epaces vectoriels de dimensions �nies ;alors

X1 
 � � � 
Xm est un espace à dimension �nie:

De plus si X1 � � � �� Xm sont normés;alors X1
̂� � �� 
̂�Xm est complet:

(voir [27])

2.1.2 Produit tenseur de Lipschitz X � Y

Soit X un espace métrique pointé et soit E un espace de Banach. Le produit tensoriel

de Lipschitz X � E est dé�ni comme le sous-espace vectoriel de Lip0(X;E�)0 ( le dual

algébrique de Lip0(X;E�) ) engendré par l�ensemble

f�(x;y) � e : (x; y) 2 X2; e 2 Eg

où

(�(x;y)�e)(f ) = hf (x )� f (y); ei;8f 2 Lip0(X ;E
�):
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2.1. D�efinitions de bases

On dit que �(x;y) � e est un tenseur de Lipschitz élémem (ntaty. On a u 2 X � E si, et

seulement si, u =
nP
i=1

�i�(xi;yi) � ei et cette représentation n�est pas unique.

Notez que chaque élément u 2 X �E peut représenté par : u =
nP
i=1

�(xi;yi)� ei puisque

��(x;y) � e = �(x;y) � �e. nous avous aussi

u(f ) =
nX
i=1

hf (x i)� f (y i); e ii; pour tout f dans Lip0(X ;E
�):

Norme injective de Lipschitz

Pour un espace de Banach E et un espace métrique X,

Dé�nition 2.1.4 Pour chaque u =
nP
i=1

�(xi;yi) � ei 2 X � E, dé�ne

"(u) = sup

(
j

nX
i=1

(f(xi)� f(yi))h'; eii j: f 2 BX#,' 2 BE#
)
:

Notez que le supremum sur le côté droite dans la dé�nition précédente existe depuis :

j
nP
i=1

(f (x i)� f (y i))h'; e ii �
nP
j

i=1

(f (x i)� f (y i))h'; e ii j

�
nP
i=1

Lip(f )d(x i; y i) k ' kk e ik

�
nP
i=1

d(x i; y i) k e ik :

Pour tous les f 2 BX# et ' 2 BE#. Noter que

nX
j

i=1

(f (x i)� f (y i))h'; e ii j= (f � ')(
nX
i=1

�(xi;yi)�e i):

Remarque 2.1.1 La complétion X�̂"E de X�"E est appelé le produit tenseur de Lipschitz

injectif de X et E. Ensuite, nous justi�ons cette terminologie dans le cas | = R.
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2.2. Les op�erateur lin�eaires p� nucl�eaires

Norme projective de Lipschitz

Dé�nition 2.1.5 Pour chaque u 2 X � E; dé�ne

�(u) = inf

(
nX
i=1

d(xi; yi) k ei k: u =
nX
i=1

�(xi;yi) � ei

)

l�in�nimum étant repris par toutes les représentations de u:

Théorème 2.1.1 La norme projective de Lipschitz � est une normale croisée de Lipschitz

dualisable sur X � E telle que L � �.

La complétition X�̂�E de X �� E est appelé le produit tenseur projectif de Lipschitz

de X et E:

(voir [26])

2.2 Les op�erateur lin�eaires p� nucl�eaires

Un opérateur linéaire T : E ! F est p�nucléaire ( 1 � p � 1) [ voir 7,14 ], si et

seulement si, T peut être écrit sous la forme

T =

1X
j=1

x �j
y j

où (x�j)j 2 E� et (yj)j 2 F satisfaire

k (x �j)jkp� 1 et sup
ky�k�1

 
nX
j=1

j hyj; y�i jp
�

! 1
p�

<1

ici

Np((x
�
j)j; (y j)j) =k (x

�
j)jkp sup

ky�k�1

 
nX
j=1

j hyj; y�i jp
�

! 1
p�

:
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2.2. Les op�erateur lin�eaires p� nucl�eaires

De plus

vp(T ) = infNp((x
�
j)j; (yj)j)

l�in�mum étant repris toutes les représentations telles que ci-dessus. Le collection de tous

opérateurs linéaires p�nucléaires de E vers F est désigné par Np(E;F ). Interchanger les

rôles du séquences (xj)j et (yj)j on obtient de la même manière un (autre espace de Banach

des opérateurs N p(E;F ) [voir 14], la norme étant donné par :

vp(T ) = infN p((x �j)j; (y j)j)

où

N p((x�j)j; (yj)j) = sup
kxk�1

 
nX
j=1

j hx; x�ji jp
�

! 1
p�

k (yj)j kp :

Un opérateur linéaire T : E ! F est p�nucléaire ( 1 � p <1), s�il y a deux opèrateurs

une a 2 L(lp; F ), b 2 L(E; l1) et une séquence � 2 lp de telle sorte que le diagramme

suivant commute :

E T�! F

b # " a

l1 M��! lp

où M� 2 L(l1; lp) est l�opérateur diagonal dé�ni comme suit :

M�(�n) = (�n�n)n; (�n)n 2 l1:

Puis

kM �k = k�kp= �p(M �):
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2.2. Les op�erateur lin�eaires p� nucl�eaires

Nous �xons

�p(T ) = inf kakkM �kkbk;

l�in�mum étant étendu à toutes les factorisations comme ci-dessus. De même, chaque

T 2 N p(E;F ) peut être factorisé

E T�! F

b # " a

lp� M��! l1

avec a ,M� ,b comme ci-dessus et

�p(T ) = inf kakkM �kkbk

2.2.1 Opérateurs positivement p�nucléaires

Dé�nition 2.2.1 Un opérateur S : E ! F est appelé p�nucléaire si

S =

1X
i=1

u�j
�j;

où (u�j)j 2 lp(E�), (�j)j 2 lwp� (F ).

On a

�p(S ) := inf k (u�j)jkp� k (�
�
j)jk

!
p� ;

où l�in�mum est pris sur toutes les représentations dites p�nucléaires d�crites ci-dessus.
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2.3. Les op�erateurs p� nucl�eaire de Cohen Lipschitz

les opérateurs 1� nucléaires sont simplement appellés opérateurs nucléaires. La classe

de tout nucléaire les opérateurs de norme nucléaire sont notés [N , �]. O. I. Zhukova (voir

[22]) a présenté le

concept d�opérateurs p�nucléaires latticiellement qui peuvent être considérés comme des

analogues partiellement positifs des opérateurs p�nucléaires comme suit..

Dé�nition 2.2.2 On dit qu�un opérateur T : X ! E est positivement p�nucléaire si

T =

1X
i=1

x �j
uj (2.2.1)

où (x�j)j 2 lwp� (X�)+; (uj)j 2 lp(F ).

Nous appelons la représentation (2.2.1) un positivement représentation p�nucléaire de

T .

~�p(T ) := inf k (x �j)jk
!
p�� k (u

�
j)jkp

où l�in�mum est pris sur toutes les représentations positivement p�nucléaires de T .La

classe de tous les opérateurs p�nucléaires positivement est noté ~Np.

2.3 Les op�erateurs p� nucl�eaire de Cohen Lipschitz

Dé�nition 2.3.1 Un opérateur de Lipschitz T : X �! E est Cohen Lipschitz p�nucléaire

(1 < p < 1), s�il existe une constante positive C telle que pour tout n dans N ; (xi)1�i�n

,(x0i)1�i�n dans X (a�i )1�i�n dans E et (�i)1�i�n R+, nous avons

j
nX
i=1

�ihT (x i)� T (x
0
i); a

�
i i j� C sup

f2B
X#

 
nX
i=1

�i j f(xi)� f(x0i) jp
! 1

p

sup
kakE�1

(

nX
i=1

j ha; a�i i j
1
p�

(2.3.1)
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2.3. Les op�erateurs p� nucl�eaire de Cohen Lipschitz

La plus petite constante C notée par �Lp (T ), telle que l�inégalité (2.3.1) ci-dessus est

vraie.

Remarque 2.3.1 �Lp (T ) est appelée la norme p�nucléaire de Cohen Lipschitz sur l�espace

N L
p (X;E) de tous les Opérateurs p�nucléaires de Cohen Lipschitz de X dans E qui est un

espace de Banach.

Remarque 2.3.2 Pour p = 1 et p = 1 on a comme dans le cas linéaire N L
1 (X;E) =

�L1 (X;E) et N L
1(X;E) = DL

st;1(X;E). La dé�nition reste la même si on se limite �i = 1,

comme dans (voir [24]).

Nous avons (voir [23]) que lp(E) � lp!(E) (le symbole indique que deux Banach les espaces

sont isomorphes isométriquement) pour quelque 1 � p < 1 si et seulement si dim(E) est

�nite.

Si p = 1, nous avons l1(E) � l1! (E) . On a aussi si 1 <p � 1 , lp!(E) � L(lp�; E)

isométriquement.

En d�autres termes,

soit � : lp� �! E un opérateur linéaire tel que �(ei) = ai (à savoir, � =
nP
i=1

ei 
 ai, ei

désigne la base du vecteur unitaire de lp) ensuite,

k � k=k (x i) kl!p (E) (2.3.2)

Dé�nition 2.3.2 Soit T un opérateur de Lipschitz entre X,E et � : lp�n �! E�étre un

opérateur linéaire borné opérateur. Par (2.3.2) l�opérateur de Lipschitz T est Cohen Lipschitz

p�nucléaire si, et seulement si,

j
nX
i=1

�ihT (x i)� T (x
0
i); �(e ii j� C sup

f2B
X#

 
nX
i=1

�i j f(xi)� f(x0i) jp
! 1

p

k � k (2.3.3)
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2.3. Les op�erateurs p� nucl�eaire de Cohen Lipschitz

Proposition 2.3.1 Considérons T dans Lip0(X;E), R dans Lip0(E;F ) et S dans Lip0(Y;X).

Si T est l�opérateur p�nucléaire de Cohen Lipschitz,. Alors, R � T � S est un opérateur

p�nucléaire de Cohen Lipschitz et

�Lp (R � T � S) � Lip(R)�Lp (T )Lip(S)

Théorème 2.3.1 Considérons T 2 Lip0(X;E) et C une constante positive. Puis le suivant

les assertions sont équivalentes.

1. L�opérateurT est Cohen Lipschitz p�nucléaire et �Lp (T ) � C.

2. Pour tout n dans N ; (xi)1�i�n ,(x0i)1�i�n dans X ; (a�i )1�i�n dans E� et (�i)1�i�n R+,

nous avous

nP
i=1

�ij hT (x i)� T (x
0
i); a

�
i i j

� C sup
f2B

X#

(
nP
i=1

�ij f (x i)� f (x
0
i) j

p)
1
p sup
kakE�1

(
nP
i=1

j ha; a�i i j
p�)

1
p�

(2.3.4)

3. Il existe des mesures de probabilité de radon �1 sur BX# et �2 sur BE�� ; tel que pour

tous x , x0 dans X et a� dans E,nous avous

j hT (x i)� T (x
0
i); a

�
i i j

� C
R
B
X#

(j f (x )� f (x 0) jpd�1(f ))
1
p
R

BE��

j f (a�(a��) jp
�
d�2(a

��))
1
p�

(2.3.5)

De plus, dans ce cas

�Lp (T ) = inf fC > 0 : 8 C véri�ant l�inégalité(2 :3 :5g:
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2.3. Les op�erateurs p� nucl�eaire de Cohen Lipschitz

2.3.1 Opérateur fortement Lipschitz p�nucléaire

Dé�nition 2.3.3 Un opérateur Lipschitz T : X ! F est fortement Lipschitz p�nucléaire

(1 � p � 1), ( voir [4]) si, T peut être écrit sous la forme

T =

1X
j=1

fj
y j

où (fj)j � X# et (yj)j � F satisfaire

k Lip(f j)jkp� 1 et sup
ky�k�1

 
nX
j=1

j hyj; y�i jp
�

! 1
p�

<1

ici

Np((f j)j; (y j)j) =k Lip(f j)jkp sup
ky�k�1

 
nX
j=1

j hyj; y�i jp
�

! 1
p�

:

De plus

vp(T ) = infNp((x
�
j)j; (yj)j)

l�in�mum étant repris toutes les représentations telles que ci-dessus.

Un opérateur Lipschitz T : X ! F est fortement Lipschitz p- nucléaire ( 1 � p � 1),

s�il y a deux mappages Lipschitz A 2 L(lp; F ), B 2 Lip0(X; l1) et une séquence � 2 lp de

telle sorte que le diagramme suivant commute :

X T�! F

B # " A

l1 M��! lp

Nous �xons
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2.3. Les op�erateurs p� nucl�eaire de Cohen Lipschitz

s�Lp (T ) = inf kAkkM �k Lip(B);

l�in�mum étant étendu à toutes les factorisations comme ci-dessus (voir [4]).

2.3.2 Relations entre N L
p (X;E), DLst;p(X;E) et �Lp (X; Y )

Théorème 2.3.2 Nous avons pour un opérateur de Lipschitz T : X �! E:

1. N L
p (X;E) � DLst;p(X;E) et dLst;p(T ) � �Lp (T ) pour 1 < p � 1:

2. N L
p (X;E) � �Lp (X; Y ) et �Lp (T ) � �Lp (T ) pour 1 < p � 1
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Chapitre 3

Op�erateurs up� nucl�eaires

fortement Lipschitz

Dans Le présent chapitre qui s�articule sur la théorie des opérateurs pour ce là on va

prendre en étude approfondi le plus important résultat dans article de Monsieur .A ; Belacel

et mademoiselle Khedidja Bey, qu�est paru dans le journal : Moroccan Journal of Pure and

Applied Analysis en 2019 avec l�intitulé par : Strongly Lipschitz up-Nuclear operators. La

dont ce troisième chapitre les auteurs introduisent le concept d�opérateurs up-nucléaires Lip-

schitzien. .Ils exposent une étude de types d�opérateurs up-nucléaires Lipschitzien et donne

l�analogue linéaire qui a été trouvé dans le travail de Mr, A. Persson ils nous a donné le

théorème de factorisation. Ils montrent autres résultats, qui permettent une transposition

de l�opérateur up-nucléaire au fortement Lipschitzien est p-nucléaire et nous ont trouvé les

mêmes résultats avec les opérateurs fortement Lipschitzien p-nucléaires qui sont introduits

et étudiés par Chen et Zhen.
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3.1. Op�erateurs up� nucl�eaires fortement Lipschitz

3.1 Op�erateurs up� nucl�eaires fortement Lipschitz

Dé�nition 3.1.1 soit 1 < p � 1, et T 2 Lip0(X;F ). T est opérateur Lipschitz up�nucléaire,

si T peut être écrit sous la forme suivante

T =
X
j

fj
y j

tel que (fj)j � X# satisfaire où X# est l�espace de toutes les fonctions de Lipschitz à

valeur réelle sous le (semi)�norm Lip(:) et (yj)j � F satisfaire

sup
kmk�1

X
j

j hf j;mi j
p�)

1
p�<1 et k (y j)jkp<1;

où m 2Æ(X). Ici

N pL((fj)j; (yj)j) = sup
kmk�1

P
j

j hfj;mi jp�)
1
p� k (yj)j kp

En autre terme

�p
L

(T ) := inf N pL((f j)j; (y j)j):

Le minimum étant repris toutes les représentations telles que ci-dessus. La collection de

tous les opérateur up�nucléaires fortement Lipschitz de X à F est noté N pL(X;F ).

Théorème 3.1.1 N pL(X;F ); �p
L
) est un espace Banach d�opérateurs up�nucléaires forte-

ment Lipschitz.

Preuve. (1) Il est clair que pour tout opérateur T 2 Lip0(X;F ) et tout scalaire �,

�p
L

(T ) � 0 et �pL(�T ) = j�j�pL(T ):
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3.1. Op�erateurs up� nucl�eaires fortement Lipschitz

(2) Soit T1; T2 2 Lip0(X;F ) et " > 0. on peut écrire

Ti =
X
j

fj;i 
 yj;i ; i = 1; 2:

Par homogénéité, il est possible de choisir des représentations de T1 et T2 telles que, pour

" réel positif donné,

on a

k (yj;i)j kp� (�p
L

(Ti) + ")
1
p

sup
kmk�1

X
j

j(hfj;i;mi)jjp
�
)
1
p� � (�pL(Ti) + ")

1
p� ;

i = 1; 2. En conséquence ;

k (yj;i)j kp� (�p
L

(T1) + �p
L

(T2) + ")
1
p ;

sup
kmk�1

X
j

j(hfj;i;mi)jjp
�
)
1
p� � (�pL(T1) + �p

L

(T2) + ")
1
p� ;

Puis

sup
kmk�1

X
j

j(hfj;i;mi)jjp
�
)
1
p� k (yj;i)j kp� (�p

L

(T1) + �p
L

(T2) + 2"):

Donc ;

(�p
L

(T1 + T2) � (�p
L

(T1) + �p
L

(T2) + 2"):

Proposition 3.1.1 . Soit 1 < p � 1 , et T 2 Lip0(X;F ). Alors T 2 N pL(X;F ) si, et

seulement si, TL 2 N p((Æ); F ), avec

�p
L

(T ) = �p(TL)
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3.2. Th�eor�eme de factorisation

Preuve. Il est bien connu que N p((Æ); F ) est idéal normé des opérateur (voir [16]) et

T 2 Lip0(X;F ),

puis par [1,Proposition 3.2] on obtient l�équivalence ci-dessus avec la norme nécessaire.

Théorème 3.1.2 (N pL(X;F ), �p
L
) est un idéal de Banach Lipschitz.

Preuve. Puisque N p((Æ); F ) est un idéal d�opérateur normé, T 2 N p((Æ); F )�Lip0(X;Æ(X))

et par [1, Corollaire3.3],

N pL((Æ); F ) est un idéal d�opérateur up�nucléaire de Banach fortement Lipschitz.

3.2 Th�eor�eme de factorisation

Théorème 3.2.1 Soit 1 < p � 1 et T 2 Lip0(X;F ). Alors T 2 N pL(X;F ) si et seulement

si, T a une factorisation T = aM�B de telle sorte que le diagramme suivant commute :

X T�! F

B # " a

lp� M��! l1

où B 2 Lip0(X; lp�) avec B(0) = 0;M� 2 L(lp� ; l1) un opérateur diagonal et a 2 L(l1; F ).

De plus,

�p
L

(T ) := inf k a kkM� k Lip(B)

où l�in�mum est pris sur toutes les factorisations ci-dessus.

Preuve.On sait si T 2 Lip0(X;F ) il existe une application linéaire unique TL :Æ(X) �!

F telle que T = TL � �X , plus ils ont les mêmes caractéristiques.
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3.2. Th�eor�eme de factorisation

Puisque TL 2 N p(Æ(X); F ), nous avons donc une factorisation comme suit

X T�! F

& �X % TL

Æ(X) a "

B & #

lp� M��! l1

nous pouvons voir que T = aM�B, où B = b � �X .

Inversement, une preuve similaire à celle de [4, Théorème 2.2], avec

�p
L

(T ) := inf k a kkM� k Lip(B):

Remarque 3.2.1 Pour p = 1, on a

N 1L(X;F ) = N L
1 (X;F ):

En utilisant le théorème (2.1), nous obtenons les résultats suivants :

Proposition 3.2.1 Soit 1 < p � q � 1, alors N pL(X;F ) � N qL(X;F ),

avec

�p
L

(T ) � �q
L

(T ):

Preuve. Nous savons qu�un opérateur de multiplication peut étre factorisé comme (voir

[17])

M� : lp� M��! lq� M��!
l1
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3.2. Th�eor�eme de factorisation

Donc,

X T�! F

# B a "

lp� l1

M� & %M��!
lq�

où M� et M� sont des opérateurs de multiplication donnés par �n = j�nj1�
p�
q� et �n =

(sign�n)j�nj
p�
q�
(n 2 N).

�p
L

(T ) = infLip(B) kM� kk a k

�p
L

(T ) = infLip(B) kM�M� kk a k

�p
L

(T ) = infLip(B) kM� kkM� kk a k

�p
L

(T ) � infLip( ~B) kM� kk a k

�p
L

(T ) � �q
L

(T ):

Corollaire 3.2.1 Soit 1 < p � 1 et T 2 Lip0(X;F ). On a

1. JE�T 2N pL(X ;F ��), (T t)�2N p((X#);F ��)

2. T 2N pL(X ;F )) (T t)�2N p((X#);F ��):

Problème 3.2.1 Probléme ouvert : sous quelle condition l�implication suivante : JE � T 2

N pL(X;F ��), T 2 N pL(X;F ) sera vraie ?
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3.3. Applications

3.3 Applications

Cette section est consacrée à certaines applications telles que la dualité, les relations avec

les espaces connus.

Proposition 3.3.1 Si T 2 N L
p (X;F ), alors sa transposition T t 2 N p(F �; X#) et cela

satisfait

�p(T t) � s�Lp (T ):

De plus, supposons que F est ré�exif. Alors, si T t 2 N p(F �; X#) on a T 2 N L
p (X;F ),

avec �p(T t) � s�Lp (T ):

Preuve. Par [1, Proposition 2.7, Proposition 3.2],T 2 N L
p (X;F ) si, et seulement si,

TL 2 Np(Æ(X); F ).

Puis, par [13,Proposition 1], on a (TL)� 2 N p(F �;Æ(X)�),

ce qui nous donne T t 2 N p(F �; X#) car

T t: F � (TL)
�

���!
Æ(X )� �tX�!

X#:

De plus, comme

T t = �tX � (TL)�

donc

�p(T t) = �p(�tX � (TL)�) � �p((TL)
�)

� �p((TL)

= s�Lp (T ):
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3.3. Applications

D�où,

�p(T t) � s�Lp (T ): (3.3.1)

Inversement, si T t 2 N p(F �; X#), puis (T t)� 2 Np((X
#)�; F ��), donc T 2 N L

p (X;F )

car

F

T % & J F

X KX��! (X#)� (T t)�
���!

F ��

a �KX & a #

l1 M��! lp

où KX est la carte d�évaluation KX(x)(f) = f(x); x 2 X; f 2 X# et JF est l�injection

canonique de F dans F ��,

donc,

s�Lp (T ) � �p(T t): (3.3.2)

De (3.1) et (3.2) nous obtenons

s�Lp (T ) = �p(T t):

Théorème 3.3.1 Si T 2 N pL(X;F ), puis sa transposition T t 2 Np(F
�; X#) et cela satis-

fait

�p(T
t) � �p

L

(T ):
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3.3. Applications

De plus, supposons que F est ré�exif. Alors, si T t 2 Np(F
�; X#) on a T 2 N pL(X;F ),

avec

�p(T
t) = �p

L

(T ):

Preuve. Par la proposition , T 2 N pL(X;F ) si, et seulement si, TL 2 N p(Æ(X); F ).

Ensuite, (TL)� 2 Np(F
�;Æ(X)�), cette c�est-à-dire T t 2 Np(F

�; X#) car

T t : F � (TL)
�

���!
Æ(X)� �tX�!

X#;

il est clair que T t = �tX � (TL)�donc

�p(T
t) = �p(�

t
X � (TL)�) � �p((TL)

�)

� �p(TL)

= �p
L

(T ):

D�où

�p(T
t) � �p

L

(T ): (3.3.3)

Inversement, nous utilisons la même mèthode que celle utilisèe dans [13, Proposition 1],

si T t 2 Np(F
�; X#) alors pour tout " > 0, il peut

étre écrit comme

T ty�=
X
h

j

y�; y��j if j;

pour chaque y� 2 F � et m 2Æ(X), avec
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sup
kmk�1

(
X

j h
j

fj;mi jp
�
)
1
p� k (y��j )jkp� �p(T

t) + ": (3.3.4)

Puisque F est ré�exif

sup
kmk�1

(
X

j h
j

fj;mi jp
�
)
1
p� k (y j)jkp� �p(T

t) + ": (3.3.5)

Par conséquent, nous avons

T =
X
j

fj
y j;

et (3.5) montre

v p
L

(T ) � �p(T
t): (3.3.6)

De (3.3) et (3.6) nous obtenons

�p
L

(T ): = �p(T
t)

Remarque 3.3.1 Soit T 2 N L
p (X;F )

dual, alors par [1, Theorem 3.9] on obtient T 2

Np(X;F )
dual � Lip0 et par [13, Proposition1] T 2 N p(X;F ) � Lip0 donc T 2 N pL(X;F ).

Proposition 3.3.2 Soit 1 < p � 1 et T 2 Lip0(X;F ). Si T 2 N pL(X;F ), puis T t 2

�p(F
�; X#), avec

�p(T
t) � �p

L

(T ):

Preuve. Par le Théoréme 3.1, T t 2 Np(F
�; X#) si T 2 N pL(X;F ).
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3.3. Applications

Alors par [7, Proposition 5.5, Corollaire 5.24], on obtient T t 2 �p(F �; X#), avec

�p(T
t) � �p(T

t) � �p
L

(T ):

Proposition 3.3.3 Soit 1 < p � 1 et T 2 Lip0(X;F ). Si T 2 N pL(X;F ), puis T 2

DL
st;p�(X;F ), avec

dLst;p�(T ) � �p
L

(T ):

Preuve. On a par la proposition 3.2, T 2 N pL(X;F ), puis T t 2 �p(F �; X#).

Donc par [19, Théorème 4.1], T 2 DL
st;p�(X;F ) et

dLst;p�(T ) = �p(T
t) � �p

L

(T ):

Nous présentons la proposition précédente d�une autre maniére, en utilisant la propriété

idéale.

Proposition 3.3.4 Soit 1 < p � 1 et T 2 Lip0(X;F ). Si T 2 N pL(X;F ), alors il existe

un espace de Banach G, u 2 Dp�(G;F ) et S 2 Lip0(X;G) tels que

T = u � s:

Preuve. C�est directement de la proposition 3.3 et [19, corollaire 3.6].
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R�esum�e

Résumé : Le présent travail s�articule sur la théorie des opérateurs pour ce là
on va prendre en étude approfondi un article de Monsieur .A ; Belacel et mademoiselle Khe-

didja Bey, qu�est paru dans le journal : Moroccan Journal of Pure and Applied Analysis en

2019 avec l�intitulé par : Strongly Lipschitz up-Nuclear operators. La dont les auteurs intro-

duisent le concept d�opérateurs up-nucléaires Lipschitzien. .Ils exposent une étude de types

d�opérateurs up-nucléaires Lipschitzien et donne l�analogue linéaire qui a été trouvé dans

le travail de Mr, A. Persson ils nous a donné le théorème de factorisation. Ils montrent

autres résultats, qui permettent une transposition de l�opérateur up-nucléaire au fortement

Lipschitzien est p-nucléaire et nous ont trouvé les mêmes résultats avec les opérateurs for-

tement Lipschitzien p-nucléaires qui sont introduits et étudiés par Chen et Zhen.

Abstract : Our memory is part of the theories of operators for this we will take
in depth study an article of Mr. .A ; Belacel et mademoiselle Khedidja Bey, which appeared

in the journal : Moroccan Journal of Pure and Applied Analysis in 2019 with the title of :

Strongly Lipschitz up-Nuclear Operators The authors introduce the concept of Lipschitzirn

fortement up-nuclear operators. By presenting a study of the class of Lipschitzian p-nuclear

operators whose linear analogue was found in [14] they gave us the factorization theorem.

They show other results, which allow a transposition of the p-nuclear operator to the strongly

Lipschitz is p-nuclear and we found the same results with the strong Lipschitzian p-nuclear

operators which are introduced and studied by Chen and Zheng in [4 ].
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 لهذا الغرض تطبيقاتذا العمل مبني على نظرية ال: هملخص
 والآنسةبالعسل هناك سنقوم بدراسة متعمقة لمقال كتبه السيد أ. 

التي ظهرت في مجلة: المجلة المغربية للآنا الصرفة  ايخديجة ب
 -والتطبيقية

 Strongly Lipschitz up-Nuclear: بعنوان 2019تحلل في عام 

Operators 
. يعرضون up-Nucléaire ليبشيتس تطبيقيقدم المؤلفون مفهوم  من

وإعطاء التناظرية up-Nucléaire   ليبشيتس تطبيقاتدراسة أنواع 

الخطية التي تم العثور عليها في عمل السيد أ. بيرسون أعطونا نظرية 
 العوامل.

-upتطبيق الليبتشيزيوالتي تسمح بتبديل ال أخرى،تظهر نتائج 

Nucléaire   هوالليبتشيزي القوي  بالتطبيقp-Nucléaire  ووجدنا
التي تم  p-Nucléaireالقوي هو   الليبتشيزيالتطبيق  نفس النتائج مع

 تقديمها ودراستها بواسطة شين وزين.

 


