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Introduction

Les espaces fonctionnels ont été utilisés dans plusieurs domaines d’analyse tels que ’analyse
harmonique et les équations aux dérivées partielles. Quelques exemples de ces espaces
peuvent étre mentionnés tels que: les espaces de Besov et Triebel-Lizorkin, ont été introduits
entre 1959 et 1975. Aussi les espaces de type de Triebel-Lizorkin F7.

Cet espace a étudié auparavant par D. Yang and W. Yuan en 2008. Le but de ce mémoire
est d’étudie les propriétés principaux de ces espaces . Plus précisément la caractérisation
par différence.

Le mémoire se divise en trois chapitres.

Dans le premier on donne quelques rappeles sur les espaces de Triebel-Lizorkin et
quelques resultats qu’on utilisera par la suite.

Dans le deuxiéme chapitre on donne la définition et les propriétés des espaces I/ et on
donne quelques lemmes techniques.

Dans le troisiéme chapitre on donne une caractérisation pour les espaces de type de

Triebel-Lizorkin par les différences.



Notation et conventions

N : la collection de tous les nombres naturels.
No=NuU{0}.

7 : 'ensemble de tous les nombres entiers.
R™ : I’espace Euclidien.

la| =a1+ ... +a,, «a €Ng,i=1,...,n

Si J € Z, alors on pose J* = max(0, J).

D = 9l°l )9z ...0x0n.

Le produit scalaire de z = (1, ...,x,) et y = (Y1, ..., yn) est définie par:

Ty =a1Y1 + .. + Tl
|©2| la mesure de Lebesgue de 2 C R™.

Soient A; et Ay deux espaces. A; — A, s'il existe ¢ > 0, telle que:

||f||A2 = CHfHA1 , VfeA.
p’ est 'exposant conjugué de p od % + z% =1.

Soit f: R™ — R. supp f est le support de f:



Notation et conventions

supp f = {z € R, f(z) # 0}.

e Soient 0 < p < ooet Q CR" LP(Q) est 'espace, de Lebesgue, de fonction mesurable
f telle

(JoIf (z |pdaz)% si 0<p<oo
P Q)| =

i1z @ = { Vel 5

S Q= R, on pose L7 (B") = L7 et |/ | 17 (®")] = |1/,

sip = o0.
e D(R") = C3°(R™) est l'espace des fonctions C* (R™) a support compact.
e D'(R") est le dual de D(R").

o S(R™) est I'espace des fonctions C*°(R"™) & décroissances rapides.

e On définit le transformation de Fourier par:

F()(E) = / e f(r)dr, f € S(RY)

et sa transformée de Fourier inverse est:

F()(E) = (@n) ™ / £ f(2)de

Rn

e S'(R™) est I'espace des distributions tempérées.

e B(x,r), la boule de centre x et de rayon r:

B(z,r)={yeR": |y — x| <r}.



Chapitre 1

Quelques résultats préliminaires

L’objet de ce chapitre est de rappeler les notions essentielles qui seront utilisées dans la suite

de ce mémoire.

1.1 Les espaces L'({; ;)

Dans ce partie on présent quelques propriétés de l’espace Lp(ﬁfl’ 7+)- On commence par

I'espace de suites £,,.

Définition 1.1.1 Soit 0 < p < co. On appelle ¢, 'espace de suites { f; }j>0 a valeurs réelles

ou complexes telles que

1/p
H{fj}j20|€p = <Z|f]|p> , st 0<p<oo
J20
et
H{fj}jZO | gooH = sup |f]|
j€Ng
Ces espaces sont de Banach. De plus si 0 < p < ¢ < oo, alors on a ¢, — {,. En
particulier
0
9
(Z |fj|> <> I,
j20 7>0
si0<6<1.



1.1. Les espaces LP((; ;)

Définition 1.1.2 Soient s € R, J € Z, J* = max(J,0) et 0 < p < 0o. On appelle Gyn

Uespace de suites {f;} js0 @ valeurs réelles ou complexes telles que

1/p

= Z2js”|fj|p , si0<p<oo

j>Jt

|€5d e 16500

et
HLﬂ}jZJ+’€mJ’::SUP‘j}L
j2J*

Proposition 1.1.1 Soient s;,s9 € R, J €Z et 0 < p < o0.
(i) Lo =
(i1) Ezﬁ — ffiﬁ, s 89 < s1.

(1i1) E;fﬁ — f;jﬁ, si0<p<q<oo.

Preuve. Sont des consequences des propriétes de I'espace £,. ®

Définition 1.1.3 Soient s € R,0 < p,q < oo et J € Z. On appelle LP(£; ;) Uespace de

suites de fonctions {f;},5 ;. telle que

1/q

|t T r@ 0| = | | o211 | 1@ < oo,

j=Jt

avec une petite modification si p = co ou/et g = cc.

Proposition 1.1.2 Soient 0 < a <1 et 0 < g < o0. Pour toute suite réelle a terme positif
k
{wj}kzﬁ dans 527J+, les suites 0, = a” Z+a’3wj et n, = a " Zka%uj appartiennent ES”H,
Jj=J Jjz
de plus, il existe une constante ¢ = c¢(a,q) > 0 tel que

||{6k}k2J+ | EO,J+H + ||{nk}k2J+ | EO,J+|| <c {wj}kzj+ | Eg,ﬁ

Preuve. On étudie deux cas.

Le cas 1 < ¢ < 0o0. On peut écrire la suite {dx} sous la forme

k
5 = Z aF=/ag(k=i)/q w;.

j=J+



1.1. Les espaces LP((; ;)

Par 'inégalité de Holder, on trouve

’

a/q

k k
o< [ S at | [ St |

[}

j=J+ j=J+
donc
!
q/q
g 6 < (g a’) g g a(k’_])w?
E>J+ i>0 E>J+ \J+<j<k
Comme

Q

3 (2o ) - (2] () = () (2 )

k>J+ \j=J+ g>J+ k>j i>0 j=Jt
alors la somme de 0§ pour k > J* est majorée par
q
() (3.

i>0 j>at

ce qui donne
1
[ 00 < L st 1 0]

Pour {7, }, on peut écrire {7, } sous la forme
Ne = Za(rk)/qau—mm’%
>k

Par I'inégalité de Holder, on trouve

a/q
77% < (Za(jk)w;{> <Za(jk)> 7

Jjzk
il vient que
a/q
s (o) ¥ (Te).
k>J+ i>0

Comme

IA
™
QEQ

—
7
~



1.1. Les espaces LP((; ;)

alors la somme de 7} pour k > J* est majorée par

ce qui donne

Lecas 0<¢<1. Ona

il vient que

Comme

()

q
jg:‘”j

j=J+

1
0 1 8050]] < 1 [l 1 €0,0]]

5Z§ Z (]J(’f*j)qwg7

JT<j<k

2 s )

k>J+ k>J+

Z Zk: a(k*j)qwg _

k>J+

j:J+

(k—9)q, ,a
:E: " w;

TH<j<k

q
EE: Wi

J>J+

alors la somme de ¢] pour k > J* est majoré par

c’est-a-dire

Pour {n,}, on a

donc

Comme

16} 16011 < (

1—

q
>

j=J+t

1

k>j

1/q
=) e ien



1.2. L’espace de Triebel-Lizorkin

alors la somme de nf pour k > J* est majorée par (Zaiq) ( > w?). Ce qui donne

120 j>J+

1 1/q
[ 180012 (120) Hmdess 1 6]

Par les mémes raisonnements, on peut démontrer le cas ¢ = co. m

Définition 1.1.4 Soient 0 < 7 < 00 et 0 < p < 00. On note l’espace L2 (R™) ’ensemble
de tout fonction f € LY (R™) tel que

loc

1 P
122 @) =swips ([ 1) <o
BJ |B-]| BJ
ot le sup est sur tous boule By C R™ de rayon 277, J € Z\N.
On note que si 7 =0, L (R™) = L? (R™). De plus
L7 (R") — S'(R),

see [6, page 46].

Définition 1.1.5 Soit f une fonction arbitraire définie sur R™ et soit x,h € R". L’opérateur

de différence Ay, est défini par
Apf(z) = flz+h)— f(2), AV fx) = Ay (A ) () , M €N
Par réccurence on peut montrer la formule:

Ay f(z) = Z (=1 G} f(z + (M — j)h),

J

ou CJM sont les coefficients binomiaux.

1.2 L’espace de Triebel-Lizorkin

Nous allons définir maintenant les espaces de Triebel-Lizorkin qui jouent un réle impor-
tant en analyse fonctionnelle. Pour cela, on rappel la définition de la décomposition de

Littlewood-Paley d’une distribution tempérée.



1.2. L’espace de Triebel-Lizorkin

Soit ¢ € S telle que

(i) supp p C {{ €R™: 1 < [¢] < 3}

(i) 9(€) > 0 pour 1 < [¢] < 3.

(iif) > ¢(277€) =1 pour £ € R™\ {0}.

La cf)enzstruction de ¢ ne pose aucune difficulté, voir par exemple [1]. On pose

Po(§) = 1= p(279),
jz1
on obtient une fonction ¢, € C*, portée par la boule |£] < 3.
Dans tout ce qui suit, on fixe la partition de I'unité qui résulte

Y p(279) =1 (VeR").

>0

. . . . ’, . / P .
A cette partition, on associe une suite d’opérateurs de convolutions A; : & — C*°, définis
par
A

F(A)E) = p(2776) f(8)
pour j = 1,2,... et F(Aof)(&) = %(5)}(5). Pour toute f € S, la décomposition de
Littlewood-Paley de f est alors I'identité
f=Y Aif (1.1)
Jj=0
La série (1.1) converge au sens des distributions tempérées.

Soit f € 8',j € Ny et a > 0. On définit les opérateurs maximaux associés (fonction

maximale de Peetre) aux Ay par:

AYf(z) = sup L 220 ( )
A T

et

o 1A f (y)]
A = - .
igf (@) ysglé?] A2z g

Remarque 1.1.1
Notre définition dépend de toute fagon du choix de la couronne {£ € R" : 1 < [¢| < 3},

puis de . L’intérét dune telle décomposition réside dans les propriétés de presque-orthogonalité

10



1.2. L’espace de Triebel-Lizorkin

des opérateurs A;. En effet, si |j — k| > 2, alors A;A,f = 0, pour toute f € S', puisque le
support de p(2779.) et p(27*.) sont disjoints.

Nous allons rappeler dans ce paragraphe la définition des espaces de Triebel-Lizorkin,

ainsi que quelques propriétés.

Définition 1.2.1 Soient s € R,0 <p < oo et 0 < g < co. L’espace de Triebel-Lizorkin F};
est 'ensemble des f € S'(R™) telles que

1/q
||f|FpS7qH = <Z2sjq|Ajf]q> < 400, $i0<qg<
j=0
p

et

< +00.
p

1f 1 Fyooll =

sup (27 |A; f1)
>0

Les espaces de Triebel-Lizorkin sont des généralisations des espaces de L et les espaces

des potontiels de Bessel H des f € S'(R") telles que

< 400,
p

118 = Hfl«l + ey e)

autrement dit

F),=Lsil<p<oo, FI?=H;

» » espace de potentiel de Bessel, pour s € R et 1 < p < oo,

De plus

FJy = W, espace de Sobolev, si 1 <p <oo,m=1,2,3,...

Les espaces de Triebel-Lizorkin £} sont des espaces de quasi-Banach (espaces de Banach
si min(p,q) > 1). Pour une présentation détaillée de ces espaces, on poura consulter H.

Triebel [7], [8] et [9].

11



Chapitre 2

S, T
Les espaces F),

Nous allons rappeler dans ce chapitre la définition des espaces de type de Triebel-Lizorkin,
ainsi que quelques propriétés. Le lecteur souhaitant approfondir poura trouver plus de

détails sur ces espaces on poura consultes [1], [2], [4], [10], [11] et [6].

2.1 Définition et quelques propriétes

Pour définir les espaces F,;7 on utilise le méthode d’analytique de Fourier (Fourier analytical
approach) autrement dit. D’aprés le premier chapitre une distribusion tempérée f peut etre

décomposée comme une série de Littlewood-Paley

F=>_Aif.

Jj=0
Définition 2.1.1 Soit s € R,7 > 0 et 0 < p,q < oo. L’espace F;;[ est l’ensemble des
feS (R telles que

1/q

D2 AfT] | L (By)| < oo,

L 1 ER7 ]| = sup
P B =

1
1 B,|"
ot le sup est sur tout J € Z et toute boule By de R™.

En remarque que pour T =0, on a

12



2.2. Préparation

S, T __ s
k pg r P,q-
Puisque la norme dans les espaces F;7 est localisée (les intégrales sur des boules), alors on

utilise une modification convenable pour démontrer mon résultats.

Théoréme 2.1.1 Soient s € R,0 <7 < 00,0 < p < 00,0 < ¢ < o0 et a > n/min(p,q).
Alors

1/q
* 1 i *.a
IATEI =sw g || 22 21551 | 127 (B
’ J>J+
et
1/q
]- ] *,a
11BN = sup e || 20 21501 | 127 (Ba))).
J J>J+

sont des normes équivalentes dans I/ .

Pour la preuve voir [12].

2.2 Préparation
Pour prouver nos résultats, nous avons besoin de quelques lemmes techniques.

Lemme 2.2.1 Soient s € R,0 < 7 <00, 0 < p < ooet0 < g < oo. Alors, il y a une

constante ¢ > 0, indépendante de j, telle que pour tout f € S'(R"™) on a

A7 1|l = @@ | L B

|, JjeN.

Preuve. Soient 9,1, € S(R"), telle que Fip = 1 et Fip, = 1 sur supp ¢, et suppy,

respectivement,alors

Aif (W)l = [0, % A f(w)], yeR

avec ;= 207Dmp(2071) si j € N, comme ¢; € S(R™) alors |1, * A; f(y)| est borné par

cni—an * 1A f1 (),

13



2.2. Préparation

pour tout N > N. Par conséquent nous obtenons pour tout f € S’'(R") et tout x € R”

AFf(@) < e sup eng v+ |85f] ()
ye n

Par la méme méthode de [6, proposition 2.6] nous obtenons pour tout y € R”

enj oy * 1A f| (y) < @I || p | B

Lemme 2.2.2 Soit M € N, J € Z\N,A > 0,7 € [0,00) et 1 < p < oo. Alors, il y a une
constante C' > 0, indépendant de J etA, tel que

i

Pour toute boulle B; de R™ de rayon 277 et toute fonction f telle que

< cA" By || f | Ly (R™)|

/|h O an 22y

I1f [ LZ(R™)[} < o0

Preuve. Par la définition de AY f) on a

AN (@) < Y CalIf (@ + (M —m)h)].

m=0

Alors d’aprés I'négalité de Minkowski, car p > 1, on obtient

M
AMf | LP(By)|| dh < Cf)f/
[, st i an < e |

| £ 27(By)| an
h|<A

ou si xg le centre de By alors xg + (M —m)h est le centre de §J. Comme ‘EJ) = | By| alors

on peut estimer
|71 2208,

par

c|By|"IIf [ LERM)-

Ce qui accomplit la preuve du lemme. m

14



2.2. Préparation

Remarque 2.2.1 Soient A, M, T et p comme dans le lemme président. Si J € Ny alors
LP(Bo) — L*(By)
d’ou lexistance ¢ > 0, indépendent de J et A, telle que

Pour s >0, M eN,0<17<00,1 <p<ooet<g< oo, on pose

1
9—JT+1 q

1 dt
1F 1 Eqll,, = 1F T LR +Sup / = sup |AY ()] =
J

L? (B
’BJ| hl<t ‘ ( J)

ici le sup est sur tout J € Z et tout boule By de R"™ de rayon 2.

Lemme 2.2.3 Soient s >0, M e N,J € Z,0<717<o00,1<p<ooetl<qg<oo. Alors, il
existe une constante C' > 0, indépendante de J telle que

1
q

S ([ jarola) | e <asrisEgl,. @2

j=2Jt

1
q

‘ q
> 2 (/| ) M%J(-)ldﬂ) | L7 (By)|| < el B (| 1 E57ll -
v|>

Jj>Jt

pour toute boule By de R"™ de rayon 277, toute w € S(R™), et toute fonction f telle que

1 E57 oy < oo

Preuve. La preuve est donnée seulement quand 0 < ¢ < oo. Pour prouver ce résultat,

nous avons besoin de montre que pour tout ¢ € Z,z € R"

(Z o(s+n)vg ( /hgw | AN f(2)] dh>q> 14

v>1

9—i+1 1/q

—(s+n)q M q@
= ¢ /t </h|St|Ah f(x)}dh) t

0

15



2.2. Préparation

On a

2j5/ (AN f (@) w(v)|dv = ZQjS/ (AN f (@) w (v)|dv
|v|>1 k=0 2

k<|U|§2k+1

< ci%w)f” / |AY f ()] dh(2.2.2)
k=0 2

k—j<|h|<2k—i+1

o N > n. Comme w € S(R"), il existe une constante ¢ > 0,telle que,
w ()] < e+ [z,

pour tout z € R" et N > n. Le c6té droit de (2.2.2) dans l; j+-norm est borné par

O'/q 1/0'
o q
| oz (e ([ Al o)
Jt_1 1/o
S D DRTTEE Sy
k=0 k>J+
= (Ly(@) + TL(x)""
< 2 (@)Y + (Is()7)
ol nous avons utilisés
(a+b)* < max(1,2" ") (a’ +v%), a>0,b>0,d>0. (2.2.3)
On pose
Jt—1
» oe=0 si JT=0.
k=0

On prend la norme LP(Bj) on trouve que (2.2.1) est majoreé par
21/071 H([J)l/o | Lp<BJ)|| + 21/071 H(I[J)l/o | Lp(BJ)” _

On étulise le changement de variable j — k — 1 = v, on trouve que pour tout x € R”

Jt-1 ANE
I;(z) < ¢ Z 9(s+n—N)ok Z 9(s+n)vg (/ |Ath<J})} dh)
k=0 v>JF—k—1 k<27
Jt—2 Jt—1
= Z e 4 Z PN
k=0 k=J+-1

= M;(x) + Ma(z),

16



2.2. Préparation

Jt—2
ouon pose ». ---=0siJ" <1. On trouve
k=0

o—J+k+2 a/q
T dt
AN f()] dh) —

Jt—2

M1<£[}) <ec Z 2(s+an)0'k / t*(ern)q (/
k=0 9 A

Comme LP/?(Bj) est un espace normé et B; C Bj_;_o, la derniére terme en LP/?(B;)-norme

<t t

est majoreé par

2—J+k+2 1/q
Jt-2 dt
g eneistron®) e
s Ihl<t t
Jt -2
< ¢ ’BJ‘TO' Z 2(S+n7N+TLT)O'k Hf | F;:;’HL .
k=0

On prend N > 2(s 4+ n) 4+ mn. On trouve que
Jt—2

e T A VAo
k=0

ol ¢ > 0 est indépendant de J. Maintenant (M) dans LP(B;)-norme est estimeé par

0\ 14
c 2(8+7’L—N)J+ 22(5+”)UQ (/h<2,u |Ath()| dh) ) | Lp(BJ)

v>0

0\ 14
R (DR (/Mhlwf(-)!dh)) | L7(By)

v>1

te 2(8+7’L—N)J+ ’

/ AM ()| dh | Z(By)

par (2.2.3). Par l'inclusion
LP(By) — LP(By)

et la remarque 2.2.1, on trouve

|2 | o) = )Y | sy
< o2

- ¢ 2(s+n7N+nT)O'J+ ‘BJ’TO’ Hf ’ F;,’;HL

< clBy" | F 1Tl

17



2.2. Préparation

comme N > s+ n + n7. Par conséquent

H(IJ)UU | LP(BJ)HU =

12, | LP/U(BJ)H

IN

gy [ L272 (By)|| + || M | L7 (By)|

< |BJ|me | SQHM

On estimat (I1;)'/? dans LP(B;)-norme. on a

) =

k>J+

< ¢ Z 2—N0k

k>J+

= cZQNUksl

k>J+

c Z 9—Nok

k+JT+1 0o o/4
>t D

j=J+ j=k+J 42

ket T+ 41 o/1 o o/a
S e s

j=J+ j=k+Jt+2

) + 55 ()

Aprés un changement de variable j — k — 1 = v, on trouve

Jt 1/q
(Si(a)7 < ¢ btk ( > ot ( / AN f(x \dh) )
v=J—k—1 k<27
ok—JT 42 1/q
t
< ¢ 2(s+n)k / t7(5+n)q (/ ‘AMf |dh> d_
e h|<t t
gk—Jt+2 1/q
dt
< ¢ 2(s+n)k/ |A;\L4f(x)| dh / p—(s+tn)g 2
‘h|§2k—J++2 t
2—JF
< ¢ 2(s+n)J++(s+n)k/ |AMf ‘dh
‘h‘ggk—J++2

Par conséquent, il existe une constante ¢ > 0 indépendant de J et k tel que

|spre )| <

IN

IN

c 2(s+n)J++(s+n)k

[ Ao )
|h|<2k—TT+2

c 2(s+7n)J++(s+2n)k ’BJ|T Hf ’ Lg”

¢ 9@s+2ntTn)k |B| Hf| S‘l”M’

18



2.2. Préparation

par le lemme 2.2.2, la remarque 2.2.1 et que & > J*. Maintenant, on estime (Sz)l/ 7 dans

Lp<BJ). On a
. g\ 14
c 2(n+s)k: ( Z 2(s+n)vq (/ ‘Aéwf(:}j){ dh) )
v=Jt+1 [hj<27

s 1/q

IN

(Sz ()7

2
dt
o [ enppistiart
|h|<t
Par suite

. 1/q
dt
SHYT | LP(By)|| < ¢ 20tk = sup | AY F()|T = LA (B,
k h|<t " t
< 2k BT f I EST

par conséquent

laiye |z @B)|" = |11 Lo (B))]
> 2 (|lsp | prsy)
k>J+

. Z 9(2s+2n+7n—N)ok |By|"” Hf | F;:JHU
k>J+

c|By|" Hf | sz,g}}g’

IN

Tl ||

IN

IN

comme N > 2(s+n) + 7n. .

19



Chapitre 3

Caractérisation par les différences

Dans ce chapitre on présent les principaux résultats sur I’espace de type de Triebel-Lizorkin.
3.1 Quelques inégalités

Nous commencerons ce chapitre par quelques résultats qu’on va utiliser par la suite.

Lemme 3.1.1 Soient 1 <p < 00,0 <q¢<00,0<7<o00, MeNets>0. 5ifelF),

alors on a

If 122 R <cllf ] F,

vl

Preuve. On a

SOIA = D 272 |Af < csup 27 |Af]

320 i20 JERo
1/q
< C<Z2jSQ|Ajf|Q) .
i>0

Si f e Fy7. Alors,

1/q
1F 122 @< 1D 1Af] | L2 (R™) (ZWIAJ”I") | L2 (R")
Jj=0 >0
< cllf 157

20



3.1. Quelques inégalités

Lemme 3.1.2 Soient 1 < p<00,0<q¢<00,0<7 <00, M €N ets>0. On pose
2=

H;(z) = /tsqsup|AMf

[h|<t

T dt.

Si f € Fyy, alors on a

(Hy (2))V1 < e 27" | f | Bl

q\ 1/q

+e Z Zzzjk)Ms+8]zN‘AJJZ2 |

E>J+ 120 j=J+

k>Jt \j>k

1/q

Preuve. Par le changment de variable t = 279, on obtient

+oo
Hj(x):1n2/2y5q sup |AMf } dy.

|h|<2-v
J+

Alors
Hy(z) <c Y 2" sup [A) f(x)|".

E>J+ |h|<2—F
Soient 1,19, € S(R™) deux fonctions telles que Fip = 1 et Fipy = 1 dans le support du
suppp, et suppV respectivement. En utilisant le théoréme de la croissement finis, nous

obtenons pour tout v € By, j € Ny et |h| < 27F

[ALAS (@)] = |A4(; = Asf) ()]
< 2_k sup Z }Da¢j *A]f (y)}>

|z—y|<c 27k |or|=1

avec une constante positive c, indépendant de j et k, et

() =207 D271

pour j = 1,2,.... Par induction sur M, nous montrons que

AMAF @] <27 sup S D A ()]

le—yl<e 278 10 2y
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3.1. Quelques inégalités

On sait que sija| = M et a > 0, alors

Do+ A f ()| = 207"

[ 0w w-2) Af )i

< 2<j—1><n+M>/n}(Da¢) (2 (y — )| 1A F (2)] e (3.1.2)

Supposonsque 0 < j < Jt — 1. Le membre de droite dans (3.1.2) peut étre estimé comme

suit:

e 700z f ) [ (D) (7 = )] (142 ly - o) ds
< VAT (y).

Ensuite, nous obtenons pour tout x € By, |h| < 27% et tout k > J*

[AYAf(2)] < 207 sup  ATF(y)

|z—y|<c 2=k
. o A
S c 2(]7k)M (1 T 2]7’6) sup ]. f (y) _
|lz—y|<c 2—F (1 +2 |JI - y|)
< e 2UTRMARf (7)) (3.1.3)

mais si 0 < j < JT — 1.Supposons maintenant que J© < j < k. Par notre hypothése sur

et k on obtient
ly — 0| < |z —mo| + |z —y| <27 +c27F < (c+1)27,
ce qui implique que y est situé dans une boule EJ, ot
By={yeR": |y — x| < (c+1)277}.

Ecrire Uintégrale (3.1.2) comme suit

/EH cedz Y / cedz =1 (y) + > 1Y)

>0 ~ ~ >0
Bj_i2\Bj_i1

Nous rappelons que

va 1A f (2)]
A = sup - -
7,0 f (y) Zeél (1 + 23 |y — Z|)

pour tout j € Ng, f € S (R?) et tout | € Z. On a

L) < A7) /

. ‘(Do‘gb) (Zj_l (y—z)){ (1+2j |y—z|)adz

< c27AYG L f(y) < c 27AYT L (y).

(3.1.4)
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3.1. Quelques inégalités

Laissez-nous de estimer 11, ;_;. Comme ) € S(R™), on obtient
D (2) | < (L + |a]) 7"
pour tout x € R et tout N > 0. Alors pour tout N assez grand, I11; ;_;(y) est mojoré par

*.a i —2N+a
cAVG i f (?D/y (2T y =) e

By_i—2\Bj_i—1

—i *,a i —N+a
c27NAYT o f (y)/ (1+27 y —2|) dz

n

< c2VMANS L L f ()

IN

ot nous avons utilisé2’ 1 |y — z| > (c + 1)277/T1 > (¢ + 1)2i71. Donc

Dy A f ()] < e MY T 27NVARG L F ().

i>0

Ensuite, nous obtenons pour tout x € By, |h| <27% et J* < j <k

IAVAf ()] < 207N 2N qup A f ()

i>0 le—y|<c 2—F
< ¢ 2U- k)M 1+277F) ZQZN sup A o f () |
i>0 lz—y|<c 2-Fk (1427 |z —y|)"

Par conséquent, pour tout J© < j < k il y a une constante ¢ > 0 indépendant de J, j et k

tel que
[ANAf ()] < 20PN T omNASS L f (2).
>0

Pour j > k+1 on trouve si x € By et |h| < 27F

[ANAf (@) < YO A (@ + (M —m)h)
m=0

< 2¥  sup A f(y))

B lo—y|<C 2-F
A
lz—y|<C 27k (1 + 2/ |.73 - y|>

a (1+2J |x_y|)a
Nous remarquons aussi que par notre hypothése sur x et k nous avons

ly —zo| < |z — 0| + |z —y| <2/ +C27F < (C+1)277
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3.1. Quelques inégalités

et cela implique que y est situé dans une boule EJ, oty By = {y e R": ly—zo| < (C+1)277}.

Alors,

|ANAf (2)] < c 20PN f (),

st ) > k+ 1. Maintenant,

A f ()

ol on pose

Jt-1

Jj=0

> ANAS ()

Jj=0

Jt—1 k

Z...+Z...+ Z e

j=0 j=J+ §>k+1
=0 s Jt=0.

Laissez-nous de estimer chaque terme dans €; ;. -norme. On trouve par (3.1.3) et le lemme

2.2.1
Jt—-1
> ANAf(x)] <
j=0
<
<
<

Jt-1
> 2UTPIMARf (2)
j=0
Jt-1
c Z 9(i—k)M+j(n/p—s—n7) Hf | FquTH
j=0
Jt—1
¢ 9—kM Z i (M+n/p—s—nr) Hf | F;;H
=0

c 2J(M+n/pfsfn‘r)ko Hf ’ F;,;’

ou la derniére inégalité peut étre obtenue par notre hypothése sur s et 7. La derniére ex-

pression dans Ef} J+-norme est majoreé

c 2J7’L(1/p—7‘)

‘{2(k—J+)(s—M)}k2J+ |£2,J+

< ¢ 2Jn(1/p—7-) Hf |

I 1553

S,T
Ells

p.q

24



3.2. Résultat principale

car s < M. Alors,

(Hy (2))V1 < e 270D | f | |

k
T Z Z Z (i —k)(M—s)+sj—iN ‘A;ﬁﬂ;z (.71:)|

E>J+ \ i>0 j=J+

k>J+t \j>k

q\ 1/4q

1/q

3.2 Reésultat principale

Nous énongons maintenant le résultat principale de ce chapitre.

Théoréme 3.2.1 Soient 1 <p <00,0<q¢<00,0<7< 0 etM €N. On suppose que
——<s<M e 0<7<1/p
min(p, )

ou

——<s<M-nt+n/p et T>1/p.
min(p, )

Alors ||f | For ‘M est une norme équivalente dans Fj7.

Preuve. Soit B; une boule de centre sur zo € R™ et de rayon 277/, J € Z.

Etape 1. Par le lemme 3.1.1,
LF 1LY < el f ] Erll

pour toute f € F .

Etape 2. On pose
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3.2. Résultat principale

Par le lemme 3.1.2

(Hy (@) < e 2P| f ]

|
q\ 1/q

k
te [ Y0 [ D0 D Ui ARG f ()] (3.2.6)

k>J+ \ i>0 j=J+

1/q
q
+e| Y (ZW’“)(“S)+5j}A;’§f(x)‘> . (3.2.7)

E>J+t \j>k
Le second terme peut étre estimé par

. o\ o/a\ /7

—iNo j—k —s)+s

| 2277 2 | 2P AL LS (@) ,

i>0 k>J+ \j=J+

avec 0 = min(1, ¢)). Comme s < M, alors nous pouvons appliquer la proposition 1.1.2 pour

estimer la derniere expression par

e| 227 | 2 AT @)

>0 j>Jt

O'/q 1/0’

Comme LP/? (B;) est un espace normé, alors (3.2.6) dans LP(B;)-norme est mojoreé par

0'/(] 1/0’
| o2 D At (B))
i>0 j>Jt
1/q o\ 1l/o
= c| Y2 Do A ft] L (By)
>0 j>Jt
Par I'inclusion
5 (E J,H) c 1P (By)
et le fait que J* > (J —i — 2)+ pour estimer cette expression par
1/q o\ 1l/o
Z 2_iNU Z 2]Sq |AJ J—i— 2f|q | Lr (EJ—i—2>
20 §>(J—i—2)*"
1/o
< el (S2) a5
i>0
< ¢ |By|" Hf | SqTH
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3.2. Résultat principale

ou la premiére inégalité est obtenue par théoréme 2.1.1 et la deuxiéme inégalité par le fait

que N > n7r. On prend a € (m, s), puis en utilisant & nouveau la proposition 1.1.2
pour estimeé (3.2.7) par
1/q
> 2 |A @)
j=J+

Cette expression, par théoréme 2.1.1, dans L”(B;)-norme majoreé par
c| By || | Byl

Nous avons donc pour tout .J € Z et toute ball B; de R™ de rayon 2~/

1
|B,|"

() | 1 (By)| < e |If | Bzl

De ceci il résulte que
I T ET Ly < e [1F TERTIL
pour tout f € F7.
Etape 3. Soit ¥ la fonction introduite dans le deuxiéme chapitre et en plus symétrie

radiale. Nous utilisons une observation faite par Nikol’skij [3] (ou [5]). On pose

M-1

¥ (z) DY (1) M (@ (M - ).

1=0
La fonction 1 satisfaite ¢ (x) = 1 pour |z| < 1/M et ¢ (z) = 0 pour |z| > 3/2. Alors, on

prend

o1 (z) = ¢ (2/2) = (x)
et
p; (x) = ¢, (277"2)
pour j = 2,3, ..., on obtienr que { goj} est une partition de 'unité. Donc

1/q

1 .
swp o [ o 2 a1 s)

j>J+
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3.2. Résultat principale

est une norme équivalente a £, Laissez-nous de prouver que

1/q
1 )
B || 2 2| 1B < el TE L (3:2.8)

j>Jt

pour toute boule B; de R™ de rayon 277. D’abord le coté gauche contient Agf seulement

quand J* = 0. Ce qui donne
I80f | 22 (B < @)™ [ |11 1 22B,) 1740 )]
Rn
ou B est une boule de centere o + y et de rayon 277, Alors

1Bof | LZ (Bl < clBsI"If | L7

IN

c|By|" Hf | F;}S’

il

(3.2.9)
ol nous avons utilisé le fait que |§J} = |By|. De plus, cela vaut pour z € R" etj = 1,2, ...

Ajf () = (~1)M+ / AV (2) FT () do,

n

with W (-) = F1W (-) — 27" F 10 (-/2), voir [2, Theorem 3.1]. Pour j € N on écrit

| AN f (@) |F710 (v) |dv

R'Il

- /||<1 AL f (@) |51 (v) |dv +/ | AN, F (@) |[|F (v) |dw.

|v|>1

Ensuite, 'estimation de (3.2.8) est une conséquence évidente de (3.2.9) et le lemma 2.2.3.

Alors,
1FTEZN < ellf TEZ L,

ce qui compléte la preuve. m
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Conclusion

Dans notre travail on a donne la caractérisation des espaces de type de Triebel-Lizorkin
par les différences. Tous ces résultats sont des généralisations des résultas classiques connus

dans les espaces de Triebel-Lizorkin.
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Dans ce mémoire nous avons étudié les espaces de type de Triebel-Lizorkin, ou nous
devons donner quelgque définitions et quelques propriétés pour ces espaces. On plus
on donne une caractérisation par les différences finies pour ces espaces.

Différence finie, I’ espace de Triebel-Lizorkin, I’ espace de type de Triebel-Lizorkin ,
fonction maximale de Peetre.

. Mots clés:

Abstract:

In this thesis we have studied the Triebel-Lizorkin type spaces, where we have to give
some definitions and some properties for these spaces. We give a finite difference
characterization for these spaces.

Key words:

Finite difference, the Triebel-Lizorkin space, the Triebel-Lizorkin type space, the
maximum function of Peetre.



	page de garde MASTER 2017-2018
	Remercie
	youcef-M'sila1
	Résumé



