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Introduction

Les espaces fonctionnels ont été utilisés dans plusieurs domaines d�analyse tels que l�analyse

harmonique et les équations aux dérivées partielles. Quelques exemples de ces espaces

peuvent être mentionnés tels que: les espaces de Besov et Triebel-Lizorkin, ont été introduits

entre 1959 et 1975. Aussi les espaces de type de Triebel-Lizorkin F s;�p;q .

Cet espace à étudié auparavant par D. Yang and W. Yuan en 2008. Le but de ce mémoire

est d�étudie les propriétés principaux de ces espaces . Plus précisément la caractérisation

par di¤érence.

Le mémoire se divise en trois chapitres.

Dans le premier on donne quelques rappeles sur les espaces de Triebel-Lizorkin et

quelques resultats qu�on utilisera par la suite.

Dans le deuxième chapitre on donne la dé�nition et les propriétés des espaces F s��p�q et on

donne quelques lemmes techniques.

Dans le troisième chapitre on donne une caractérisation pour les espaces de type de

Triebel-Lizorkin par les di¤érences.
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Notation et conventions

� N : la collection de tous les nombres naturels.

� N0 = N [ f0g :

� Z : l�ensemble de tous les nombres entiers.

� Rn : l�espace Euclidien.

� j�j = �1 + :::+ �n; �i 2 N0; i = 1; :::; n:

� Si J 2 Z, alors on pose J+ = max(0; J):

� D� = @j�j=@x�11 :::@x
�n
n :

� Le produit scalaire de x = (x1; :::; xn) et y = (y1; :::; yn) est dé�nie par:

x � y = x1y1 + :::+ xnyn:

� j
j la mesure de Lebesgue de 
 � Rn:

� Soient A1 et A2 deux espaces. A1 ,! A2 s�il existe c > 0, telle que:

kfkA2 � c kfkA1 ; 8f 2 A1:

� p0 est l�exposant conjugué de p oú 1
p
+ 1

p0 = 1:

� Soit f : Rn ! R. supp f est le support de f :
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Notation et conventions

supp f = fx 2 Rn; f(x) 6= 0g:

� Soient 0 < p � 1 et 
 � Rn. Lp (
) est l�espace, de Lebesgue, de fonction mesurable
f telle

kf j Lp (
)k =
��R



jf (x)jp dx

� 1
p si 0 < p � 1

supess jf (x)j si p =1:

Si 
 = Rn, on pose Lp (Rn) = Lp et kf j Lp (Rn)k = kfkp.

� D(Rn) = C10 (Rn) est l�espace des fonctions C1 (Rn) à support compact.

� D0(Rn) est le dual de D(Rn):

� S(Rn) est l�espace des fonctions C1(Rn) à décroissances rapides.

� On dé�nit le transformation de Fourier par:

F(f)(�) =
Z
Rn

e�ix�f(x)dx; f 2 S(Rn)

et sa transformée de Fourier inverse est:

F(f)(�) = (2�)�n
Z
Rn

eix�f(x)dx:

� S 0(Rn) est l�espace des distributions tempérées.

� B(x; r); la boule de centre x et de rayon r:

B(x; r) = fy 2 Rn : jy � xj < rg :
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Chapitre 1

Quelques résultats préliminaires

L�objet de ce chapitre est de rappeler les notions essentielles qui seront utilisées dans la suite

de ce mémoire.

1.1 Les espaces Lp(`sq;J+)

Dans ce partie on présent quelques propriétés de l�espace Lp(`sq;J+). On commence par

l�espace de suites `p.

Dé�nition 1.1.1 Soit 0 < p � 1. On appelle `p l�espace de suites ffjgj�0 à valeurs réelles
ou complexes telles que




ffjgj�0 j `p


 =
 X
j�0

jfjjp
!1=p

; si 0 < p <1

et 


ffjgj�0 j `1


 = sup
j2N0

jfjj :

Ces espaces sont de Banach. De plus si 0 < p � q � 1, alors on a `p ,! `q. En

particulier

 X
j�0

jfjj
!�
�
X
j�0

jfjj� ;

si 0 < � � 1:
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1.1. Les espaces Lp(`sq;J+)

Dé�nition 1.1.2 Soient s 2 R, J 2 Z, J+ = max(J; 0) et 0 < p � 1. On appelle `sp;J+
l�espace de suites ffjgj�0 à valeurs réelles ou complexes telles que




ffjgj�J+ j `sp;J+


 =
0@X 2jsp

j�J+
jfjjp

1A1=p

; si 0 < p <1

et 


ffjgj�J+ j `1


 = sup
j�J+

jfjj :

Proposition 1.1.1 Soient s1; s2 2 R; J 2 Z et 0 < p � 1.
(i) `0p;0 = `p

(ii) `s1p;J+ ,! `s2p;J+ ; si s2 � s1:

(iii) `s1p;J+ ,! `s1q;J+ ; si 0 < p � q � 1:

Preuve. Sont des consequences des propriétes de l�espace `p.

Dé�nition 1.1.3 Soient s 2 R,0 < p; q � 1 et J 2 Z. On appelle Lp(`sq;J+) l�espace de
suites de fonctions ffjgj�J+ telle que




ffjgj�J+ j Lp(`sq;J+)


 =








0@X
j�J+

2sjq jfjjq
1A1=q

j Lp (
)








 <1;

avec une petite modi�cation si p =1 ou/et q =1:

Proposition 1.1.2 Soient 0 < a < 1 et 0 < q � 1. Pour toute suite réelle à terme positif
f!jgk�J+dans `0q;J+, les suites �k = ak

kP
j=J+

a�j!j et �k = a�k
P
j�k
aj!j appartiennent à `0q;J+,

de plus, il existe une constante c = c(a; q) > 0 tel que



f�kgk�J+ j `0q;J+

+ 

f�kgk�J+ j `0q;J+

 � c



f!jgk�J+ j `0q;J+


 :

Preuve. On étudie deux cas.

Le cas 1 < q <1. On peut écrire la suite f�kg sous la forme

�k =
kX

j=J+

a(k�j)=qa(k�j)=q
0
!j:

6



1.1. Les espaces Lp(`sq;J+)

Par l�inégalité de Hölder, on trouve

�qk �

0@ kX
j=J+

a(k�j)!qj

1A0@ kX
j=J+

a(k�j)

1Aq=q
0

;

donc X
k�J+

�qk �
 X
i�0

ai

!q=q0 X
k�J+

0@ X
J+�j�k

a(k�j)!qj

1A :

Comme

X
k�J+

0@ kX
j=J+

ak�j!qj

1A =

0@X
j�J+

!qj

1A X
k�j

ak�j

!
�
 X
i�0

ai

!0@X
j�J+

!qj

1A ;

alors la somme de �qk pour k � J+ est majorée par X
i�0

ai

!q0@X
j�J+

!qj

1A ;

ce qui donne 

f�kg j `0q;J+

 � 1

1� a



f!jg j `0q;J+

 :
Pour f�kg, on peut écrire f�kg sous la forme

�k =
X
j�k

a(j�k)=qa(j�k)=q
0
!j:

Par l�inégalité de Hölder, on trouve

�qk �
 X
j�k

a(j�k)!qj

! X
j�k

a(j�k)

!q=q0
;

il vient que X
k�J+

�qk �
 X
i�0

ai

!q=q0 X
k�J+

 X
j�k

a(j�k)!qj

!
:

Comme

X
K�J+

 X
j�k

a(j�k) !qj

!
=

0@X
j�J+

!qj

1A0@ X
J+�k�j

a(j�k)

1A
�

0@X
j�J+

!qj

1A X
i�0

ai

!
;
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1.1. Les espaces Lp(`sq;J+)

alors la somme de �qk pour k � J+ est majorée par X
i�0

ai

!q0@X
j�J+

!qj

1A ;

ce qui donne 

f�kg j `0q;J+

 � 1

1� a



f!jg j `0q;J+

 :
Le cas 0 < q � 1. On a

�qk �
X

J+�j�k

a(k�j)q!qj ;

il vient que X
k�J+

�qk �
X
k�J+

0@ X
J+�j�k

a(k�j)q!qj

1A :

Comme X
k�J+

0@ kX
j=J+

a(k�j)q!qj

1A =

0@X
j�J+

!qj

1A X
k�j

a(k�j)q

!
;

alors la somme de �qk pour k � J+ est majoré par X
i�0

aiq

!0@X
j�J+

!qj

1A ;

c�est-à-dire 

f�kg j `0q;J+

 � � 1

1� aq

�1=q
kf!jg j `qk :

Pour f�kg, on a

�qk �
kX

j=J+

a(j�k)q!qj ;

donc X
k�J+

�qk �
X
k�J+

0@ X
J+�j�k

a(j�k)q!qj

1A :

Comme X
k�J+

0@ kX
j=J+

a(j�k)q!qj

1A =

0@X
j�J+

!qj

1A0@ kX
j=J+

a(j�k)q

1A ;
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1.2. L�espace de Triebel-Lizorkin

alors la somme de �qk pour k � J+ est majorée par
�P
i�0
aiq
� P

j�J+
!qj

!
. Ce qui donne



f�kg j `0q;J+

 � � 1

1� aq

�1=q 

f�kgk�J+ j `0q;J+

 :
Par les mêmes raisonnements, on peut démontrer le cas q =1.

Dé�nition 1.1.4 Soient 0 � � < 1 et 0 < p � 1. On note l�espace Lp� (Rn) l�ensemble
de tout fonction f 2 Lploc (Rn) tel que

kf j Lp� (Rn)k = sup
BJ

1

jBJ j�
�Z

BJ

jf(x)jp dx
� 1

p

<1

où le sup est sur tous boule BJ � Rn de rayon 2�J , J 2 ZnN.

On note que si � = 0, Lp0 (Rn) = Lp (Rn). De plus

Lp� (Rn) ,! S 0(Rn);

see [6, page 46].

Dé�nition 1.1.5 Soit f une fonction arbitraire dé�nie sur Rn et soit x; h 2 Rn. L�opérateur
de di¤érence �h est dé�ni par

�hf(x) = f(x+ h)� f(x);�M+1
h f(x) = �h

�
�M
h f
�
(x) , M 2 N:

Par réccurence on peut montrer la formule:

�M
h f(x) =

MX
j=0

(�1)j CMj f(x+ (M � j)h);

où CMj sont les coe¢ cients binomiaux.

1.2 L�espace de Triebel-Lizorkin

Nous allons dé�nir maintenant les espaces de Triebel-Lizorkin qui jouent un rôle impor-

tant en analyse fonctionnelle. Pour cela, on rappel la dé�nition de la décomposition de

Littlewood-Paley d�une distribution tempérée.
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1.2. L�espace de Triebel-Lizorkin

Soit ' 2 S telle que
(i) supp ' � f� 2 Rn : 1 � j�j � 3g :
(ii) '(�) > 0 pour 1 � j�j � 3:
(iii)

P
j2Z
'(2�j�) = 1 pour � 2 Rn n f0g :

La construction de ' ne pose aucune di¢ culté, voir par exemple [1]. On pose

'0(�) = 1�
X
j�1

'(2�j�);

on obtient une fonction '0 2 C1, portée par la boule j�j < 3.
Dans tout ce qui suit, on �xe la partition de l�unité qui résulteX

j�0
'(2�j�) = 1 (8� 2 Rn) :

A cette partition, on associe une suite d�opérateurs de convolutions �j : S
0 ! C1, dé�nis

par

F(�jf)(�) = '(2�j�)
^
f(�)

pour j = 1; 2; ::: et F(�0f)(�) = '0(�)
^
f(�). Pour toute f 2 S 0

, la décomposition de

Littlewood-Paley de f est alors l�identité

f =
X
j�0
�jf: (1.1)

La série (1.1) converge au sens des distributions tempérées.

Soit f 2 S 0
; j 2 N0 et a > 0. On dé�nit les opérateurs maximaux associés (fonction

maximale de Peetre) aux �k par:

��;a
j f(x) = sup

y2Rn

j�jf(x� y)j
(1 + 2j jyj)a

et

��;a
j;Jf (x) = sup

y2BJ

j�jf (y)j
(1 + 2j jx� yj)a :

Remarque 1.1.1

Notre dé�nition dépend de toute façon du choix de la couronne f� 2 Rn : 1 � j�j � 3g,
puis de '. L�intérêt d�une telle décomposition réside dans les propriétés de presque-orthogonalité
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1.2. L�espace de Triebel-Lizorkin

des opérateurs �j. En e¤et, si jj � kj > 2, alors �j�kf = 0, pour toute f 2 S
0
, puisque le

support de '(2�j:) et '(2�k:) sont disjoints.

Nous allons rappeler dans ce paragraphe la dé�nition des espaces de Triebel-Lizorkin,

ainsi que quelques propriétés.

Dé�nition 1.2.1 Soient s 2 R; 0 < p <1 et 0 < q � 1. L�espace de Triebel-Lizorkin F sp;q
est l�ensemble des f 2 S 0

(Rn) telles que



f j F sp;q

 =







 X
j�0

2sjq j�jf jq
!1=q







p

< +1, si 0 < q <1

et 

f j F sp;1

 = 



sup
j�0

�
2sj j�jf j

�




p

< +1:

Les espaces de Triebel-Lizorkin sont des généralisations des espaces de Lp et les espaces

des potontiels de Bessel Hs
p des f 2 S

0
(Rn) telles que



f j Hs
p



 = 



F�1((1 + j�j2)s=2
^
f(�))






p

< +1;

autrement dit

F 0p;2 = Lp si 1 < p <1; F s;2p = Hs
p , espace de potentiel de Bessel, pour s 2 R et 1 < p <1:

De plus

Fmp;2 = Wm
p , espace de Sobolev, si 1 < p <1;m = 1; 2; 3; :::

Les espaces de Triebel-Lizorkin F sp;q sont des espaces de quasi-Banach (espaces de Banach

si min(p; q) � 1). Pour une présentation détaillée de ces espaces, on poura consulter H.

Triebel [7], [8] et [9].
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Chapitre 2

Les espaces F s;�p;q

Nous allons rappeler dans ce chapitre la dé�nition des espaces de type de Triebel-Lizorkin,

ainsi que quelques propriétés. Le lecteur souhaitant approfondir poura trouver plus de

détails sur ces espaces on poura consultes [1], [2], [4], [10], [11] et [6].

2.1 Dé�nition et quelques propriétes

Pour dé�nir les espaces F s;�p;q on utilise le méthode d�analytique de Fourier (Fourier analytical

approach) autrement dit. D�après le premier chapitre une distribusion tempérée f peut etre

décomposée comme une série de Littlewood-Paley

f =
X
j�0

�jf:

Dé�nition 2.1.1 Soit s 2 R; � � 0 et 0 < p; q < 1. L�espace F s;�p;q est l�ensemble des
f 2 S 0

(Rn) telles que



f j F s;�p;q 

 = sup
BJ

1

jBJ j�









0@X
j�J+

2jsq j�jf jq
1A1=q

j Lp (BJ)








 <1;

où le sup est sur tout J 2 Z et toute boule BJ de Rn:

En remarque que pour � = 0, on a
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2.2. Préparation

F s;�p;q = F sp;q:

Puisque la norme dans les espaces F s;�p;q est localisée (les intégrales sur des boules), alors on

utilise une modi�cation convenable pour démontrer mon résultats.

Théorème 2.1.1 Soient s 2 R; 0 � � < 1; 0 < p < 1; 0 < q < 1 et a > n=min(p; q).

Alors 

f j F s;�p;q 

� = sup
BJ

1

jBJ j�









0@X
j�J+

2jsq
����;a

j;Jf
��q1A1=q

j Lp (BJ)








 ;
et 

f j F s;�p;q 

? = sup

BJ

1

jBJ j�









0@X
j�J+

2jsq
����;a

j f
��q1A1=q

j Lp (BJ)








 ;
sont des normes équivalentes dans F s;�p;q .

Pour la preuve voir [12].

2.2 Préparation

Pour prouver nos résultats, nous avons besoin de quelques lemmes techniques.

Lemme 2.2.1 Soient s 2 R; 0 � � < 1, 0 < p < 1et 0 < q � 1. Alors, il y a une
constante c > 0, indépendante de j, telle que pour tout f 2 S 0(Rn) on a



��;a
j f



1 � c2j(n=p�s�n�)



f j F s;�p;q 

 ; j 2 N0:

Preuve. Soient  ;  0 2 S(Rn), telle que F = 1 et F 0 = 1 sur supp '1 et supp'0

respectivement,alors

j�jf(y)j =
�� j ��jf(y)

�� ; y 2 Rn

avec  j = 2
(j�1)n (2j�1) si j 2 N, comme  j 2 S(Rn) alors

�� j ��jf(y)
�� est borné par

c�j�1;N � j�jf j (y);
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2.2. Préparation

pour tout N > N . Par conséquent nous obtenons pour tout f 2 S 0(Rn) et tout x 2 Rn

��;a
j f(x) � c sup

y2Rn
c�j�1;N � j�jf j (y)

Par la même méthode de [6, proposition 2.6] nous obtenons pour tout y 2 Rn

c�j�1;N � j�jf j (y) � c2j(n=p�s�n�)


f j F s;�p;q 

 :

Lemme 2.2.2 Soit M 2 N; J 2 Z�N; A > 0; � 2 [0;1) et 1 � p � 1. Alors, il y a une
constante C > 0, indépendant de J etA, tel que





Z
jhj�A

���M
h f(�)

�� dh j Lp(BJ)



 � cAn jBJ j� kf j Lp� (Rn)k

Pour toute boulle BJ de Rn de rayon 2�J et toute fonction f telle que

kf j Lp� (Rn)k <1:

Preuve. Par la dé�nition de �M
h f , on a

���M
h f(x)

�� � MX
m=0

CMm jf(x+ (M �m)h)j :

Alors d�aprés l�négalité de Minkowski, car p � 1, on obtientZ
jhj�A



�M
h f j Lp(BJ)



 dh � MX
m=0

CMm

Z
jhj�A

CMm




f j Lp( eBJ)


 dh
où si x0 le centre de BJ alors x0+ (M �m)h est le centre de eBJ . Comme ��� eBJ ��� = jBJ j alors
on peut estimer 


f j Lp( eBJ)



par

c jBJ j� kf j Lp� (Rn)k :

Ce qui accomplit la preuve du lemme.

14



2.2. Préparation

Remarque 2.2.1 Soient A;M; � et p comme dans le lemme président. Si J 2 N0 alors

Lp(B0) ,! Lp(BJ)

d�où l�existance c > 0, indépendent de J et A, telle que



Z
jhj�A

���M
h f(�)

�� dh j Lp(Bj)



 � cAn kf j Lp� (Rn)k

Pour s > 0;M 2 N; 0 � � <1; 1 � p <1;et 0 � q <1; on pose



f j F s;�p;q 

M = kf j Lp� (Rn)k+sup
BJ

1

jBJ j�










0B@2�J

++1Z
0

t�sq sup
jhj�t

���M
h f (�)

��q dt
t

1CA
1
q

j Lp (BJ)










ici le sup est sur tout J 2 Z et tout boule BJ de Rn de rayon 2�J .

Lemme 2.2.3 Soient s > 0;M 2 N; J 2 Z; 0 � � <1; 1 � p <1 et 0 < q � 1. Alors, il
existe une constante C > 0, indépendante de J telle que








0@X
j�J+

2jsq
�Z

jvj�1

���M
2�jvf (�)

�� dv�q
1A 1

q

j Lp (BJ)








 � c jBJ j�


f j F s;�p;q 

M ; (2.2.1)









0@X
j�J+

2jsq
�Z

jvj>1

���M
2�jvf (�)

�� dv�q
1A 1

q

j Lp (BJ)








 � c jBJ j�


f j F s;�p;q 

M ;

pour toute boule BJ de Rn de rayon 2�J , toute ! 2 S(Rn), et toute fonction f telle que



f j F s;�p;q 

M <1:

Preuve. La preuve est donnée seulement quand 0 < q <1. Pour prouver ce résultat,
nous avons besoin de montre que pour tout i 2 Z; x 2 Rn X

v�i
2(s+n)vq

�Z
jhj�2�v

���M
h f(x)

�� dh�q!1=q

� c

0@ 2�i+1Z
0

t�(s+n)q
�Z

jhj�t

���M
h f(x)

�� dh�q dt
t

1A1=q

:
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2.2. Préparation

On a

2js
Z
jvj>1

���M
2�jvf (x)! (v)

�� dv =

1X
k=0

2js
Z
2k<jvj�2k+1

���M
2�jvf (x)! (v)

�� dv
� c

1X
k=0

2(s+n)j�Nk
Z
2k�j<jhj�2k�j+1

���M
h f (x)

�� dh(2.2.2)
où N > n. Comme ! 2 S(Rn), il existe une constante c > 0,telle que,

j! (x) j � c(1 + jxj)�N ;

pour tout x 2 Rn et N > n. Le côté droit de (2.2.2) dans `sq;J+-norm est borné par

c

0B@ 1X
k=0

2�N�k

0@X
j�J+

2(s+n)jq
�Z

2k�j<jhj�2k�j+1

���M
h f(x)

�� dh�q
1A�=q

1CA
1=�

=

0@J+�1X
k=0

� � �+
X
k�J+

� � �

1A1=�

= (IJ(x) + IIJ(x))
1=�

� 21=��1
�
(IJ(x))

1=� + (IIJ(x))
1=�
�
;

où nous avons utilisés

(a+ b)d � max(1; 2d�1)(ad + bd); a � 0; b � 0; d > 0: (2.2.3)

On pose
J+�1X
k=0

� � � = 0 si J+ = 0:

On prend la norme Lp(BJ) on trouve que (2.2.1) est majoreé par

21=��1


(IJ)1=� j Lp(BJ)

+ 21=��1 

(IIJ)1=� j Lp(BJ)

 :

On étulise le changement de variable j � k � 1 = v, on trouve que pour tout x 2 Rn

IJ(x) � c
J+�1X
k=0

2(s+n�N)�k

0@ X
v�J+�k�1

2(s+n)vq
�Z

jhj�2�v

���M
h f(x)

�� dh�q
1A�=q

=
J+�2X
k=0

� � �+
J+�1X
k=J+�1

� � �

= M1(x) +M2(x);

16



2.2. Préparation

où on pose
J+�2P
k=0

� � � = 0 si J+ � 1. On trouve

M1(x) � c
J+�2X
k=0

2(s+n�N)�k

0@ 2�J+k+2Z
0

t�(s+n)q
�Z

jhj�t

���M
h f(x)

�� dh�q dt
t

1A�=q

:

Comme Lp=�(BJ) est un espace normé et BJ � BJ�k�2, la dernière terme en Lp=�(BJ)-norme

est majoreé par

c

J+�2X
k=0

2(s+n�N)�k









0@ 2�J+k+2Z

0

t�sq sup
jhj�t

���M
h f(�)

��q dt
t

1A1=q

j Lp(BJ�k�2)









�

� c jBJ j��
J+�2X
k=0

2(s+n�N+n�)�k


f j F s;�p;q 

�M :

On prend N > 2(s+ n) + �n. On trouve que

J+�2X
k=0

2(s+n�N+n�)�k


f j F s;�p;q 

�M � c



f j F s;�p;q 

�M ;

où c > 0 est indépendant de J . Maintenant (M2)
1=� dans Lp(BJ)-norme est estimeé par

c 2(s+n�N)J
+








 X
v�0

2(s+n)vq
�Z

jhj�2�v

���M
h f(�)

�� dh�q!1=q j Lp(BJ)








� c 2(s+n�N)J
+








 X
v�1

2(s+n)vq
�Z

jhj�2�v

���M
h f(�)

�� dh�q!1=q j Lp(BJ)








+c 2(s+n�N)J
+





Z
jhj�1

���M
h f(�)

�� dh j Lp(BJ)



 ;
par (2.2.3). Par l�inclusion

Lp(B0) ,! Lp(BJ)

et la remarque 2.2.1, on trouve

M2 j Lp=�(BJ)


 =




(M2)
1=� j Lp(BJ)




�
� c 2(s+n�N)�J

+ 

f j F s;�p;q 

�M
= c 2(s+n�N+n�)�J

+ jBJ j��


f j F s;�p;q 

�M

� c jBJ j��


f j F s;�p;q 

�M ;

17



2.2. Préparation

comme N > s+ n+ n� . Par conséquent



(IJ)1=� j Lp(BJ)

� =


IJ j Lp=�(BJ)



�


M1 j Lp=�(BJ)



+ 

M2 j Lp=�(BJ)




� c jBJ j��


f j F s;�p;q 

�M :

On estimat (IIJ)1=� dans Lp(BJ)-norme. on a

II(�) = c
X
k�J+

2�N�k

0@k+J++1X
j=J+

� � �+
1X

j=k+J++2

� � �

1A�=q

� c
X
k�J+

2�N�k

0B@
0@k+J++1X

j=J+

� � �

1A�=q

+

0@ 1X
j=k+J++2

� � �

1A�=q
1CA

= c
X
k�J+

2�N�k(S1
k (�) + S2

k (�)):

Après un changement de variable j � k � 1 = v, on trouve

(S1
k(x))

1=� � c 2(s+n)k

 
J+X

v=J+�k�1

2(s+n)vq
�Z

jhj�2�v

���M
h f(x)

�� dh�q!1=q

� c 2(s+n)k

0B@ 2k�J
++2Z

2�J+

t�(s+n)q
�Z

jhj�t

���M
h f(x)

�� dh�q dt
t

1CA
1=q

� c 2(s+n)k
Z
jhj�2k�J++2

���M
h f(x)

�� dh
0B@ 2k�J

++2Z
2�J+

t�(s+n)q
dt

t

1CA
1=q

� c 2(s+n)J
++(s+n)k

Z
jhj�2k�J++2

���M
h f(x)

�� dh:
Par conséquent, il existe une constante c > 0 indépendant de J et k tel que


(S1

k)
1=� j Lp(BJ)




 � c 2(s+n)J
++(s+n)k





Z
jhj�2k�J++2

�M
h f(�)dh j Lp(BJ)






� c 2(s+�n)J

++(s+2n)k jBJ j� kf j Lp�k

� c 2(2s+2n+�n)k jBJ j�


f j F s;�p;q 

M ;
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2.2. Préparation

par le lemme 2.2.2, la remarque 2.2.1 et que k � J+. Maintenant, on estime (S2
k)
1=� dans

Lp(BJ). On a

(S2
k (x))

1=� � c 2(n+s)k

 1X
v=J++1

2(s+n)vq
�Z

jhj�2�v

���M
h f(x)

�� dh�q!1=q

� c 2(n+s)k

0B@ 2�J
+Z

0

t�sq sup
jhj�t

���M
h f(x)

��q dt
t

1CA
1=q

:

Par suite




(S2
k)
1=� j Lp(BJ)




 � c 2(n+s)k










0B@ 2�J

+Z
0

t�sq sup
jhj�t

���M
h f(�)

��q dt
t

1CA
1=q

j Lp(BJ)










� c 2(n+s)k jBJ j�



f j F s;�p;q 

 :
par conséquent



(IIJ)1=� j Lp(BJ)

� =


II j Lp=�(BJ)



�
X
k�J+

2�N�k
�


(S1

k)
1=� j Lp(BJ)




� + 


(S2
k)
1=� j Lp(BJ)




��
� c

X
k�J+

2(2s+2n+�n�N)�k jBJ j��


f j F s;�p;q 

�

� c jBJ j��


f j F s;�p;q 

� ;

comme N > 2(s+ n) + �n. �

19



Chapitre 3

Caractérisation par les di¤érences

Dans ce chapitre on présent les principaux résultats sur l�espace de type de Triebel-Lizorkin.

3.1 Quelques inégalités

Nous commencerons ce chapitre par quelques résultats qu�on va utiliser par la suite.

Lemme 3.1.1 Soient 1 � p < 1; 0 < q � 1; 0 � � < 1, M 2 N et s > 0. Si f 2 F s;�p;q ,

alors on a

kf j Lp� (Rn)k � c


f j F s;�p;q 

 :

Preuve. On a X
j�0

j�jf j =
X
j�0

2�js2js j�jf j � c sup
j2N0

2js j�jf j

� c

 X
j�0

2jsq j�jf jq
!1=q

:

Si f 2 F s;�p;q . Alors,

kf j Lp� (Rn)k �





X
j�0

j�jf j j Lp� (Rn)





 � c








 X
j�0

2jsq j�jf jq
!1=q

j Lp� (Rn)








� c



f j F s;�p;q 

 :
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3.1. Quelques inégalités

Lemme 3.1.2 Soient 1 � p <1; 0 < q � 1; 0 � � <1, M 2 N et s > 0. On pose

HJ(x) =

2�J
+Z

0

t�sq sup
jhj�t

���M
h f(x)

��q dt
t
:

Si f 2 F s;�p;q , alors on a

(HJ (x))
1=q � c 2Jn(1=p��)



f j F s;�p;q 


+ c

0@X
k�J+

0@X
i�0

kX
j=J+

2(j�k)(M�s)+sj�iN ����;a
j;J�i�2f(x)

��1Aq1A1=q

+ c

0@X
k�J+

 X
j�k

2(j�k)(a�s)+sj
����;a

j;Jf(x)
��!q1A1=q

:

Preuve. Par le changment de variable t = 2�y, on obtient

HJ(x) = ln 2

+1Z
J+

2ysq sup
jhj�2�y

���M
h f(x)

��q dy:
Alors

HJ(x) � c
X
k�J+

2ksq sup
jhj�2�k

���M
h f(x)

��q :
Soient  ;  0 2 S (Rn) deux fonctions telles que F = 1 et F 0 = 1 dans le support du

supp'1 et supp	 respectivement. En utilisant le théorème de la croissement �nis, nous

obtenons pour tout x 2 BJ , j 2 N0 et jhj � 2�k���1
h�jf (x)

�� =
���1

h( j ��jf) (x)
��

� 2�k sup
jx�yj�c 2�k

X
j�j=1

��D� j ��jf (y)
�� ;

avec une constante positive c, indépendant de j et k, et

 j(�) = 2(j�1)n (2j�1�)

pour j = 1; 2; :::. Par induction sur M , nous montrons que

���M
h �jf (x)

�� � 2�kM sup
jx�yj�c 2�k

X
j�j=M

��D� j ��jf (y)
�� :

21



3.1. Quelques inégalités

On sait que sij�j =M et a > 0, alors��D� j ��jf (y)
�� = 2(j�1)n

����Z
Rn
D�
�
 
�
2j�1 (y � z)

��
�jf (z) dz

����
� 2(j�1)(n+M)

Z
Rn

��(D� )
�
2j�1 (y � z)

��� j�jf (z)j dz: (3.1.2)

Supposonsque 0 � j � J+ � 1. Le membre de droite dans (3.1.2) peut être estimé comme
suit:

c 2j(n+M)��;a
j f (y)

Z
Rn

��(D� )
�
2j�1 (y � z)

��� �1 + 2j jy � zj
�a
dz

� c 2jM��;a
j f (y) :

Ensuite, nous obtenons pour tout x 2 BJ , jhj � 2�k et tout k � J+���M
h �jf (x)

�� � c 2(j�k)M sup
jx�yj�c 2�k

��;a
j f (y)

� c 2(j�k)M
�
1 + 2j�k

�a
sup

jx�yj�c 2�k

��;a
j f (y)

(1 + 2j jx� yj)a

� c 2(j�k)M��;a
j f (x) ; (3.1.3)

mais si 0 � j � J+ � 1.Supposons maintenant que J+ � j � k. Par notre hypothèse sur x

et k on obtient

jy � x0j � jx� x0j+ jx� yj < 2�J + c 2�k � (c+ 1)2�J ;

ce qui implique que y est situé dans une boule eBJ , où
eBJ = fy 2 Rn : jy � x0j < (c+ 1)2�Jg:

Ecrire l�intégrale (3.1.2) comme suitZ
eBJ�1 � � �dz +

X
i�0

Z
eBJ�i�2n eBJ�i�1

� � �dz = Ij;J(y) +
X
i�0

IIj;J�i(y):

Nous rappelons que

��;a
j;l f (y) = sup

z2 eBl
j�jf (z)j

(1 + 2j jy � zj)a ; (3.1.4)

pour tout j 2 N0; f 2 S
0
(Rn) et tout l 2 Z. On a

Ij;J(y) � ��;a
j;J�1f (y)

Z
eBJ�1

��(D� )
�
2j�1 (y � z)

��� �1 + 2j jy � zj
�a
dz

� c 2�jn��;a
j;J�1f (y) � c 2�jn��;a

j;J�2f (y) :
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3.1. Quelques inégalités

Laissez-nous de estimer IIj;J�i. Comme  2 S(Rn), on obtient

jD� (x) j � c(1 + jxj)�2N ;

pour tout x 2 Rn et tout N > 0. Alors pour tout N assez grand, IIj;J�i(y) est mojoré par

c ��;a
j;J�i�2f (y)

Z
eBJ�i�2n eBJ�i�1

�
1 + 2j�1 jy � zj

��2N+a
dz

� c 2�iN��;a
j;J�i�2f (y)

Z
Rn

�
1 + 2j�1 jy � zj

��N+a
dz

� c 2�iN�jn��;a
j;J�i�2f (y) ;

où nous avons utilisé2j�1 jy � zj > (c+ 1)2j�J+i�1 � (c+ 1)2i�1. Donc

��D� j ��jf (y)
�� � c 2jM

X
i�0
2�iN��;a

j;J�i�2f (y) :

Ensuite, nous obtenons pour tout x 2 BJ , jhj � 2�k et J+ � j � k

���M
h �jf (x)

�� � c 2(j�k)M
X
i�0
2�iN sup

jx�yj�c 2�k
��;a
j;J�i�2f (y)

� c 2(j�k)M
�
1 + 2j�k

�aX
i�0
2�iN sup

jx�yj�c 2�k

��;a
j;J�i�2f (y)

(1 + 2j jx� yj)a :

Par conséquent, pour tout J+ � j � k il y a une constante c > 0 indépendant de J , j et k

tel que ���M
h �jf (x)

�� � c 2(j�k)M
X
i�0
2�iN��;a

j;J�i�2f (x) :

Pour j � k + 1 on trouve si x 2 BJ et jhj � 2�k

���M
h �jf (x)

�� �
MX
m=0

CMm j�jf(x+ (M �m)h)j

� 2M sup
jx�yj�C 2�k

j�jf(y)j

� 2M sup
jx�yj�C 2�k

j�jf (y)j
(1 + 2j jx� yj)a

�
1 + 2j jx� yj

�a
:

Nous remarquons aussi que par notre hypothèse sur x et k nous avons

jy � x0j � jx� x0j+ jx� yj < 2�J + C 2�k � (C + 1)2�J
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3.1. Quelques inégalités

et cela implique que y est situé dans une boule eBJ , où eBJ = fy 2 Rn : jy�x0j < (C+1)2�Jg.
Alors, ���M

h �jf (x)
�� � c 2(j�k)a��;a

j;Jf (x) ;

si j � k + 1. Maintenant,

�M
h f (x) =

X
j�0

�M
h �jf (x)

=

J+�1X
j=0

� � �+
kX

j=J+

� � �+
X
j�k+1

� � �;

où on pose
J+�1X
j=0

� � � = 0 si J+ = 0:

Laissez-nous de estimer chaque terme dans `sq;J+-norme. On trouve par (3.1.3) et le lemme

2.2.1

J+�1X
j=0

���M
h �jf(x)

�� �
J+�1X
j=0

2(j�k)M��;a
j f (x)

� c
J+�1X
j=0

2(j�k)M+j(n=p�s�n�) 

f j F s;�p;q 


� c 2�kM

J+�1X
j=0

2j(M+n=p�s�n�) 

f j F s;�p;q 


� c 2J(M+n=p�s�n�)�kM 

f j F s;�p;q 

 ;

où la dernière inégalité peut être obtenue par notre hypothèse sur s et � . La dernière ex-

pression dans `sq;J+-norme est majoreé

c 2Jn(1=p��)



f2(k�J+)(s�M)gk�J+ j `0q;J+






f j F s;�p;q 


� c 2Jn(1=p��)



f j F s;�p;q 

 ;
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3.2. Résultat principale

car s < M . Alors,

(HJ (x))
1=q � c 2Jn(1=p��)



f j F s;�p;q 


+ c

0@X
k�J+

0@X
i�0

kX
j=J+

2(j�k)(M�s)+sj�iN ����;a
j;J�i�2f(x)

��1Aq1A1=q

+ c

0@X
k�J+

 X
j�k

2(j�k)(a�s)+sj
����;a

j;Jf(x)
��!q1A1=q

:

�

3.2 Résultat principale

Nous énonçons maintenant le résultat principale de ce chapitre.

Théorème 3.2.1 Soient 1 � p <1; 0 < q � 1; 0 � � <1 etM 2 N. On suppose que

n

min(p; q)
< s < M et 0 � � < 1=p

ou
n

min(p; q)
< s < M � n� + n=p et � � 1=p:

Alors


f j F s;�p;q 

M est une norme équivalente dans F s;�p;q .

Preuve. Soit BJ une boule de centre sur x0 2 Rn et de rayon 2�J , J 2 Z.

Etape 1. Par le lemme 3.1.1,

kf j Lp� (Rn)k � c


f j F s;�p;q 



pour toute f 2 F s;�p;q :
Etape 2. On pose

HJ(x) =

2�J
+Z

0

t�sq sup
jhj�t

���M
h f(x)

��q dt
t
:
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3.2. Résultat principale

Par le lemme 3.1.2

(HJ (x))
1=q � c 2Jn(1=p��)



f j F s;�p;q 


+c

0@X
k�J+

0@X
i�0

kX
j=J+

2(j�k)(M�s)+sj�iN ����;a
j;J�i�2f(x)

��1Aq1A1=q

(3.2.6)

+c

0@X
k�J+

 X
j�k

2(j�k)(a�s)+sj
����;a

j;Jf(x)
��!q1A1=q

: (3.2.7)

Le second terme peut être estimé par

c

0B@X
i�0
2�iN�

0@X
k�J+

0@ kX
j=J+

2(j�k)(M�s)+sj ����;a
j;J�i�2f(x)

��1Aq1A�=q
1CA
1=�

;

avec � = min(1; q)). Comme s < M , alors nous pouvons appliquer la proposition 1.1.2 pour

estimer la dernière expression par

c

0B@X
i�0
2�iN�

0@X
j�J+

2jsq
����;a

j;J�i�2f(x)
��q1A�=q

1CA
1=�

:

Comme Lp=� (BJ) est un espace normé, alors (3.2.6) dans Lp(BJ)-norme est mojoreé par

c

0B@X
i�0
2�iN�









0@X
j�J+

2jsq
����;a

j;J�i�2f
��q1A�=q

j Lp=� (BJ)









1CA
1=�

= c

0B@X
i�0
2�iN�









0@X
j�J+

2jsq
����;a

j;J�i�2f
��q1A1=q

j Lp (BJ)









�1CA

1=�

:

Par l�inclusion

Lp
� eBJ�i�2� � Lp (BJ)

et le fait que J+ � (J � i� 2)+ pour estimer cette expression par

c

0B@X
i�0
2�iN�









0@ X
j�(J�i�2)+

2jsq
����;a

j;J�i�2f
��q1A1=q

j Lp
� eBJ�i�2�









�1CA

1=�

� c jBJ j�
 X
i�0
2i(n��N)�

!1=� 

f j F s;�p;q 


� c jBJ j�



f j F s;�p;q 

 ;
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3.2. Résultat principale

où la première inégalité est obtenue par théorème 2.1.1 et la deuxième inégalité par le fait

que N > n� . On prend a 2 ( n
min(p;q)

; s), puis en utilisant à nouveau la proposition 1.1.2

pour estimeé (3.2.7) par

c

0@X
j�J+

2jsq
����;a

j;Jf(x)
��q1A1=q

:

Cette expression, par théorème 2.1.1, dans Lp(BJ)-norme majoreé par

c jBJ j�


f j F s;�p;q 

 :

Nous avons donc pour tout J 2 Z et toute ball BJ de Rn de rayon 2�J

1

jBJ j�



(HJ)

1=q j Lp (BJ)



 � c



f j F s;�p;q 

 ;
De ceci il résulte que 

f j F s;�p;q 

M � c



f j F s;�p;q 

 ;
pour tout f 2 F s;�p;q .

Etape 3. Soit 	 la fonction introduite dans le deuxiéme chapitre et en plus symétrie

radiale. Nous utilisons une observation faite par Nikol�skij [3] (ou [5]). On pose

 (x) = (�1)M+1
M�1X
i=0

(�1)iCMi 	(x (M � i)) :

La fonction  satisfaite  (x) = 1 pour jxj � 1=M et  (x) = 0 pour jxj � 3=2. Alors, on
prend

'0 (x) =  (x) ;

'1 (x) =  (x=2)�  (x)

et

'j (x) = '1
�
2�j+1x

�
pour j = 2; 3; :::, on obtienr que

�
'j
	
est une partition de l�unité. Donc

sup
BJ

1

jBJ j�









0@X
j�J+

2jsq j�jf jq
1A1=q

j Lp (BJ)
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3.2. Résultat principale

est une norme équivalente à F s;�p;q . Laissez-nous de prouver que

1

jBJ j�









0@X
j�J+

2jsq j�jf jq
1A1=q

j Lp (BJ)








 � c


f j F s;�p;q 

M ; (3.2.8)

pour toute boule BJ de Rn de rayon 2�J . D�abord le côté gauche contient �0f seulement

quand J+ = 0. Ce qui donne

k�0f j Lp (BJ)k � (2�)�n=2
Z
Rn



f j Lp(BJ)


 ��F�1 (y)

�� dy;
où BJ est une boule de centere x0 + y et de rayon 2�J . Alors

k�0f j Lp (BJ)k � c jBJ j� kf j Lp�k

� c jBJ j�


f j F s;�p;q 

M ; (3.2.9)

où nous avons utilisé le fait que
��BJ

�� = jBJ j. De plus, cela vaut pour x 2 Rn etj = 1; 2; :::
�jf (x) = (�1)M+1

Z
Rn
�M
2�jvf (x)F�1e	(v) dv;

with e	(�) = F�1	(�)� 2�nF�1	(�=2), voir [2, Theorem 3.1]. Pour j 2 N on écritZ
Rn

���M
2�jvf (x)

�� jF�1e	(v) jdv
=

Z
jvj�1

���M
2�jvf (x)

�� jF�1e	(v) jdv + Z
jvj>1

���M
2�jvf (x)

�� jF�1e	(v) jdv:
Ensuite, l�estimation de (3.2.8) est une conséquence évidente de (3.2.9) et le lemma 2.2.3.

Alors, 

f j F s;�p;q 

 � c


f j F s;�p;q 

M ;

ce qui complète la preuve.
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Conclusion

Dans notre travail on a donne la caractérisation des espaces de type de Triebel-Lizorkin

par les di¤érences. Tous ces résultats sont des généralisations des résultas classiques connus

dans les espaces de Triebel-Lizorkin.

29



Bibliographie

[1] D. Drihem, Atomic decomposition of Besov-type and Triebel-Lizorkin-type spaces, Sci.

China. Math. 56 (2013), no. 5, 1073�1086.

[2] D. Drihem, Characterizations of Besov-type and Triebel-Lizorkin-type spaces by di¤er-

ences, J. Funct. Spaces Appl., 2012, Article ID 328908, 24 pp.

[3] S. M. Nikol�skij, Approximation of function of several variables and imbedding theorem,

Springer, Berlin, 1975.

[4] Y. Sawano, D. Yang, W. Yuan, New applications of Besov-type and Triebel-Lizorkin-

type spaces, J. Math. Anal. Appl. 363 (2010), no. 1, 73-85.

[5] W. Sickel, On pointwise multipliers for F sp;q (Rn) in case �p;q < s < n=p, Ann. Mat.

Pura. Appl. 176 (1999), 209-250.

[6] W. Sickel, D. Yang, W. Yuan, Morrey and Campanato Meet Besov, Lizorkin and

Triebel, Lecture Notes in Mathematics, vol. 2005, Springer-Verlag, Berlin, 2010.

[7] H. Triebel, Theory of function spaces, Birkhäuser, Basel, 1983.

[8] H. Triebel, Theory of function spaces. II, Birkhäuser, Basel, 1992.

[9] H. Triebel, Theory of Function Spaces. III, Birkhäuser, Basel, 2006.

[10] D. Yang, W. Yuan, A new class of function spaces connecting Triebel-Lizorkin spaces

and Q spaces, J. Funct. Anal. 255 (2008), 2760-2809.

[11] D. Yang, W. Yuan, New Besov-type spaces and Triebel-Lizorkin-type spaces including

Q spaces, Math. Z. 265 (2010), 451-480.

30



BIBLIOGRAPHIE

[12] D. Yang, W. Yuan, Characterizations of Besov-type and Triebel-Lizorkin-type spaces

via maximal functions and local means, Nonlinear Anal. 73 (2010), 3805-3820.

31



 

 

 

  :ملخص

حيث قمنا بإعطاء تعريفات وتطرقنا لبعض الخصائص   تريبل-ليزور كينمن نوع  فضاءاتقمنا بدراسة في هذه المذكرة 

 توصيف الفرق المحدد لهذه الفضاءات. بالإضافة إلى لهذه الفضاءات

 :كلمات مفتاحية 

  الدالة القصوى لبيتر.,  تريبل -فضاء من نوع ليزور كين, تريبل  -فضاء ليزور كين, الفرق المحدود

Résumé: 

  Dans ce mémoire nous avons étudié les espaces de type de Triebel-Lizorkin, où nous   
   devons donner quelque définitions et quelques propriétés pour ces espaces. On plus 
on donne une caractérisation par les différences finies pour ces espaces.  



  

Mots clés: 

   Différence finie, l’ espace de Triebel-Lizorkin, l’ espace de type de Triebel-Lizorkin,     

fonction maximale de Peetre.       

 

Abstract: 

In this thesis we have studied the Triebel-Lizorkin type spaces, where we have to give 

some definitions and some properties for these spaces. We give a finite difference 

characterization for these spaces. 

Key words: 

    Finite difference, the Triebel-Lizorkin space, the Triebel-Lizorkin type space, the 

maximum function of Peetre. 
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