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Introduction

Les méthodes mathématiques pour la résolution des problémes a surface libre dans de la
mécanique des fluides a reconnu des développements rapides. Aujourd’hui, on constate
que la mécamique des fuides est un domaine trés vaste de la recherche scientifique avec de
nombreux problémes ouverts.

Dans ce travail on donne une étude de modélisation et formulation pui de résolution d’'un
probléme d’un écoulement bidimesionnel a surface libre linéaire généré par le déplacement
d’un disturbance, le fluide est considéré comme incompressible et invisqueu, le probléme est
caractérisé par la surface libre qui est de forme inconnue et qui doit étre déterminer comme
une partie de la solution du probléme.

Ce mémoire se décompose de quatre chapitres:

Dans le premier chapitre nous rappelons les notions fondamentale de la mécanique des
fluides, tellque on traite les types des écoulements et quelque equations de la mécanique
des fluides (bernoulli, d’Euler,Stokes,...etc), et on diffénie aussi les lignes de courant, et la
viscosité.

Dans le deuxiéme chapitre,l’équation de continuité,l’équation de régime uniforme, I’écoulements
permanents graduellements variés.

Dans le troisiéme chapitre on diffénie la transformation, et represéntation conforme, et
quelques transformations, et on diffénie la transformation de Schwartz-Christoffel.

Dans le quatriéme chaiptre on traite un probléme d’un écoulement bidimensionnel généré
par le déplacement d’un disturbance d’un fluide incompressible et non visqueux ou on
considere que les effets de la gravité et la tension superficielle seront négligés. On a utilisé

la technique de perturbation lineaire pour résoudre ce probléme.



Chapitre 1

Notions fonctions a variable complexe

et quelques sur la mécanique des

Auides

Introduction

Dans ce chapitre, on présente quelques concepts de base de la mécanique des fluides,
propriétés des fluides, et Equations fondamentales du mouvement des fluides pour un écoule-
ment potentiel, bidimensionnel et irrotational d’un fluide incompressible et la viscosité et

les ligne de courant.

1.1 Fonctions a variable complexe

1.1.1 Fonctions analytiques

Définition 1.1.1 Soit Q est un ouvert de C et f:Q — C . f est dit holomorphe sur €}

st f dérivable en toute point de €.

Définition 1.1.2 Tout fonction analytique peut étre développée en série entiére c’est-a-dire

f(z) = Zan(z —2z)" . (1.1.1)



1.1. Fonctions a variable complexe

Théoréme 1.1.1 Soit f une fonction analytique a l'interieure d’un domaine ) et sur sa

frontiére fermé o, on a pour chaque valeur zy € 2 :
L[ f(®)
=— | ——dz . 1.1.2
f(20) omi |z — 2 4 ( )

Proposition 1.1.1 Toute fonction analytique sur ) est holomorphe sur €.

1.1.2 Conditions de Cauchy-Riemann

Définition 1.1.3 Une condition nécessaire pour que w = f(z) = P(x.y) +1Q(x,y) soit
analytique dans un ouvert connere 2 est que dans ), P et ) vérifient les conditions

suivantes dites de Cauchy -Riemann:
oP_0q  or_ 0
oxr Oy 0y Oz’

les fonction P(x,y) et Q(x,y) sont souvent appelées fonctions conjuguée, si on le connait

(1.1.3)

l'une entre elle, on peut déterminer l'auter (o une constante additive prés)de telle maniére

que P+ 1Q) = f(z) soit analytique.

1.1.3 Théoréme de Bernoulli

Si ’écoulement est stationnaire I’équation d’Euler se réduit a :

1
(Vxq)xq=-V <% + 5‘/2 + w) . (1.1.4)

En prenant le produit scalaire de (1.4) avec ¢ on obtient:

1
q.V (g + 51/2 + go) =0. (1.1.5)

De sorte que pour un fluide idéal :

1
(§V2+§+¢:H). (1.1.6)

est constant le long d’une ligne de courant (Bernoulli).



1.1. Fonctions a variable complexe

1.1.4 Fonction Harmonique

Définition 1.1.4 Une fonction f = o+t définie sur un ouvert Q de R? et ¢ valeurs dans

C est harmonique si elle est de classe C? et vérifie:

0?f  O*f

—+=—==0 . 1.1.7
0x? + 0y? ( )
Définition 1.1.5 §i les dérivées secondes des ¢ et 1) existent par rapport & x ety sont

continues les conditions de Cauchy-Riemann nous donne:

P Py Py Y _

—_— =0. 1.1.
0%z + 0%y 0%z + d%y 0 (1.18)

les fonctions harmoniques sont intimement liées aux fonctions holomorphes ainsi:

- toute fonction holomorphe est harmonique (C’est une conséquence des équations de
Cauchy -Riemann);
- La propriété de la moyenne :

Si f est harmonique dans un ouvert €2 ,si D(a, ) est un disque contenu dans € ,alors:

°n o, d0
fla) = /o fla+ 7“6“9)%. (1.1.9)

Autrement dit, la valeur de f en a est la moyenne des valeur prises par f sur le cercle
de centre a et de rayon r

Réciproquement, si une fonction f est continue et si elle vérifie la propriété de la valeur
moyenne, alors elle est harmonique (en particulier, elle est C? et meme analytique comme
toute fonction harmonique)

-Le prolongement harmonique:

Si U est continue sur le cercle de centre a et de rayon r, il existe une unique fonction f
définie sur le disque fermé de centre a et de rayon r qui est harmonique et qui est égale & U
sur le cercle . En particulier, le probleme de dirichlet admet toujours une solution pour un

disque



1.1. Fonctions a variable complexe

1.1.5 Formules de Green

Théoréme 1.1.2 Soit Q un ouvert borné de R™ & frontiére 02 de classe C* . soit u,v deux

fonction de classe C? dans Q

Alors:

-Premiére formule de Green:

ou
Au d)\ = — do . 1.1.10
/Q aq On ( )

ou d\ est la mesure de Lebesgue et do la mesure Euclidienne sur 0f) .

Une formule de Green utile pour les fonctions harmoniques:

Théoréme 1.1.3 Soit u une fonction définie sur un ouvert §2 de R™ , a valeurs dans R

on pose z=ux+1y ,et D le disque de centre zy et de rayon r >0 . Alors on a:

27
u(2o) :/ u(zo +re’)— —I——// Au(z log |dxdy (1.1.11)
0

1.1.6 Théoréme de Schwartz

0? 0?
Théoréme 1.1.4 Si les dérivées partielles secondes / et / sont continues au voisi-
Oxdy  Oyox
nage de (o yo) alors :
0 f 0 f
— = ) 1.1.12
al,ay(xmy()) ayax(x()?y()) ( )

Corollaire 1.1.1 Soit f une fonction a valeurs réelles définie sur un ouvert de R™ . si f

est deux fois dérivable en un point, alors sa matrice hessienne en ce point est symétrique .

1.1.7 Différentielle totale

On appelle défferentielle totale de 1¢" ordre d’une fonctione f I’expresion:

g(a:, y)dx + g(az, y)dy . (1.1.13)

of (x,y) = e o



1.2. Notions préliminaires sur la mécanique des fluides

1.2 Notions préliminaires sur la mécanique des fluides

1.2.1 Les fluides

Un fluide est un milieu matériel continu déformable, sans rigidite qui peut s’écoules c’est-
a-dire subir de grandes variations de forme sous ’action de force plus les forces sont faibles,
plus les variation de forme se déroulent lentement.

La notion de fluide s’oppose a celle de solide, cependant on considere les fluides et les
solides comme des ensemble de particules materielles infinement petit.

-Solidement lieé entre elles dans le cas des solides.

-Libres de se déplacer les unes par rapport aux autres le cas des fluides.

Crue de la Loire au barrage de Grangent en novembre 2008 : chute et

ressaut hydraulique (régime rapidement varié)

figure 1.2



1.2. Notions préliminaires sur la mécanique des fluides

1.2.2 La masse volumique

La masse volumique d’'une substance est la quantité de matiere contenue dans une unité de
volume de cette substance c’est-a-dire:

c’est le rapport entre la masse (M) et le volume occupé (v). Elle peut étre exprimée de
différentes maniéres :

(1.2.1)

M
p=—"
(%

1.2.3 La densité

d’une substance est égale a la masse volumique de la substance divisée par la masse volu-
mique du corps de référence a la méme température. Pour les liquides et les solides, 'eau
est utilisée comme référence, pour les gaz, la mesure s’effectue par rapport a I'air. Elle est

notée (d) et n’a pas d'unité (grandeur physique sans dimension).

1.2.4 Poids volumique

Le poids volumique d’un fluide représente le rapport entre le poids et le volume de ce fluide:

w=—==pg . (1.2.2)
Ou:
w:Poids volumique en (N/m?)
M:masse en (kg)
g:accélération de la pesanteur en (m/s?)

v:volume en (m?)

Exemple 1.2.1

Calculer la masse volumique, le poids volumique et la densité de 6m3 d’huile pésent
47K N .

la solution



1.2. Notions préliminaires sur la mécanique des fluides

47000
P = 47000N = Mg — M = £ = 270 — 4791.03K .
g 9.81
- masse volumique
M 4791.03
p=—= = 798.5Kg/m* .
v
- poids volumique
W = pg = 7833.33N/m? .
- densité
p 798.5
d= =——=0.798 .
Pews 1000
Poids w = % — G=wx*v=pgv=0.91039.81.3.1073 = 26.48N
G 2648
masse M =p*xv=009103%3.107%=2.7 kg M:E:m:z?kg

Exemple 1.2.2

Déterminer le poids volumique de I’essence sachant que sa densité d = 0,7. On donne:
- accélération de la pesanteur g = 9, 81m/s?.

- la masse volumique de I’eau p = 1000kg/m3.

la solution

W= pg = 0.7 % 1000 * 9.81 = 6867 N/m? .

1.2.5 Volume massique (volume spécifique)

C’est le volume qu’occupe l'unité de masse d’'une substance, c’est l'inverse de la masse

volumique:

1
p



1.2. Notions préliminaires sur la mécanique des fluides

1.2.6 Les diférentes cas de la matiere

on distingue trois étas de la matiere:

1-Etat Solide:Caracterise par une grande cohesion des molecules il a une forme et un
volume propres.

2- Etat Liquide: Peut lieé—liquides trés déformable il n’apas de forme propre et il a

un volume propre —incomprissible.

3- Etat gazeux:Un fuide est un milieu materiel parfaitement deformable on groupe
sous cette application les plasmas, les gaz qui sont ’exemple des fuides comprissible et les

liuides qui sont des fuides peut incomprissible.

1.2.7 Ecoulementes bidimensionnels

Les problémes a surface libre peut étre définies comme des problémes dont la formilation
mathématique produit des surfaces & diterminés comme une partie de la solution du prob-
leme chaque surface est appelée: surface libre

On dit qu’un écoulement est bidimensionnel si le vecteur vitesse a chaque point est
parallele & un plan fixe c’est-a-dire 1'une de cas composantes du vecteur vitesse est nulle

- On dit qu’un écoulement est stationnaire si la vitesse U est constante

ou

—=0. 1.2.4
par rapport an temps
-1l existe une fonction ¢ tel que:

U=Vop. (1.2.5)
- L’equation de continuité devient:

Ap=0. (1.2.6)

ou lieu de consideré¢ le plan (z, y) on introduit la notion des variables complexe Z = z+iy



1.2. Notions préliminaires sur la mécanique des fluides

1.2.8 Ecoulement stationnaire ou permanent

Un écoulement est stationnaire par rapport & un référentiel lorsque la vitesse et les autres
variables ne dépendent plus du temps. il y a alors identité entre trajectoire, ligne d’émission

et ligne de courant, les systémes référentiels devenant identiques.

1.2.9 Type des écoulements

*Kcoulement irrotationnel

Un fluide est dite irrotationnel si:

— —
rot(V)=0. (1.2.7)
( ou
Z_0
o u 0
H U
rotV=1 L2 |A|lv | = — =0 (1.2.8)
Y Jy
2 0 Ou O _
o l 0z Oy

(V' la vitesse d’écoulement )
*Ecoulement permanent
on dit qu’un écoulement est permanent ou stationnaire, si ses composantes de vitesse

sont indépendantes de la variable temps:

v

—=0. 1.2.9
5 (1.2.9)
*Ecoulement incompressible

on appelle un écoulement incompressible si la densité on masse par unité de volume est

constante, si V,, désigne la composante normale du vecteur vitesse sur C cette condition

s’écrite sons la forme:

]{Vnds = j{\/;dy —Vydr =0 . (s1)

c

ou



1.2. Notions préliminaires sur la mécanique des fluides

ov. | o, _
ox oy

ce que exprime que la quantité de fluide contenue dans C est constant , i.e la quntité de

0 . (s2)

fluide entrant dans C' est égale la quntité de fluide qui en sort.

pour cette raison 1’équation s1 et s2 est applée I’équation de continuité .

*Ecoulement parfait

Un ecoulement parfait est une approximation dans le cas ou les effets visqueux sont nég-
ligeable, et un fuide parfait possedant ne viscosite rigroureusement nulle il n’y a implication
que un sens.

fluide parfait = écoulement parfait.

voir figure(1.3)

1.2.10 La viscosité

La viscosité d’un liquide constitue une resistence & la déformation ou bien au glissement
relatif de ses couches, cette proprieté se manifeste par le fait que dans un liquide reél toutes

les conditions détermineés naissant des contrantes tangentielles.

— Vilesses

AERE

Liqude partait

figure 1.3:Représentation de la vitesse dans un ecoulement parfait

10



1.2. Notions préliminaires sur la mécanique des fluides

-
-
— Vilesses -
-
-

Liquide vmisqueux

figure 1.4:Représentation de la vitesse dans un ecoulement visqueux

Exemple 1.2.3

Déterminer la viscosité dynamique d’une huile moteur de densité d = 0.9 et de viscosité
cinématique v = 1.15%.

la solution

v= = = vxp=1.1%10"2900 = 0.099Pa.s

p

1.2.11 Vitesse en un point de 1’écoulement

La vitesse (v) en un point de I’écoulement est celle de la particule qui passe en ce point au

moment considéré d’aprés la discription.

1.2.12 Vitesse moyenne

La vitesse moyenne est par définition V' = /S C’est a dire:

V—Md

=L —ds. (1.2.10)
désignant un élément de surface (S = / / ds) .

11



1.2. Notions préliminaires sur la mécanique des fluides

1.2.13 Lignes équipotentielles et ligne le courant

Les familles des courbes:

oz, y)=a  Plxy) =05 . (1.2.11)

Ou « et B désignent des constantes, sont des familles orthogonales et sont appelées re-
spevtivement les lignes équipotentielles et les lignes de courant. dans le cas d'un écoulement
permanent les lignes de courant représentent les trajectoires des particuler du fluide, la
fonction 1) est appelée la fonction de courant cependant que comme déja - la fonction ¢ est

appelée le potentiel des vitesses .

1.2.14 Fonction de courant en 2 dimension

— —

Définition 1.2.1 On suppose que I’ écoulement est clairement subsonique soit w = ui+vj
le champ des vitesses, on considére le chomp comlexe des vitesses w = u + v et on définit
¢ = x+iy on définit z = —iC comme Vw = 0 ,la fonction w(z) est holomorphe. En

application du théoréme intégrale de Cauchy il existe une fonction complexe 1(z2) telle  que:

w(z) = 8%22) . (1.2.12)

soit ¥(z) la partie réelle de 1. En coordonnées cartésiennes , on a alors:

O O
- 2 = - 1.2.1

u

v, (1)
(1) / N}“;}

Figure 1.5 S’écoulant autour d’un solide

12



1.2. Notions préliminaires sur la mécanique des fluides

1.2.15 Fonction de potentiel

On dit que un écoulement est irrotationnel si on a:

—

VAU=0. (1.2.14)

on peut toujours réprésentée la vitesse par le gradient d’une fonction scalaire:

i=Vo. (1.2.15)
La fonction ¢ s’appelle fonction potentiel

On peut donc écrire que :

_9¢ 09
0 ¢ VT (1.2.16)

u

1.2.16 La Potentiel complexe

Définition 1.2.2 On dit que f est analytique au point zy s’il existe un voisinage v de 2y:

| 2 — 20 |< & tel que f1(z) existe o chaque point de v.

la fonction potentielle de vitesse f et la vitesse est donnée par — :

0z
f=e+w
alor on:

Op _ 9

gg__ a%é (1.2.17)

dr Oy

df = dp + idi (1.2.18)

_ g_iax + g_jay + z‘;—fax 4 ig—zﬁy ,
- g_iax + g—zﬁy — ig—;j@w + z‘g—iay ;
— g—(’;(@x +idy) — zg—j(asﬁ +1idy)

13



1.2. Notions préliminaires sur la mécanique des fluides

ﬁ_@gp Qo O 0P

iz o oy oy ox’
= Uy — 10y .
dp O
u:%:—,
U_a_@__gi (1.2.19)
Oy Ox

la vitesse (applée aussi vitesse complexe)est donc donnée par:

v=V,—iV, =0f/dz = f'(2) . (1.2.20)

et a pour module:

V=lv|=/V2+ V2= (2) |= f'(2) - (1.2.21)

les point pour les quels la vitesse est nulle, i.e .f’(z)=0 sont appellées points d’arrét, la
fonction f(z) dont I'importance est fondamentale dans la caractérisation d’un écoulement

est appelée le potentiel complexe.

1.2.17 Equations de Stokes

Le systéme de stokes qui décrit I’écoulement d’un fluide newtonien incompressible en régime

permanent et & faible nombre de reynolds s’écrit :
nAT = gradp — p?dz’v.? =0. (1.2.22)
1.2.18 Equation d’Euler

L’equation d’euler découle de ’equation de Navier-Stokes le cas des fluides non-visqueux

cette derniere découle du principe fondamental de la dynamique (PFD) dans le cas des

fluides:
dv

1
= X . 1.2.2
o pr+ (1.2.23)

v: est la vitesse du fluide

t: temps

14



1.2. Notions préliminaires sur la mécanique des fluides

p: est la masse volumique du fluide
p :est la pression dans le fluide

X: est la force du corps

15



Chapitre 2

Quelques types d’écoulement

2.1 Ecoulement permanent

On dit qu’un écoulement est régime permanent, si non débit O est constant dans le temps,
le tirant d’eau y en un point donné est donc aussi constant.

En pratique, on peut calculer en régime permanent des canaux d’irrigation, des écoule-
ment en riviére & I’étiage au en régime moyen, mais le calcule d’un écoulement en crue rapide
ne peut pas étre abondé par le régime permanent .

le régime permanent peut étre uniforme ou varié selon la géométrie du chenal.

2.2 Ecoulement permanent uniforme

On dit qu’un écoulement est uniforme lorsque les caracterstiques geométrique de domaine
de I’écoulement sont constant tout le long dutrancgon.

section mouillée S, pente; ainsi que la rugosité des parois. le tirant d’eau est constant
tout au long du troncon "appelé tirant d’eau normal ", dans le cas contraire ’écoulement
est dit varié

permanent uniforme:

S, 1 (>0) et rugosité, indépendantes de x; O indépendant de T ;

y indépendant de x et de T

"appelé tirant d’eau normal"
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2.3. Ecoulement permanent varié

2.3 Ecoulement permanent varié

L’écoulement est varié lorsque la géométrie ou la rugosité ne sont pas constantes, mais il
I’est aussi dans un trongon dont la géometrie et la rugosité sont constantes si le tirant d’eau

n’est pas constant .

Nous distinguerons les écoulements graduellement ou rapidement variés.

2.4 Reégime transitoire

En régime transitoire le débit varié en fonction du temps, et il en va donc de méme du
tirant d’eau en chaque point du cours d’eau, le calcul du laminage d’une crue par un banage
est typiquement un probléme de calcul transitoire, de méme le calcul d’un écoulement de

riviére en crue.

* Ecoulement uniforme IE———
Q

—_—
——
* Ecoulement -
. . Q
graduellement varié —

* Ecoulement o
brusquement varié

Figure2.1 Différents types d’écoulements
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2.5. Calcule des écoulements Permanents uniformes

2.5 Calcule des écoulements Permanents uniformes

2.5.1 Rappel de définitions

Un écoulement permanent est un outre uniforme lorsque la géométrie , la pente et la nature
des parois restent inchangées et lorsque le tirant d’eau (y) garde une valeur constante ,un
écoulement réellement uniforme se rencontre rarement dans les riviéres. mais plutot dans
les canaus de grande longueur.a section et pente constantes .C’est néanmoins un écoulement
auquel on se référe souvent méme dans 1’étude des problémes réels non uniformes souvent par

simplifications de parter d’écoulament uniforme ,au sens d’écoulement permanent uniforme.

2.5.2 Equation de continuité

En mécanique des fluides ,le principe de la conservation de la masse peut étre décrit par

I’équation de continuité sous plusieurs formes différentes :

conservation local " dérivée en temps normale " |

non conservative local " la dérivée en temps suit la particule dans son mouvement ",

p = p(Z,t) la masse volumique du fluide au point repéré par le vecteur ¥ a U'instant ¢

- @ = u(Z,t) la vitesse d'une particule de fluide se trouvant au point repéré par la
vecteur & & l'instant ¢,

cette écriture est la plus générale et la plus répandue de I'équation de continuité:

dp .
n + div(pu) =0 . (2.5.1)
dp PN

2.5.3 Equation de régime uniforme

Soit :

i = —dzs/dx . (2.5.3)
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2.5. Calcule des écoulements Permanents uniformes

la pente du fond , la pente de la surface libre lui est aussi égale car le tirant d’eau est

constant dans ’espace , la charge moyenne en une section est par définition :

H=y+z+v%/2g. (2.5.4)

C’est le théoréme de bernoulli qui expime que dans un écoulement permanent d’un fluide
parfait "viscosité nulle" la charge est constante le long d’une linge de courant .

mais nous intéressons a des liquide réels, donc visqueux , le théoréme de bernoulli général-
isé exprime simplement que la variation de la charge AH est égale a la la perte de charge
j-Ax

le perte de charge linéaire (j) est donc identique a la pente de la ligne de charge :

j=—dH/dx . (2.5.5)
D’ou:
d v? dzg
. _ Y ) == 2.5.
J . <y+2f+29> o (2.5.6)

car y comme V sont constants il en résulte: ¢ = j
AU passage , constatons qu’un écoulement uniforme n’existe que si la pente est positive

Dans un écoulement uniforme la ligne de charge. la surface libre et le fond sont paralléles
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2.5. Calcule des écoulements Permanents uniformes

V“Z\‘\“sw
S

——— surface libre

—_—

ez
g v
e
///////////////// R
g
/////////// e
SR

A

............. " "R,

figure 2.2 écoulement uniforme

T'-l'll..u...—.._,___._:': _————— j
v * Tighe 56 Shaya :
2g
“Ht---Ldne pis, ol
F}-l -.“-métnql'i-_ - 2g
— "I-.-.r
7 1
P2
- « « + . %€ conduite =
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2.6. Ecoulements permanents graduellements variés

2.6 Ecoulements permanents graduellements variés

2.6.1 Présentation du probléme considéré

En pratique dans un uniforme,c’est & dire de section pente et rugosité uniformes ,le tirant
d’eau n’est constant qu’ & une grande distance des extrémités ,prés des extrémités ,I’écoulement
est varié ,c’est a dire que le tirant d’eau ,varié plus généralement ,I’écoulement est égale-
ment non uniforme lorsque le chenal est non uniforme (sa géométrie et /ou sa rugosité sont
variables) un écoulement graduellement varié est obtenu lorsque:

-les dimensions ,les formes ,la rugosité ,la pente du chenal varient faiblement sans brusquerie.

-le tirant d’eau varie faiblement.

2.6.2 Equation de la ligne d’eau tirant d’eau normal

Supposons connues la géométrie et la rugosité du chenal ainsi que la valeur du débit
permanenet nous cherchons la ligne d’eau ,c’est-a-dire la relation entre le tirant d’eau et

I’abscisse, la perte de charge vaut:

dh
= ——. 2.6.1
j=— (2.6.1)
on démontre facilement que :
dy  i—]
—- = 2.6.2

Dans le second membre,p et ¢ sont des constantes connues et [ et s sont des fonctions
connues de y ,reste le terme j ,on considére que la perte de charge a la méme valeur qu’en

régime uniforme pour le méme tirant d’eau et le méme débit, donc:

. @
=" . 2.6.3
I e R (26.3)

D’aprés la formule de manning strick les vue au ,c’est donc aussi une fonction connue de

Nous aavons bien une équation différentielle de la ligne d’eau puisqu’elle est du premier

N N d:y 2 7 2 Y : A o
ordre ,le remarque: lorsque ¢ = j on retrouve i 0"y = constante” ,c’est-a-dire le régime
x
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2.6. Ecoulements permanents graduellements variés

uniforme , par définition le tirent d’eau normal (y,,) est la solution de ’équationdifférentielle

dH,
eny:— =0or:
s
dH
H =H-7 = S —i—7. 2.6.4
=i (2.6.4)
yn est donc la solution de ’equation en y :
o = k.s.R3.i7 . (2.6.5)

Nous constantons qu’en régime uniforme (i = j) ,le tirent d’eau réel est forcément le
tirant d’eau normal ,En régime non uniforme ,si la pente est négative ,il ne peut exister
de tirant d’eau normal.

Enfin si la pente est positive ,le tirant d’eau réel n’a aucune raison d’étre égal au tirant

d’eau normal.

2.6.3 Tirant d’eau critique

Le tirant d’eau est dit critique lorsque 1’énergie spécifique est minimale.

or on démontre trés facilement que I’énergie spécifique vérifie:

—1-2 1. (2.6.6)
le tirant d’eau critique vérifie donc ¢?1/g.s®> = 1 cette valeur est désignée par (y.) -

le lecteur vérifiera facilement que I’énergie spécifique minimale est :

S

H = e 2.6.
Yot 57 (2.6.7)

Dans le cas d’un chenal rectangulaire le tirant d’eau critique peut s’explicitér ainsi:

| o* 0
Ye = o2 Zg- (2.6.8)

et ’énergie spécifique minimale vaut H = %yc .
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2.6. Ecoulements permanents graduellements variés

2.6.4 Ecoulements transitoires
Les deux équation de base

Le probléme est supposé unidimensionnel et ’eau est supposée in compossible "ce qui est
parfaitement licite"comme pour le régime permanent ,nous supposons connues la géométrie
du chenal sa rugosité ,et nous fixons un hydrogramme entrant ¢(¢) , ¢ (supposé connu)
désigne un apport latéral en m3/s/m (positif si c’est un apport,négatif c’est un départ ,nul
si le probléme est conservatif ).

Nous cherchons la ligne d’eau c’est a dire la relation entre le tirant d’eau et ’abxisse
mais cette fois ci, nous avons & chaque instant deux inconnues : ¢ et y

En écrivant la conservation de la masse et celle de ’énergie , on obtient le systéme de

deux équation differentielle & deux inconnues:

95 Oy

et =q. 2.6.
ot * ox 1 (26.9)
10 1 9(¢?/S 0 —p?
Lo 1O/ Oy = (2.6.10)
g.S ot g5 ox ox k2. .52 R3
le terme %—f trduit la raideur de I’hydrogramme ,il est souvant négligeable dans les cas

courants de propagation de crue,il ne l'est pas lors de crue provoquées par la rupture

d’embécles ou de barrages.
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Chapitre 3

Les transformations conformes

3.1 La transformation

I’ensemble des équations:

(3.1.1)

Definit on générale une transformation ou une représentation qui établit une correspon-
dance entre les points du plan uv et les points du plan xy les équation (3.1.1) sont appeleés
équation de la transformation si & chaque point du plan des uv correspand un point et
un seul du plan des xy on parlora d’une transformation biunivoque, dans un tel cas un
ensemble des points du plan xy [tel qu'une courbe ou un ouvert connexe |et réciproquement
les ensembles des points qui se correspondant ainsi dans les deux plan sont souvent dits

images I'un de l'autre.

3.2 Forme complexe d’une transformation

Il est particuliérement intéressant de considérer le cas ot u et v désignent la partie réelle
et la partie imaginaire d’une fonction analytique de la varible complexe Z = = + iy i.e

w=u+1iv = f(z) = f(x + iy) dans un tel cas le jacobien de la transformation est:

24



3.3. Represéntation conforme

O(u,v)
(x,y)
on en déduit que la transformation est conforme dans les domaines ou f/(z) # 0 .les

1 /()1 (3.2.1)

points pour lesquels f/(z) = 0 sont appelés points critiques.

3.3 Represéntation conforme

Supposons que le point (zg,yo) du plan des zy soit transformé le point du plan wv [figure
3.1  figure3.2] cependant que les courbes C, Cy,se coupant en (ug yo) une transformation
telle que 'angle entre Clet C4 en (uo,vp) est dit conforme en (x¢, yo) une transformation qui
conserve les angles en grandeur mais pas necessairement en sens, est dite isogonal. voir

figure (3.1).(3.2)

Figure 3.1 Le plan de zy
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3.4. Quelques transformations

(1g, Vg)

=

Figure 3.2 Le plan de uv

3.4 Quelques transformations

3.4.1 Quelques transformations generales

Dans les exemples suivants «, 3, sont des constantes complexe a, 6y étant des constantes
réelles:

Translation

w=z+p0.

Par cette transformation les figures du plan z sont déplacées ou translatées dans la
direction du vecteur (3

Rotation

w=¢e?,

Par cette transformation les figures du plan z subissent une rotation d’angle 6,
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3.4. Quelques transformations

Homothétie

w=0az .

Par cette transformation les figures sont dilatées (ou contractées) siaw > 1 (si 0 < v < 1)
On considére la contraction comme un cas particulier de dilatation

Inversion

w=1/z.

Pour z non nul transformées les cercles en cercles (droites , les lingnes en droites)cercles
selon que 'objet passe ou non par 'origine

Transformation lineare

w=az+p.

Ou a et [ sont des constantes complexes est appelée une transformation linéaire. Etant
donné que 'on peut . Ecrire w = az+ 3 au moyen des transformation successives w = (+ (3,
C=¢e%" 7 =qaz, o= ae® on voit que la transformation linéare la plus générale

, . . . . .
s’exprime sous la forme de produit de la transformation telles que translation , rotation
,homoyhétie

Transformation linéaire fractionnelle

la transformation:

az+b

cz+d’
Avec a, b, c,d des complexe . Transformée les cercles en droites et respectivement

Transformation de joukowski

Tz
La transformation de joukowski est définie par : w = —
«

1
J(z):z+; V2 #0 .

Cette application est holomorphe sur C-{0} car:
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3.4. Quelques transformations

Vz#0, J'(z)=1-2 DeplusVz ¢ {-1,0,1}, J'(z) # 0, donc cette transformation
est une application conforme sur tous les domaines ouverts d’un plan comlexe n’incluant ni

Onilni-1

Tz
W = COS —

figure3.3 Plan de z

Figure 3.4 Plan w
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3.5. La transformation de Schwartz-Christoffel

3.5 La transformation de Schwartz-Christoffel

Considérons un polygone [Figure 3.5] dans le plan des w ayant pour sommets wy, wa, ........ , Wn
pour angles inferieurs respectivement a x1,zo Ty, SOIt Wi, wa, ......... wy, les points corespon-
dant respectivement a x1, rs, ...., 7, de 'axe réel du plan [Figure 3.6],est donnée par.
dw ay/m—1 ag/m—1 o /m—1
5 = Az — )™ (2 — @)™ (2 — )" . (3.5.1)
z
w = A/(z — )" (g — gg)/m L (z — zp)0n/™1 (3.5.2)

Figure3.5 Plan de la variable w
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3.5. La transformation de Schwartz-Christoffel

y( Plan de la variable z

3

R’

Figure3.6 Plan de la variable z

Une transformation qui représente l'interieure R du polygone considéré sur le demi-plan

supérieur du plan des z , et la frontiere du polygone sur I’axe réel, est donné par:

g—w = A(z — )" oz — 25)* ™ Loz — @, (3.5.3)
z
w = A/(z —xp) " (g — @)™ (2 = x)* ™ Y2 + B (3.5.4)

ou A et B sont des constantes complexe

On notera que :

1:parmi les points z1 3, ....., x, on peut en choisir trois arbitrairement.

2:les constantes A et B déterminent la taille, I'orientation et position u dupolygone.

3:il est commode de choisir un point par exemple x,, 'infini, cas dans lequel de dernnier
facteur de (3.5.3) et (3.5.4) n’existe pas.

4:des polygone infinis non fermés peuvent étre considérés comme des limites de polygones

fermés.

Exemple 3.5.1 Transformation d’une tranche de fluide
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3.5. La transformation de Schwartz-Christoffel

Considérons une tranche de fluide entre deux plans horizontaux. Les points A,B,C sont
en +0o0 et —oo défnissent un polygone dégénéré. Dans la transformation de Schwartz-
CHristoffel , tous les points se retrouvent sur le méme m’axe (y = 0) comme le montre
Dans le plan image , A est situé +oo; B’ en b;c > b en —oo .les angles dans le plan w entre

les noeuds d'un polygone sont : ap = 7,ac = 7,d’ou l'on tire: pp = _71 et pc = _71

Plan de w

ic
=)

IR

Plande z

Figure3.7 Passage du plan w au plan z

L’équation de Schwartz-Christoffel donne:

aw -1 -1 K
&—K(z—b) (z —c) = (3.5.5)



3.5. La transformation de Schwartz-Christoffel

d’ou l'on tire

w(z) =2KIn(vVz —b+ V2 —c) +w) . (3.5.6)

on peut inverser cette équation et obtenir ainsi:

1 1
z= §(b —c)+ §(b — ¢) cosh(K (w — wy)) - (3.5.7)

Les paramétres b et ¢ peuvent étre choisis librement , mais par K et wy qui doivent
étre choisis de telle sorte que les points images soient bien les images souhaitées par la

transformation z(w) .
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Chapitre 4

Ecoulement linéaire a surface libre

générés par le déplacement d’un objet

4.1 Introduction

Dans ce chapitre , nous considérons les écoulements a la surface libre générés par une
perturbation se déplacant & une vitesse constante U.

nous choisissons un cadre de référence en mouvement avec la perturbation et supposons
que ’écoulement est stable dans ce cadre nous limiterons notre attention & des écoulements

linéaires & deux dimensions.

4.2 Les équation non linéares exactes

Nous introduisons les coordonnées cartésiennes x comme axe des absices et y comme axe
des coordonnée avec ’axe des x soit paralléle au fond , le probléme totalement non linéaire

peut étre formulé en fonction d’une fonction potentielle ¢(z,y) :

¢ 0?
A¢:87i+87320 —h<y<n(z). (4.2.1)
Oy = bully  sur y=n(z). (4.2.2)
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4.3. Théorie linéaire

1 t m p(z)

(P2 +¢2) + gy — - T +te =b sury=n(x). 4.2.3

0260 gy L P (@ (4.23)
¢y =0 sur Yy = —h . (424)

¢, = 0 sur les surfaces mouilleés des objets (le cas échéant)

Ici, y = n(x) est 'équation de la surface libre et ¢,, dénote la dérivé normale de ¢. Le fond
du canal est & y = —h. Les équations (4.2.2),(4.2.4) et (4.3.1) présentent les conditions aux
limites cinématiques sur la surface libre, sur le fond et sur la surface de tout objet présent,
respectivement. L’équation (4.2.3) est la condition aux limites dynamiques sur la surface
libre. La quantité eP(z) est la distribution de pression prescrite; le paramétre € mesure sa
taille. Nous fixons la constante de Bernoulli B dans (4.2.3) en choisissant y = 0 comme
élévation constant de la surface libre correspondant & P = 0 et & un uniforme écoulement &

vitesse constante U. Cela conduit a:

4.3 Théorie linéaire

4.3.1 Solution dans I’eau de profondeur finie

Nous supposons que le parameétre e dans (4.2.3) est petit et cherchons un solution sous la
forme d’une petite perturbation autour d’un ligne de courant uniforme avec vitesse constante
U et profondeur constante h. Ceci est motivé par le fait que ¢(x,y) = Uz, n(x) = 0 est une
solution exacte de (4.2.1) — (4.2.4) lorsque € = 0.

Les équations linéaires sont obtenues en développant les solutions en puissances de € et

ne conservant que les termes d’ordre €. Par conséquent nous écrivons:

d(z,y) = Uz + ¢, (x,y) + O(?) (4.3.1)

n(z) = en,(z) + O(e?) (4.3.2)
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4.3. Théorie linéaire

35

¢1y =Upz sur y=0 (4.3.4)
t p
¢y =0sur y=—h (4.3.6)
quand P=0 ; quand c¢=U (4.3.7)
b1 = 91y M =My (4.3.8)
b1 = 01y ; =, (4.3.9)
UA, .
¢y = ¢y, — A coshk(y + h)sink(z + 9) (4.3.10)
N = M, + Arcosk(z + ) (4.3.11)
T p
-la limite @w—0
Uy + 21y — chl + B g, =0 sur y=0 (4.3.13)
xx U Yy pU yrx IO x
‘nous réprésentons ¢, (x,y) par l'intégrale de fourier:
o0 ]
Oy(2,y) = / F(a,y)e*"da (4.3.14)



4.3. Théorie linéaire

2
F
-F(a,y) = A(a) cosha(y + h)e"“da (4.3.17)
400 i
0y (x,y) = / A(a) cosha(y + h)e'““da (4.3.18)

-ici A(a) est une fonction arbitraire de n ,next nous écrivons la distribution de pression

comme intégrale de fourier:

+oo
-P(x) = / B(a)e"da (4.3.19)
-la transformée de fourier inverse donne:
1 [* ,
‘B(a) = — P(z)e "*dx (4.3.20)
2m J_ o
iB(a)
= 4.3.21
(@) pUD(a) cosh ah ( )
g ta? :
D(a)=a— g} tanh ah — Ei tanh ah — ip, (4.3.22)
1 [**e“®B(a) tanh ah
_ d 4.3.23
771(37) PUZ/_OO D(G) a ( )
pour simplifier la présentation supposons que p(x) soit une fonction paire:
p(—z) = p(x) (4.3.24)
1 [tee
B(a) = —/ p(z) cos axdx (4.3.25)
TJ -

-donc B(z) est une fonction meéme réelle de a et U'intégrale en (4.3.23) peut s’écrire

comme le rapport d’un numérateur complexe et d’'un dénominateur complexe.
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4.3. Théorie linéaire

Ry +ily  RyRp+InIp  iRpln — Rylp
Rp+ilp  RL+ 13 R% + 13

ici Ry et Rp sont de véritables fonctions impaires de a .

(4.3.26)

Iy et Ip sont de véritables fonctions paires de a
la partie réelle de (4.3.26) est une fonction paire de a et la partie imaginaire de (4.3.26)

est une fonction impaire de donc (4.3.23) peut étre écrit comme:

da (4.3.27)

(z) = 2 R/+°°ei“’”B(a) tanh ah
=P | D(a)

Ou R désigne la partie réelle.
nous prenons maintenant la limit de (4.3.27) car u, tebd a zéro

si RD(a) #0 pour 0 < a < oo

on obtient:
2 . [t “* B(a) tanh ah
m=——R / e Bla) tanha da (4.3.28)
PU* o a— (i) tan ah — (ti) tanh ah
U? pU?

.si RD(a) disparait pour certaines valeurs de a , il faut prendre certaines précoution pour

respecter la limit ,cela se produit quand il ya des valeurs a* telles que:

*2

a* — L tanha*h — tanha*h = 0 (4.3.29)
u2 ou2
a :
D(a) = @[u2 — (a)] —ip, (4.3.30)
C?*(a) = (g + Ea) tanah (4.3.31)
a  p

.Si a* est une racine de RD(a),on cherche une racine de D(a) pour p; — 0 .en écrivant :

a=a"+¢e(a") (4.3.32)

D(a* +¢€(a)) ~ —e(a”)

c(a*)d (a*) —ipy (4.3.33)
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Conclusion

Dans ce travail on traite un probléme d’un écoulement bidimensionnel générés par le dé-
placement d’un objet dans un fluide incompressible et non visqueux ot on considére que les
effets de la gravité et la tension superficielle seront négligés. le probléme est caractérisé par
la surface libre qui est de forme inconnue et qui doit étre déterminer comme une partie de
la solution du probléme.On a utilisé la technique de perturbation lineaire pour résoudre ce

probléme.
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Résumé

on traite un probléeme d'un écoulement bidimensionnel générés par le
déplacement d'un objet dans un fluide incompressible et non visqueux ou
on considére que les effets de la gravité et la tension superficielle seront
négligés. le probléme est caractérisé par la surface libre qui est de forme
inconnue et qui doit étre déterminer comme une partie de la solution du
probléme. On a utilisé la technique de perturbation linéaire pour résoudre
ce probléeme

Mots-clés : Surface Libre,Fluide,écoulement,Ligne de
courant, Transformation conforme ,Fonction potentielle,uniforme

Abstract

a problem of a two-dimensional flow generated by the displacement of an
object in an incompressible and non-viscous fluid is treated, where it is
considered that the effects of gravity and the surface tension will be
neglected. the problem is characterized by the free surface which is of
unknown form and which must be determined as part of the solution of the
problem. The technique of linear perturbation was used to solve this
problem

Key words: flow, free surface, Fluid, Streamline, Conformal transformation,
uniform
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