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Introduction

Les systémes de traitement de l'information ont toujours utilisé des techniques de codage
pour différents buts : protection contre les erreurs, représentation de l'information en
mémoire d’'un ordinateur, compression de I'information, cryptage, etc.

Les codes de longueurs variables constituent une classe d’objets trés importante, comme

témoignent les difiérents domaines dans lesquels ils furent introduits :

e en théorie de 'information par SHANNON dans les années 1950.
e dans la théorie des événements récurrents par FELLER (1950).

e dans la théorie des langages formels par SCHUTZENBERGER (1956).

Dans ce travail, on s’intéressé a I’étude de quelques définitions et propriétés et concer-
nat les codes de longueurs variables. Dans ce qui suit, A dénote un ensemble (alphabet)
d’éléments appelés lettres. A* est le monoide libre engendré par A c’est- a-dire ’ensemble
de tous les mots en les lettres de A muni de I'opération de concaténation. ¢ désigne 1’élémen
neutre de A (c’est- a-dire le mot vide).

Soit C' une partie de A* , on dit que C' est un code sur A si :

tout mot w de C' T = C *\ {e} s’écrit d’une maniére unique en éléments de C' c¢’est-a-dire

pour tout xq, ........ ST YLy s Ym € C

Ce travail est composé de deux chapitres.

Le premier chapitre consiste en un rappel des notions et notations utilisées par la suite :

Semi-groupes, monoide, mot et langage, automates finis déterministes, monoide syntaxique.



Introduction

Dans le deuxiem chapitre, on fait une étude sur les codes de longueurs variables ainsi
que certaines de leurs propriétés caractéristiques et on introduit aussi au sein de ce chapitre
lalgorithme de reconnaissance des codes, le codage de Huffman, mesure d’un code, codes

complets .



Chapitre 1
Préliminaire

Ce premier chapitre contient les définitions et les propriétés des objets mathématiques que
nous utiliserons par la suite: Semi-groupes, monoide, mot et langage, automates finis déter-

ministes, monoide syntaxique.

1.1 Semi-groupes

Définition 1.1.1 (Semi-groupes):

Un semi-groupe est un ensemble non vide S muni d’une opération binaire (x) associa-
tive . Nous désignerons un semi -groupe par (S, *).

Si lopération (%) d’un semi-groupe (S, %) est commutative, on dit que le semi-groupe est

commutatif.

Exemple 1.1.1
1. (N,4), (Z,+), (R,+), sont des semi-groupes commutatifs.
2. (Z,—) n'est pas semi-groupe car (—) n’est pas associative.

Définition 1.1.2
Soit (S, *) un semi-groupe et soit e € S. on dit que e est un élément neutre ou élément

unité de (S, *) si:

Vees exTr=T*xe=2c.



1.2. Monoide

Définition 1.1.3
Soit (S, *)un semi-groupe et soit R une relation d’équivalence sur S. On dit que R est

compatible avec l'opération (x), ou encore que R est une congruence, si:

Va,yzt € S: xRy et zRt = xzRyt ie:

T = zety=1tonadoncT*y=2z%*t.

Si R est une congruence, on peut définir sur l’ensemble quotient S/R une opération (x)

par:

THY=2T*Yy.

L’opération (x) ainsi définie sur S/R est encore associative. Ainsi (S/R, x) est un

semi-groupe, on l’appelle semi-groupe quotient de (S, x)par la congruence R.

Exemple 1.1.2
On défini sur Z la relation R par

Vo, yeZ, 3k tel que tRy < (z —y) =nk \(n € N¥).

La relation R est compatible avec l'addition. En effet, si xRy et zRt il existe des entiers

k et m tel que: x —y =nk et z —t = nm. Dés lors:

(x+2)—(y+t) =n(k+m) et donc (x + 2)R(y + t).

1.2 Monoide

Définition 1.2.1 ( Monoide):

Un monoide M est un semi-groupe admettant un élément neutre e.
Exemple 1.2.1

e (N, +) est un monoide d’élément neutre 0.

e (R, x) est un monoide d’élément neutre 1.



1.2. Monoide

e (27, x) n’est pas monoide.

Définition 1.2.2
Soit (S, *) un semi-groupe, une partie non vide B de S est appelée un sous -semi-

groupe si elle stable par 'opération (%) c-a-d:

Va,ye (B)?: v*xy€B

Si M est un monoide de neutre e et si de plus e € B, on dit que B est un sous monoide

de M.
Exemple 1.2.2

1 Dans tout monoide M de neutre e, les parties {e} et M sont des sous-monoides de M,

dits triviauz.
2 La partie Z est un sous-monoide du monoide (R, +).

Proposition 1.2.1 Soit S un semi-groupe et soit a € S, pour n € N* on définit a™ de
maniére récursive en posant:
1 a! =a.

2 pourn>2:a" =a" ! xa.

0

De plus, si M est un monoide, avec neutre e, on pose a° = e. Il est clair qu’avec cette

définition, on a pour des entiers positifs n et p :

a" xa’ = a""? et (a") = a"*P

Remarque 1.2.1 Si lopération (%) n’est pas commutative, rien ne permet d’écrire des

identités comme:

(axb)" =a"*b"
Si a est un élément d’un semi-groupe S, on note T, la partie de S définie par :

T, = {a"\n € N} .



1.2. Monoide

T, est un sous-semi-groupe de M, appelé sous-semi-groupe engendré par a.

Si M est un monoide, on note encore T,, la partie de M définie par:
T, = {a"\n € N}.
T, est cette fois un sous monoide de M, c’est le sous monoide engendré par a.
Exemple 1.2.3
e Dans le monoide (Z, +), T3 est un sous-monoide 3Z de multiple de 3.

e Dans le monoide (Z, x), T3 est le sous- monoide constitué de toutes les puissance

(positive) de 3 : T3 = {1, 3,9,27, ...... }.

Définition 1.2.3 (Homomorphisme de monoide): Soit M , M' deux monoides, on

appelle homomorphisme de M dans M’ tout application h de M dans M’ telle que:
- hien) =€y
- V(z,y) € M, h(z xy) = h(z) * h(y)

Un isomorphisme de monoide est un homomorphisme bijectif de monoides.
Exemple 1.2.4

e Soit (M, ) est un monoide quelconque et soit a un élément fixé de M , la fonction:

f N — M
n +—— a"
est un homomorphisme de monoide de (N, +) vers (M, %) car:
®Vn,peN:a""? = a" xdl.

¢ =c

Définition 1.2.4

Soit R est une congruence sur le monoide (M , %), alors (M/R , *) est encore un
monoide. En effet, si e est le neutre de M, € est manifestement élément neutre pour
lopération (%) de M/R.

Le monoide (M/R , %) est appelé monoide quotient.



1.3. Mot

Exemple 1.2.5
Soit le monoide (N, +) et soit la fonction f : N — 7 définie par

f(z) =2 -3z +2.

Posons : aRb < f(a) = f(b). La relation R ainsi définie sur N est manifestement
d’équivalence mais n’est pas une congruence du monoide (N, +). Par exemple, R contient

les couples (1,2) et (0,3), mais ne contient pas le couple somme (1,5).

1.3 Mot

Définition 1.3.1 (Alphabet) Un alphabet, noté A, est un ensemble fini non vide des sym-

boles.

Exemple 1.3.1

1 A;:{e x 4}.

3 Az : {if, then,else,id,nb,=,+}.

Définition 1.3.2 (Mot): Un mot, défini sur un alphabet A, est un suit finie d’élément de
A.

Exemple 1.3.2
1 Sur Ualphabet Ay :le mot e x §.

2 Sur Ualphabet Ay :le mot fadila.

3 Sur l’alphabet As :le mot idif = nb.

Définition 1.3.3 (Longueur d’un mot)
La longueur d’un mot w défini sur un alphabet A, notée | w |, est le nombre de symboles

qui composent w.



1.3. Mot

Exemple 1.3.3

1 Sur l’alphabet Ay : | @ x ¢ |= 3.
2 Sur lalphabet Ay :| fadila |= 6.
3 Sur lalphabet Az :| idif = nb |= 4.

Définition 1.3.4 (Mot vide):

Le mot vide, noté ¢, est le mot de longueur 0 (autrement dit | £ |= 0).

Définition 1.3.5 (A")
On note A' l'ensemble des mots de longueur supérieure ou égale a 1 que l’on peut

construire a partire de [’alphabet A.

Définition 1.3.6 (A*)
On note A* ’ensemble des mots que l’on peut construire & partir de A, y compris le mot

vide: A* = {e} U AT,

Définition 1.3.7 (Concaténation)

Soient deur mots u et v définis sur un alphabet A. La concaténation de u avec v, notée
u.v ou simplement wv s’il n'ya pas d’ambigiiité, est le mot formé en faisant suivre les
symboles de u par les symboles de v.

On notera un le mot u concaténé n fois (u°®=-¢e ,u” =u x (u" 1) pourn >1).

On écrire par fois u=" pour désigner (le mot -miroir) de u, c’est-a-dire le mot obtenu

a partire de u en inversant l’ordre des lettres.

Exemple 1.3.4

1 Sur Ualphabet As, si u = fadila et v = boudraf alors uv = fadilaboudraf
2 Soit u = abc et v = aa des mots sur Ualphabet A = {a,b,c} on aura:
» vu = aaabc.

» uv = abcaa.



1.3. Mot

» v = aaaa.

» u v = cbaaa = (vu)~t.

Exemple 1.3.5
Considérons l'alphabet A = {a,b,c} et le morphisme ¢ : A* — A* défini par
o(a) = abe, p(b) = ac, p(c) = b. En effet, pour définir un tel morphisme, on remarquera

qu’il suffit de se donner l’image de lettres. On a, par exemple,

w(abbc) = p(a)e(b)p(b)p(c) = abcacach.

Remarque 1.3.1 Le mot u™! n'est évidement pas 'inverse de u pour la concatination (sauf

siu=c¢).

Définition 1.3.8 Un palindrome est un mot u tel que u = u ™.

Remarque 1.3.2 La concaténation est associative mais non commutatif (sauf si | A< 1).
La concaténation est un loi de composition interne de A* et ¢ est son élément neutre . La

loi concaténation posséde les propriétés suivantes:
1. Yu,ve A |u-v|=|lu|+|v].
2. Yu € A*, u-u=u<< u=c.(le mot vide € est le seul mot idempotent).

Définition 1.3.9 (Préfize, suffize et facteur):
Soient deux mots u et v définis sur un alphabet A.
- u est un préfixe de v si et seulement st 3 w € A* tel que uw = v .
- u est un suffive de v si et seulement si 3 w € A* tel que wu = v .
- u est un facteur de v si et seulement si 3 wy € A*, 3 wy € A* tels que wiuwy = v, si

u# v etu#e, alors u est dit facteur propre.

Définition 1.3.10 Pour tout alphabet A, (A*,- €) est un monoide. Dit le monoide libre

engendré par A.



1.3. Mot

Proposition 1.3.1 Soit M un monoide quelconque et h une application d’un alphabet A
dans M alors il existe un homomorphisme unique h de A* dans M qui prolonge h, c’est-a-

dire tel que

VaeA: ha)=h(a).

Preuve.

Existence : Posons () = e et h(zy...2,) = h(x1)-...-h(zy). 1 est facile de voir que h est
bien un homomorphisme.

Unicité :Soient g et g/ deux homomorphismes de A* dans M tels que Vz € A, g(x) =
g/(x). Alors g(e) = g/(e¢) = e et pour tout mot u = zy..x,,9(u) = g(x1)-....9(x,) =
gl(x1)..ogl(x,) = g/(u). C'est a cause de cet proposition que le monoide A* est appelé le

monoide libre, engendré par A. =

Lemme 1.3.1 (Lemme de levy): Soient x,y,z,t des mots tel que

xy = zt.
Alors il existe un mot w tel que:
1 Ou bien zw = z et y = wt.
2 Ou bien z = zw et wy =t.

Il en résulte en particulier que si | z |=| z |, le mot w est vide, et donc x = z et y = t.

Preuve.

Posons = = ajas.......... Gy Y = Qg Leveennnnnnnns a,, avec a; € A et de méme z = bybs........ by,
t="bpr1...nn. b, avec b; € A, comme zy = zt,onam =gqeta; =b, pour it = 1.......... m, de
sorte que z = ay......a, et t = Qpiq....... am. Si| z|=p <n=|z|, posons w = api........ .-
Alors

T =zw et wy =1t.

Si|z|>|xz|.Posons w=danii...... a,. Alors

Tw =z et y = wt.

10



1.3. Mot

Proposition 1.3.2 Les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un monoide M soit un

monoide libre

1. il existe un homomorphisme A de M sur N ensemble des entiers positifs avec A\~ (0) =

E.

2. quelque soit fi, fo, f3, fa € M tels que fifs = f3fs on a lune des deux situations

sutvantes :

¢3fs € M:fi=fsfs et [sfo=fa
¢3fs € M:fs=fifs et fofs= fo

Exemple 1.3.6
Soit M C A* , le monoide engendré par M est défini par :
M* ={w = x129....2, oupour1 <i<n, r; € M, n e N} U{e}.

Montrons que M* est un monoide libre.

1. on définit I’homomorphisme \ comme suite :

A M* — N

w = |

ATH0) = {e}

2. quelque soit f1, fa, f3, fa € M*tels que f1fy = fzfad’aprés le lemme de levy on a l'une

des deuz situations suivantes :

¢3fs € M:fi=fsfs et fsfa=fa
¢3dfc € M: fz=fife et fefs= fo

Proposition 1.3.3 Soit A un alphabet, soit B une partie de A, pour tout mot w € A*, la
longueur en B de w est le nombre d’occurrence de lettres de B dans mot w . Ce nombre est
noté | w |p .

En particulier, | w |=| w |p . Pour tout lettre a € A , | w |,est le nombre d’occurrence

de a dans w.

11



1.4. Langage

On a :

Jwp=>|wl

beB

1.4 Langage

Définition 1.4.1 (langage)
Un langage, défini sur un alphabet A est un ensemble de mots définis sur A . Autrement
dit un langage est un sous-ensemble de A*.
Deux langage particuliers sont indépendants de l’alphabet A :
-Le langage vide (L = ¢).

-Le langage contenant le seul mot vide (L = {c}).
Exemple 1.4.1

o L’ensemble L1 ={a™b" \n > 0} est un langage.

o L’ensemble Lo ={01" \n € N} est un langage.

e L’ensemble L3 ={ a,aa,ab,ba,bb} est un langage sur lalphabet A = {a,b}.
Remarque 1.4.1 : A* est le plus grand langage sur A au sens de l’inclusion.

Opérations ensemblistes définies sur les langages:

Soient deux langages Liet Lo respectivement définis sur les alphabets A | et A 5 :

» L’union de £; et L, est langage défini A ; U A5 contenant tout les mots qui sont contenus

dans L, soit contenus dans L, :

£1U£2:{U\U€£10UUE£Q}.

» L’intersection de £ et L5 est le langage défini sur A ; N Ay contenant tout les mots qui

sont contenus a la fois dans £; et dans L5 :

Elﬂﬁgz{lb\u€£1etu€£2}.

12



1.4. Langage

» Le complément de £, est le langage défini sur A ;| contenant tous les mots qui ne sont

pas dans L7 :

C(Ly) ={u\ueAletud¢ Ly }.

» La différence de £, et L, est le langage défini sur A ; contenant tous les mots de £, qui

ne sont pas dans L, :

El—ﬁgz{u\ueﬁletugéﬁg}.
Exemple 1.4.2
e Sur lalphabet A = {0,1}, on considére les langages L1 et Lo définis par :

Ly ={01" \ n e N}.
-,CQ:{Onl\TLGN}

Définition 1.4.2 (Produit de deuz langage )
Le produit de deuz langages L1 et Ly est le langage

LiLy =A{zy \z € L1, y € Lo}.
On a en particulier L, {c} = {e} L1, on vérifie que
L1(LoULs) = L1LyU L Ls.
Le produit des langages est associative, mais non commutatif.
Exemple 1.4.3

» On considére les deux langages £, = {00, 11} et L5 = {0,1,01} définis sur {0,1} :

-L1L5 = {000,001,0001,110,111,1101} .

13



1.4. Langage

» L, ={01"\n e N}, L5 ={0"1\n € N} sur A ={0,1}:
—ﬁlﬁg = {Ol"Oml \n c N, m € N} .

Définition 1.4.3 (Puissance d’un langage)

La puissance de Ly est définie par :

LY ={e}, L1 =Ly et LTV = L"L, pour n > 1 . En particulier, si A un alphabet, A™
est I’ensemble des mots de Longueur n

L7 ={ut \ u € L}, sauf dans le cas ou L = {e}, L' n'est pas évidement inverse

de L pour ().

Exemple 1.4.4

> On considére £ = {00,11} : £2 = {0000,0011,1100, 1111} .
» On considére £ ={01"}: £? = {01"01™ \ n € N, m € N} .

Définition 1.4.4 (Fermeture itérative d’un langage):
La fermeture itérative d’un langage L est l’ensemble des mots formés par une concaté-

nation de mots de L
ﬁ* = U En - {lllg
n>0

L’opération plus est définie de maniére similaire :

Exemple 1.4.5 Soit L = {a,ba}. Les mots de L*, classés par longueur, sont:

Longueur Mots
0 €
1 a
2 aa, ba
3 aaa, aba, baa
4 aaaa, aaba, abaa, baaa, baba
) aaaaa, aaaba, aabaa, abaaa, ababab, aaaa, baaba, babaa

14



1.4. Langage

Définition 1.4.5 Soient L1 et Ly deux langages sur A. On appelle quotient gauche de
Lopar L, et l'on note L1 -Ly le langage défini par :

ﬁ;l‘EQZ{UEA*, E"UE[Q, U'UEEQ}.

De la méme fagon, on appelle quotient droit de Lipar Ly et I'on note L+ L5 le langage
défini par :
£1'£2_1 :{UEA*, HUEEQ, U'UG,Cl}.

Définition 1.4.6 Soit un alphabet. Supposons que, 0, e, +, -, (, ), sont des symboles n’appartenant

pas & A . L’ensemble Ry des expressions régulieres sur A est défini récursivement par :

» 0 et e appartiennent a Ry.
» pour tout o € A, o appartient a R4.

» st ¢ et Y appartiennent a R4, alors:

(¢ + 1) appartient a Rj.
-(¢p x 1)) appartient & R4.
-¢* appartient a R4.

Exemple 1.4.6

Si A = {a,b}, voici quelques exemples d’expressions réguliéres :

a; = (e+(a-b)),
az = (((a-b)-a)+0")"
az = ((a+0)"-(a-b)).

Définition 1.4.7 Un langage L sur A est régulier s’il existe une expression régquliére
¢ € Ry telle que L = L ¢).
Si ¢ et et sont deux expressions régulieres telles que L ¢) = L(1 ), alors on dit que ¢

et ¥ sont équivalentes.

15



1.5. Automates finis déterministes:

1.5 Automates finis déterministes:

Définition 1.5.1 (Automate) :
Un automate est un 5-uplet, T =< A,Q,1, f,0 > ou
— A est un ensemble fini, ’alphabet d’entrée.
— () est un ensemble, ’ensemble des états.
-1 C @ est I’ensemble des états de initial.
- f C Q est l’ensemble des états finals.
-6 : QxA — @Q estlafonction de transitions de T.

Définition 1.5.2 (Automate fini):
Un automate fini est un automate T =< A,Q,1, f,0 > dont l’ensemble d’états @), est

fini.

Exemple 1.5.1
Posons, A ={a,b}, Q=1{1,2,3},i={1}, f ={3}.
d=1{(1,a,2),(2,b,3),(3,a,3),(3,0,3)}, T =< A,Q,1i, f,d >, est un automate fini.

s

fﬁﬂ@?ﬁQ

b

Définition 1.5.3 Un automate T =< A,Q,1i, f,6 > est déterministe(AFD) ssi:
— Card(i) = 1.
~Vq € Q,Vx € A,Card({q € Q, (¢,z,q) € §}) < 1.
T est dit déterministe complet ssi:
- Card(i) = 1.
~VYgeQ,Vr e A Card ({¢ €Q, (¢g,2,¢) €5}) = 1.

Exemple 1.5.2

16



1.5. Automates finis déterministes:

L’automate T =< A,Q,i, f,0 > ou Q = {1,2,3},i =1, f ={1,2}, A= {a,b} et ou la

fonction de transition est donnée par

0|lalb
11112
21113
31312

est représenté a la figure

Définition 1.5.4 Soit T =< A,Q,1, f,6 > un AFD. On étend naturellement la fonction

de transition § a Q X A* de la maniére suivante :

6(q,¢) =q

et
d(q,ow) =0(8(q,0),w),c € A, w € A*.

On appelle langage accepté (ou reconnu) par A, noté L(A), 'ensemble des mots acceptées

(ou reconnnus) par A.

L(A) ={we A"\ i(i,w) € f}.

Définition 1.5.5 Un langage L C A* est dit reconnaissable ssi, il existe un automate fini

T sur A, tq L = L(A). On note Rec(A*) l'ensemble des langages reconnaissables sur A*.
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1.5. Automates finis déterministes:

Exemple 1.5.3 L’automate T accepte exactement le langage formé des mots sur [’alphabet

{a,b} et contenant un nombre impair de a.

L(A) ={w € {a,b}" ;| w |,= 1(mod 2)}

1/_\| h | 7N

\ a \ A
N

N
- - >
/4\ — '_"“-——————4—-""'”"‘\\}_;4/"

Théoréme 1.5.1 Pour tout automate fini T il existe un automate fini déterministe et com-

plet B tel que:

Preuve.

Soit T' =< A, Q, 1, f,6 >. On définit un automate déterministe B qui & pour ensemble
d’états l'ensemble P(Q)) des parties de @), pour état initial i, et pour ensemble d’états
terminaux V = {S C Q \S N f # ¢}. On définit enfin la fonction de transition de B pour
S CP(Q) et a € A par:

S-a={qe@Q\Is€ S:(s,a,q) € f}.

Nous prouvons par récurrence sur la longueur d’un mot w que
S-w:{qu \EIsES:siq}.

Ceci est clair si w = ¢, et est vrai par définitions si w est une lettre. Posons w = va, avec
v € A* et a € A*. Alors comme par définition S-w = (S-v) -a,ona g € S -w si et seulement
s'il existe une fléche (p, a, q), avec p € S -v, donc telle qu’il existe un calcul s — p pour un
s€S. Ainsi g € S -w si et selement sil existe un calcul s — g avec s € S. Ceci prouve

’assertion.
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1.5. Automates finis déterministes:

Maintenant, w € L(T) si et seulement s'il existe un calcul réussi d’étiquette w, ce qui
signifie donc que 7 - w contient au moins un état final de 7', en d’autres termes que 7 - w

Nf # ¢. Ceci prouve l'égalité L(T) = L(B). =
Exemple 1.5.4

L’automate T =< A,Q,i, f,6 > ou Q = {1,2,3,4},i =1, f ={4}, A={a,b} .

(a)

(a) Un automate non déterministe réconisable l’ensemble de mots A = {a,b}*, (b) un

automate déterministe réconisable cet ensemble.

Définition 1.5.6 Soit L C A*un langage arbitraire. Si w est un mot sur A*, on dénote par

w™t - L l’ensemble des mots qui concaténés avec w, appartiennent a L, i.e,
w - L={ue A\ wueLl}.
On définit une relation sur A*, notée «~,, de la maniére suivante. Pour tous x, y € A*
Ty & L=y 1L
En d’autres termes, x~py si et seulement si pour tout mot w € A*,
xweLsyw e L

Notons que la notation la plus répandue dans la littérature est w='L.
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1.5. Automates finis déterministes:

Proposition 1.5.1 Soit L C A*un langage, la relation «~, est une relation d’équivalence.

1l s’agit méme d’une congruence o droite, i.e,

Vz e A", xopy = x20py2.

Remarque 1.5.1 On parle souvent pour «~, de la congruence de Nerode.

On note [w], la classe d’équivalence du mot w pour la relation «,
[w], = {u e A"\ urpw}

Exemple 1.5.5
Soit le langage: L ={w € {a,b}" :| w |,= 0(mod 3)} .
Pour ce langage, on a par exemple:
-abbaba~raaa car abbaba™' - L = aaa™' - L = L.
-b or ab car pour u = aa, bu ¢ Let abu € L.
-aba = bab car pour u = a, abau € L et babu ¢ L.
-a~p ababaa car a”t - L = ababaa™' - L = {w € {a,b}" ;| w |,= 2(mod 3)} .
En effet, pour w € {a,b}",

si|wl|,=30, alorsw™'-L={ue{a,b}" :|ul,=30}

et (W], ={u € {a,b}" ;| ul|,=; 0},
si|w =31, alorsw™ - L={ue {a,b}" :|ul,=; 2}

et (W], ={u e {a,b} :|ul,=5 1},
si|w =32, alorsw™ - L={ue€{a,b} :|u|,=31}

et (W], ={u € {a,b}" :|ul.=; 2}.

Lemme 1.5.1 Soit £ un langage et u,v deux mots sur A. On a

(wo)™ - L =01 (ut L),

Démonstration. Si w appartient & (uv)~'L, cela signifie que uvw appartientn a L.

En d’autres termes, vw appartient a u~!

démonstration de ’autre inclusion est identique. m

20
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1.6. Monoide syntaxique

Définition 1.5.7 On définit l’automate minimal
Te = (Qc, A, ig, fr, Or)
d’un langage LC A*comme suit :
¢ Q={w? L \we A*}
$ic=ct-L=L
¢ fe={v' L\weA}={geQ\c€q}
¢ 0:(q,0)=0"1q, pour tout ¢ € Qp, 0 € A
la fonction de transition de l'automate s’étend a QQp par

Log, Yge Qp, we A"

dc(q,w) =w™

Proposition 1.5.2 L’automate minimal d’un langage L C A*accepte L.
Démonstration. En effet, soit w € A*

we L(Ty) < 6clic,w) € frew - LeffswelL.

On a utilisé le fait que

Sclic,w) =0, Low)=wt- (e L)=(sw)™ " L.

Proposition 1.5.3

Un langage L C A* est régqulier si et seulement si son automate minimal Ty est fini.

1.6 Monoide syntaxique

Définition 1.6.1 Soit L C A*un langage (régulier ou non). On définit sur A* la relation

suiwante. Soient u,v € A*. On a
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1.6. Monoide syntaxique

u=rve Veye A" tauy € LS avy € L

I est facile de vérifier qu’il s’agit d’une relation d’équivalence sur et méme d’une con-

gruence ( a droite et a gauche), i.e, pour tout o € A,
U=, V= U0 =, V0 €t ou =, o.

On parle souvent de la congruence syntaxique =, et on dit que u et v sont syntaxique-

ment équivalents.

Remarque 1.6.1 Nous avons montré que =, est une congruence a gauche et a droite.
. L, L . C Ly, . . 1
Mais en toute généralité, une congruence doit respecter la propriété suivante: st x =, x et

. _ ! _ 7 ) . 9 . .
sty =¢ vy, alors xy =, vy, c’est- a-dire qu’elle doit bien se comporter par rapport au
produit envisagé, a savoir ici, la concaténation. Et ceci est bien le cas car pour tous «,

B e A* il vient

aryBe L e arySe Lo axryfe L.

On notera simplement [w] la classe d’équivalence pour =, étant convenu que la relation

=/ est sous-entendue. Bien évidemment, [w] est un ensemble de mots, donc un langage.

Exemple 1.6.1
Soit L, le langage formé des mots sur {a,b} ne contenant pas deux bb consécutifs. On
remarque tout d’abord que

xay e LsSx e Letye L.

De la, on en tire que la classe de a pour la congruence syntazrique =pest de la forme
[a] = {awa \w € L} U {a}.

En particulier, € ¢ [a]
Nous allons voir qu’on peut munir l’ensemble quotient A*/ =, i.e., l’ensemble des

classes d’équivalence pour =, ,d’une structure de Monoide

22



1.6. Monoide syntaxique

Définition 1.6.2 .Soit l’opération

o A= x A= — A=
(] D) = [zlely
définie par
[z] o [y] = [2] si [z] - [y] € [2].

ol représente l'opération de concaténation de langages. L’application est bien définie.
Remarque 1.6.2 [ est évident que
[z] o [y] = [xy].

Proposition 1.6.1 Muni de l’opération o, ’ensemble quotient A* / =, posséde une struc-

ture de monoide.

Démonstration. Le neutre est [¢], i.e., pour tout = € A*, on a

De plus, 'opération o est associative, i.e., pour tous z,y, 2z € A*,

([z] o [y]) o [2] = [z] o ([y] o [2]).

Définition 1.6.3 Le monoide ( A*/ =p,0) est le monoide syntazique de L. On note

simplement p le morphisme canonique :

p . A — A=,

woo— [x]

Corollaire 1.6.1 Un langage L est régulier si et seulement si son monoide syntaxique est

fini.
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Chapitre 2

Codes de longueurs variables

2.1 Code

Cette section contient les définitions des notions de code, préfixe (suffixe ,bifix ) code, code

maximal, et morphisme de codage et donne des exemples.

Définition 2.1.1 Une partie X de A *est préfize (resp. suffize) si aucun facteur gauche (
resp. droite) propre d’un mot de X n'est dans X, en symboles :
XATN X = ¢ ou X 'X={e} resp (ATXN X = ¢ ou X 'X={e}).

-X est bipréfize ou bifixe s’il est a la fois préfive et sufixe.

Définition 2.1.2 X C A * est dit préfive siVe, © € X © <2 =z =2 ou < signifie

étre un facteur gauche (ou préfize).

Définition 2.1.3 (Code):
On appelle code toute partie C' d’un monoide libre A *qui vérifie la condition suivante :

pour tout 1, ........ STy YLy s Ym € C

En d’autres termes, C est un code si tout mot de C' *se factorise, de maniére unique, en
un produit de mots de C'. Lorsqu’un ensemble n’est pas un code, on s’en apercoit en général
assez facilement, en exhibant une double factorisation. Il est plus difficile d’établir qu’un

ensemble est effectivement un code.
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2.1. Code

Exemple 2.1.1 L’ensemble {a, ab,ba} n’est pas un code puisque le mot w = aba .4 deux
factorisations distincts

w = (ab)a = a(ba).

L’ensemble C' = {b, ab, baa, abaa, aaaa} est un code. En effet, un mot de C *qui aurait
deuz factorisations commencerait par baa ou par abaa. Regardons le premier cas (le deux-
iéme est en fait similaire). L’une des factorisations commencerait par b et lautre par baa.
Pour compléter ces factorisations, il faut compenser l'excés de la deuxiéme factorisation,
soit le mot aa. Pour cela, on doit ajouter a la premiére factorisation le seul mot de C

4

commengant par aa, & savoir a*. La premiére factorisation commence donc par (b, aaaa).

4

Mais alors, la deuziéme factorisation me peut étre complétée que par a*, et devient (baa,

aaaa). On est alors revenu au point de départ, et il n’y a donc pas de double factorisation

possible.

Définition 2.1.4 Soit C' une partie de A *. On dit que C' est un code si C * est libre de
base C'.

Définition 2.1.5 Un code a longueur variable est tel que les différents mots de code
n’ont pas nécessarrement la méme longueur.
Proposition 2.1.1 (Premiéres propriétés des codes)
Soit C un code sur A
iecgC.
ii VP C C, P est un code.

iii Soit B un alphabet, tout morphisme § . B* — A* qu’induit une bijection de B sur

C est injectif.

Réciproquement, s’il existe un morphisme injectif 0 : B* — A* tel que C = 0(B)

alors C' est un code.

Cette derniére propriété (qui pourrait aussi servir de définition aux codes) traduit la notion
intuitive de code. En effet le morphisme de codage permet de coder les mots de B*

dans A*et l'injectivité permet d’assurer que le décodage est possible.
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2.1. Code

Démonstration.

i € = ge donc € n’a pas une unique factorisation.
ii Toute factorisation d’un mot w dans P est une factorisation dans C' et est donc unique.

iii Soit ¢ : B* — A* qu'induit une bijection de B sur C. Soient u,v € (B*)? tels que

O(u) = 0(v).

Si u = € supposons v # ¢ alors v contient au moins une lettre b et par hypothése 6(b)
€ Core¢ C donc|60(b) |>0. On en déduit que | #(v) |> 0 ce qui est absurde car
O(u) =e.

Sinon u = b 1...b, et v = bj....... b . On a alors 0(b1).... 0(b,) = O(b))....... (b, avec
0(b;), H(b;) € C. Or C est un code donc n = m et Vi € 0(b;) = 0(b;) or induit une
bijection de B sur C donc Vi b; = b; i.e u = v. Donc @ est injective. Réciproque-
ment, soit § : B* — A* morphisme injectif, supposons qu’'on a n, m € N et
() =1y (x;) j=1m € C = 0(B) telle que zj......... Ty = Tpeeornnn, x, . Soient
(bi)i=1.....m, (bj)izl ,,,,,, m € B telle que Vi z; = 0(b;) et Vj x; = G(b;-).On a donc
O(by........ bp) = O(b)......... b, ) or @ est injective donc by......... by = byeee...... b, Dou

!

n=m et Vi b; = b; et donc Vi z; = 0(b;) = 0(b;) = .

(2

Définition 2.1.6 ( morphisme de codage)

Un morphisme 3 : B* — A* qui est injective et tel que C' = $(B), est appelé mor-
phisme codage pour C. Pour tout code C' C A*, L’existence d’ un morphisme de codage pour
C' est simple :il suffit de prendre une bijection d’un ensemble B sur C' et a l’étendre a un
morphisme de B*dans A*. Dans ce contexte, l'alphabet B est appelé le source de [’alphabet,

et l'alphabet A est ’alphabet de canal.

Corollaire 2.1.1 Soit o : A* — X* un morphisme injectif. St C' est un code sur A,

alors a(C') est un code sur X. SiYest un code sur X, puis a*(Y) est un code sur A.
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2.1. Code

Preuve.
Soit 5 : B* — A* un morphisme de codage pour C. alors a(f(B)) = «(C) depuis
aof : B* — X* est un morphisme injectif, montre que a(C') est un code.

Inversement, soit C' = a~*(Y), soit n, m > 1, 2129....7,, T,Ty....x,, € C telle que

I ! I

T1T9....Tp = T1Tg....Tp, .

Alors
a(zy)a(za)...a(r,) = a(z))(zy)....a(z,,).
Maintenant Y est un code, donc n = m et a(x;) = a(z;) pour i = 1,......,n. L’ injectivité
de « implique que z; = a:; pour ¢ =1,...... ,n, montrant que C' est un code. m

Proposition 2.1.2
VYC C A*, C préfite = C est un code.

Démonstration.
Supposons que C' n’est pas un code. Soit w de longueur minimale tel que w ait deux
factorisations dans C. On a donc n,m € N et (;) j=1.....n, (x;) j=1..m € C tels que

! o . / !
W=T1.0..Tpy = Tqeernnnnn. z,,.Comme w est de longueur minimale, on x; # z; et donc x; <

! . . . 2.
ou r; < wice qui rentre en contradiction avec C préfixe. m

Exemple 2.1.2 Soit A = {a,b} et C = U, >oa"bA", C est préfize car a™bu = a™bv = m =

n et donc u = v. C’est donc un code sur A.

Proposition 2.1.3
Soit C' une partie de A*

C est un code = (Yw € A" : (C*wNC* # ¢) et (WC*NC*#¢))=weC". (1)

Démonstration.

Supposons que C' vérifie la condition (1).

Soit w € Ctel que : w = 21@y....7p,0u pour 1 < ¢ <n, z; € C, n€N.

Pour montrer que C' est un code, il suffit de vérifier que cette factorisation est unique.

Siw = x; avec x; € C et 1 € N*, le résultat est vrai.
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2.2. Le codage de Huffman

On peut supposer que ceci est déja établi pour tous les mots de C* qui sont strictement
plus courts que w.

Soit donc w = y1Ys....ym, ot pour 1 < j < m, y; € C, m € N, une autre factorisation de
w, d’apres 'hypothése d’induction , cette factorisation est la méme que la précédente si et
seulement si z; = .

Si x; est différent de y;, on pourrait supposer sans perte de généralité que z; est plus
court que y;. On aurait donc y; = x; f, pour un certain mot f de A*, f ¢ C*, C*wNC* # ¢,
T1To....Ty = T1fY...ym donc fC* N C* # ¢. Ceci est en contradiction avec le fait que :
YVw e A* . (C*wNC* # @) et (wC*NC* # ¢)) = w e C*.

Réciproquement :

Supposons que C' ne vérifie pas la condition (1), donc il existe w ¢ C* tel que :
= ay.....aiy, ou'pour 1 <o <m, a;, €C,
m € N, et ou'pour 1 < < n, a;, € C,neN,etoupour 1 <v<p,a. €C,peN,et

oupour 1 <4 <gq, a;, € C, ¢ € N, mais alors

et ceci entraine que C' n’est pas un code. m

Définition 2.1.7 (Code mazximal): Un code C sur A est dit maximal s’il n’est pas

strictement inclus dans un autre code sur A,
cco=cCc=C.

Exemple 2.1.3 Voici quelques exemples de codes mazrimauz:
Cy = {aa, ab, bb, ba} un code maximal fini .
Cs = ba* est un code mazimal infini.

C1 ={a, ba} est un code mais n’est pas maximal (cela reste un code si on lui ajout bb).

2.2 Le codage de Huffman

David Huffman a proposé en 1952 une méthode statistique qui permet d’attribuer un mot

de code binaire aux différents symboles & compresser (pixels ou caractéres par exemple). La
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2.2. Le codage de Huffman

longueur de chaque mot de code n’est pas identique pour tous les symboles : les symboles
les plus fréquents (qui apparaissent le plus souvent) sont codés avec de petits mots de code,
tandis que les symboles les plus rares recoivent de plus longs codes binaires. On parle de
codage a longueur variable préfixé pour désigner ce type de codage car aucun code n’est le
préfixe d’un autre. Ainsi, la suite finale de mots codés a longueurs variables sera en moyenne

plus petite qu’avec un codage de taille constante.

Définition 2.2.1

Le codeur de Huffman crée un arbre ordonné & partir de tous les symboles et de leur
fréquence d’apparition. Les branches sont construites récursivement en partant des symboles
les moins fréquents.

La construction de l'arbre se fait en ordonnant dans un premier temps les symboles par
fréquence d’apparition. Successivement les deux symboles de plus faible fréquence d’apparition
sont retirés de la liste et rattachés a un neud dont le poids vaut la somme des fréquences
des deux symboles. Le symbole de plus faible poids est affecté a la branche 1, Uautre a la
branche 0 et ainsi de suite en considérant chaque neud formé comme un nouveau symbole,
Jusqu’a obtenir un seul neeud parent appelé racine. Le code de chaque symbole correspond a
la suite des codes le long du chemin allant de ce caractére a la racine. Ainsi, plus le symbole

est "profond” dans ’arbre, plus le mot de code sera long.

Exemple 2.2.1
Soit la phrase suivante : "COMMENT CA MARCHE". Voici les fréquences d’apparitions

des lettres

M CAE HONTR
3 322 2 1 1111
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2.3. Algorithme de reconnaissance des codes

Voici [’arbre correspondant:

Les codes correspondants a chaque caractéres sont tels que les codes caractéres les plus

fréquents sont courts et ceux correspondant aux symboles les moins fréquents sont longs:

M ¢C A E _  H O N T R
000 10 010 0010 0011 0110 0111 110 1110 1111

2.3 Algorithme de reconnaissance des codes

Reconnaitre si un ensemble donné est un code n’est pas toujours chose facile, mais il existe
un algorithme simple qui permet de le décider. Les deux propositions qui suivent sont la

preuve de correction et de terminaison de cet algorithme.

Proposition 2.3.1 Soit C' C A*. On définit

U =C1C \{e} et par récurrence
Vn >1
U1 =C7U, UU,IC.

On a alors:

C' est un code < Vn>1¢¢ U,

La démonstration nécessite le lemme suivant :
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2.3. Algorithme de reconnaissance des codes

Lemme 2.3.1 Soit C C AT"Vn>1Vke{l...n} ona

e € UyeJuel, F, jeNuC' NCI # ¢

aveci+j+k = n

Démonstration. On prouve le lemme a n fixé par récurrence descendante sur k.
Sik = n, on aévidemment i = j = 0. Sie € U, on pose u = ¢ et on a bien uC°NC? = {e}.

Réciproquement si on a
u € U, tel que uC’NC® = {u} N {e} alors u = ¢ et donc ¢ € U,,.

Soit 1 < k < n, supposons la propriété vérifiée pour k£ + 1. Si € € U, par hypothése de
récurrence, Jv € U,y i, j € N2 telsque i +j +k+1 =net 3z, y € C* x C Jtels que
vr =y € vC*NCI. Comme Upyy = C~ UL, UU,'C, on a

z, u € C' xXUy tel que soit zv = u soit z = uw.

Dans le premier cas, on a ux = zvx = zy comme z, y € C xC I, zy € C 7T et uC'NC
ah # ¢. Dans le deuxiéme cas
uy = uvxr = zox € C! donc uC’ N C 1 £ ¢, avec & chaque fois u € Uy, .
Réciproquement, soient w € uC*NC 7 ot i+ j+k = n. Si j = 0, alors I'intersection est
vide & moins d’avoir u = € et ¢ = 0 car £ ¢ C, on a alors kK = n mais on a supposé¢ k < n
donc j > 1. Onadonc v, z,v' € C* x C x C 7~ tels que

uwv = zv'. On distinque ensuite 2 cas suivant les longueurs comparées de u et .

Si |ul|<| 2| alors 3u' € A* uu' =z et alors v’ € Uy 'C' C Upyy. De plus v = u'v’ donc
W' C 971 NC " # ¢ et par hypothese de récurrence ¢ € U,,.

Sinon
o' € Atu =22 avecz € ! Up C Uy et Tv=v ez NnCIT.

D’apres 'hypothése de récurrence € € U,,. m
Démonstration. Supposons que C' ne soit pas un code. Soit w de longueur minimale

tel que w ait deux factorisations dans C'. On a donc n,m € (N) et (z;), (z}) € C' tels que

i !
W= T1T9eeueen. Ty = T Tgeeeeeennnn. x,, avec Ty # .
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2.3. Algorithme de reconnaissance des codes

2 2 L2 / .
On peut supposer sans perdre de généralité que | x1 |< | 2y | car w est de longueur minimale.

On a alors

Ju € Atzu= xll avecu € C 'O\ {e} = Uy et uC™ ' NC" 1 # ¢ et donce € Uy

d aprés le lemme (2.2.1).
Réciproquement, si ¢ € U,, pour un certain n, on applique le lemme avec
k=1 FueclUy,ijeNetvweC xC tel que uC’ NCI # ¢.

De plus comme U; = C71C \ {e} Jz,y € C? tel que zu = y avec & # y car u # €. d’'ou
yC*NaC? = zuC* NaxC 7 # ¢ ce que fait que C' ne peut étre un code. =

Exemple 2.3.1

» Pour C = {b, abb, abbba, bbba, baabb}, nous obtenons

Uy = {ba,bba, aabb}, X 'U; = {a,ba}, U 'X = {a,ba}
Uy = {a,ba,abb}, XUy ={a,c}, Uy,*X = {bb,bbba,abb, e, ba}.

Ainsi € € Us, donc C' n’est pas un code.

» Soit C = {a,ab,ba} et A ={a,b}. Nous avons
Uy ={b} Uy={a} Us=A{e,b} Uy=C Us=Us .
L’ensemble Us contient le mot vide. Donc C n’est pas un code.
» Soit C' = {aa, ba, bb, baa,bba} et A = {a,b}.nous obtenons
Uy ={a}, Uy=U, ainsiU,={a}Vn>1.
Donc C' est un code.

Proposition 2.3.2

Si C' est rationnel [’ensemble de ses U, est fini.
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2.4. Mesure d’un code

Preuve. On rappelle qu’un langage est rationnel est équivalent au fait que le nombre de
ses quotients a gauche est fini. On montre par récurrence sur n que les U,, sont des unions

finies de quotients a gauche de C' auxquelles on peut avoir retiré e.
Pour n =1, Uy = C'C \ {e} = (Upecz 'C)\ {c}.

Supposons que c’est vrai au rang n— 1, alors comme le quotients a gauche d’un quotient a
gauche de C' est un quotient & gauche de C~1U,, est bien une union de quotients & gauche de
C' (absence ou la présence de € ne change pas grand chose juste de nombreuses disjonctions
de cas si on veut rentrer dans les détails). De plus (U, )~! C est bien sur une union de
quotient a gauche de C.

Comme le nombre de quotients & gauche de C' est fini leurs unions sont aussi en nombre

fini (retirer ¢ fine fait que doubler ce nombre au pire). ®
Exemple 2.3.2

1. Soit A = {a,b} et C = ba*. alors C' est un code reconnaissable de suffize . En effet

Uy =atet Uy = 0. Ainsi Uordre (U,) o deux éléments distincts.

2. Soit A ={a, b}, considérons C' = {aa, ba,bb,baa,bba}. C n'est pas préfix et considérer
des factorisations dans C' n’est pas vraiment envisageable. Les U, permettent pourtant

de conclure trés vite. En effet Uy = {a} = Us.

2.4 Mesure d’un code

Cette partie introduit une mesure sur les parties de A*, et certaines conséquences, quand

ces ensembles sont des codes, quant a la mesure qu’ils peuvent avoir.

Définition 2.4.1 (Distribution de Bernoulli):
Soit A un alphabet, une distribution de Bernoulli sur A est un morphisme: 7 : A — R, (o
R, est considéré comme un monoide multiplicatif ) tel que :
Z m(a) = 1.
a€A

Une distribution est dite positive si : Ya € A w(a) > 0.
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2.4. Mesure d’un code

Proposition 2.4.1 Pour tout n > 1:

> wlu) =1.

ucA”
Démonstration. Par récurrence sur n

Pour u € A", ona ) ,m(ua) =m(u)) . 7(a) = m(u), et donc

Z m(u) = Z Zﬂ(va) = Z m(v) =1.

ucAn+tl vEA™ g€ A VvEA™

Définition 2.4.2 (Mesure d’une partie)
On étend m a P(A*) (les parties de A*) en posant pour tout L C A*:

Exemple 2.4.1

» Soit A={a,b} et C ={b,ab,ba}. Définir = par w(a) = 1/3, w(b) = 2/3. Alors

2 2 10
Cl==-4+-+-=—.
M) =3+5+57%
Alors C' n’est pas un code.
Proposition 2.4.2
7 : P(A*) — R, a les proposition immédiates suivantes. Les trois premicres pro-

priétés en font une mesure sur P(A*) :

ivVLec A*n(L) > 0.

ii m(¢) = 0.

iii Pour toute famille (L;);c; de sous-ensembles de A* deux & deux disjoints :

T(UL) =) m(L).

el
el

iv T(A*) =1(UA") =, [ m(A") = 0.

neN
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2.4. Mesure d’un code

v Siles (L;)icr ne sont pas deux & deux disjoints:

m(UL) < > w (L)
iel
vi Soit L C A*, on pose pourn € N S, =n({w € L\ |w|>n}). On a alors comme 7 est

une mesure !

(L) = supS,.

n>0

vii Soient L et M doux langages sur A, comme LM = U U Im :

T(LM) <) Y w(im) =) w(l) Y w(m)=nr(l)x(m).
leL meM lel meM

viii On en déduit, pour tout X C A* :

Proposition 2.4.3 Soit C' un code alors :

Vn > 17(C") =x(C)"
m(C*) = > (o)

n>0

En particulier n(C*) < co < w(C') < 1. Réciproquement, si west positive, si m(C*) < oo
et Vn > 1 n(C™) = w(C)" alors C' est un code.

Démonstration. Supposons que C' est un code.

On notera C = O x C x ..... x (' le produit cartésien de C' par C, n fois. Comme C'

est un code, la fonction

est bijective (son image est C™ par définition et son injectivité découle directement de

la définition d’un code).

35



2.4. Mesure d’un code

On en déduit que :

r(C) = (Yo wle) = w(21).er(@a) = 3 (W)

veC (1'17--7$7L)EC(") fEC(")
= > (@) =m(C")
zeCn

Le changement de numérotation dans la somme découle de la bijectivité de v .

De plus les ensembles C"sont disjoints car C' est un code donc:

(C") = m(UCT) = d w(Cmy = w0
- n>0 n>0
L’équivalence 7(C*) < oo < 7(C') < 1 est une conséquence directe du fait que 7(C*)
est une somme géométrique de raison w(C').

Supposons maintenant que C' n’est pas un code mais qu’on a bien les hypotheses de la
pp q p q

réciproque. Il existe donc un mot v € C* qui a deux factorisations dans C :

Le mot

A alors 2 factorisations en m + n mots de C. D’ou

T(C)F = Z T(P(2) + 2m(uu) > 7(C™") + 7 (uw)
a_cGC(”’+m)

Y(z)Fuu

Comme 7(C*) < 0o et 7(C™) = 7(C)™*™ on a 7(uu) < 0 ce qui contredit la positivité

demr. m

Proposition 2.4.4 Soit C un code sur A. S’il existe une distribution de Bernoulli positive

sur A* telle que m(C) =1 alors C est maximal

Démonstration. Supposons que C' n’est pas maximal. Il existe alors y € C' tel que

Y = C U{y} est un code. D’apres la proposition (2.4.3), on a 7(Y") < 1. De plus
7Y)=7(C)+7(y) =1+ n(y).

Donc 7(y) = 0 ce qui contredit 7 positive. ®
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2.5. Codes complets

Exemple 2.4.2 On va montrer que C; = Up>oa"bA™ est mazimal. On pose w(a) =p < let
donc w(b) =1 —p.
7(Cr) =) w(a"bA") = p"(1—p)a(A") = (1—-p)) p" =1
n>0 n>0 n>0
Donc 7(Cy) = 1 pour toute distribution de Bernoulli positive, on a donc une hypothése
plus forte que mécessaire dans la proposition (2.4.4). On en déduit que Cyest un code mazi-

mal.

2.5 Codes complets

Définition 2.5.1 (Eléments complétables).
Soient M un monoide et P un sous-ensemble de M. Un élément m de M est dit com-
plétable dans P st
Ju, v € M? umv € P.

On notera F(P) = M~*PM~" l’ensemble des mots complétables dans P.

Définition 2.5.2 (Ensembles denses et complets et maigres).
P C M est dense dans M si M = F(P). Si P n’est pas dense, on dit que P est maigre.
P C M est complet dans M si le monoide généré par P est dense. Pour les codes cela
se traduit par :

le code C' sur A est complet si C* est dense dans A* .
Exemple 2.5.1
i Soit A= {a}, Les sous ensembles denses de A* sont les sous ensembles infinis.

ii Tout sous ensembles non vide de a™ est complet, puisqu’il produit d’un sous monoide

infinis.

Définition 2.5.3 (Mots sans bords).
Un mot w € A est sans bords si aucun facteur gauche propre de w et aussi un facteur

droit propre. En d’autres termes :

Vu e A" w € (uA* N A™u) = (u=¢ ouu =w).
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2.5. Codes complets

Exemple 2.5.2

w = abb est un mot sans bord tandis que w = abab n’en es pas un.

Lemme 2.5.1 Soient C' C A* un code, y € A* un mot sans bords tel que y ¢ F(C). Alors
Uensemble Y = C' U {y} est un code.

Démonstration. On suppose que Y n’est pas un code sur A. Soit w le plus petit mot

Si
y ¢ Witic1.n U {(y;)}jl ,,,,, m

alors c’est une factorisation dans C' qui est un code donc elles sont identiques ce qui est
impossible.

Si

(ou vice versa) alors y € F(C') ce qui est impossible.

Enfin si

soient ig et joles plus petits indices tels que y apparait dans {y; }et {y/ j} . On ne peut pas

avoir

ce qui contredit les hypothéses. Sinon les deux occurrences de y ont des lettres en commun

(mais pas toutes) ce qui contredit le fait que y est sans bords. =

Lemme 2.5.2 (Complétion en un mot sans bords).

Soit A un alphabet contenant au moins deux lettres.

VYu € AT3v € A*tel que uv est sans bords.
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2.5. Codes complets

Proposition 2.5.1

Tout code maximal est complet.

Démonstration. Si | A | = 1 alors on vérifie facilement que les seuls codes sont les a”
pour n € N qui sont complets et ¢ qui n’est pas maximal. Sinon soient C' € A* un code qui
n’est pas complet et u ¢ F(C'). D’aprées le lemme (2.5.2) (on a bien| A | > 2) Jv € A* tel
que uw soit sans bords. Comme u est un facteur de uv on a toujours uv ¢ F(C'). On déduit

du lemme (2.4.1) que C' U {y} est un code. Donc C n’est pas maximal. m
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Conclusion générale

Conclusion générale

Dans ce mémoire, on a pu découverir des notions mathématiques nouvelles: les codes

de longueurs variables et leurs utilisation dans la compression des données.
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