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3.3 Opérateurs de Hilbert-Schmidt dans L2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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moments qui nous avons passé ensemble.
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Introduction

L’analyse fonctionnelle est une branche en mathématiques qui étudie les espaces des fonctions et les opérateurs
définis sur ces espaces, elle apparâıt au début de vingtaine siècle, et malgré sa naissance récente, elle est devenue
omniprésente dans toute les branche mathématiques (voir [1, 2, 11] et [13, 18, 22] ).
L’étude de la théorie des opérateurs occupent la grande intérêt dans la branche d’analyse fonctionnelle car
elle généralise la notion des fonctions et aussi généralise plusieurs concepts d’algèbre linéaire aux espaces de
dimensions infinies (voir [19], [21] et [32]).
Les opérateurs se décompose en quatre type linéaires et non linéaires, bornés et non bornés. Elle joue un rôle
essentiel dans la résolution des équations aux dérivés partielles et intégro-différentielles [5],[10], ainsi son intérêt
apparâıt clairement dans le domaine de traitement de signal et d’images. La théorie des opérateurs linéaires d’un
espace de Hilbert vers autre constitue un lieu de rencontre privilégié pour diverses disciplines des mathématiques
[12],[22] et [24].
Les opérateurs linéaires continus d’un espace vectoriel de Hilbert vers autre forment une classe assez particulière
des opérateurs linéaires d’un espace vectoriel normé vers autre (voir [8],[6],[20] et [16]).

Dans ce mémoire, nous allons traiter quelques notions et applications et propriétés structurelles des opérateurs
Hilbert-Schmidt

Ce mémoire est composé en quatre chapitres :
Dans le premier chapitre,nous rappelons quelques définition les notions de l’analyse fonctionnelle, les

espaces métrique,l’espace de Hilbert...espace de Banach,et nous présentons les notations sur les opérateurs
bornés,opérateur linéaire nous avons étudie quelques l’inverse, l’adjoint d’opérateur et spectre d’un opérateur.

Dans le deuxième chapitre
On donne la définition et les propriétés élémentaires des opérateurs compacts. Ensuite on étudie les propriétés

spectrales des opérateurs compacts. Le cadre est celui des espaces de Banach.
Dans le troisième chapitre
On présente la définition et des propriétés très importants pour quelques classes d’opérateurs compacts :

opérateurs de Hilbert-Schmidt le dans le cadre d’un espace de Hilbert.
Dans le dernier chapitre
Nous allons proposer deux exemple d’application des opérateurs Hilbert-Schmidt.
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Notation
L(E,F ) L’ensemble des applications linéaire de E dans F .

H Espace de Hilbert complexe linéaires définies sur H.
B(H) L’espace d’opérateurs linéaire bornés définies sur H.
L(E,F ) L’ensemble des opérateur linéaires continus de E dans F .
C([a,b]) L’espace des fonction continus sur [a,b].
C1([a,b]) L’espace des fonctions continûment dérivables n-fois, sur[a,b].
L2([a,b]) L’espace des fonctions de carrées intégrables sur [a,b] i.e

∫ b
a
|f(x)|2dx ≺ ∞

l2(R) L’espaces des suites réelles (xn)n ,vérifiant
∑∞
n=1 |xn| ≺ ∞.

T−1 L’inverse de l’opérateur T
T ∗ L’adjoint de l’opérateurs T
Im(T ) L’image de l’opérateur T
ker(T ) Le noyau de l’opérateur T
D(T ) Le domaine de l’opérateur T
k(E), k(E,F ) Les espace des opérateurs compacts de E, ou deE dansF .
T La fermeture de l’opérateur T.
〈., .〉 Produit scalaire.

CHEBLI Zineb 5 les opérateurs de hilbert shmidt



Chapitre 1

Rappels et notions fondamentales

L’objectif de ce chapitre est de rappeler l’essentiel des notions et résultats fondamentales utilisés tout au
long de ce travail.

1.1 Espaces fonctionnels

– définition 1.1 [11] (Espace vectoriel normé) Soit E un espace vectoriel sur le corps K = R ou C, on
appelle norme sur l’espace E toute application notée || · || définie sur E à valeurs dans dans R+, vérifiant pour
tout x,y dans E et α dans k

i) ||x|| = 0 si seulement si x = 0.

ii) ||αx|| = |α||x|| (homogénéité).

iii) ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y|| (inégalité triangulaire).

Tout espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace vectoriel normé.

définition 1.2 [10] (Espace métrique complet) On dit que E est un espace métrique complet si toute suite
de Cauchy de E converge dans E.

définition 1.3 [1, 10, 13] (Espace de Banach) Tout espace vectoriel normé complet est appelé espace de
Banach.

définition 1.4 [12, 13] (Produit scalaire) Soit E un espace vectoriel sur R, un produit scalaire sur R est
application de E×E dans R, notée 〈·,·〉 possédant les propriétés suivantes pour tout x,y,z dans E et α,β dans
R on a :

1. 〈x,x〉 = 0 implique x = 0.

2. 〈x,x〉 ≥ 0

3. 〈x,y〉 = 〈y,x〉.

4. 〈αx+ βy,z〉 = α〈x,z〉+ β〈y,z〉.

définition 1.5 [11] (Espace de Hilbert) On appelle espace de Hilbert ou espace hilbertien tout espace préhilbertien
complet.

définition 1.6 [2, 11] (Espace L1(Ω)) Soit Ω un ouvert de Rn. On désigne par L1(Ω) des fonctions intégrable
sur Ω à valeur dans R, on pose

||f ||1 =
∫

Ω
|f (x)|.

6



CHEBLI Zineb 1.2. NOTIONS SUR LES OPÉRATEURS

définition 1.7 [11, 13, 22] (Espace LP (Ω)) Soit 1 ≤ P ≤ +∞. On pose

Lp(Ω) = {f : Ω→ R, f mesurable et |f(x)|p ∈ L1(Ω}

muni de la norme

||f ||LP = ||f ||p =
(∫

Ω
|f(x)|pdx

) 1
P

.

Si p = +∞, on a L∞(Ω) est l’espace des fonctions mesurable f : Ω→ R, vérifiant

∃c > 0 telle que |f(x)| ≤ c, p.p.sur Ω

La norme est notée par
||f ||L∞ = ||f ||∞ = inf{c > 0, |f(x)| ≤ c p.p sur Ω}.

1.2 Notions sur les opérateurs

1.2.1 Les opérateurs linéaires bornés

définition 1.8 [11] (Opérateur linéaire) Soient E et F deux espace vectoriels, on appelle opérateur linéaire
de D(T ) ⊂ E dans F toute application

T : D(T ) ⊂ E → F ,(D(T ) est le domaine de T ),

qui vérifie les conditions suivantes :

1. Condition additive
∀x,y ∈ D(T ) on a T (x+ y) = T (x) + T (y).

2. Condition homogène
∀x ∈ D(T ),λ ∈ k = (R ou C) on a T (λx) = λT (x).

définition 1.9 [10, 11, 19] (Noyau et image d’opérateur)
– L’ensemble

kerT = {x ∈ D(T ),Tx = 0}

est appelé noyau de l’opérateur T , et aussi noté parfois N(T ).
– L’image de l’opérateur A défini par

ImT = {Tx, x ∈ D(T )},

et aussi noté parfois R(A).

définition 1.10 [10, 11, 13] (Produit d’opérateurs) Soient A et T deux opérateurs linéaires, A ∈ L(E,E1)
et T ∈ L(E1,E2). On définit l’opérateur TA Comme l’opérateur linéaire de E dans E2 par

(TA) (x) = T (Ax),∀x ∈ D(TA),

tel que
D(TA) = {x ∈ D(T ), Ax ∈ D(T ).

définition 1.11 [11] (Opérateur continu) Soient E et F deux espaces normés. Un opérateur linéaire T de
E dans F est dit continu au x0 ∈ E, si pour tout voisinage V du point y0 = Tx0 il existe un voisinage U du
point x0 tel que Tx ∈ V , dés que x ∈ U ∩E. L’opérateur T est dit continu, s’il est continu en tout point x ∈ E.

définition 1.12 [22, 24] (Opérateur borné)

CHEBLI Zineb 7 les opérateurs de hilbert shmidt



CHEBLI Zineb 1.2. NOTIONS SUR LES OPÉRATEURS

Soient E, F deux espaces normés, un opérateur linéaire T de E dans F est dit borné, s’il est défini partout
dans E (i.e. D(T ) = E) et transforme tout ensemble borné dans E en un ensemble borné dans F .

définition 1.13 [2, 5, 10] Un opérateur linéaire T défini sur E dans F et dit borné s’il existe une constante
positive c > 0, tell que

||Tx||F ≤ c||x||E. (1.1)

Proposition 1.1 tout opérateur linéaire continu est borné.

définition 1.14 [10, 18] (Norme d’un opérateur) Le plus petit des nombres Cvérifient l’inégalité S’appelle
norme de l’opérateur T et se note ||T || i.e

||T || = inf{c > 0,∀x ∈ E, ||Tx|| ≤ c||x||}

Proposition 1.2 [11] Pour tout opérateur borné T ∈ L(E,F ) on a

||T || = sup ||Tx||F
||x||E
x 6=0

= sup ||Tx||F
||x||=1

= sup ||Tx||F
||x||≤1
x6=0

Voir [26].

1.2.2 Inverse d’un opérateur

définition 1.15 [21] (Inversibilité) Soient E et F deux espaces normés, T ∈ L(E,F ). L’opérateur T est dit
inversible,si définition ?? pour tout y ∈ F l’équation

Tx = y.

a une solution et une seule.

définition 1.16 [11, 21, 24] On dit que T ∈ L(E,F ) est inversible s’il est bijectif et si son inverse est continu.

définition 1.17 (Opérateur inverse)

définition 1.18 [2] On dit que T ∈ L(E,F ) est inversible s’il existe A ∈ L(E,F ) tel queTA = IE et AT = IF .
l’opérateur A (lorsqu’il existe) est unique. On l’appelle l’inverse de T et note parT−1.

1.2.3 Adjoint d’un opérateur

Soient H et H ′des espaces de Hilbert. On va généraliser la notion d’adjoint d’une application linéaire de Cd

dans lui même, qu’on étudie généralement en L2

définition 1.19 [5] Soit T ∈ L(H,H ′). Alors il existe un unique opérateur T ∗ ∈ L(H ′ ,H) tel que

∀x ∈ H, ∀y ∈ H
′
,〈Tx, y〉H′ = 〈x,T ∗y〉H .

L’opérateur T ∗ s’appelle l’adjoint de T .

définition 1.20 [5] Si T ∈ L(H,H) est tel que T = T ∗, On dit que l’opérateur T est autoadjoint (ou hermitien
).

Proposition 1.3 (Propriétés de l’adjoint) :
1. ∀T ∈ L(H,H ′), on a

(T ∗)∗ = T et ||T ∗|| = ||T ||.

2. Si T ∈ L(H,H ′) et A ∈ L(H ′ ,H),alors

(A ◦ T )∗ = T ∗ ◦A∗

3. ∀T1,T2 ∈ L(H,H ′) et tout λ, µ ∈ C, on a

(λT1 + µT2)∗ = λT ∗1 + µT ∗2 .

les opérateurs de hilbert shmidt 8 CHEBLI Zineb



CHEBLI Zineb 1.2. NOTIONS SUR LES OPÉRATEURS

1.2.4 Vecteurs propres et valeurs propres d’un opérateur autoadjoint

Les opérateurs autoadjoints ont des propriétés particulièrement importantes que nous allons maintenant
examiner.

Soit H un espace de Hilbert et T ∈ L(H,H) un opérateur.

Théorème 1.21 [18] (Norme d’un opérateur autoadjoint) Si T est autoadjoint (i.e.T = T ∗), alors

||T || = sup|〈Tx,x〉|
||x||=1

.

définition 1.22 [11] On dit qu’un nombre λ ∈ C est une valeur propre de T s’il existe un vecteur x ∈ H ,
x 6= 0, tel que Tx = λx. Un tel vecteur x est alors appelé vecteur propre associé à la valeur propre λ.

Remarque 1.1 Soit λ une valeur propre de T . Alors l’ensemble Vλde tous les vecteurs (incluant le vecteur0)(qui
n’est pas un vecteur propre par définition) x ∈ H tels que Tx = λx est un sous-espace fermé de H. On l’appelle
le sous-espace propre associé à la valeur propre λ.

Théorème 1.23 [11] Si T est autoadjoint, les valeurs propres de T sont réelles et les vecteurs propres corres-
pondant à des valeurs propres distinctes sont deux à deux orthogonaux (Autrement dit les sous-espaces propres
Vλ1et Vλ2 correspondant à des valeurs propres λ1 6= λ2). Dans le cas de la dimension finie, on déduit le résultat
bien connu suivant

corollaire 1.1 Si dimH < +∞ et si T ∈ L(H,H)est autoadjoint, alorsT est diagonalisable Pour la démonstration
on a besoin du lemme suivant que nous signalons car il est très utile en général .

Lemme 1.1 Soit T ∈ L(H,H) un opérateur et soit V un sous-espace vectoriel fermé de H invariant par T
(i.e.∀x ∈ V ,Tx ∈ V ). Alors le sous-espace V ⊥est invariant par l’adjoint T ∗.

1.2.5 Matrice d’un opérateur dans une base hilbertienne

Soit H un espace de Hilbert séparable et (en)n∈N∗ une base hilbertienne de H. SoitT un opérateur de H
dans lui même. Pour tout j ≥ 1, on peut écrire

Tej =
+∞∑
j=1
〈Tej ,ei〉ei.

Nous allons voir que les coefficients ai,j := 〈Tej , ei〉 ((i, j) ∈ N∗ × N∗) déterminent entièrement l’opérateur
T :

Pour tout x ∈ H, posons xj = 〈x,ej〉,on a alors x =
∑+∞
j=1 xjej et

Tx =
+∞∑
j=1

xjTej

car l’opérateurT est continu. D’autre part, la décomposition deTx sur la base hilbertienne (en) donne

Tx =
+∞∑
j=1
〈Tx,ei〉ei,

grâce à la continuité du produit scalaire, on a

〈Tx,ei〉 =
+∞∑
j=1

xj〈Tej ,ei〉 =
+∞∑
j=1

xjai,j (1.2)

on a donc

Tx =
+∞∑
i=1

(
+∞∑
j=1

ai,jxj)ei.

CHEBLI Zineb 9 les opérateurs de hilbert shmidt



CHEBLI Zineb 1.2. NOTIONS SUR LES OPÉRATEURS

La formule 1.2 montre alors que le i-ième coefficient (de Fourier) deTx sur la base hilbertienne (en), s’obtient
comme en dimension finie en faisant le �produit� de la i-ième ligne de la matrice (ai,j) par la colonne des
coefficients de Fourier de x.

définition 1.24 [11] La matrice A = (ai,j)(i,j∈N∗×N∗) à une infinité de lignes et de colonnes, est appelée
matrice de l’opérateurT dans la base hilbertienne (en).On notera que puisque ai,j :=< Tej , ei >, la j-ième
colonne de la matrice A est constituée des coefficients du vecteur Tej comme en dimension finie.

Remarque 1.2 Nous ne développerons pas le calcul matriciel en dimension infinie car il présente certaines
difficultés techniques liées essentiellement à des problèmes de convergence de séries.

les opérateurs de hilbert shmidt 10 CHEBLI Zineb



Chapitre 2

Opérateurs compacts

Parmi tous les opérateurs continus dans un espace de Hilbert,on peut distinguer une classe importante
d’opérateurs, dont les propriétés sont les plus proches de celles des opérateurs linéaires dans un espace de
dimension finie. C’est la classe des opérateurs compacts, appelés encore opérateurs complètement continus

2.1 Définitions fondamentales des opérateurs compacts

2.1.1 Ensembles compacts

définition 2.1 [8] Soit E un espace topologique séparé. Un sous-ensemble F est dit compact si de tout recou-
vrement ouvert de F on peut extraire un sous recouvrement fini. Cela veut dire que, toute famille {VJ ,j ∈ J}
d’ensembles ouverts dont la réunion contient F admet une sous-famille finie :{

Vj(k),j(k) ∈ J ,k = 1,2...,n
}

dont la réunion contient F .

La définition suivante est plus commode lorsque E est un espace métrique, cas dans lequel nous nous plaçons
dans la suite.

définition 2.2 [11] Soit E un espace métrique. Un sous-ensemble F de E est compact si toute suite d’éléments
de F , contient une sous-suite convergente vers un élément de F .

2.1.2 Ensembles relativement compact

définition 2.3 [13] (ensembles relativement compact) Un sous-ensemble F de E est relativement com-
pact si son adhérence F est compacte. Le sous-ensemble F est dit précompact si son complété est compact.

Evidemment, lorsque E est lui-même complet, les deux notions sont équivalentes

définition 2.4 [10] Soit E un espace de Hilbert et T un endomorphisme de E. On dit que T est compact s’il
transforme tout sous-ensemble borné de E en un ensemble relativement compact. En d’autres termes, T est un
opérateur compact si, pour toute suite bornée (xn) dans E, la suite (Txn) contient une sous-suite convergente.

2.1.3 Opérateurs linéaires compacts

définition 2.5 [2] Soit T un opérateur linéaire d’un espace normé E dans un espace normé F , on dit que
T est un opérateur compact s’il envoie tout ensemble borné G dans E à un ensemble relativement compact
T (G) dans F Autrement dit, la fermeture T (G) est compacte.

. L’ensemble des opérateurs compacts de E dans F est noté K(E,F ). Si E = F alors, on note K(E).

11



CHEBLI Zineb 2.1. DÉFINITIONS FONDAMENTALES DES OPÉRATEURS COMPACTS

2.1.4 Critère de compacité

Théorème 2.6 [19] Un opérateur linéaire T : E → F est compact si et seulement si pour toute suite bornée
xn de E, la suite Txn contient une sous suite convergente de F .

Il suffit d’appliquer les définitions d’un ensemble borné et un ensemble relativement compact.

Théorème 2.7 [1, 12] Tout opérateur compact est borné, c’est-à-dire que l’on a l’inclusion K(E) ⊂ L(E).

Soit T un opérateur compact dans E. L’image de la boule unité de E est un ensemble relativement compact,
donc borné. Il existe, alors, une constante M > 0,tel que

||Ty|| ≤M ,∀y ∈ E, ||y|| ≤ 1

On en déduit que
||Tx|| ≤M ||x||,∀x ∈ E

L’opérateur T est donc continu et sa norme est majorée par M .

Remarque 2.1 La réciproque de ce théorème n’est pas vraie en général. Les opérateurs compacts sont très
particuliers , par exemple si E est de dimension infinie, l’identité n’est pas un opérateur compact , puisque
cela entrâınerait l’existence d’un voisinage de l’origine relativement compact dans E et par suite E serait de
dimension finie.

En revanche, si E est de dimension finie, tout opérateur linéaire dans E est compact, puisque si F est un
sous-ensemble borné de E, son image T (F ) est bornée et donc son adhérence T (F ) est compacte.

Proposition 2.1 Si T est un opérateur linéaire de E dans F , alors, les assertions suivantes sont équivalentes

1. T ∈ K(K,F )

2. Pour toute suite bornée (xn) de E , la suite T (xn)n admet une sous suite convergente dans F .

On suppose que T soit compact et on considère une suite bornée quelconque (xn)n. Si on pose α = sup
n
||xn||

,alors la suite T (xn)n est contenue dans l’ensemble T (BE(0, α)).Or T (BE(0, α)) est relativement compact, on
peut alors extraire de T (xn)n une sous suite convergente. Soient maintenant M une partie bornée de E et (yn)n
une suite d’éléments de T (M).existe alors une suite (zn) n d’éléments de T (M) telle que

||zn − yn|| ≤
1
n

,

Par hypothèse, la suite (zn) n admet une sous suite convergente, la suite (yn)n Il s’en suit que T (M) est
relativement compact. D’ou, T est compact.

Théorème 2.8 [11, 10] Une combinaison linéaire T = αT1 + βT2 des opérateurs compacts est un opérateur
compact.

Soit {ϕn}une suite borné de E soit {Tϕn} une suite de F , alors

Tϕn(x) = αT1ϕn(x) + βT2ϕn(x), avec ϕn ∈ E,n ∈ N

T1et T2 étant compacts, on peut extraire de{T1ϕn} et de {T2ϕn} deux sous suites convergentes qui donne par
leur somme une sous suite convergente de Tϕn(x),donc T est compact.

Théorème 2.9 [11] Le produit AT de deux opérateurs bornés A et T est compact si l’un des opérateurs A ou
T est compact.
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CHEBLI Zineb 2.1. DÉFINITIONS FONDAMENTALES DES OPÉRATEURS COMPACTS

Soit {ϕn} un suite bornée de E, alors si T est un opérateur borné la suite Tϕn(x) est aussi bornée, et
de la compacité de l’opérateur T il existe une sous suite de A(Tϕn(x)) qui converge, ce qui implique que AT
est compact. D’autres part si T est compact, on peut extraire de la suiteTϕn(x) une sous suite convergente
Tϕn(k)(x), et de la continuité de l’opérateur A car il est borné la suite A(Tϕn(k)(x))converge, ce qui implique
que AT est compact.

Théorème 2.10 [2] Soit E un espace normé et F un espace de Banach, et soient {Tn} une suite d’opérateurs
compacts de E dans F , convergente en norme vers l’opérateur linéaire T de E dans F.

lim ||Tn−T || = 0
n→+∞

.

Alors T et compact.

Soit {ϕn} une suite bornée de E, l’opérateur T1 étant compact, on peut extraire de la suite {T1ϕn} une sous
suite convergente : soit{ϕ1

n} une sous suite de{ ϕn} telle que, extraire de la suite{T1ϕ
1
n} soit convergente. De

la même façon, on peut extraire de la suite {T2ϕ
1
n} une sous suite convergente, car T2 est compact :soit {ϕ2

n}
une sous suite de {ϕ1

n} telle que,la suite la suite {T2ϕ
2
n} soit convergente. Remarquons que, la suite {T1ϕ

2
n} est

une sous suite de la suite convergente {T1ϕ
1
n} qui à son tour convergente. En raisonnant de la même façon,

pour les opérateurs T ...T ...TP ...,on détermine les suite {ϕ1
n},...{ϕ2

n},.....{ϕpn},...Il est à remarquer que la suite
{ϕpn} est une sous suite de toutes les suites qui lui précèdent et que les suites {Tkϕpn} sont convergentes pour
(k = 1,2,...p) Comme l’espace Y est complet, pour la compacité de l’opérateur T il suffit de montrer que la suite
{Tϕpn} est une suite Cauchy, alors

||Tϕpn − Tϕqn|| ≤ ||Tϕpn − Tnϕpn||+ ||Tnϕpn − Tnϕqn||+ ||Tnϕqn − Tϕqn||

Soit ||ϕn|| ≤M ,choisissons n de sorte que l’on a ||A−An|| < ε
3M , ensuite choisissons N tel que, pour tous les

P > N et q > N,on a la relation ||Tnϕpn−Tnϕqn|| < ε
3 car la suite {Tnϕpn} est convergente. Dans ces conditions,

on aura pour tout p et q suffisamment grands.

||Tϕpn − Tϕqn|| < ε.

Théorème 2.11 [10] Soit T un opérateur borné de E dans F , à image T (E) dimension finie Alors T est
compact.

En effet, car l’opérateur T transforme tout ensemble borné G de E à un ensemble borné T (G) dans un espace
de dimension finie T (E) ce qui implique que T (G) est précompact.

Théorème 2.12 [18] L’opérateur identique I de E dans E est compact si et seulement si E est de dimension
finie.

Soit ϕ1un élément de E, tel que ||ϕ1|| = 1, alors G1 =span{ϕ1} est un sous espace fermé de E car G1est
de dimension finie. D’après le lemme il existe un élément ϕ2 ∈ E ,||ϕ2|| = 1 et ||ϕ1 − ϕ2|| > 1

2 Prenons une
deuxième fois le sous espace fermé G2 =span{ϕ1,ϕ2} , il existe alors un élément ϕ3 ∈ E avec ||ϕ3|| = 1,
||ϕ1 − ϕ3|| > 1

2 et ||ϕ2 − ϕ3|| > 1
2 .On répète la même procédure jusqu’à l’obtention d’un suite{ϕn} vérifiant

||ϕn|| = 1, et ||ϕn −ϕm|| > 1
2 , pour tout m 6= n, Il est à remarquer que cette suite {ϕn} est bornée mais elle ne

contient aucune sous suite convergente. C.Q.F.D.

corollaire 2.1 La boule unité B(0,1) dans un espace de dimension infinie n’est pas compact. En effet, il suffit
d’appliquer le théorème 2.12 car la boule unité B(0,1) est sa propre image dans l’espace X de dimension infinie
par l’opérateur identique
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CHEBLI Zineb 2.2. OPÉRATEURS DE RANG FINIE

Théorème 2.13 [2] (Théorème d’Ascoli) Soient (I,d) un espace métrique compact et (X,d′) un espace
métrique complet. Alors, une partie H de C(I,X) est relativement compacte pour la topologie de la convergence
uniforme si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

1. H est équicontinue, i.e.:

∀x ∈ I,∀ε > 0,∃δ > 0/∀f ∈ H,∀y ∈ I,(d(x, y) < δ)⇒ (d
′
(f(x),f(y)) < ε)).

2. Pour tout x ∈ I, l’ensemble H(x) = {f(x),f ∈ H} est relativement compact.

Exemple 2.1 Soit E = C([0,1],k).L’opérateur de Volterra T : E → F défini

∀f ∈ E,Af(x) =
∫ x

0
f(t)dt,∀x ∈ [0,1],

est compact.
On va utiliser le théorème d’Ascoli avec I = [0,1] et X = k.On pose H = T (BE).Soit f ∈ BE, pour tous

x,y ∈ [0,1], on a

|Tf(x)− Tf(y)| = |
∫ x

0
f(t)dt|

≤ |x− y|||f ||∞
≤ |x− y|.

D’où, on a

∀x ∈ I,∀ε > 0,∃δ = ε > 0/∀f ∈ BE,∀y ∈ I, (|x− y| < δ)⇒ (|Tf(x)− Tf(y)| < ε).

Autrement dit, l’ensemble H est équicontinu. De plus, pour tout x ∈ [0,1], H(x) est une partie de k donc si
H(x) est bornée alors, H(x) est relativement compacte. Or, pour tout x ∈ [0,1], on a

∀f ∈ BE : |Tf(x)| ≤
∫ x

0
|f(t)|dt

≤ x||f ||∞
≤ x ≤ 1.

Les conditions du théorème d’Ascoli sont satisfaites, il s’en suit que T est compact.

Théorème 2.14 [11] (Théorème de Riesz)
Soit E un espace vectoriel normé Alors, la boule unité fermée de E est compacte si et seulement si E est de

dimension finie.

Remarque 2.2 (a) Il résulte du théorème de Riesz que l’application identité sur E est compacte si et seulement
si E est de dimension finie.

(b) Si E et F sont de dimensions infinies, le théorème de Riesz entrâıne que si T ∈ L(E,F )est inversible alors,
T n’est pas compact.

2.2 Opérateurs de rang finie

définition 2.15 [5] Soit T ∈ L(E,F ).On dit que T est un opérateur de rang fini si Im(T ) est de dimension
finie.

Exemple 2.2 Soient E := Lp(]0,1[,R) et T l’opérateur défini sur E par

∀f ∈ E,Tf(x) :=
∫ 1

0
xy(1− xy)f(y)dy,∀x ∈]0,1[.

Alors, T est à valeurs dans F := R2[x] (espace des polynômes à coefficients réels de degré .Comme F est de
dimension finie, l’opérateur T est de rang fini.
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CHEBLI Zineb 2.3. OPÉRATEUR COMPACT DANS UN ESPACE DE HILBERT

. L’ensemble des opérateurs de rang fini de E dans F sera noté K0(E).

Proposition 2.2 Tout opérateur borné de rang fini est compact.

Soit T ∈ L(E,F ) un opérateur de rang fini. L’opérateur T est continu donc, pour tout x ∈ BE, ||Tx|| ≤
||T ||.Alors, T (BE) est borné dans F et, par conséquent, T (BE) aussi. De plus, Im(T ) est fermé car c’est un
espace vectoriel de dimension finie, d’oùT (BE) ⊂ Im(T ) = Im(T ) . Finalement T (BE) est un fermé borné de
l’espace vectoriel de dimension finie Im(A), c’est donc un compact de Im(A), d’où T ∈ K(E,F ).

.L’espace K(E,F ) est fermé et tout opérateur borné de rang fini est compact. On en déduit le résultat
suivant :

corollaire 2.2 Toute limite dans L(E,F ) d’opérateurs de rang fini est un opérateur compact.
La réciproque est fausse en général mais si F est un espace de Hilbert.

Proposition 2.3 Soit T ∈ K(E,F ).Alors, Im(T ) est fermé si et seulement si T est de rang fini

2.3 Opérateur compact dans un espace de Hilbert

On va donner une caractérisation plus précise de la compacité dans le cadre hilbertien. On a vu au Corollaire
2.2 que toute limite dans L(E,F ) d’opérateurs de rang fini est un opérateur compact.

. La réciproque est fausse en général, mais si F est un espace de Hilbert, on a le résultat

Théorème 2.16 [22] Soit H un espace de Hilbert et T ∈ K(E,H).Alors, il existe une suite (An)n de L(E,H)
d’opérateurs de rang fini, qui converge vers A dans L (E,H) .

Soit n ∈ N fixé ,puisque T (BE) est un compact de H, il existe, kn ∈ N∗ et y1....ykn
∈ H tels que

T (BE) ⊂
kn∪
i=1
BH(yi,

1
n+ 1), (2.1)

où BH(y, r) := {x ∈ H : ||x − y|| < r}.Or Fn := V ect{y1....ykn} est un espace vectoriel de dimension finie,
donc un fermé de l’espace de Hilbert H, d’où H = Fn ⊕ F⊥n .Soit pn ∈ L(H) la projection orthogonale de H sur
Fn.Alors,Tn := pnT ∈ L(E,H) est un opérateur de rang fini puisque

dim(Im(Tn)) = dim(Im(PnT )) ≤ dim(Fn) ≤ kn.

Enfin, pour x ∈ BE ,d’après 2.1, il existe i0 ∈ {1,....kn} tel que

||Tx− yi0|| <
1

n+ 1 .

Mais yi0 ∈ Fn et PnTx est la projection orthogonale de Ax sur Fn donc

||Tx− PnAx|| = dist(Tx, Ln) ≤ ||Tx− yi0|| <
1

n+ 1 .

Il résulte que
x ∈ BE : ||Tx− Tnx|| <

1
n+ 1 .

En revenant à la ddéfinition de la norme d’opérateurs, on trouve ||T − Tn|| < 1
n+1 .

Remarque 2.3 Soit T ∈ L(H). De ce qui précède, les propriétés suivantes sont équivalentes

1. L’opérateur T est adhérent (en norme d’opérateur) à l’espace des opérateurs linéaires bornés de rang fini.

2. L’opérateur T est compact de H dans H.
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Chapitre 3

Opérateur de Hilbert - Schmidt

L’objectif de ce chapitre est de est donné par la famille des opérateur de Hilbert-Schmidt qui ne sont définis
que si l’espace de Hilbert est séparable (ce que nous supposerons dans la suite). Pour les introduire, nous avons
besoin du résultat qui suit.

3.1 Généralités

définition 3.1 [11] soit H un espace de Hilbert séparable, et soit (en)n une base hilbertienne de H. Un opérateur
linéaire T : H → H est un opérateur de Hilbert-Schmidt (ou simplement HS) si

+∞∑
n=1
||Ten||2 ≺ +∞.

Le réel

||T ||HS = (
+∞∑
n=1
||Ten||2) 1

2 ,

s’appelle la norme de Hilbert - Schmidt de l’opérateur T.

Proposition 3.1 On suppose H séparable et on désigne par (en) une base hilbertienne de H. Pour tout élément
T ∈ L(H) ,le nombre (fini ou infini)

|||T |||2 =
+∞∑
n=1
||Ten||2,

ne dépend pas de la base hilbertienne considérée et on a

|||T ||| = |||T ∗|||.

Soit (fn) une autre base hilbertienne de H. On a

+∞∑
P=1
||TeP ||2 =

+∞∑
P=1

+∞∑
q=1
|〈Tep, fq〉|2 =

+∞∑
P=1

+∞∑
q=1
|〈ep, T ∗fq〉|2

=
+∞∑
q=1

+∞∑
p=1
|〈ep, T ∗fq〉|2 =

+∞∑
q=1
||T ∗fq||2,

en particulier, en prenant la même base, on obtient

+∞∑
P=1
||TeP ||2 =

+∞∑
P=1
||T ∗eP ||2,
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CHEBLI Zineb 3.2. CARACTÉRISATION DES OPÉRATEURS DE HILBERT-SCHMIDT

ce qui montre que |||T ||| = |||T ∗||| On en déduit ensuite que |||T ||| ne dépend pas de la base considérée, puisque

+∞∑
P=1
||TeP ||2 =

+∞∑
P=1
||T ∗fp|||2 =

+∞∑
P=1
||Tfp||2.

Proposition 3.2 Si T ∈ L(H,H) est de Hilbert-Schmidt, alors son adjoint T ∗ est aussi un opérateur de
Hilbert-Schmidt.

3.2 Caractérisation des opérateurs de Hilbert-Schmidt

Proposition 3.3 soit T ∈ L(H) un opérateur de Hilbert - Schmidt , on a

1. La norme || · ||HS ne dépendent pas du choix de la base hilbertienne de H.

2. ||T ∗||HS = ||T ||HS.

3. on a toujours, ||T || ≤ ||T ||HS.

Théorème 3.2 [10] Tout opérateur de Hilbert-Schmidt est compact.
Soit (en) une base hilbertienne de H et soit T un opérateur de Hilbert-Schmidt sur H. Pour tout n, on

désigne par Pn l”opérateur de projection orthogonale sur le sous-espace engendré par {e1,e2,..en}., L’opérateur
Tn = TPn est de rang fini égal à n et on a Tnej = Tej , si j ≤ n et Tnej = 0, si j � n+ 1,donc

(T − Tn) ej =
{

0 ,si j ≤ n,
Tej ,si j ≥ n+ 1,

Il en résulte que

||T − Tn||2 ≤ |||T − Tn|||2 =
∞∑

j=n+1
||Tej ||2

Le second membre de cette inégalité tend vers zéro lorsque n tend vers l’infini, puisque c’est le reste d’une série
convergente. L’opérateur A est donc limite d’une suite d’opérateurs de rang fini.

Proposition 3.4 l’ensemble des opérateurs de Hilbert-Schmidt est un idéal bilatèral de L(H) et si T est un
opérateur de Hilbert Schmidt, pour toute base hilbertienne (en) de H, On a

|||T |||2 =
∞∑

i,j=1
|ai,j |2 où ai,j = 〈Tej , ei〉.

Si T est un opérateur de Hilbert-Schmidt et S un élément de L(H),On a

∞∑
j=1
||STej ||2 ≤ ||S||2

∞∑
j=1
||Tej ||2 = ||S||2|||T |||2

L’opérateur ST est donc un opérateur de Hilbert-Schmidt. De même, S∗T ∗ est un opérateur de Hilbert-
Schmidt et il en sera de même de son adjoint TS, ce qui prouve de l’égalité

||Tej ||2 =
∞∑
j=1
|〈Tej,ei〉|2.
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CHEBLI Zineb 3.3. OPÉRATEURS DE HILBERT-SCHMIDT DANS L2

3.3 Opérateurs de Hilbert-Schmidt dans L2

Proposition 3.5 soit T : L2[0, 1] → L2[0, 1] un opérateur linéaire continu.T est un opérateur de Hilbert-
Schmidt ssi il existe une fonction

K : [0,1]× [0,1]→ R, K ∈ L2 ∈ ([0,1]× [0,1])

||T ||Hs = ||k ||L2[0,1],

et telle que pour tout f ∈ L2[0,1]

(Tf )(x) =
∫ 1

0
K(x, y)f (y)dy.

Montrons que tout opérateur intégral dont la fonction K(x,y) est de classe L2 est un opérateur de Hilbert-
Schmidt. Pour simplifier, nous nous plaçons dans l’espace de fonctions réelles.Soit K ∈ L2([0,1]×[0,1]).Choisissons
une base hilbertienne (en)n∈N dans l’espace L2([0,1] ).Alors la famille de fonctions

fi,j(x,y) = ei(x)ej(y)

forme une base hilbertienne de L2([0,1]× [0,1]).On peut donc décomposer K sur cette base :

k(x,y) =
∑
i

∑
j

ai,jei(x)ej(y)

et
ai,j = 〈k,fi,j〉L2([0,1]×[0,1]) =

∫ 1

0

∫ 1

0
k(x, y)ei(x)ej(y)dxdy

=
∫ 1

0
ei(x)(

∫ 1

0
k(x,y)ej(y)dy)dx

=
∫ 1

0
ei(x)(Tej)(x)dx = 〈ei,Tej〉.

D’Après l’égalité de Parseval on a

||k ||2 =
∑
i

∑
j

|ai,j |2 =
∑
j

∑
i

|〈Tej,ei〉|2 =
∑
j

||Tej ||2

Nous avons utilisé dans le dernier calcul l’ égalité de Parseval une deuxième fois,en décomposant chaque vecteur
Tej sur la base (ei) :

∀j ∈ N,
∑
j

=
∑
i

|〈Tej,ei〉|2

Ainsi nous avons montre que pour toute base hilbertienne dans L2([0,1] ) on a∑
j

||Tej ||2 = ||k||2 ≺ ∞

Donc T est un opérateur de Hilbert-Schmidt. Montrons maintenant que tout opérateur de Hilbert-Schmidt est
un opérateur intégral. Soit T un opérateur de Hilbert-Schmidt sur L2 ([0,1]) .Choisissons une base (en)n∈N dans
L2 ([0,1]) . Pour tout j ∈ N on peut décomposer le vecteur Tej sur la base :

Tej =
∑
i

ai,jei,ai,j = 〈Tej,ei〉

Posons
k(x,y) =

∑
i

∑
j

ai,jei(x)ej(x)
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Sachant que T est un opérateur de Hilbert-Schmidt, on a∑
i

∑
j

|aij |2 =
∑
j

(
∑
i

|〈Tej,ei〉|2) =
∑
j

||Tej ||2 ≺ ∞.

Donc K ∈ L2([0,1]× [0,1]) et définit alors un opérateur intégral

(Tkf)(x) =
∫ 1

0
K(x,y)f(y)dy

Montrons que T = TK .Il est évident, par définition des coefficients ai,j et de la fonction K(x,y) que pour i et
pour tout j

〈Tej,ei〉 = ai,j 〈Tkej,ei〉

Donc pour tout j ,Tej = Tkej. Les opérateurs T et Tk cöıncident sur la base hilbertienne (ei). Donc, ils
cöıncident sur le sous-espace dense V ect(ei,i ∈ N) de combinaisons linéaires finies des vecteurs de cette base.
Comme ils sont tous les deux continus ils cöıncident . Donc sur L2([0,1]) on a

T = Tk.

Proposition 3.6 Si T ∈ L(H,H) est de Hilbert-Schmidt, alors son adjoint T ∗ est aussi un opérateur de
Hilbert-Schmidt.

Théorème 3.3 [1] On considère un espace de Hilbert séparable H et un opérateur T ∈ k(H).Soit (en) une base
orthonormée de H. Alors, la suite la suite (Ten) tend vers 0.

On suppose que (Ten) ne tende pas vers 0. Sinon, on pourrait (pour un certain 3b5 > 0) extraire de (en)
une sous-suite (ek(n)) telle que ||T (ek(n))|| � ε pour tout n. Comme T est compact, on peut extraire de (Tek(n))
une sous-suite(notée(Tek(n)) ) convergente. Si on note x sa limite, on a ||e|| � ε. Or, pour tout y ∈ H on a

〈x, y〉 = lim
n→+∞

〈Tek(n), y〉 = lim
n→+∞

〈ek(n), T
∗y〉 = 0.

La dernière égalité ddécoule du fait que pour tout vecteur z ∈ H,la série
∑
n
|〈ek, z〉|2converge alors, son terme

général tend vers 0. En choisissant y = x,on obtient x = 0, ce qui est une contradiction.

3.4 Le théorème de diagonalisation

3.4.1 Le contenu du théorème

On sait que tout opérateur autoadjoint sur Cd est diagonalisable. En dimension infinie, ce résultat peut-
être généralisé aux opérateurs de Hilbert-Schmidt autoadjoints , c’est ce que nous allons étudier dans ce
paragraphe. Comme dans ce qui précède, H désigne un espace de Hilbert sur C.

définition 3.4 [10] (de diagonalisation) : Soit T ∈ L(H,H) un opérateur de Hilbert-Schmidt autoadjoint.
Alors il existe une famille orthonormale finie ou infinie dénombrable ( φn)n∈D composée de vecteurs propres de
T telle que si λn est la valeur propre associée à φn, on a

∀x ∈ H,Tx =
∑
n∈D

λn〈x,φn〉φn (3.1)

(série convergente dans H si D = N∗ et somme ordinaire si D est fini). De plus si l’ensemble {λn ;n ∈ D} est
infini ,on a

∑
n∈D

λ2
n ≺ +∞.

Remarque importantes
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CHEBLI Zineb 3.5. ANNEXE : DÉMONSTRATION DU THÉORÈME DE DIAGONALISATION

1. Comme T est autoadjoint, tous les λn de la formule 3.1 sont des réels d’après le théorème 1.2.4

2. Attention, dans 3.1 les valeurs λn ne sont pas forcément distinctes deux à deux comme on peut le voir sur
l’exemple d’un opérateur diagonal dans une base hilbertienne donnée de H .

3. Toutes les valeurs propres non nulles de T figurent dans la liste des λn(n ∈ D).En effet si λ 6= 0 était une
valeur propre de T n’appartenant pas à {λn ;n ∈ D} et si φ est un vecteur propre associé, alors φ serait
orthogonal à tous les φn(n ∈ D) d’après le théorème 1.2.4 . D’après 3.1on aurait donc Tφ = λφ = 0, ce
qui est impossible.

4. Si x ∈ kerT (i.e.Tx = 0), alors pour tout n ∈ D, 〈x, φn〉 = 0 donc x ∈ (V [φn ;n ∈ D)
⊥

et inversement donc

kerT = (V [φn ;n ∈ D)
⊥
.On obtient ainsi le corollaire suivant

corollaire 3.1 En adjoignant à {φn ;n ∈ D}une base hilbertienne de KerT . On obtient une base hilbertienne
de H dans laquelle l’opérateur T est diagonal.

Remarque 3.1 Si T : H → H est un opérateur de Hilbert-Schmidt auto adjoint,on peut résoudre facilement
les équations de la forme

Tx = y

où y est un vecteur donné d’un espace de Hilbert H. C’est l’une des applications pratiques les plus importantes
du théorème de diagonalisation.

3.5 Annexe : démonstration du théorème de diagonalisation

3.5.1 compacité d’un opérateur de Hilbert-Schmidt :

Lemme 3.1 Si T ∈ L(H,H) est un opérateur de Hilbert-Schmidt et (x(n))n∈N une suite bornée de vecteurs de
H, alors la suite (Tx(n))n∈N admet toujours une sous-suite convergente.

Si H est de dimension finie, le résultat est évident. Supposons donc dim H = +∞,et fixons une base
hilbertienne (φ)n∈N∗ de H. Pourn ∈ N∗

x(n) =
+∞∑
k=1

x
(n)
k φk,

où,x(n)
k = 〈x(n), φk〉 est la coordonnée d’ordre k dex(n)dans la base hilbertienne.

Par hypothèse, on a
sup ||xn||
n∈N∗

= M ≺ +∞.

On notera que pour tout k ≥ 1 (fixé), la suite (x(n)
k )n≥1 est bornée dans C puisque .

|x(n)
k | = |〈x

(n),φk〉| ≤ ||xn||.||φk|| ≤M.

De la suite (x(n)
1 )n≥1on peut donc extraire une sous suite(x(ψ1(n))

1 )n≥1qui converge vers un nombre x1 ∈ C :

|x(ψ1(n))
1 − x1| → 0 (n→ +∞).

De la suite (x(ψ1(n))
2 )n≥1on peut alors extraire une sous-suite (x(ψ2(n))

2 )n≥1qui converge vers un nombre x2 ∈ C :

|x(ψ2(n))
2 − x2| → 0 (n→ +∞).

En poursuivant ainsi par récurrence, pour tout k ≥ 2 il existe une suite croissante d’entiers(ψk(n))n∈N∗ extraite
de la suite(ψk−1(n))n∈N∗et un nombre xk ∈ C,tels que

|x(ψk(n))
k − xk| → 0 (n→ +∞).

les opérateurs de hilbert shmidt 20 CHEBLI Zineb
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Notons que la suite extraite x(ψk(n)) ∈ H est telle que ses k premières coordonnées convergent. Considérons alors
la suite x(ψn(n))qui est extraite de toutes les précédentes. Alors toutes ses coordonnées convergent , précisément
pour tout entier k ≥ 1, on a :

|x(ψn(n))
k − xk| → 0 (n→ +∞).

Attention on ne peut pas en conclure que la suite x(ψn(n))converge dans H mais considérons la suite (Tx(ψn(n))).Le
lemme sera prouvé si on montre que cette suite est de Cauchy dans H. Soit n < m, et pour simplifier les nota-
tions écrivons

an,m
k = x

(ψn(n))
k − x(ψm(m))

k .

Pour tout entier N > 1 fixé, on peut écrire (puisque T est continu)

Tx(ψn(n)) − Tx(ψm(m)) =
+∞∑
k=1

an,m
k Tφk

=
+∞∑
k=1

an,m
k Tφk +

+∞∑
k=N+1

an,m
k Tφk

Mais

||
+∞∑

k=N+1
an,mk Tφk|| ≤

+∞∑
k=N+1

|an,m
k |.||Tφk||

≤

( +∞∑
k=N+1

|an,mk |2
)1/2

.
( +∞∑
k=N+1

||Tφk||2
)1/2

≤ ||x(ψn(n)) − x(ψm(m))||

( +∞∑
k=N+1

||Tφk||2
)1/2

≤ 2M
( +∞∑
k=N+1

||Tφk||2
)1/2

(3.2)

Si on se donne ε > 0, comme T est de Hilbert-Schmidt, on peut choisir un entier N > 1 tel que la quantité 3.2
soit inférieure à ε/2. Pour ce N fixé, il est clair que la quantité ||

∑N
k=1 a

n,m
k Tφk|| peut être rendue inférieure

à ε/2 pour n,m assez grands. Dans ce cas, il en résulte qu’on a aussi ||Tx(ψn(n)) − Tx(ψm(m))|| ≤ ε.Q.E.D.
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Chapitre 4

Applications

Les applications des opérateurs sont très nombreuses et ont recherché plusieurs domaines, tel que les différent
disciplines mathématiques et physique. Dans ce chapitre, nous allons proposer deux exemples d’application des
opérateursHilbert-Schmidt.

4.1 Exemples sur les opérateurs de Hilbert-Schmidt

Exemple 1 (Opérateurs diagonaux)

Soit (en)n∈N∗une base hilbertienne de H et (λk)k∈N∗une suite fixée de nombres complexes telle que
+∞∑
|λk|2

K=1
<

+∞.
Pour tout x ∈ H, posons

Tx =
+∞∑
k=1

λk〈x,ek〉ek.

Alors T est un opérateur de Hilbert-Schmidt sur H et pour tout k ≥ 1,Tek = λkek i.e λk est une valeur
propre et est et ek un vecteur propre associé. Autrement dit la matrice de T dans la base hilbertienne (en) est
diagonale et sa diagonale est composée des coefficients λn.

Exemple 2 (Opérateurs à noyau)

soit k : [a,b] × [a,b] → C (a < b) une fonction continue. Pour toute f ∈ L2([a,b]),on considère la fonction
Kf définie pour t ∈ [a,b] par

(kf)(t) =
∫ b

a

k(t,s)f(s)ds.

Alors K est un opérateur de Hilbert-Schmidt de l’espace de Hilbert L2([a,b]) sur lui même. Donnons quelques
détails :

Pour tout t ∈ [a,b] fixé, notons kt la fonction s → k(t,s). En termes du produit scalaire de L2([a, b]), on
peut écrire

(kf)(t) = 〈kt, f〉. (4.1)

Considérons une base hilbertienne (en)n∈N∗de L2([a, b]).D’après 4.1,on a ||ken||2 =
∫ b
a
|〈kt,en〉|2dt. D’où en
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utilisant le théorème de Fubini-Tonelli
+∞∑
n=1
||ken||2 =

+∞∑
n=1

∫ b

a

|〈kt,en〉|2dt

=
∫ b

a

+∞∑
n=1
|〈kt,en〉|2dt.

Mais
+∞∑
n=1
|〈kt,en〉|2 = ||kt||2 (formule de Bessel-Parseval). Ainsi

+∞∑
n=1
||ken||2 =

∫ b

a

||kt||2dt =
∫ b

a

∫ b

a

|k(t,s)|2dtds < +∞.Q.E.D (4.2)
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Conclusion

En conclusion, que L’étude des opérateurs Hilbert-Schmidt une partie importante en analyse fonctionnelle
spécifiquement hilbertienne. Dans ce travail, nous donne les propriétés générales des opérateurs linéaires dans
un espace normé :spectre, adjoint, opérateurs auto-adjoints, opérateurs de projection orthogonale,..., etc.

Parmi tous les opérateurs continus dans un espace de Hilbert, on distingue dans le deuxième chapitre une
classe importante d’opérateurs, dont les propriétés sont les plus proches de celles des opérateurs linéaires dans
un espace de dimension finie. C’est la classe des opérateurs compacts, appelés encore opérateurs complètement
continus .Dans ce chapitre, on vu que lorsque l’opérateur compact est en plus auto-adjoint (non nul), son spectre
ne peut être réduit à 0 et qu’un tel opérateur est diagonalisable.

En fin, on prend deux exemples comme une applications d’opérateur Hilbert-Schmidt.
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[9] H. Chebli. Analyse Hilbertienne, Centre publication universitaire,Tunis, 2001.

[10] I. Chalendar, Analyse fonctionnelle et théorie des opérateurs, 2011.
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Résumé  

Dans ce mémoire, nous avons intéresse en particulier à l'étude d'une 

classe importante des opérateurs linéaires bornés, qui s'appelle 

l'opérateur  de  Hilbert-schmidt . 

Où nous avons commencé par quelques préliminaires sur les opérateurs 

linéaires bornés, et on a donné quelques classes des opérateurs . Nous 

avons introduit les notions fondamentales. Ensuite, on présente la 

définition d'opérateur compact et on a donné quelques  propriétés 

principales. 

En fin, on a conclut par introduire le théorème de diagonalisation  d'un  

opérateurs de Hilbert-Schmidt et on a donné quelques exemple. 

Mots clés: Espace de Hilbert, Opérateur linéaire borné, compact, adjoint 

d’un opérateur 

 ملخص

تسمى التي بدراسة صنف هام من أصناف المؤثرات الخطية المحدودةقمنا المذكرة  هذه في  

 المحدودة، الخطيةالمؤثرات  الأولية حولعريفات الت ببعض بدأنا حيثشميدت  هيلبرت عامل

المؤثرات  حول ات تعريفانطلقنا لبعض بعض اصناف المؤثرات وخصائصها ثم  قدمنا وقد

.المتراصة وبعض الخواص الاساسية   

.الأمثلة  بعض وأعطينا شميدت هيلبرت لمشغل القطر نظرية بتقديم اختتمنا أخيرًا،  

Abstract 

In this memory, we had particularly interested in the study of an 

important Where we started with some preliminaries on bounded linear 

operators, and we gave some classes of operators. We introduced the 

fundamental notions. Then we present the definition of compact operator 

and we give some main properties. 

Finally, we conclude by introducing the diagonalization theorem of a 

Hilbert-Schmidt operator and we give some examples. 

Keywords : Hilbert space, bounded linear operator, compact, adjoint of 

an operator. 
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