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Introduction

L’analyse fonctionnelle est une branche en mathématiques qui étudie les espaces des fonctions et les opérateurs
définis sur ces espaces, elle apparait au début de vingtaine siecle, et malgré sa naissance récente, elle est devenue
omniprésente dans toute les branche mathématiques (voir [1, 2, 11] et [13, 18, 22] ).

L’étude de la théorie des opérateurs occupent la grande intérét dans la branche d’analyse fonctionnelle car
elle généralise la notion des fonctions et aussi généralise plusieurs concepts d’algebre linéaire aux espaces de
dimensions infinies (voir [19], [21] et [32]).

Les opérateurs se décompose en quatre type linéaires et non linéaires, bornés et non bornés. Elle joue un role
essentiel dans la résolution des équations aux dérivés partielles et intégro-différentielles [5],[10], ainsi son intérét
apparait clairement dans le domaine de traitement de signal et d’images. La théorie des opérateurs linéaires d’un
espace de Hilbert vers autre constitue un lieu de rencontre privilégié pour diverses disciplines des mathématiques
[12),[22] et [24].

Les opérateurs linéaires continus d’un espace vectoriel de Hilbert vers autre forment une classe assez particuliere
des opérateurs linéaires d’un espace vectoriel normé vers autre (voir [3],[6],[20] et [10]).

Dans ce mémoire, nous allons traiter quelques notions et applications et propriétés structurelles des opérateurs
Hilbert-Schmidt

Ce mémoire est composé en quatre chapitres :

Dans le premier chapitre,nous rappelons quelques définition les notions de ’analyse fonctionnelle, les
espaces métrique,l’espace de Hilbert...espace de Banach,et nous présentons les notations sur les opérateurs
bornés,opérateur linéaire nous avons étudie quelques l'inverse, I’adjoint d’opérateur et spectre d’un opérateur.

Dans le deuxiéme chapitre

On donne la définition et les propriétés élémentaires des opérateurs compacts. Ensuite on étudie les propriétés
spectrales des opérateurs compacts. Le cadre est celui des espaces de Banach.

Dans le troisieme chapitre

On présente la définition et des propriétés trés importants pour quelques classes d’opérateurs compacts :
opérateurs de Hilbert-Schmidt le dans le cadre d’un espace de Hilbert.

Dans le dernier chapitre

Nous allons proposer deux exemple d’application des opérateurs Hilbert-Schmidt.
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Notation
L(E,F) L’ensemble des applications linéaire de FE dans F'.

H Espace de Hilbert complexe linéaires définies sur H.
B(H) L’espace d’opérateurs linéaire bornés définies sur H.
L(E,F) L’ensemble des opérateur linéaires continus de E dans F.
C(la,b]) L’espace des fonction continus sur [a,b].
Ct([a,b]) L’espace des fonctions contintiment dérivables n-fois, sur[a,b].
L?([a,b]) L’espace des fonctions de carrées intégrables sur [a,b] i.e f; |f(z)]2dx <
I2(R) L’espaces des suites réelles (z,,),, ,vérifiant > >~ |2,] < oo.
71! L’inverse de 'opérateur T'
T L’adjoint de 'opérateurs T
Im(T) L’image de lopérateur T
ker(T') Le noyau de l'opérateur T
D(T) Le domaine de l'opérateur T

k(E),k(E,F) Les espace des opérateurs compacts de F,ou deE dansF.
La fermeture de 'opérateur 7.

- N

Produit scalaire.

CHEBLI Zineb 5 les opérateurs de hilbert shmidt



Chapitre 1
Rappels et notions fondamentales

L’objectif de ce chapitre est de rappeler I'essentiel des notions et résultats fondamentales utilisés tout au

long de ce travail.

1.1 Espaces fonctionnels

définition 1.1 [/1] (Espace vectoriel normé) Soit E un espace vectoriel sur le corps K = R ou C, on
appelle norme sur U'espace E toute application notée || - || définie sur E d valeurs dans dans R, vérifiant pour

tout x,y dans E et o dans k
i) ||| =0 siseulement si x = 0.
ii) |Jaz|| = |a|z|] (homogénéité).
iii) ||z +yl| < ||z||+ ||ly]| (inégalité triangulaire).
Tout espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace vectoriel normé.

définition 1.2 [/0] (Espace métrique complet) On dit que E est un espace métrique complet si toute suite

de Cauchy de E converge dans E.

définition 1.3 [/, 10, 15] (Espace de Banach) Tout espace vectoriel normé complet est appelé espace de
Banach.
définition 1.4 [12, 13] (Produit scalaire) Soit E un espace vectoriel sur R, un produit scalaire sur R est

application de E x E dans R, notée (-,-) possédant les propriétés suivantes pour tout z,y,z dans E et «,f dans

R ona:
1. (xx) = mphque z=0.
2. (z,x) >
3. (zy) = <y ).
4. (ax + By,2) = alz,z) + B{y,z).

définition 1.5 [/1] (Espace de Hilbert) On appelle espace de Hilbert ou espace hilbertien tout espace préhilbertien

complet.

définition 1.6 [2, /1] (Espace L*(2)) Soit Q un ouvert de R"™. On désigne par L*(Q) des fonctions intégrable
sur  a valeur dans R, on pose
17l = [ 15 @
Q
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définition 1.7 [11, 15, 22] (Espace LY (2)) Soit 1 < P < +o00. On pose

LP(Q) = {f : Q = R, f mesurable et |f(x)|P € L*(Q}

il =Wl = ( [ s )

Sip =400, on a L>®(Q) est l’espace des fonctions mesurable f : Q@ — R, vérifiant

muni de la norme

ol

de > 0 telle que |f(x)| < ¢, p.p.sur Q

La norme est notée par
Al = |l flloc = inf{c >0, |f(z)] < c p.p sur Q}.

1.2 Notions sur les opérateurs

1.2.1 Les opérateurs linéaires bornés

définition 1.8 [/1] (Opérateur linéaire) Soient E et F' deux espace vectoriels, on appelle opérateur linéaire
de D(T) C E dans F toute application

T:D(T)CE — F,(D(T) est le domaine de T,

qui vérifie les conditions suivantes :
1. Condition additive
Va,y € D(T) on a T(x +y) =T(x) + T(y).

2. Condition homogeéne
Ve e D(T),A €k = (R ou C) on a T(\x) = A\T(x).

définition 1.9 [0, 11, 19] (Noyau et image d’opérateur)
— L’ensemble
kerT = {x € D(T),Tx = 0}

est appelé noyau de Uopérateur T , et aussi noté parfois N(T).
— L’image de lopérateur A défini par
ImT ={Tz,z € D(T)},

et aussi noté parfois R(A).

définition 1.10 /10, 11, 15] (Produit d’opérateurs) Soient A et T deux opérateurs linéaires, A € L(E,E1)
et T € L(E1,E3). On définit Uopérateur TA Comme lopérateur linéaire de E dans Eo par

(TA) (x) =T (Azx) Yz € D(TA),

tel que
D(TA)={x e D(T), Az € D(T).

définition 1.11 [7/] (Opérateur continu) Soient E et F' deuz espaces normés. Un opérateur linéaire T de
E dans F est dit continu au x¢g € E, si pour tout voisinage V' du point yo = T'xg il existe un voisinage U du

point xg tel que Tx € V, dés que x € UNE. L'opérateur T est dit continu, s’il est continu en tout point x € E.

définition 1.12 /22, 2/] (Opérateur borné)

CHEBLI Zineb 7 les opérateurs de hilbert shmidt
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Soient E, F' deux espaces normés, un opérateur linéaire 1" de E dans F' est dit borné, s’il est défini partout

dans E (i.e. D(T) = E) et transforme tout ensemble borné dans F en un ensemble borné dans F'.

définition 1.13 /2, 5, 10] Un opérateur linéaire T défini sur E dans F et dit borné s’il existe une constante
positive ¢ > 0, tell que
ITz||p < cllzl|e- (1.1)

Proposition 1.1 tout opérateur linéaire continu est borné.

définition 1.14 [70, 18] (Norme d’un opérateur) Le plus petit des nombres Cvérifient l'inégalité S appelle
norme de lopérateur T et se note ||T|| i.e

Tl = inf{c>0Ve € E, [|Tz|| < cflx][}

Proposition 1.2 [11] Pour tout opérateur borné T € L(E,F) on a

||T'|] = sup = sup||Tz|[r = sup||Tz|[r
||zl 2]|=1 2] <1
x#0 240

Voir [26].

1.2.2 Inverse d’un opérateur

définition 1.15 [2/] (Inversibilité) Soient E et F' deux espaces normés, T € L(E,F'). L'opérateur T est dit

inversible,si définition 77 pour tout y € F ’équation
Tr =y.
a une solution et une seule.
définition 1.16 [/1, 21, 2/] On dit que T € L(E,F) est inversible s’il est bijectif et si son inverse est continu.
définition 1.17 (Opérateur inverse)

définition 1.18 [2] On dit que T € L(E,F) est inversible s’il existe A € L(E,F) tel queTA = I et AT = Ip.

Vopérateur A (lorsqu’il existe) est unique. On Uappelle l'inverse de T et note parT 1.

1.2.3 Adjoint d’un opérateur

Soient H et H' des espaces de Hilbert. On va généraliser la notion d’adjoint d’une application linéaire de C?

dans lui méme, qu’on étudie généralement en L

définition 1.19 [5] Soit T € L(H,H'). Alors il existe un unique opérateur T* € L(H ,H) tel que

Vee H,Vye H (Tz,y) y = (&,T"y)u.
L’opérateur T* s’appelle 'adjoint de T'.
définition 1.20 /5] SiT € L(H,H) est tel que T = T*, On dit que l'opérateur T est autoadjoint (ou hermitien
).
Proposition 1.3 (Propriétés de l’adjoint) :
1. VT € L(H,H'), on a
(T7) =T et||T7|] = ||T]].

2. SiT e L(HH) et Ac L(H ,H),alors
(AoT)* =T* o0 A*
3. VT, 15 € E(H,H/) et tout A, p € C, on a
(AT} + pTo)* = Xy + Ty .

les opérateurs de hilbert shmidt 8 CHEBLI Zineb
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1.2.4 Vecteurs propres et valeurs propres d’un opérateur autoadjoint

Les opérateurs autoadjoints ont des propriétés particulierement importantes que nous allons maintenant
examiner.
Soit H un espace de Hilbert et T' € L(H,H) un opérateur.

Théoréme 1.21 [15] (Norme d’un opérateur autoadjoint) Si T est autoadjoint (i.e.T =T*), alors

T[] = sup[(T'z,)]-
ll|l=1
définition 1.22 [//] On dit qu’un nombre X € C est une valeur propre de T s’il existe un vecteur x € H ,

x #£ 0, tel que Tx = Ax. Un tel vecteur x est alors appelé vecteur propre associé a la valeur propre A.

Remarque 1.1 Soit A\ une valeur propre de T'. Alors l’ensemble Vyde tous les vecteurs (incluant le vecteur0)(qui
n’est pas un vecteur propre par définition) x € H tels que Tax = A\x est un sous-espace fermé de H. On lappelle

le sous-espace propre associé a la valeur propre .

Théoréme 1.23 [11] Si T est autoadjoint, les valeurs propres de T sont réelles et les vecteurs propres corres-
pondant a des valeurs propres distinctes sont deux & deux orthogonauz (Autrement dit les sous-espaces propres
Vaiet Vg correspondant a des valeurs propres A1 # A2). Dans le cas de la dimension finie, on déduit le résultat

bien connu suivant

corollaire 1.1 SidimH < +oo et siT € L(H,H)est autoadjoint, alorsT est diagonalisable Pour la démonstration

on a besoin du lemme suivant que nous signalons car il est trés utile en général .

Lemme 1.1 Soit T € L(H,H) un opérateur et soit V. un sous-espace vectoriel fermé de H invariant par T

(i.eNx € V,Tz € V). Alors le sous-espace V*est invariant par l’adjoint T*.

1.2.5 Matrice d’un opérateur dans une base hilbertienne
Soit H un espace de Hilbert séparable et (e, )nen+ une base hilbertienne de H. SoitT un opérateur de H
dans lui méme. Pour tout 7 > 1, on peut écrire

+oo

Tej = Z<T6j ,67;)61'.

Jj=1

Nous allons voir que les coefficients a, ; := (Te;,e;) ((¢,7) € N* x N*) déterminent entierement I’'opérateur

T:
— I
Pour tout @ € H, posons z; = (z,¢;),0n a alors x = » .7 zje; et
+oo
Ty = ijTej
=1

car lopérateurT est continu. D’autre part, la décomposition deT'z sur la base hilbertienne (e,) donne

+oo

Tr = Z(Tx,ei>ei,

j=1

grace a la continuité du produit scalaire, on a
“+oo —+oo
<TSC,€¢> = Zl’j <T€j,€1‘> = ijai’j (12)
j=1 j=1

on a donc
+oo 400

Tx = Z(Z @i ;25)e€;.

i=1 j=1

CHEBLI Zineb 9 les opérateurs de hilbert shmidt
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La formule 1.2 montre alors que le i-iéme coefficient (de Fourier) deT'z sur la base hilbertienne (e,,), s’obtient
comme en dimension finie en faisant le <produit> de la i-ieme ligne de la matrice (a; ;) par la colonne des
coefficients de Fourier de z.

définition 1.24 [//] La matrice A = (a;;)@ jen-xn=) @ une infinité de lignes et de colonnes, est appelée
matrice de UopérateurT dans la base hilbertienne (ey).On notera que puisque a;; =< Te;, e; >, la j-iéme

colonne de la matrice A est constituée des coefficients du vecteur Te; comme en dimension finie.

Remarque 1.2 Nous ne développerons pas le calcul matriciel en dimension infinie car il présente certaines

difficultés techniques liées essentiellement a des problémes de convergence de séries.

les opérateurs de hilbert shmidt 10 CHEBLI Zineb



Chapitre 2
Opérateurs compacts

Parmi tous les opérateurs continus dans un espace de Hilbert,on peut distinguer une classe importante
d’opérateurs, dont les propriétés sont les plus proches de celles des opérateurs linéaires dans un espace de

dimension finie. C’est la classe des opérateurs compacts, appelés encore opérateurs complétement continus

2.1 Définitions fondamentales des opérateurs compacts

2.1.1 Ensembles compacts

définition 2.1 [5] Soit E un espace topologique séparé. Un sous-ensemble F est dit compact si de tout recou-
vrement ouvert de F on peut extraire un sous recouwvrement fini. Cela veut dire que, toute famille {Vy,j € J}

d’ensembles ouverts dont la réunion contient F' admet une sous-famille finie :
{Vj(k),j(k) e J,k= 1,2...,n} dont la réunion contient .

La définition suivante est plus commode lorsque E est un espace métrique, cas dans lequel nous nous plagons

dans la suite.

définition 2.2 [11] Soit E un espace métrique. Un sous-ensemble F' de E est compact si toute suite d’éléments

de F', contient une sous-suite convergente vers un élément de F.

2.1.2 Ensembles relativement compact

définition 2.3 [13] (ensembles relativement compact) Un sous-ensemble F' de E est relativement com-
pact si son adhérence F est compacte. Le sous-ensemble F est dit précompact si son complété est compact.

FEvidemment, lorsque E est lui-méme complet, les deuxr notions sont équivalentes

définition 2.4 [10] Soit E un espace de Hilbert et T un endomorphisme de E. On dit que T est compact s’il
transforme tout sous-ensemble borné de E en un ensemble relativement compact. En d’autres termes, T est un

opérateur compact si, pour toute suite bornée (x,,) dans E, la suite (Tx,) contient une sous-suite convergente.

2.1.3 Opérateurs linéaires compacts

définition 2.5 [2] Soit T un opérateur linéaire d’un espace normé E dans un espace normé F, on dit que

T est un opérateur compact s’il envoie tout ensemble borné G dans E a un ensemble relativement compact

T(G) dans F' Autrement dit, la fermeture T(G) est compacte.

. L’ensemble des opérateurs compacts de E dans Fest noté K(E,F). Si E = F alors, on note K(E).

11



CHEBLI Zineb 2.1. DEFINITIONS FONDAMENTALES DES OPERATEURS COMPACTS

2.1.4 Critére de compacité

Théoréme 2.6 [19] Un opérateur linéaire T : E — F est compact si et seulement si pour toute suite bornée

T, de E, la suite Tz, contient une sous suite convergente de F'.
1l suffit d’appliquer les définitions d’un ensemble borné et un ensemble relativement compact.
Théoréme 2.7 [1, 12] Tout opérateur compact est borné, c’est-a-dire que l’on a Uinclusion K(E) C L(E).

Soit T un opérateur compact dans E. L’image de la boule unité de E est un ensemble relativement compact,
donc borné. Il existe, alors, une constante M > 0,tel que

[Tyl < MYy € E, |ly]| <1

On en déduit que
[Tz]] < M||lz||.Vz € E

Lopérateur T est donc continu et sa norme est majorée par M.

Remarque 2.1 La réciproque de ce théoréme n’est pas vraie en général. Les opérateurs compacts sont trés
particuliers , par exemple si E est de dimension infinie, ’identité n’est pas un opérateur compact , puisque
cela entrainerait evistence d’un voisinage de lorigine relativement compact dans E et par suite E serait de
dimension finie.

En revanche, si E est de dimension finie, tout opérateur linéaire dans E est compact, puisque si F' est un

sous-ensemble borné de E, son image T(F) est bornée et donc son adhérence T(F') est compacte.

Proposition 2.1 SiT est un opérateur linéaire de E dans F, alors, les assertions suivantes sont équivalentes
1. T e K(K,F)

2. Pour toute suite bornée (x,,) de E , la suite T'(x,), admet une sous suite convergente dans F.

On suppose que T soit compact et on considére une suite bornée quelconque (xy,)n. Si on pose a = sup||x,||
n

Lalors la suite T'(xy)n est contenue dans Uensemble T(Bg(0,a)).Or T(Bg(0,®)) est relativement compact, on

peut alors extraire de T(xy,), une sous suite convergente. Soient maintenant M une partie bornée de E et (yn)n

une suite d’éléments de T(M).existe alors une suite (z,) » d’éléments de T(M) telle que

1

Hzn 7yn|| S 57

Par hypothése, la suite (z,) n, admet une sous suite convergente, la suite (yn)n Il s’en suit que T(M) est

relativement compact. D’ou, T est compact.

Théoréme 2.8 [11, 10] Une combinaison linéaire T = oTy + BTy des opérateurs compacts est un opérateur

compact.
Soit {@p Yune suite borné de E soit {T'p,} une suite de F, alors
Ton(z) = aTron(x) + BTopn(x), avec v, € E,n € N

Tyet Ty étant compacts, on peut extraire de{Tip,} et de {Tapn} deux sous suites convergentes qui donne par

leur somme une sous suite convergente de Ty, (x),donc T est compact.

Théoréme 2.9 [11] Le produit AT de deux opérateurs bornés A et T est compact si l'un des opérateurs A ou
Test compact.

les opérateurs de hilbert shmidt 12 CHEBLI Zineb



CHEBLI Zineb 2.1. DEFINITIONS FONDAMENTALES DES OPERATEURS COMPACTS

Soit {pn} un suite bornée de E, alors si T est un opérateur borné la suite Ty (z) est aussi bornée, et
de la compacité de lopérateur T il existe une sous suite de A(T'p,(x)) qui converge, ce qui implique que AT
est compact. D’autres part si T est compact, on peut extraire de la suiteTp,(x) une sous suite convergente
Tonm (), et de la continuité de l'opérateur A car il est borné la suite A(Ty ) (x))converge, ce qui implique
que AT est compact.

Théoréme 2.10 [2] Soit E un espace normé et F' un espace de Banach, et soient {T},} une suite d’opérateurs

compacts de E dans F', convergente en norme vers l'opérateur linéaire T' de E dans F.

lim ||T,,_T|| = 0.

n—-+o0o

Alors T et compact.

Soit {on} une suite bornée de E, Uopérateur Ty étant compact, on peut extraire de la suite {T1p,} une sous
suite convergente : soit{ypl} une sous suite de{ ¢, } telle que, extraire de la suite{TipL} soit convergente. De
la méme facon, on peut extraire de la suite {Topl} une sous suite convergente, car Ty est compact :soit {p2}
une sous suite de {pL} telle que,la suite la suite {Tap?} soit convergente. Remarquons que, la suite {T1¢?%} est
une sous suite de la suite convergente {TypL} qui a son tour convergente. En raisonnant de la méme fagon,
pour les opérateurs T...T...Tp...,on détermine les suite {oL},..{02},.....{¢L},... 11 est a remarquer que la suite
{@P} est une sous suite de toutes les suites qui lui précédent et que les suites {TrpP} sont convergentes pour
(k=1,2,...p) Comme lespace Y est complet, pour la compacité de lopérateur T il suffit de montrer que la suite
{T¢P} est une suite Cauchy, alors

1Teh = Topll <NTeh = Taghll + [[Tneh, = Tuwill + [T, — Tor |l

_E

3M°
P > N etq> N,on ala relation ||T,oh —Toeh|| < § carla suite {T,¢h} est convergente. Dans ces conditions,

Soit ||lon|l < M ,choisissons n de sorte que l'on a ||A— A,|| < ensuite choisissons N tel que, pour tous les

on aura pour tout p et q suffisamment grands.

[ Teh —Tel|l <e.

Théoréme 2.11 [10] Soit T un opérateur borné de E dans F , d image T(E) dimension finie Alors T est

compact.

En effet, car Uopérateur T transforme tout ensemble borné G de E d un ensemble borné T'(G) dans un espace

de dimension finie T(E) ce qui implique que T(G) est précompact.

Théoréme 2.12 [158] L'opérateur identique I de E dans E est compact si et seulement si E est de dimension

finie.

Soit @1un élément de E, tel que ||o1]| = 1, alors G1 =span{p1} est un sous espace fermé de E car Gyest
de dimension finie. D’aprés le lemme il existe un élément s € E ||pa|| = 1 et |[o1 — p2|| > & Prenons une
deuziéme fois le sous espace fermé Go =span{p1,p2} , il existe alors un élément ps € E avec ||ps]| = 1,

llor — @3] > 1 et |lp2 — @3|| > 1.0n répéte la méme procédure jusqu’a l'obtention d’un suite{p,} vérifiant

llenll =1, et ||on — om|| > &, pour tout m # n, Il est d remarquer que cette suite {p,} est bornée mais elle ne

contient aucune sous suite convergente. C.Q.F.D.

corollaire 2.1 La boule unité B(0,1) dans un espace de dimension infinie n’est pas compact. En effet, il suffit
d’appliquer le théoréme 2.12 car la boule unité B(0,1) est sa propre image dans l’espace X de dimension infinie

par lopérateur identique
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CHEBLI Zineb 2.2. OPERATEURS DE RANG FINIE

Théoréme 2.13 [2] (Théoréme d’Ascoli) Soient (I,d) un espace métriqgue compact et (X,dl) un espace
métrique complet. Alors, une partie H de C(I,X) est relativement compacte pour la topologie de la convergence

uniforme si et seulement si les deur conditions suivantes sont satisfaites :

1. H est équicontinue, i.e.:
Vo € IVe > 0,30 > 0/Vf € HYy € I(d(z,y) <) = (d (f(z),f(y)) < &)).
2. Pour tout x € I, ’ensemble H(x) = {f(z),f € H} est relativement compact.

Exzemple 2.1 Soit E = C([0,1],k).Lopérateur de Volterra T : E — F défini

VfeEAf(z)= /01‘ f@®)dt vz € 10,1],

est compact.
On va utiliser le théoréme d’Ascoli avec I = [0,1] et X = k.On pose H = T(Bg).Soit f € Bg, pour tous

z,y €[0,1], on a
, f(t)d
|/0 (t)dt|

|z —yl[| flloo
|z —yl.

Tf(x) =Tf(y)l

IN

IN

D’ou, on a
Ve elIVe>030=ec>0/Vf e BgVyel,(lx—y|l<d)=(Tflx)—Tf(y)| <e).

Autrement dit, l’ensemble H est équicontinu. De plus, pour tout x € [0,1], H(x) est une partie de k donc si

H(x) est bornée alors, H(x) est relativement compacte. Or, pour tout x € [0,1], on a

Vf € Bp:|Tf@) < / |F(1)]dt
< foHoo
< z<l1.

Les conditions du théoréme d’Ascoli sont satisfaites, il s’en suit que T est compact.

Théoréme 2.14 [11] (Théoréme de Riesz)
Soit E un espace vectoriel normé Alors, la boule unité fermée de E est compacte si et seulement si E est de
dimension finie.

Remarque 2.2 (a) Il résulte du théoréme de Riesz que Uapplication identité sur E est compacte si et seulement
si E est de dimension finie.

(b) Si E et F sont de dimensions infinies, le théoréme de Riesz entraine que si T € L(E, F)est inversible alors,

T n’est pas compact.

2.2 Opérateurs de rang finie

définition 2.15 [5] Soit T € L(E,F).On dit que T est un opérateur de rang fini si Im(T) est de dimension
finie.

Exzemple 2.2 Soient E := LP(]0,1[,R) et T lopérateur défini sur E par
1
Vfe ETf(x):= / zy(1 — zy) f(y)dy,Vz €]0,1].
0

Alors, T est d valeurs dans F := Rax| (espace des polynémes d coefficients réels de degré .Comme F' est de
dimension finie, 'opérateur T est de rang fini.
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CHEBLI Zineb 2.3. OPERATEUR COMPACT DANS UN ESPACE DE HILBERT

. L’ensemble des opérateurs de rang fini de E dans F sera noté Ko(E).
Proposition 2.2 Tout opérateur borné de rang fini est compact.

Soit T € L(E,F) un opérateur de rang fini. L’opérateur T est continu donc, pour tout x € B, ||Tz|| <

[|T||.Alors, T(Bg) est borné dans F' et, par conséquent, T(Bg) aussi. De plus, Im(T) est fermé car c’est un

espace vectoriel de dimension finie, d’o0T(Bg) C Im(T) = Im(T) . Finalement T(Bg) est un fermé borné de
lespace vectoriel de dimension finie Im(A), c¢’est donc un compact de Im(A), d’ov T € K(E,F).
.L’espace K(E,F) est fermé et tout opérateur borné de rang fini est compact. On en déduit le résultat

suivant :

corollaire 2.2 Toute limite dans L(E,F) d’opérateurs de rang fini est un opérateur compact.

La réciproque est fausse en général mais si F est un espace de Hilbert.

Proposition 2.3 Soit T € K(E,F).Alors, Im(T) est fermé si et seulement si T est de rang fini

2.3 Opérateur compact dans un espace de Hilbert

On va donner une caractérisation plus précise de la compacité dans le cadre hilbertien. On a vu au Corollaire

2.2 que toute limite dans L(E,F) d’opérateurs de rang fini est un opérateur compact.

. La réciproque est fausse en général, mais si F' est un espace de Hilbert, on a le résultat

Théoréme 2.16 [22] Soit H un espace de Hilbert et T € IC(E,H).Alors, il existe une suite (Ay)n de L(E, H)

d’opérateurs de rang fini, qui converge vers A dans L (E,H).

Soit n € N fizé ,puisque T(Bg) est un compact de H, il existe, k, € N* et yy....yr, € H tels que

k'ﬂ 1
T(Bg) C UB iy ———
(Br) i=1 1y n+1

) (2.1)

ot By(y,r) :={x € H: ||lv —y|| <r}.OrF, = Vect{yr....yr, } est un espace vectoriel de dimension finie,
donc un fermé de lespace de Hilbert H, d’ou H = F,, ® F:-.Soit p, € L(H) la projection orthogonale de H sur
FE,.Alors,T,, .= p,T € L(E,H) est un opérateur de rang fini puisque

dim(Im(T,)) = dim(Im(P,T)) < dim(F,) < k.
Enfin, pour x € Bg,d’aprés 2.1, il existe ig € {1,....k,} tel que

1
Tx — yol| < ——.
1T = yioll < —
Mais y;0 € Fy, et P,Tx est la projection orthogonale de Ax sur F, donc

1
Tx — P, Az|| = dist(Tx, L) < ||T2 — yio| < —— .
T~ PoAal| = dist(Tz, L) < [T ~ yaol| < ——

1l résulte que

1
Bg : ||[Tx — T, _
x € Bg : ||Tx nac||<n+1

En revenant d la ddéfinition de la norme d’opérateurs, on trouve ||T — Tp,|| < H%H
Remarque 2.3 Soit T € L(H). De ce qui précéde, les propriétés suivantes sont équivalentes

1. L’opérateur Test adhérent (en norme d’opérateur) a Uespace des opérateurs linéaires bornés de rang fini.

2. L’opérateur T est compact de H dans H.
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Chapitre 3

Opérateur de Hilbert - Schmidt

L’objectif de ce chapitre est de est donné par la famille des opérateur de Hilbert-Schmidt qui ne sont définis
que si lespace de Hilbert est séparable (ce que nous supposerons dans la suite). Pour les introduire, nous avons

besoin du résultat qui suit.

3.1 Généralités

définition 3.1 [11] soit H un espace de Hilbert séparable, et soit (e,,),, une base hilbertienne de H. Un opérateur
linéaire T : H — H est un opérateur de Hilbert-Schmidt (ou simplement HS) si

+oo
Z [|Ten|? < +oo.
n=1
Le réel
+o00 .
1Tlls = (Y |1 Tenl*)?,
n=1
s’appelle la norme de Hilbert - Schmidt de l'opérateur T.

Proposition 3.1 On suppose H séparable et on désigne par (e,) une base hilbertienne de H. Pour tout élément
T € L(H) ,le nombre (fini ou infini)

+oo
ITI1* =D I Teall?,

n=1

ne dépend pas de la base hilbertienne considérée et on a
T = T/

Soit (frn) une autre base hilbertienne de H. On a

+00 +o00 400 +00 +oo
D Terl? = > > [Tep full =D 3 ep T°fo)”
P=1 P=1qg=1 P=1qg=1
400 +00
= D> Hen T f) Z||T*fq|\2
q=1p=1

en particulier, en prenant la méme base, on obtient

+oo

> [ Tepl]® = ZHT*ePH2

P=1
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CHEBLI Zineb 3.2. CARACTERISATION DES OPERATEURS DE HILBERT-SCHMIDT

ce qui montre que |||T||| = |||T*||] On en déduit ensuite que |||T||| ne dépend pas de la base considérée, puisque
+oo +oo —+oo
Y oNTerl? =Y N HllIP =D IThI1P
P=1 P=1 P=1

Proposition 3.2 Si T € L(H,H) est de Hilbert-Schmidt, alors son adjoint T* est aussi un opérateur de
Hilbert-Schmidt.

3.2 Caractérisation des opérateurs de Hilbert-Schmidt

Proposition 3.3 soit T € L(H) un opérateur de Hilbert - Schmidt , on a

1. La norme || - ||us ne dépendent pas du choiz de la base hilbertienne de H.
2. |T*[|as = |ITms-

3. on a toujours, ||T|| < ||T||ms-

Théoréme 3.2 [10] Tout opérateur de Hilbert-Schmidt est compact.

Soit (en) une base hilbertienne de H et soit T un opérateur de Hilbert-Schmidt sur H. Pour tout n, on
désigne par P, 1”opérateur de projection orthogonale sur le sous-espace engendré par {ey,ea,..en}., L'opérateur
T, = TP, est de rang fini égal a n et on a Tre; =Te; , sij<netT,e; =0, sij>n+1,donc

0 st j<n,
Te; ,s1 j>n+1,

(T—Tn)eg:{

1l en résulte que

1T = Tll? < IT = Tulll® = D [1Teyl?

Jj=n+1
Le second membre de cette inégalité tend vers zéro lorsque n tend vers l'infini, puisque c’est le reste d’une série

convergente. L’opérateur A est donc limite d’une suite d’opérateurs de rang fini.

Proposition 3.4 'ensemble des opérateurs de Hilbert-Schmidt est un idéal bilatéral de L(H) et si T est un
opérateur de Hilbert Schmidt, pour toute base hilbertienne (ey,) de H, On a

o
TP =D lai|* ot aij = (Tej, es).
ig=1
Si T est un opérateur de Hilbert-Schmidt et S un élément de L(H),0On a
D lISTeyll> < [ISIPY _IITesl1* = ISIPI|T )2
j=1 j=1

Lopérateur ST est donc un opérateur de Hilbert-Schmidt. De méme, S*T* est un opérateur de Hilbert-

Schmidt et il en sera de méme de son adjoint TS, ce qui prouve de l’égalité

1Te; | = [(Teje) .
j=1
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CHEBLI Zineb 3.3. OPERATEURS DE HILBERT-SCHMIDT DANS L2

3.3 Opérateurs de Hilbert-Schmidt dans L?

Proposition 3.5 soit T : L?[0,1] — L?[0,1] un opérateur linéaire continu.T est un opérateur de Hilbert-

Schmidt ssi il existe une fonction
K:[0,1]x[0,1]] = R, K € L? € ([0,1] x [0,1])

T [lzs = 1k l|z2(0,1),
et telle que pour tout f € L?[0,1]

(Tf )(x) = / K(z.9)f (y)dy.

Montrons que tout opérateur intégral dont la fonction K(z,y) est de classe L? est un opérateur de Hilbert-
Schmidt. Pour simplifier, nous nous plagons dans ’espace de fonctions réelles.Soit K € L?([0,1]x[0,1]). Choisissons

une base hilbertienne (e,)nen dans Uespace L2([0,1] ).Alors la famille de fonctions

fij(@,y) = ei(w)e;(y)

forme une base hilbertienne de L?([0,1] x [0,1]).On peut donc décomposer K sur cette base :

k(zy) = 33 aiiei(@)e;(y)

et
1 1
Qi j = <k7fi,j>L2([0,1]><[0,1]) :/0 /0 k(xay)ei@)@j(y)dxdy

= /01 ei(gc)(/o1 k(z,y)e;(y)dy)dz

:/0 ei(z)(Te;)(x)dx = (e;,Te;).

D’Aprés égalité de Parseval on a

1B 112 =>") lai
i

%

2= Y (Tejenf =) |ITel?
Jj o J
Nous avons utilisé dans le dernier calcul I’ égalité de Parseval une deuxiéme fois,en décomposant chaque vecteur
VieNY = [(Tej.e)
j i
Ainsi nous avons montre que pour toute base hilbertienne dans L?([0,1] ) on a

D IITe; [P = [k]* < 00
j

Te; sur la base (e;) :

Donc T est un opérateur de Hilbert-Schmidt. Montrons maintenant que tout opérateur de Hilbert-Schmidt est
un opérateur intégral. Soit T un opérateur de Hilbert-Schmidt sur L? ([0,1]) . Choisissons une base (e )nen dans

L% ([0,1]) . Pour tout j € N on peut décomposer le vecteur Te; sur la base :
Te]- = Zai,jei,ai’j = <T€j,€7;>
i

Posons

k(x,y) = Zzai,jei(x)ej(m)

les opérateurs de hilbert shmidt 18 CHEBLI Zineb



CHEBLI Zineb 3.4. LE THEOREME DE DIAGONALISATION

Sachant que T est un opérateur de Hilbert-Schmidt, on a
DD laigl =Y 0 [(Tege) = Y |ITegl[* < oo
i J i J

Donc K € L?([0,1] x [0,1]) et définit alors un opérateur intégral

1
(T f) (x) = / K(x.9)f(y)dy

Montrons que T' = Ty Il est évident, par définition des coefficients a; ; et de la fonction K(x,y) que pour i et
pour tout j

(Tej.ei) = aij (Thejei)
Donc pour tout j /Te; = Trej. Les opérateurs T et Ty, coincident sur la base hilbertienne (e;). Done, ils

coincident sur le sous-espace dense Vect(e;,i € N) de combinaisons linéaires finies des vecteurs de cette base.

Comme ils sont tous les deux continus ils coincident . Donc sur L*([0,1]) on a

T =T,.

Proposition 8.6 Si T € L(H,H) est de Hilbert-Schmidt, alors son adjoint T* est aussi un opérateur de
Hilbert-Schmidt.

Théoréme 3.3 [1] On considére un espace de Hilbert séparable H et un opérateur T € k(H).Soit (e,) une base

orthonormée de H. Alors, la suite la suite (Te,) tend vers 0.

On suppose que (Tey,) ne tende pas vers 0. Sinon, on pourrait (pour un certain 3b5 > 0) extraire de (ey)
une sous-suite (ejy)) telle que ||T(egm))|| = € pour tout n. Comme T est compact, on peut extraire de (Teyy))
une sous-suite(notée(Tey(,)) ) convergente. Si on note x sa limite, on a |le|| = . Or, pour touty € H on a

(z,y) = HETOO<T€k(n)7y> = nklfm@k(n),T y) = 0.

La derniére égalité ddécoule du fait que pour tout vecteur z € H,la série > |{ex, 2)|* converge alors, son terme

n
général tend vers 0. En choisissant y = x,on obtient x = 0, ce qui est une contradiction.

3.4 Le théoréme de diagonalisation

3.4.1 Le contenu du théoréme

On sait que tout opérateur autoadjoint sur C? est diagonalisable. En dimension infinie, ce résultat peut-
étre généralisé aux opérateurs de Hilbert-Schmidt autoadjoints , c’est ce que nous allons étudier dans ce

paragraphe. Comme dans ce qui précéde, H désigne un espace de Hilbert sur C.

définition 3.4 [10] (de diagonalisation) : Soit T € L(H, H) un opérateur de Hilbert-Schmidt autoadjoint.
Alors il existe une famille orthonormale finie ou infinie dénombrable ( ¢n)nep composée de vecteurs propres de

T telle que si Ay, est la valeur propre associée a ¢n, on a
Vo€ HTz =Y Au(x.¢n)bn (3.1)
neD

(série convergente dans H si D = N* et somme ordinaire si D est fini). De plus si l’ensemble {\, ;n € D} est

infini ,on a > A2 < +o00.
neD

Remarque importantes
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CHEBLI Zineb 3.5. ANNEXE : DEMONSTRATION DU THEOREME DE DIAGONALISATION

1. Comme T est autoadjoint, tous les A, de la formule 3.1 sont des réels d’aprés le théoréme 1.2.)

2. Attention, dans 3.1 les valeurs A, ne sont pas forcément distinctes deux d deux comme on peut le voir sur

lexemple d’un opérateur diagonal dans une base hilbertienne donnée de H .

3. Toutes les valeurs propres non nulles de T figurent dans la liste des A, (n € D).En effet si A # 0 était une
valeur propre de T n’appartenant pas ¢ {\, ;n € D} et si ¢ est un vecteur propre associé, alors ¢ serait
orthogonal & tous les ¢p(n € D) d’aprés le théoréme 1.2.4 . D’aprés 3.1on aurait donc T = \¢p = 0, ce
qui est impossible.

1

)

4. Six €kerT(i.e.Tx =0), alors pour tout n € D, (z,¢,) =0 donc x € (V[d, ;m € D) et inversement donc

—_—— 1
kerT = (V[p, ;n € D) .On obtient ainsi le corollaire suivant

corollaire 3.1 En adjoignant d {¢, ;n € D}une base hilbertienne de KerT. On obtient une base hilbertienne

de H dans laquelle Uopérateur T est diagonal.

Remarque 3.1 SiT : H — H est un opérateur de Hilbert-Schmidt auto adjoint,on peut résoudre facilement

les équations de la forme

Tx =y

ou y est un vecteur donné d’un espace de Hilbert H. C’est l'une des applications pratiques les plus importantes

du théoréme de diagonalisation.

3.5 Annexe : démonstration du théoreme de diagonalisation

3.5.1 compacité d’un opérateur de Hilbert-Schmidt :

Lemme 3.1 SiT € L(H,H) est un opérateur de Hilbert-Schmidt et (x™),cn une suite bornée de vecteurs de

H, alors la suite (Tx("))neN admet toujours une sous-suite convergente.

Si H est de dimension finie, le résultat est évident. Supposons donc dim H = —+oo,et firons une base
hilbertienne (¢)nen+ de H. Pourn € N*

+oo
() — Z 'rl(cn)(ék’
k=1
ou,xfj” = (z(™), ¢r) est la coordonnée d’ordre k dex™ dans la base hilbertienne.

Par hypothése, on a

sup ||z, || = M < +o0.
neN*

On notera que pour tout k > 1 (fizé), la suite (xén))nzl est bornée dans C puisque .

2] = |2 )| < [Jam||-|Iéwll < M.

(n

De la suite (z )>n21 on peut donc extraire une sous suite(a:(lwl(n)))

n>1qui converge vers un nombre x, € C :

|$§1/11(”)) — x1| —0 (TL — JrOO).

: (w1(n)) : i (w2(n)) : .

De la suite (xs Jn>107 peut alors extraire une sous-suite (s Yn>1qui converge vers un nombre xg € C :
\x(;h(")) — 23] = 0 (n = +00).

En poursuivant ainsi par récurrence, pour tout k > 2 il existe une suite croissante d’entiers(yy(n))nen extraite

de la suite(p—1(n))nen et un nombre xy, € C,tels que

\m,(:p’“(")) — x| = 0 (n = 400).
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CHEBLI Zineb 3.5. ANNEXE : DEMONSTRATION DU THEOREME DE DIAGONALISATION

Notons que la suite extraite x(V¥(") € H est telle que ses k premiéres coordonnées convergent. Considérons alors
la suite (") qui est extraite de toutes les précédentes. Alors toutes ses coordonnées convergent , précisément
pour tout entier k > 1, on a :

\x,(:b"(n)) — x| = 0 (n — 400).

Attention on ne peut pas en conclure que la suite z¥»(™) converge dans H mais considérons la suite (Tx(w"("))).Le
lemme sera prouvé si on montre que cette suite est de Cauchy dans H. Soit n < m, et pour simplifier les nota-
tions écrivons

a:ﬂn — x}(cwn(n)) _ x}(j’ﬂl(m)).

Pour tout entier N > 1 fixé, on peut écrire (puisque T est continu)

—+00
Ta(¥n(m) _ pp@m(m) al"™ Ty,
k=1
+oo 400
= Y ap"Tor+ > ap" T
k=1 k=N+1
Mais
+oo +o0
| ap Tl < > lap ™| T ekl
k=N+1 k=N+1
“+o0 1/2 “+o0 1/2
< (z |az’m|2> ( 5 |T<z>k||2>
k=N+1 k=N+1
oo 1/2
< ||x<w<">>—x<wm<m>>||( )3 ||T¢k||2>
k=N+1

too 1/2
<M ( ) ||T¢k|2> (3.2)

k=N+1
Si on se donme e > 0, comme T est de Hilbert-Schmidt, on peut choisir un entier N > 1 tel que la quantité 3.2
soit inférieure a €/2. Pour ce N fixé, il est clair que la quantité || Z,szl ay""T'oy|| peut étre rendue inférieure

@ £/2 pour n,m assez grands. Dans ce cas, il en résulte qu’on a aussi ||Tz¥n(™) — TxWn(m)|| < .Q.E.D.
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Chapitre 4

Applications

Les applications des opérateurs sont tres nombreuses et ont recherché plusieurs domaines, tel que les différent
disciplines mathématiques et physique. Dans ce chapitre, nous allons proposer deux exemples d’application des

opérateursHilbert-Schmidt.

4.1 Exemples sur les opérateurs de Hilbert-Schmidt
Exemple 1 (Opérateurs diagonaux)

+oo
Soit (en)nen=une base hilbertienne de H et (\;)ken~une suite fivée de nombres complezes telle que > |\i|? <
K=1
+00.

Pour tout x € H, posons

+oo
Tx = Z)\k@c,ek)ek.
k=1

Alors T est un opérateur de Hilbert-Schmidt sur H et pour tout k > 1,Te, = Mger i.e A\ est une valeur
propre et est et ey, un vecteur propre associé. Autrement dit la matrice de T dans la base hilbertienne (e,) est

diagonale et sa diagonale est composée des coefficients A, .

Exemple 2 (Opérateurs a noyau)

soit k : [a,b] % [a,b] — C (a < b) une fonction continue. Pour toute f € L?([a,b]),on considére la fonction
K f définie pour t € [a,b] par

b
(kF)(t) = / K(t,5)(s)ds.

Alors K est un opérateur de Hilbert-Schmidt de I’espace de Hilbert L?([a,b]) sur lui méme. Donnons quelques
détails :
Pour tout t € [a,b] firé, notons k; la fonction s — k(t,s). En termes du produit scalaire de L*([a,b]), on

peut écrire

(kf)(E) = ke, f)- (4.1)

Considérons une base hilbertienne (e, )nen+de L?([a,b]).D’aprés 4.1,0m a ||ke,||? = fab |(k¢,en)|2dt. Dot en
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CHEBLI Zineb 4.1. EXEMPLES SUR LES OPERATEURS DE HILBERT-SCHMIDT

utilisant le théoréeme de Fubini-Tonelli

+oo
> llkenl?
n=1

+oo b
Z |<kt7a>|2dt

n=174a

b +o0
/ > (keEm)| dt.
a np=1

—+o0
Mais >~ |(ki,en)|? = ||ke||? (formule de Bessel-Parseval). Ainsi
n=1

400 b b pb
Zukenwz/ |\l~ct||2dt:/ / lk(t, ) Pdtds < +00.Q.E.D (4.2)
n—1 a a Ja
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Conclusion

En conclusion, que L’étude des opérateurs Hilbert-Schmidt une partie importante en analyse fonctionnelle
spécifiguement hilbertienne. Dans ce travail, nous donne les propriétés générales des opérateurs linéaires dans
un espace normé :spectre, adjoint, opérateurs auto-adjoints, opérateurs de projection orthogonale,..., etc.

Parmi tous les opérateurs continus dans un espace de Hilbert, on distingue dans le deuziéme chapitre une
classe importante d’opérateurs, dont les propriétés sont les plus proches de celles des opérateurs linéaires dans
un espace de dimension finie. C’est la classe des opérateurs compacts, appelés encore opérateurs complétement
continus .Dans ce chapitre, on vu que lorsque l'opérateur compact est en plus auto-adjoint (non nul), son spectre
ne peut étre réduit a 0 et qu’un tel opérateur est diagonalisable.

En fin, on prend deuzr exemples comme une applications d’opérateur Hilbert-Schmidt.
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Résumé

Dans ce mémoire, nous avons intéresse en particulier a I'étude d'une
classe importante des opérateurs linéaires bornés, qui s'appelle
I'opérateur de Hilbert-schmidt .

Ou nous avons commencé par quelques préliminaires sur les opérateurs
linéaires bornés, et on a donné quelques classes des opérateurs . Nous
avons introduit les notions fondamentales. Ensuite, on présente la
définition d'opérateur compact et on a donné quelques propriétés
principales.

En fin, on a conclut par introduire le théoreme de diagonalisation d'un
opérateurs de Hilbert-Schmidt et on a donné quelques exemple.

Mots clés: Espace de Hilbert, Opérateur linéaire borné, compact, adjoint
d’'un opérateur
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Abstract

In this memory, we had particularly interested in the study of an
important Where we started with some preliminaries on bounded linear
operators, and we gave some classes of operators. We introduced the
fundamental notions. Then we present the definition of compact operator

and we give some main properties.

Finally, we conclude by introducing the diagonalization theorem of a
Hilbert-Schmidt operator and we give some examples.

Keywords : Hilbert space, bounded linear operator, compact, adjoint of
an operator.
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