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0.1 Introduction

En 1987, Jarchaw et Matter introduit une procédure générale d’interpolation pour créer

un nouvel idéal linéaire à partir de deux idéaux linéaires. Par la suite, celui-ci définit l’idéal

linéaire Πp,σ des opérateurs linéaires (p, σ)-continus, où 1 ≤ p <∞ et 0 ≤ σ < 1, à l’aide

de cette procédure. Cet idéal doit être compris entre les opérateurs linéaires p-sommants

et les opérateurs linéaires continus préservant certaines des propriétés caractéristiques

de la première classe. En 2012 Dahia, Achour et Sánchez Pérez ont traité le problème

de factorisation de ces opérateurs travers l’espace Lp,σ . L’objectif de notre mémoire est

l’étude détailler de l’idéal de ces opérateurs.

Notre travail se divise en trois chapitres. Le chapitre 1 est un rappel sur les opérateurs

linéaires bornés, les espaces de Banach classiques et quelques notions sur les idéaux des

opérateurs linéaires.

Dans le deuxième chapitre, on donne une étude générale sur les opérateurs linéaires

(p, σ)-continus.

Le troisième chapitre représente le théorème de factorisation de ces opérateurs.
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Chapitre 1

Notations et préliminaires

Nous rappelerons les résultats dont nous aurons besoin au fil de notre travail concer-

nant les opérateurs linéaires bornés, les idéaux linéaires en general et en particulier les

opérateurs p-sommants.
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1.1 Opérateurs linéaires bornés

Espace de Banach

Un espace de Banach (X, ‖·‖) est un espace vectoriel normé complet. Autrement dit X

est un espace de Banach si et seulement si toute série normalement convergente est une

série convergente.

La boule unité fermée de l’espace X est définée par

BX = {x ∈ X, ‖x‖ ≤ 1} .

Opérateur linéaire borné

Un opérateur linéaire T : X → Y entre deux espaces de Banach est dit borné s’il existe

une constante C > 0 telle que

‖Tx‖ ≤ C ‖x‖ , pour tout x ∈ X.

Dans ce cas, pour tout x ∈ X, on définit

‖T‖ := inf {C : ‖Tx‖ ≤ C ‖x‖}

= sup
x∈BX

‖Tx‖

= sup
‖x‖=1

‖Tx‖

= sup
x 6=0

‖Tx‖
‖x‖ .

(1.1)

On note par L(X, Y ) l’espace vectoriel des opérateurs linéaires bornés de X dans Y qui

est un espace de Banach sur K(= R ou C) muni de la norme définie par (1.1).

Le dual topologique

L’espace des formes linéaires continues sur X est dit le dual topologique de X, noté X∗,

i.e (X∗ = L(X,K)). Pour x∗ ∈ X∗ et x ∈ X on notera généralement 〈x, x∗〉 au lieu de

x∗(x).

La propriété suivante, que nous énonçons sans démonstration, est une conséquence du

théorème de Hahn-Banach sur le prolongement des formes linéaires.
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Proposition 1.1.1 [4]

Soit X un espace de Banach. Pour tout x ∈ X on a

‖x‖ = sup
‖x∗‖≤1

|〈x, x∗〉| . (1.2)

Ceci suggère la définition suivante.

Définition 1.1.2 Soit X un espace de Banach. On dit qu’un sous-ensemble K de BX∗

est normant si

‖x‖ = sup
x∗∈K

|〈x, x∗〉| , pour tout x ∈ X. (1.3)

L’adjoint d’un opérateur linéaire borné

Soit T ∈ L(X, Y ), l’opérateur adjoint de T est l’unique opérateur linéaire borné T ∗ ∈

L(Y ∗, X∗) définie par

T ∗(y∗)(x) = y∗(Tx) i.e. 〈x, T ∗y∗〉 = 〈Tx, y∗〉

pour tout x ∈ X et y∗ ∈ Y ∗.

De plus on a ‖T‖ = ‖T ∗‖ et (S ◦ T )∗ = T ∗ ◦ S∗ pour tout T ∈ L(X, Y ) et S ∈ L(Y, Z).

Isomorphisme, isométrie

L’application linéaire T : X → Y est dite isomorphisme si T est bijective continue et T−1

continue.

De plus si ‖T (x)‖ = ‖x‖ pour tout x ∈ X, on dit que T est une isométrie.

Si l’isomorphisme T : X → T (X) vérifier ‖T (x)‖ = ‖x‖ pour tout x ∈ X, on dit que T

est une isométrie injective et on écrit T : X ↪→ Y.

Espace de Banach réflexif

Soit X un espace de Banach et soit X∗ son dual topologique. On définit l’espace bidual

X∗∗de X comme étant l’espace dual de X∗.

Il existe une application linéaire canonique kX : X −→ X∗∗ associant à x ∈ X la forme

linéaire kX(x) : X∗ −→ K définie par

kX(x)(x∗) = 〈kX(x), x∗〉 := 〈x, x∗〉
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pour toute forme linéaire x∗ ∈ X∗. Cette définition entraîne que l’application linéaire

kX : X −→ X∗∗ est une isométrie, en effet, pour tout x ∈ X on a

‖kX(x)‖ = sup
‖x∗‖≤1

|〈kX(x), x∗〉| = sup
‖x∗‖≤1

|〈x, x∗〉| = ‖x‖

(grâce au (1.2)). Alors on peut dire que kX est une injection canonique et on écrit

kX : X ↪→ X∗∗.

En général l’application kX n’est pas surjective.

Définition 1.1.3 Soit X un espace de Banach. On dit que X est rélexif si kX est surjec-

tive. i.e. kX(X) = X∗∗ isométriquement.

Lorsque X est réflexif on identifie implicitement X et X∗∗ (à l’aide de l’isomorphisme

kX).

1.2 Les espaces de Banach classique C (K) , Lp et `p(1 ≤

p ≤ ∞)

Pour p > 1 on note p∗ le conjugué de p défini par la formule 1
p

+ 1
p∗ = 1. On pose

p∗ =∞ si p = 1.

1) L’espace C (K)

Soit K un espace topologique compact. L’espace de Banach C (K) est défini par :

C (K) = {f : K −→ K : continue}

muni de la norme

‖f‖∞ = sup
K
|f(x)| , f ∈ C (K) .

2) L’espace Lp

Soit (Ω,M, µ) un espace mesuré et 1 ≤ p <∞, on définit l’espace de Lebesgue Lp(Ω) par
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Lp(Ω,M, µ) = Lp(µ) :=

{
f : Ω −→ R, mesurable et

∫
|f |p dµ <∞

}
Lp(µ) est un espace de Banach muni de la norme

‖f‖p =

(∫
|f(x)|p dµ

) 1
p

.

Pour p =∞ nous avons f ∈ L∞(µ) s’il existe C > 0 telle que

|f | ≤ C. µ p.p. (1.4)

L∞(µ) est un espace de Banach muni de la norme

‖f‖L∞ = inf {C, vérifier (1.4)} .

3) L’espace `p

Soit 1 ≤ p <∞. On note par `p l’espace de Banach des suites scalaires p-sommables

`p = `p(K)

x = (xi)i ⊂ K : ‖(xi)‖p :=

(∑
i≥0
|xi|p

) 1
p

< +∞


pour p = +∞

`∞ =

{
x = (xi)i ⊂ K : ‖(xi)i‖∞ := sup

i
|xi| < +∞

}
.

On définit aussi l’espace des suites scalaires convergeant vers zéro

c0 =

{
x = (xi)i ⊂ K : lim

i−→+∞
|xi| = 0

}
cet espace est un sous-espace fermé de `∞ muni de la norme sup .

Inégalité de Hölder généralisé

Soient (X, ‖·‖) un espace vectoriel normé, (xi)
n
i=1 , (yi)

n
i=1 deux suites finies d’éléments de

X et p, q, r ∈ [1,+∞[ avec 1
r

= 1
p

+ 1
q
. Alors(

n∑
i=1

(‖xi‖ ‖yi‖)r
) 1

r

≤
(

n∑
i=1

‖xi‖p
) 1

p
(

n∑
i=1

‖yi‖q
) 1

q

. (1.5)
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1.3 Espaces de suites à valeur d’un espace de Banach

Soient X et Y deux espaces de Banach.

1) On désignera par `p(X) l’espace de Banach des suites p-sommables d’éléments de X

dont la norme est

.

‖(xi)i‖p =

( ∞∑
i=1

‖xi‖p
) 1

p

pour 1 ≤ p <∞,

et par `∞(X) l’espace de Banach des suites bornées, normé par

‖(xi)i‖∞ = sup
i
‖xi‖ .

2) On désignera par c0(X) l’espace de Banach des suites (xi)i d’éléments deX convergeant

vers 0. Notons que c0(X) est un sous-espace fermé de `∞(X) muni de la norme ‖·‖∞ .

3) On désignera par `p,ω(X) l’espace de Banach des suites (xi)i d’éléments deX faiblement

p-sommables, c’est à dire des suites (xi)i vérifiant

(〈xi, x∗〉)i ∈ `p, pour tout x∗ ∈ X∗,

muni de la norme définie par

‖(xi)i‖p,ω := sup
‖x∗‖≤1

‖(〈xi, x∗〉)i‖p ,

c’est-à-dire

‖(xi)i‖p,ω = sup‖x∗‖≤1

( ∞∑
i=1

|〈xi, x∗〉|p
) 1

p

, si 1 ≤ p <∞

‖(xi)i‖∞,ω = ‖(xi)i‖∞ .

1.4 Idéal des opérateurs linéaires

Définition 1.4.1 [9]

Soit X et Y deux espaces de Banach. Un opérateur T ∈ L(X, Y ) est de rang fini si
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dim(ImT ) <∞.

De plus T est de rang fini si et seulement si

T =

n∑
i=1

〈·, x∗i 〉 yi

avec x∗1, ..., x
∗
n ∈ X∗ et y1, ..., yn ∈ Y. On écrit T ∈ Lf (X, Y ).

Définition 1.4.2 [9]

Une classe I des opérateurs linéaires bornés est dite idéal si

1) I(X, Y ) est un sous espace de L(X, Y ) et Lf (X, Y ) ⊂ I(X, Y ) pour tout espaces de

Banach X et Y .

2) (Propriété d’idéal) si u ∈ L(E,X), T ∈ I(X, Y ) et v ∈ L(Y, F ), alors v ◦ T ◦ u ∈

I(E,F ).

De plus, si ‖·‖I : I(X, Y ) −→R+ satisfait :

i) (I(X, Y ), ‖·‖I) est un espace normé (de Banach).

ii) ‖idK‖ = 1.

iii) ‖v ◦ T ◦ u‖I ≤ ‖v‖ ‖T‖I ‖u‖ .

Alors (I(X, Y ), ‖·‖I) s’appelle idéal normé (de Banach) des opérateurs linéaire.

Définition 1.4.3 Un idéal linéaire I est dit fermé si I(X, Y ) est fermé dans l’espace des

opérateurs linéaires bornés L(X, Y ) pour tout espaces de Banach X et Y.

Définition 1.4.4 Un idéal linéaire I est dit injectif s’il vérifie la propriété d’injectivité

i ◦ T ∈ I(X,Z) =⇒ T ∈ I(X, Y )

où i : Y ↪→ Z est une isométrie injective. De plus on a

‖i ◦ T‖I = ‖T‖I (1.6)

i.e. l’idéal ne dépend pas de l’espace d’arrivé.
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Proposition 1.4.5 [9, Proposition 6.1.4]

Soit I un idéal normé. Alors ‖T‖ ≤ ‖T‖I pour tout T ∈ I.

Quelques exemples

1) Les opérateurs compacts

Un opérateur linéaire borné T ∈ L(X, Y ) est dit compact si, pour toute suite bornée (xi)i

de X, la suite (T (xi))i contient une sous-suite convergente. On note K(X, Y ) l’espace

vectoriel des opérateurs linéaires compacts de X dans Y.

2) Les opérateurs faiblement compacts

Un opérateur linéaire borné T ∈ L(X, Y ) est dit faiblement compact si, pour toute suite

bornée (xi) de X, la suite (T (xi))i contient une sous-suite faiblement convergente. On

note W(X, Y ) l’espace vectoriel des opérateurs linéaires faiblement compacts de X dans

Y.

3) Les opérateurs complètement continus

Un opérateur linéaire borné T ∈ L(X, Y ) est dit complètement continu s’il transforme

une suite convergeant faiblement dans X vers 0 en une suite convergeant en norme vers

0 dans Y. On écrit T ∈ V(X, Y ).

Proposition 1.4.6 [3] et [9]

Les trois classes K,W et V sont des idéaux de Banach fermés et injectifs dont la norme

de chaque idéal est la norme d’opérateur.

1.5 Les opérateurs p-sommants

Définition 1.5.1 Soit T ∈ L(X, Y ) et 1 ≤ p < ∞ on dit que T est p-sommant, et on

écrit T ∈ Πp(X, Y ), s’il existe une canstante C > 0 tel que pour toute (xi)
n
i=1 ⊂ X, on ait

‖(T (xi))
n
i=1‖p ≤ C ‖(xi)ni=1‖p,ω . (1.7)
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Pour tout T ∈ Πp(X, Y ) on pose

πp(T ) = inf {C : vérifiant (1.7)} .

Remarque 1.5.2 Il est clair que pour tout T ∈ Πp(X, Y ) on a ‖T‖ ≤ πp(T ) puisque si

on prend n = 1 dans (1.7) i.e x1 = ... = xn = x ∈ X on trouve

‖T (x)‖ ≤ πp(T ) ‖x‖ ,

ce qui donne ‖T‖ = sup
‖x‖≤1

‖T (x)‖ ≤ πp(T ).

Proposition 1.5.3 [5, Page 38] (Πp, πp(·)) est un idéal de Banach.

Pour les preuves des exemples suivants voir [5, Page 40].

Example 1.5.4 1) Soit K un espace compact et µ une mesure de probabilité régulière

sur K. Alors l’injection canonique

jp : C(K) −→ Lp(K,µ)

est p-sommante de plus on a πp(jp) ≤ 1.

2) Soitent (Ω,Σ, µ) un espace de mesure finie et 1 ≤ p <∞. Alors l’inclusion canonique

ip : L∞(µ) −→ Lp(µ)

et p-sommant, avec πp(ip) = µ(Ω)
1
p .

Théorème 1.5.5 [5](caractérisation des opérateurs p-sommants)

Soient T ∈ L(X, Y ) et 1 ≤ p <∞. Les propriétés suivantes sont équivalentes

1) T ∈ Πp(X, Y ).

2) L’opérateur T transforme les suites faiblement p-sommables en des suites p-sommables,

c’est-à-dire (T (xi))i ∈ `p(Y ) pour toute (xi)i ∈ `p,ω(X).
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3) (Domination de pietsch) Il existe une probabilité régulière µ sur BX∗, munie de la

topologie ∗-faible, et une canstante C > 0 telle que

‖T (x)‖ ≤ C ‖〈x, ·〉‖Lp(BX∗ ,µ) = C

(∫
BX∗

|〈x, x∗〉|p dµ(x∗)

) 1
p

, pour tout x ∈ X; (1.8)

4)(Factorisation de Pietsch). Il existe une probabilité régulière µ sur BX∗, munie de la

topologie ∗-faible, un sous-espace Sp de Lp(BX∗ , µ) et un opérateur linéaire borné T̃ ∈

L(Sp, Y ) tel que

T = T̃ ◦ j̃p ◦ iX .

Où iX : X −→ iX(X) ⊂ C(BX∗) est isométrie injective définie par iX(x) = 〈x, ·〉 et j̃p est

jp restreint à i(X). C’est-à-dire le diagramme suivant est commutatif

X
T−→ Y

iX ↓
xT̃

iX(X)
j̃p−→ Sp

∩ ∩

C(BX∗)
jp−→ Lp(µ).

De plus on a

πp(T ) =
∥∥∥T̃∥∥∥ = inf {C : vérifiant (1.8)} .
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Chapitre 2

Idéal des opérateurs (p, σ)-continus

Nous rappelerons les résultats dont nous aurons besoin au fil de notre travail concer-

nant les opérateurs linéaires bornés, les idéaux linéaires en general et en particulier les

opérateurs p-sommants.
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2.1 Les suites faiblement (p, σ)-sommables

Dans la suite on définit l’espace des suites, introduit par J.A. López et E.A. Sánchez

Pérez dans [6], et qui a été utilisé pour trouver une caractérisation importante pour les

opérateurs linéaires (p, σ)-continus.

Soient X un espace de Banach, p ≥ 1 et 0 ≤ σ < 1.

Pour tout (xi)
∞
i=1 ⊂ X on pose

δpσ ((xi)
∞
i=1) = sup

ϕ∈BX∗

( ∞∑
i=1

(
|〈xi, ϕ〉|1−σ ‖xi‖σ

) p
1−σ

) 1−σ
p

(2.1)

Et

Hp,σ(X) = {(xi)∞i=1 ⊂ X : δpσ ((xi)
∞
i=1) <∞} .

Pour les cas σ = 1 , p = +∞, pour tout 0 ≤ τ ≤ 1 et 1 ≤ q ≤ ∞ on définit

δq1 ((xi)
n
i=1) = δ∞τ ((xi)

n
i=1) = sup

1≤i≤n
‖xi‖ = ‖(xi)ni=1‖∞ .

Dans la suite on donnent la définition d’une suite faiblement (p, σ)-sommable.

Définition 2.1.1 [6, Page 352]

On dira que la suite (xi)
∞
i=1 ⊂ X est faiblement (p, σ)-sommable si elle appartenant à

l’espace vectoriel `pσ(X) engendré par l’ensemble Hp,σ(X).

Lemme 2.1.2 Soient X un espace de Banach, p ≥ 1 et 0 ≤ σ < 1. Alors pour tout

(xi)
∞
i=1 ∈ ` p

1−σ
(X) on a

‖(xi)∞i=1‖ p
1−σ ,ω

≤ δpσ ((xi)
∞
i=1) ≤ ‖(xi)∞i=1‖ p

1−σ
. (2.2)

Démonstration. Soit (xi)
∞
i=1 ∈ ` p

1−σ
(X)

‖(xi)∞i=1‖ p
1−σ ,ω

= sup
ϕ∈BX∗

(∑
i≥1 |〈ϕ, xi〉|

p
1−σ

) 1−σ
p

= sup
ϕ∈BX∗

(∑
i≥1
(
|〈ϕ, xi〉|1−σ |〈ϕ, xi〉|σ

) p
1−σ
) 1−σ

p

≤ sup
ϕ∈BX∗

(∑
i≥1
(
|〈ϕ, xi〉|1−σ ‖xi‖σ

) p
1−σ
) 1−σ

p

= δpσ ((xi)
∞
i=1) ,
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alors

‖(xi)∞i=1‖ p
1−σ ,ω

≤ δpσ ((xi)
∞
i=1) .

D’autre part

δpσ ((xi)
∞
i=1) = sup

ϕ∈BX∗

(∑
i≥1
(
|〈xi, ϕ〉|1−σ ‖xi‖σ

) p
1−σ
) 1−σ

p

≤ ‖(xi)∞i=1‖ p
1−σ

.

Proposition 2.1.3 Soient X un espace de Banach, p ≥ 1 et 0 ≤ σ < 1. Alors `pσ(X)

est un espace vectoriel normé muni de la norme

‖(xi)∞i=1‖p,σ = inf

{
k∑
j=1

δpσ
(
(xji )

∞
i=1

)
, (xi)

∞
i=1 =

k∑
j=1

(
xji
)∞
i=1

, (xji )
∞
i=1 ∈ Hp,σ(X) , 1 ≤ j ≤ k ∈ N

}
(2.3)

Et on a les inclusions

` p
1−σ

(X) ⊂ `pσ(X) ⊂ ` p
1−σ ,ω

(X), (2.4)

avec

‖(xi)∞i=1‖ p
1−σ ,ω

≤ ‖(xi)∞i=1‖p,σ ≤ ‖(xi)∞i=1‖ p
1−σ

(2.5)

pour tout (xi)
∞
i=1 ∈ ` p

1−σ
(X).

De plus cette norme vérifiée l’inégalité suivante,

‖(xi)∞i=1‖p,σ ≤ inf

{
k∑
j=1

∥∥(xji )
∞
i=1

∥∥σ
p

1−σ
.
∥∥(xji )

∞
i=1

∥∥1−σ
p

1−σ ,ω

}
(2.6)

pour tout (xi)
∞
i=1 ∈ ` p

1−σ
(X) avec

(xi)
∞
i=1 =

k∑
j=1

(
xji
)∞
i=1

, (xji )
∞
i=1 ∈ Hp,σ(X), k ∈ N

Démonstration. Soient (xi)
∞
i=1 ∈ `pσ(X) et ε > 0, alors il existe k ∈ N et (xji )

∞
i=1 ∈

Hp,σ(X), j = 1, · · · , k tels que

(xi)
∞
i=1 =

k∑
j=1

(
xji
)∞
i=1

et
k∑
j=1

δpσ
(
(xji )

∞
i=1

)
≤ ‖(xi)∞i=1‖p,σ + ε
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Si on utilisons l’inégalité de triangulaire et (2.2) on obtient

‖(xi)∞i=1‖ p
1−σ ,ω

=

∥∥∥∥∥
k∑
j=1

(
xji
)∞
i=1

∥∥∥∥∥
p

1−σ ,ω

≤
k∑
j=1

∥∥∥(xji)∞i=1∥∥∥ p
1−σ ,ω

≤
k∑
j=1

δpσ
(
(xji )

∞
i=1

)
≤ ‖(xi)∞i=1‖p,σ + ε, pour tout ε > 0

Alors ‖(xi)∞i=1‖ p
1−σ ,ω

≤ ‖(xi)∞i=1‖p,σ ce qui donne `pσ(X) ⊂ ` p
1−σ ,ω

(X).

Si ‖(xi)∞i=1‖p,σ = 0 on a ‖(xi)∞i=1‖ p
1−σ ,ω

= 0 ce qui implique que (xi)
∞
i=1 = 0.

Pour l’autre inclusion, soit (xi)
∞
i=1 ∈ ` p

1−σ
(X) d’aprés (2.2) on a

δpσ((xi)
∞
i=1) ≤ ‖(xi)∞i=1‖ p

1−σ
<∞.

Alors (xi)
∞
i=1 ∈ Hp,σ(X).Par la définition de ‖.‖p,σ on a

‖(xi)∞i=1‖p,σ ≤ δpσ((xi)
∞
i=1) < ‖(xi)∞i=1‖ p

1−σ
<∞

Par conséquent (xi)
∞
i=1 ∈ `pσ(X) d’où

` p
1−σ

(X) ⊂ `pσ(X) ⊂ ` p
1−σ ,ω

(X)

Pour l’inégalité triangulaire, soient (xi)
∞
i=1, (yi)

∞
i=1 ∈ `pσ(X) et ε > 0, il existes des repré-

sentations (xi)
∞
i=1 =

k∑
j=1

(xji )
∞
i=1 et (yi)

∞
i=1 =

r∑
j=1

(yji )
∞
i=1 telles que (xji )1≤j≤k, (yji )1≤j≤r dans

Hp,σ(X) avec

k∑
j=1

δpσ
(
(xji )

∞
i=1

)
≤
∥∥(xji )

∞
i=1

∥∥
p,σ

+ ε
2

et
r∑
j=1

δpσ
(
(yji )

∞
i=1

)
≤
∥∥(yji )

∞
i=1

∥∥
p,σ

+ ε
2

On pose (xi)
∞
i=1 + (yi)

∞
i=1 =

∑k+r
j=1

(
zji
)∞
i=1

telle que

zji =

 xji si 1 ≤ j ≤ k

yj−ki si k + 1 ≤ j ≤ k + r
.
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On a ∥∥(xi)
∞
i=1 + (yji )

∞
i=1

∥∥
p,σ
≤

k+r∑
j=1

δpσ
(
(zji )

∞
i=1

)
=

k∑
j=1

δpσ
(
(xji )

∞
i=1

)
+

r+k∑
j=k+1

δpσ

(
(yj−ki )∞i=1

)
=

k∑
j=1

δpσ
(
(xji )

∞
i=1

)
+

r∑
j=1

δpσ
(
(yji )

∞
i=1

)
≤ ‖(xi)∞i=1‖p,σ + ‖(yi)∞i=1‖p,σ + ε

D’où l’inégalité triangulaire. Il est clair que ‖λ(xi)
∞
i=1‖p,σ = |λ| ‖(xi)∞i=1‖p,σ pour tout

λ ∈ R et (xi)
∞
i=1 ∈ `pσ(X).

Finalement montrons l’inégalité (2.6), pour tout (xi)
∞
i=1 ∈ ` p

1−σ
(X) on a

δpσ ((xi)
∞
i=1) = sup

ϕ∈BX∗

( ∞∑
i=1

(
|〈xi, ϕ〉|1−σ ‖xi‖σ

) p
1−σ

) 1−σ
p

et d’après l’inégalité de Hölder, où les exposants conjugués sont 1
1−σ et

1
σ
, on obtient

δpσ ((x)∞i=1) ≤ sup
ϕ∈BX∗

( ∞∑
i=1

|〈xi, ϕ〉|
p

1−σ

) (1−σ)2
p

.

( ∞∑
i=1

‖xi‖
p

1−σ

) (1−σ)σ
p

= ‖(xi)∞i=1‖
1−σ
p

1−σ ,ω
. ‖(xi)∞i=1‖

σ
p

1−σ

Dans la proposition suivante, J.A. López et E.A. Sánchez Pérez donnent une description

des éléments de ˆ̀pσ(X), le complété de `pσ(X).

Proposition 2.1.4 [6, Page 354]Soient X un espace de Banach et ϕ un élément de

l̂pσ(X). Alors il existe une suite xn = (xni )i≥1 de Hpσ(X) telle que∑
n≥1

δpσ (xn) <∞ et ϕ =
∑
n≥1

xn dans l̂pσ(X)

De plus on a

‖ϕ‖l̂pσ(X) = inf

{∑
n≥1

δpσ (xn)

}
Où l’infimum porte sur toutes les représentations de la forme ϕ =

∑
n≥1

xn dans l̂pσ(X).
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2.2 Les opérateurs (p, σ)-continus et théorème de do-

mination

Dans la suite on dennent la définition d’un opérateur (p, σ)-continu

Définition 2.2.1 Soient X, Y deux espaces de Banach, 1 ≤ p < ∞ et 0 ≤ σ < 1. Un

opérateur u ∈ L(X, Y ) est dit (p, σ)-continu s’il existe une constante C > 0 telle que pour

tout (xi)
n
i=1 ⊂ X on a

‖(u(xi))
n
i=1‖ p

1−σ
≤ Cδpσ ((xi)

n
i=1) (2.7)

De plus

πp,σ(u) = inf {C, vérifie l’inégalité (2.7)}

On note Πp,σ(X, Y ) l’espace des opérateurs linéares (p,σ)-continus. Il est clair que Πp,0(X, Y ) =

Πp(X, Y )

Remarque 2.2.2 Pour tout u ∈ Πp,σ(X, Y ) On a

‖u‖ ≤ πp,σ(u). (2.8)

En effet, si on pose n = 1 dans (2.7), on a pour tout x ∈ X

‖u(x)‖ ≤ πp,σ(u) sup
ϕ∈BX∗

|〈x, ϕ〉|1−σ ‖x‖σ

= πp,σ(u) ‖x‖

ce que implique que ‖u‖ ≤ πp,σ(u).

Proposition 2.2.3 (Πp,σ(X, Y ), πp,σ(.)) est ideal de Banach

Démonstration. Soient S, T ∈ Πp,σ(X, Y ). Pour tout (xi)
n
i=1 ⊂ X on a

‖((T + S) (xi))
n
i=1‖ p

1−σ
≤ ‖(T (xi))

n
i=1‖ p

1−σ
+ ‖(S (xi))

n
i=1‖ p

1−σ

≤ (πp,σ(T ) + πp,σ(S)) δpσ ((xi)
n
i=1)
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Donc S + T ∈ Πp,σ(X, Y ) et πp,σ(T + S) ≤ πp,σ(T ) + πp,σ(S).

Pour tout λ ∈ K, λ 6= 0, on a

‖((λT ) (xi))
n
i=1‖ p

1−σ
= |λ| ‖(T (xi))

n
i=1‖ p

1−σ

≤ |λ|πp,σ(T )δpσ ((xi)
n
i=1)

Donc λT ∈ Πp,σ(X, Y ) et πp,σ(λT ) ≤ |λ|πp,σ(T ). D’autre part on a

πp,σ(T ) = πp,σ(
1

λ
λT ) ≤

∣∣∣∣1λ
∣∣∣∣ .πp,σ(λT )

ce qui donne πp,σ(λT ) ≥ |λ| πp,σ(T ). Alors

πp,σ(λT ) = |λ|πp,σ(T )

Pour le cas λ = 0 l’égalité est évidente.

Soit u ∈ Πp,σ(X, Y ) tel que πp,σ(u) = 0. Par (2.8) on a ‖u‖ ≤ πp,σ(u) = 0 ce qui

implique ‖u‖ = 0, alors u = 0. Finalement Πp,σ(X, Y ) est un sous-espace vectoriel de

L(X, Y ) de plus πp,σ(.) est une norme surΠp,σ(X, Y ).Maitenent montrons que Lf (X, Y ) ⊂

Πp,σ(X, Y ), pour ceci il suffi t de montrer cette inclusion pour les opérateurs de la forme

u(x) = 〈x, x∗〉 y : x∗ ∈ X∗, y ∈ Y, x ∈ X (2.9)

puisque pour tout f ∈ Lf (X, Y ) on a

f =
n∑
i=1

αi 〈., x∗i 〉
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avec (αi)
n
i=1 ⊂ R et (x∗i )

n
i=1 ⊂ X∗.

Pour tout (xi)
n
i=1 ⊂ X on a(

n∑
i=1

‖u(xi)‖
p

1−σ

) 1−σ
p

=

(
n∑
i=1

‖〈xi, x∗〉 y‖
p

1−σ

) 1−σ
p

, 0 6= x∗ ∈ X∗

= ‖y‖
(

n∑
i=1

|〈xi, x∗〉|
p

1−σ

) 1−σ
p

= ‖y‖ ‖x∗‖
(

n∑
i=1

∣∣∣ 〈xi,x∗〉‖x∗‖

∣∣∣ p
1−σ

) 1−σ
p

on pose ξ = x∗

‖x∗‖ ∈ BX∗

≤ ‖y‖ ‖x∗‖ sup
ξ∈BX∗

(
n∑
i=1

(
|〈xi, ξ〉|1−σ ‖xi‖σ

) p
1−σ

) 1−σ
p

Donc u ∈ Πp,σ(X, Y ) et πp,σ(u) ≤ ‖y‖ ‖x∗‖ . Par (2.8) on a

‖y‖ ‖ϕ‖ = ‖u‖ ≤ πp,σ(u)

ce que donne ‖u‖ = πp,σ(u).

Soient u ∈ L(E,X), T ∈ Πp,σ(X, Y ), v ∈ L(Y, F ) et (ei)
n
i=1 ⊂ E

‖(v ◦ T ◦ u(ei))
n
i=1‖ p

1−σ
≤ ‖v‖ ‖(T ◦ u(ei))

n
i=1‖ p

1−σ

≤ ‖v‖ πp,σ(T ) sup
ϕ∈BX∗

(
n∑
i=1

(
|〈u (ei) , ϕ〉|1−σ ‖u (ei)‖σ

) p
1−σ

) 1−σ
p

≤ ‖v‖ πp,σ(T ) sup
ϕ∈BX∗

(
n∑
i=1

(
|〈ei, u∗(ϕ)〉|1−σ ‖u‖σ ‖ei‖σ

) p
1−σ

) 1−σ
p

= ‖v‖ πp,σ(T ) ‖u‖ sup
ϕ∈BX∗

(
n∑
i=1

(∣∣∣〈ei, u∗(ϕ)‖u‖

〉∣∣∣1−σ ‖ei‖σ) p
1−σ
) 1−σ

p

≤ ‖v‖ πp,σ(T ) ‖u‖ δpσ ((ei)
n
i=1)

Donc

v ◦ T ◦ u ∈ Πp,σ(E,F ) et πp,σ(v ◦ T ◦ u) ≤ ‖v‖ πp,σ(T ) ‖u‖ .

Pour tuot (λi)
n
i=1 ⊂ K. Puisque ` p

1−σ
(K) =` p

1−σ ,ω
(K) avec ‖.‖ p

1−σ
= ‖.‖ p

1−σ ,ω
et d’aprés

(2.2) on a

‖idK((λi)
n
i=1)‖ p

1−σ
= ‖(λi)ni=1‖ p

1−σ
= ‖(λi)ni=1‖ p

1−σ ,ω
≤ δpσ ((λi)

n
i=1)
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Donc πp,σ(idK) ≤ 1. Et

1 = ‖idK‖ ≤ πp,σ(idK) ≤ 1

donc πp,σ(idK) = 1. En fin nous montrons que (Πp,σ(X, Y ), πp,σ(.)) est complet. Soit

(un)n∈N suit de Cauchy dans Πp,σ(X, Y ). Soit ε > 0 alors existe N tel que

πp,σ(un − uk) < ε pour tout n, k > N.

D’apré (2.8),

‖un − uk‖ ≤ πp,σ(un − uk) < ε,

alors (un)n∈N est une suite de Cauchy dans l’espace de Banach L (X, Y ) , donc il existe

u ∈ L(X, Y ) tel que ‖un − u‖ −→ 0. L’opérateur un − uk est (p, σ)-continu, alors pour

tout (xi)
m
i=1 ⊂ X

‖((un − uk) (xi))
m
i=1‖ p

1−σ
≤ πp,σ(un − uk)δ ((xi)

m
i=1)

≤ εδ ((xi)
m
i=1) ,

pour k −→ +∞ on obtient ,

‖((un − u) (xi))
m
i=1‖ p

1−σ
≤ εδpσ ((xi)

m
i=1) pour tout n ≥ N.

D’où (un − u) ∈ Πp,σ(X, Y ) avec

πp,σ(un − u) < ε, pour tout n ≥ N.

Par consequence (un)n est convergent vers u ∈ Πp,σ(X, Y ),car u = − (un − u) + un ∈

Πp,σ(X, Y ).

Dans la suite nous donnons le théorème de domination de Pietsch concernant les opé-

rateurs linéaires (p, σ)-continus

Théorème 2.2.4 [7, Page 197]Soient X, Y deux espaces de Banach, 1 ≤ p < ∞, 0 ≤

σ < 1 et u ∈ L(X, Y ) un opérateur linéaire borné. Alors les affi rmations suivantes sont
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équivalentes

1) u ∈ Πp,σ(X, Y )

2) Il existe une constante C > 0 et une probabilité de Radon µ sur BX∗ muni de la

topologie ∗faible, telles que

‖u(x)‖ ≤ C

(∫
BX∗

(
|〈x∗, x〉|1−σ ‖x‖σ

) p
1−σ dµ(x∗)

) 1−σ
p

, pour tout x ∈ X (2.10)

Démonstration. 2) =⇒ 1)

Pour tout (xi)
n
i=1 ⊂ X, il existe une constante C > 0 et une probabilité de Radon µ sur

BX∗ telles que

∑n
i=1 ‖u(xi)‖

p
1−σ ≤ C

p
1−σ

(∫
BX∗

∑n
i=1

(
|〈x∗, xi〉|1−σ ‖xi‖σ

) p
1−σ dµ(x∗)

)
≤ C

p
1−σ sup

ϕ∈BX∗

(
n∑
i=1

(
|〈xi, ϕ〉|1−σ ‖xi‖σ

) p
1−σ

)

Donc u ∈ Πp,σ(X, Y )

1) =⇒ 2)

On considère les ensembles

F1 =

{
f ∈ C(BX∗), sup

x∗∈BX∗
f(x∗) < 1

}
,

et

F2 = cov
{
f ∈ C(BX∗), f(x∗) = ‖x‖

σp
1−σ |〈x∗, x〉|p avec ‖u(x)‖ = C

}
Il est claire que F1 et F2 sont des ensembles convexes et F1 est ouvert. On a F1∩F2 = φ, en

effet si f ∈ F2 alors pour tout x∗ ∈ BX∗ , il existe (αi)
n
i=1 ⊂ R tel que

n∑
i=1

αi = 1, ‖u(xi)‖ =

C et

f(x∗) =
n∑
i=1

αi ‖xi‖
σp
1−σ |〈x∗, xi〉|p .
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Dans ce cas sup
x∗∈BX∗

f(x∗) ≥ 1 car

sup
x∗∈BX∗

f(x∗) = sup
x∗∈BX∗

n∑
i=1

αi
(
‖xi‖σ |〈x∗, xi〉|1−σ

) p
1−σ

= sup
x∗∈BX∗

n∑
i=1

(∥∥∥∥α 1−σ
p

i xi

∥∥∥∥σ ∣∣∣∣〈x∗, α 1−σ
p

i xi

〉∣∣∣∣1−σ
) p

1−σ

= δpσ((α
1−σ
p

i xi)
n
i=1)

≥ 1

C
p

1−σ

n∑
i=1

∥∥∥∥u(α 1−σ
p

i xi

)∥∥∥∥ p
1−σ

= 1

C
p

1−σ

n∑
i=1

αiC
p

1−σ = 1

D’après le théorème de Hahn-Banach, ils existent un nombre réel λ ∈ R et une forme

linéaire ψ sur C(BX∗) de norme 1 (‖ψ‖ = 1) telle que pour tout f1 ∈ F1 et f2 ∈ F2 on a

ψ(f1) ≤ λ ≤ ψ(f2)

Il est clair que si f ∈ C(BX∗) avec f ≤ 0 alors f ∈ F1, donc on peut écrire ψ(nf) ≤ λ,

pour tout n ∈ N∗, et tout f ∈ C(BX∗) avec f ≤ 0. Alors ψ(f) ≤ λ
n
pour tout n ∈ N∗ ce

qui donne

ψ(f) ≤ 0, f ∈ C(BX∗) avec f ≤ 0.

Il en résulte que ψ est une forme linéaire positive sur C(BX∗).

Par le théorème de représentation de Riesz pour les formes linéaires positives sur C(BX∗),

alors il existe une probabilité de Radon µ définie sur BX∗ muni de la topologie ∗-faible

telle que

ψ(f) =

∫
BX∗

f(x∗)dµ(x∗)

Soit (fn)n≥1 ∈ F1 définie par fn = 1− 1
n
. Donc∫

BX∗

fn(x∗)dµ(x∗) = 1− 1

n
≤ λ, pour tout n ∈ N∗
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Ce qui implique que λ ≥ 1. Ainsi, pour la fonction f =
(
‖x‖σ |〈., x〉|1−σ

) p
1−σ ∈ F2 avec

‖u(x)‖ = C, on a∫
BX∗

(
‖x‖σ |〈x∗, x〉|1−σ

) p
1−σ dµ(x∗) ≥ 1 =

(
‖u(x)‖
C

) p
1−σ

.

Donc

‖u(x)‖ ≤ C

(∫
BX∗

(
|〈x∗, x〉|1−σ ‖x‖σ

) p
1−σ dµ(x∗)

) 1−σ
p

, pour tout x ∈ X

Ce qui termine la preuve.

Dans la suite on donnent la relation d’inclusion pour les opérateurs (p, σ)-continus

Corollary 2.2.5 Pour tout 0 ≤ σ < 1 et 1 ≤ p ≤ q < +∞ on a

Πp,σ(X, Y ) ⊂ Πq,σ(X, Y ).

De plus πq,σ(T ) ≤ πp,σ(T ) pour tout T ∈ Πp,σ(X, Y ).

Démonstration. Soit T ∈ Πp,σ(X, Y ) alors pour tout x ∈ X on a

‖T (x)‖ ≤ πp,σ(T )
(∫

BX∗

(
|〈x∗, x〉|1−σ ‖x‖σ

) p
1−σ dµ(x∗)

) 1−σ
p

≤ πp,σ(T )
(∫

BX∗

(
|〈x∗, x〉|1−σ ‖x‖σ

) q
1−σ dµ(x∗)

) 1−σ
q

Alors

T ∈ Πq,σ(X, Y ) et πq,σ(T ) ≤ πp,σ(T )

Dans la suite on donnent la relation entre ces opérateurs et les opérateurs linéaire

p-sommants.

Définition 2.2.6 Soient 1 ≤ p, q < +∞ et X, Y deux espaces de Banach. Un opérateur

u ∈ L (X, Y ) est (p, q)-sommant s’il existe une constante C > 0 telle que pour tout

(xi)
n
i=1 ⊂ X on a

‖(u(xi))
n
i=1‖p ≤ C ‖(xi)ni=1‖q,ω (2.11)
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De plus

πp,q(u) = inf {C : vérifie l’inégalité (2.11)}

On not Πp,q(X, Y ) = {u : X −→ Y , opérateur linéaire (p, q)-sommant} .

Dans la proposition suivante Matter [7, Proposition 4.2 ] a montreé que tout opérateur

p-sommant est un opérateurs (p, σ)-continu.

Proposition 2.2.7 Soient p ≥ 1, 0 ≤ σ < 1 et X, Y deux espaces de Banach, alors

Π p
1−σ

(X, Y ) ⊂ Πp,σ(X, Y ) ⊂ Π p
1−σ ,p

(X, Y )

Démonstration. Soit u ∈ Π p
1−σ

(X, Y ) un opérateur linéaire p
1−σ -sommant, alors il existe

une probabilité de Radon µ sur BX∗ muni de la topologie ∗-faible telle que

‖u(x)‖ ≤ π p
1−σ

(u)
(∫

BX∗
|〈x∗, x〉|

p
1−σ dµ(x∗)

) 1−σ
p
,∀x ∈ X

≤ π p
1−σ

(u)
(∫

BX∗

(
|〈x∗, x〉|1−σ ‖x‖σ

) p
1−σ dµ(x∗)

) 1−σ
p

Donc, d’après le Théorème 2.2.4 on a u ∈ Πp,σ(X, Y ) et πp,σ(u) ≤ π p
1−σ

(u).

Pour la deuxième inclusion, si u ∈ Πp,σ(X, Y ), en vertu de l’inégalité(
n∑
i=1

‖u(xi)‖
p

1−σ

) 1−σ
p

≤ πp,σ(u) sup
ϕ∈BX∗

(
n∑
i=1

(
|〈xi, ϕ〉|1−σ ‖xi‖σ

) p
1−σ

) 1−σ
p

Sachant que ‖xk‖ ≤ ‖(xi)ni=1‖p,ω pour tout 1 ≤ k ≤ n, on peut écrire(
n∑
i=1

‖u(xi)‖
p

1−σ

) 1−σ
p

≤ πp,σ(u) ‖(xi)ni=1‖
σ

p,ω . sup
ϕ∈BX∗

(
n∑
i=1

(|〈xi, ϕ〉|p)
) 1−σ

p

= πp,σ(u) ‖(xi)ni=1‖p,ω
Ce qui implique que u ∈ Π p

1−σ ,p
(X, Y ) et π p

1−σ ,p
(u) ≤ πp,σ(u).

Corollary 2.2.8 Pour tout p ≥ 1 et 0 ≤ σ < 1 on a Πp(X, Y ) ⊂ Πp,σ(X, Y )

Démonstration. Comme conséquence du théorème d’inclusion pour les opérateurs p-

sommants, puisque p ≤ p
1−σ , on a

Πp(X, Y ) ⊂ Π p
1−σ

(X, Y ) ⊂ Πp,σ(X, Y )
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2.3 Caractérisation par les suites faiblement (p, σ)-

sommable.

Pour tout opérateur u ∈ L(X, Y ) on peut associer un opérateur û : XN → Y N définie

par

û ((xn)n≥1) = (u (xn))n≥1,

pour toute suite (xn)n≥1 dans X.

Pietsch dans [8, Proposition 4.2 ] a montré que l’opérateur u est p-sommant si et seulement

si, il transforme toute suite faiblement p-sommable en une suite p-sommable, autrement

dit u ∈ Πp(X, Y ) si seulement si û (`p,w(X)) ⊂ `p (Y ) .

Par la densité de `pσ(X) dans ˆ̀pσ(X), nous confirme que si φ ∈ ˆ̀pσ(X) il existe (xni )i≥1 ∈

`pσ(X) telle que φ = lim
n→+∞

(xni ), alors on peut définit û : ˆ̀pσ(X) −→ Y N comme suite,

û ((xn)n≥1) = (u (xn))n≥1 pour tout (xn)n≥1 ∈ `pσ(X)

et

û (ϕ) =

(
lim

n−→+∞
(xni )

)
i≥1

avec φ = lim
n→+∞

(xni ) .

Théorème 2.3.1 [6, Théorème 1.7] Soient p ≥ 1, 0 ≤ σ < 1 et X, Y deux espaces de

Banach. Alors les deux propriétés suivantes son équivalentes

1) u ∈ Πp,σ(X, Y )

2) û(ˆ̀pσ(X)) ⊂ ` p
1−σ

(Y ) .

Autrement dit, l’opérateur u est (p, σ)-continu si et seulement si, il transforme toute suite

faiblement (p, σ)-sommable en une suite p
1−σ -sommable.

Démonstration. Notons en premier lieu que si (xi)i≥1 ∈ Hp,σ(X) et u ∈ Πp,σ(X, Y ).

Pour h ∈ N, on a (
h∑
i=1

‖u(xi)‖
p

1−σ

) 1−σ
p

≤ πp,σ(u).δpσ ((xi)1≤i≤h)
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Par passage à la limite quand h→ +∞ on obtient

‖(u(xi)i≥1)‖ p
1−σ
≤ πp,σ(u).δpσ ((xi)i≥1)

Soient maintenant (xi)i≥1 ∈ `pσ(X) et ε > 0. Il existe une représentation (xi)i≥1 =
k∑
j=1

(xji )i≥1 avec (xji )i≥1 ∈ Hp,σ(X) et k ∈ N∗ tel que
k∑
j=1

δpσ
(
(xji )i≥1

)
≤ ‖(xi)i≥1‖p,σ + ε.

Alors on a ∥∥(u(xi))i≥1
∥∥

p
1−σ

=

∥∥∥∥∥
k∑
j=1

(
u(xji )

)
i≥1

∥∥∥∥∥
p

1−σ

≤
k∑
j=1

∥∥∥(u(xji )
)
i≥1

∥∥∥
p

1−σ

≤ πp,σ(u)

k∑
j=1

δpσ
(
(xji )i≥1

)
≤ πp,σ(u)

(
‖(xi)i≥1‖p,σ + ε

)
,∀ε > 0

Ce qui entraîne que ∥∥(u(xi))i≥1
∥∥

p
1−σ
≤ πp,σ(u). ‖(xi)i≥1‖p,σ

Donc l’opérateur ū : `pσ(X)→ ` p
1−σ

(Y ) avec

ū((xi)i≥1) = (u(xi))i≥1

est bien définie et continu avec une norme ≤ πp,σ(u), sa prolongement par continuité à

ˆ̀pσ(X) est l’application û : ˆ̀pσ(X)→ ` p
1−σ

(Y ) c’est-à-dire û(ˆ̀pσ(X)) ⊂ ` p
1−σ

(Y ).

(2)=⇒(1) Tout d’abord, montrons à l’aide du théorème de graphe fermé que û est continu.

Pour cela considérons la suite (ϕn, û(ϕn))n≥1 ⊂ ˆ̀pσ(X)×` p
1−σ

(Y ) convergente vers (ϕ, (yi)i≥1) ∈
ˆ̀pσ(X)× ` p

1−σ
(Y ).

Par Proposition 2.1.4 on a

ϕn =

+∞∑
j=1

x
nj
i ,
(
x
nj
i

)
∈ Hp,σ(X), ϕ =

+∞∑
j=1

xji , (x
j

i )i≥1 ∈ Hp,σ(X)

Soit Ĵ : ˆ̀pσ(X)→ ` p
1−σ ,ω

(X) l’extension de l’injection canonique J : `pσ(X)→ ` p
1−σ ,ω

(X).

La suite (ϕn)n≥1 tends vers ϕ dans l̂
pσ(X), alors par l’opérateur Ĵ on obtient qu’elle est
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aussi dans ` p
1−σ ,ω

(X).

Pour chaque i ≥ 1 on a lim
n→+∞

+∞∑
j=1

x
nj
i =

+∞∑
j=1

xji . Comme u est continu on trouve

∥∥∥∥∥
+∞∑
j=1

u(x
nj
i − xji )

∥∥∥∥∥ ≤ ‖u‖
∥∥∥∥∥
+∞∑
j=1

(x
nj
i − xji )

∥∥∥∥∥ ,∀i ≥ 1,

et puisque lim
n→+∞

∥∥∥∥∥
+∞∑
j=1

(x
nj
i − xji )

∥∥∥∥∥ = 0 on a

yi =
+∞∑
j=1

u(x
nj
i ) =

+∞∑
j=1

u(xji ),∀i ≥ 1

Et en fin, par la définition de l’opérateur û nous pouvons conclure que (yi)i≥1 = û (ϕ) ,

par conséquent le graphe de û est fermé alors û est continu.

Soit (xi)
n
i=1 ∈ Hp,σ(X), la continuité de û entraîne(

n∑
i=1

‖u(xi)‖
p

1−σ

) 1−σ
p

= ‖û ((xi)
n
i=1)‖ p

1−σ

≤ ‖û‖ ‖(xi)ni=1‖p,σ
≤ ‖û‖ δpσ((xi)

n
i=1)

Donc u est (p, σ)-continu et en plus πpσ(u) ≤ ‖û‖ .
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Chapitre 3

Factorisation des opérateurs

(p, σ)-continus

3.1 Théorème de Dvoretzky-Rogers

Dans la proposition suivante, nous démontrons le théorème de Dvoretzky-Rogers pour

les opérateurs linéaires (p, σ)-continus .

Proposition 3.1.1 Soit 1 ≤ p < ∞ et 0 ≤ σ < 1. Un espac de Banach X est de

dimension fini si seulement si l’identité idX : X → X est (p, σ)-continu.

Démonstration. Si X est de dimension finie, il est claire que idX ∈ Πp,σ(X,X) car.idX

est un opérateur de rang fini. Inversement, supposons que idX est (p, σ)-continu. Alors

d’aprés le théorème de domination (Théorème 2.2.4 ) il existe constant une C > 0 et une

probabilité de Radon µ sur BX∗ telle que pour tout x ∈ X on a

‖x‖ ≤ C
(∫

BX∗
(|φ(x)|1−σ ‖x‖σ)

p
1−σ dµ(φ)

) 1−σ
p

= C ‖x‖σ
(∫

BX∗
|φ(x)|p dµ(φ)

) 1−σ
p
.

ce qui implique que

‖x‖ ≤ C1/1−σ
(∫

BX∗
|φ(x)|p dµj(φ)

) 1
p
.
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Par conséquent, d’aprés le théorème de domination de Pietsch idX est p-summant et

d’aprés théorème de Dvoretzky-Rogers pour les opératreurs p-summant X est de dimen-

sion fini.

Remarque 3.1.2 De la proposition présédente et l’nclusions (2.4) on a ` p
1−σ

(X) = `pσ(X)

si seulement si l’espace de Banach X est de dimention finie .

3.2 Construction de l’espace Lp,σ(η)

Maitenent on donnent le théorème de factorisation de Pietsch pour les opérateurs

(p, σ)-continus, on utilisons les espaces C(BX∗) et Lp(η), où η est une mesure de Radon

sur BX∗.

Nous utilisons les propositions suivantes dans la suite.

Proposition 3.2.1 Soit ν une semi-norme sur l’espace vectoriel X et soit

S = {x ∈ X : ν(x) = 0} .

Alors S un sous-espac vectoriel de X .De plus X/S est un espace normé muni de la norme

définie par

N([x]) = ν(z)

pour tout z ∈ [x], où [x] ∈ X/S est la classe d’équivalence de x ∈ X.

Démonstration. Pour tout x, y ∈ S et α ∈ R on a

ν(x+ αy) ≤ ν(x) + |α| ν(y) = 0

donc x + αy ∈ S. Ainsi S est un sous-espace vectoriel de X. Pour tout z ∈ [x] nous

obtenons z−x ∈ S, i.e. ν(z−x) = 0.ceci donne ν(z) = ν(x) car |ν(z)− ν(x)| ≤ ν(z−x) =

0, possons N([x]) = ν(z) nous vérifions que N est une norme sur X/S.

i) Si N([x]) = 0 alors ν(y) = 0 pour tout y ∈ [x]. Par conséquent [x] = [0] .
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ii) N(α [x]) = N([αx]) = ν(αx) = |α| ν(x) = |α|N([x]).

iii) N([x] + [y]) = N([x+ y]) = ν(x+ y) ≤ ν(x) + ν(y) = N([x]) +N([y]).

Soit X un espace de Banach, p ≥ 1, 0 ≤ σ < 1 et soit η probabilité de Radon sur BX∗

(avec la topologie ∗-faible). On note iX l’application isométrique X −→ C(BX∗) donnée

par iX(x) = 〈x, .〉. Pour f ∈ iX(X) ⊂ C(BX∗), nous considérons

‖f‖p,σ = inf

{
n∑
k=1

‖fk‖σiX(X) .
(∫

BX∗

|fk|p dη
) 1−σ

p

, f =

n∑
k=1

fk, (fk)
n
k=1 ⊂ iX(X)

}
.

Proposition 3.2.2 [1, Section 2.1.3] ‖.‖p,σ est une semi-norme sur iX(X).

Démonstration. Soit f ∈ iX(X) et α ∈ K, α 6= 0. Si f =
n∑
k=1

fk est une représentation

de f alors αf =
n∑
k=1

αfk, et nous avons donc

‖αf‖p,σ ≤
n∑
k=1

‖αfk‖σiX(X) .
(∫

BX∗
|αfk|p dη

) 1−σ
p

= |α|
n∑
k=1

‖fk‖σiX(X) .
(∫

BX∗
|fk|p dη

) 1−σ
p

i.e.
1
|α| ‖αf‖p,σ ≤

n∑
k=1

‖fk‖σiX(X) .
(∫

BX∗
|fk|p dη

) 1−σ
p
.

Puisque ceci est vrai pour chaque représentation de f , il en résulte que ‖αf‖p,σ ≤

|α| ‖f‖p,σ.

D’autre parts on a

‖f‖p,σ =
∥∥ 1
α
αf
∥∥
p,σ
≤ 1

|α| ‖αf‖p,σ

donnant |α| ‖f‖p,σ ≤ ‖αf‖p,σ, par conséquent ‖αf‖p,σ = |α| ‖f‖p,σ . Cette égalité est

évidente lorsque α = 0.

Soit f, g ∈ iX(X) et ε > 0 et en considérons les représentations

f =
n′∑
k=1

fk, (fk)
n′

k=1 ⊂ iX(X) et g =
n′′∑
k=1

gk, (gk)
n′′

k=1 ⊂ iX(X)
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de f et g respectivement telle que

n′∑
k=1

‖fk‖σiX(X) .
(∫

BX∗

|fk|p dη
) 1−σ

p

≤ ‖f‖p,σ +
ε

2
(3.1)

et
n′′∑
k=1

‖gk‖σiX(X) .
(∫

BX∗

|gk|p dη
) 1−σ

p

≤ ‖g‖p,σ +
ε

2
. (3.2)

Posons f + g =
n′+n′′∑
k=1

hk avec hk = fk si 1 ≤ k ≤ n′

hk = gk−n′ si n′ + 1 ≤ k ≤ n′ + n′′

. alors nous pouvons écrire

n′∑
k=1

‖fk‖σiX(X) .
(∫

BX∗
|fk|p dη

) 1−σ
p

+
n′′∑
k=1

‖gk‖σiX(X) .
(∫

BX∗
|gk|p dη

) 1−σ
p

=
n′∑
k=1

‖fk‖σiX(X) .
(∫

BX∗
|fk|p dη

) 1−σ
p

+
n′+n′′∑
k=n′+1

‖gk−n′‖σiX(X) .
(∫

BX∗
|gk−n′ |p dη

) 1−σ
p

=
n′+n′′∑
k=1

‖hk‖σiX(X) .
(∫

BX∗
|hk|p dη

) 1−σ
p
.

de (3.1) et (3.2) nous obtenons

n′+n′′∑
k=1

‖hk‖σiX(X) .
(∫

BX∗

|hk|p dη
) 1−σ

p

≤ ‖f‖p,σ + ‖g‖p,σ + ε.

Ceci prouve que ‖f + g‖p,σ ≤ ‖f‖p,σ + ‖g‖p,σ et completes la preuve .

Soit S le sous espace vectoriel de iX(X) donné par

S = ‖.‖−1p,σ({0}) =
{
f ∈ iX(X), ‖f‖p,σ = 0

}
.

Nous écrivons, Lp,σ(η) la competion de l’espace quotient iX(X)/S muni de la norme

‖[f ]‖p,σ = ‖f‖p,σ , f ∈ iX(X).

Notez que la valeur de la norme ‖[.]‖p,σ est la même pour tous les g ∈ iX(X) appartenant à

la classe de f (voir Proposition 3.2.1), avec cette notation dans le cas σ = 0 l’espace Lp,0(η)
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ne coïncide pas avec Lp(η) mais avec un sous espace de Lp(η) qui permet le théorème de

factorisation pour les opérateurs p-sommat.

L’exemple fondamental (prototype) d’application (p, σ)-continue est donné par :

Proposition 3.2.3 [1, Lemme 2.1.19] L’application canonique Jp,σ : iX(X) → Lp,σ(η)

est (p, σ)-continu, et πp,σ(Jp,σ) ≤ 1.

Démonstration. Soit δω : C(BX∗) → K, 〈f, δω〉 = f(ω) est la mesure du Dirac associé

avec ω ∈ BX∗. Depuis ‖δω‖ = 1. Pour chaque (fk)
n
k=1 ⊂ iX(X) on peut écrire

∥∥(Jp,σ(fk))
n
k=1

∥∥
p

1−σ
=

(
n∑
k=1

‖fk‖
p

1−σ
p,σ

) 1−σ
p

≤
(

n∑
k=1

‖fk‖
σp
1−σ

∫
BX∗

|fk|p dη
) 1−σ

p

=

(∫
BX∗

n∑
k=1

‖fk‖
σp
1−σ |fk|p dη

) 1−σ
p

≤ sup
ω∈BX∗

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

‖fk‖
σp
1−σ . |fk(ω)|p

∣∣∣∣∣
1−σ
p (∫

BX∗

dη

) 1−σ
p

= sup
ω∈BX∗

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

(
‖fk‖σ |fk(ω)|1−σ

) p
1−σ

∣∣∣∣∣
1−σ
p

= sup
ω∈BX∗

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

(
‖fk‖σ |〈fk, δω〉|1−σ

) p
1−σ

∣∣∣∣∣
1−σ
p

≤ sup
ω∈BX∗

sup
φ∈B(iX (X))∗

‖φ‖≤1

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

(
‖fk‖σ |〈fk, φ〉|1−σ

) p
1−σ

∣∣∣∣∣
1−σ
p

= sup
φ∈B(iX (X))∗

‖φ‖≤1

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

(
‖fk‖σ |〈fk, φ〉|1−σ

) p
1−σ

∣∣∣∣∣
1−σ
p

.

Alors Jp,σ ∈ Πp,σ (iX(X), Lp,σ(η)) et πp,σ(Jp,σ) ≤ 1.
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3.3 Théorème de factorisation

Le résultat suivant, fondamental sur les opérateurs (p, σ)-continus, dit que le prototype

d’exemple que l’on a donné ci-dessus.

Théorème 3.3.1 [1, Théorème 2.1.20] Pour chaque opérateur linéaire T : X → Y , les

affi rmations suivantes sont équivalentes.

(i) T est (p, σ)-continu.

(ii) Il existe une probabilité régulière de Borel µ sur BX∗ (muni de la topologie ∗faible) et

un opérateur linéaire continu T̃ ∈ L(Lp,σ(µ), Y ) tel que diagramme suivant soit commute

X
T−→ Y

iX ↓ ↑ T̃

iX(X)
Jp,σ−→ Lp,σ(η)

Démonstration. (i)=⇒(ii) Si T est (p, σ)-continu, d’aprés le théorème de domination

(Théorème 2.2.4) il existe une probabilité régulière de Borel µ sur BX∗tel que

‖Tx‖ ≤ πp,σ(T ). ‖x‖σ .
(∫

BX∗

|〈x, x∗〉|p dµ
) 1−σ

p

for all x ∈ X.

Alors, nous obtenons

‖Tx‖ ≤ πp,σ(T ) ‖〈x, .〉‖p,σ = πp,σ(T ) ‖Jp,σ ◦ iX(x)‖p,σ .

On note, M = Im(Jp,σ ◦ iX) et alors Jp,σ ◦ iX : X → M . Par définition on a M =

Lp,σ(µ).Considérons l’opérateur T1 : M → Y avec T1(Jp,σ ◦ iX(x)) = Tx. Il est clair que

cette application est linéaire et bien définie, puisque par

‖T1(Jp,σ ◦ iX(x))‖ ≤ πp,σ(T ) ‖Jp,σ ◦ iX(x)‖p,σ pour tout x ∈ X

nous avon

Jp,σ ◦ iX(x) = 0 implies T1(Jp,σ ◦ iX(x)) = 0

34



Par ailleurs, T1 est continue pour la topology de Lp,σ(µ) avec‖T1‖ ≤ πp,σ(T ). Par consé-

quent, T1 peut être prolongé par continuité à l’opérateur

T̃ : M = Lp,σ(µ)→ Y

telle que
∥∥∥T̃∥∥∥ = ‖T1‖ ≤ πp,σ(T ).

(ii)=⇒(i) Puisque Jp,σ est (p, σ)-continue et par la propriété d’idéal T̃ ◦ Jp,σ ◦ iX = T est

(p, σ)-continu et

πp,σ(T ) ≤
∥∥∥T̃∥∥∥ · πp,σ(Jp,σ) · ‖iX‖ ≤

∥∥∥T̃∥∥∥ .
Comme application , nous montrons que les opérateurs linéaires (p, σ)-continus sont

compact avec certaines conditions. Pour ceci , nous présentons la proposition suivante.

Proposition 3.3.2 Soit 0 ≤ σ < 1, 1 ≤ p < ∞ et X un espace de Banach. Alors

l’inclusion / quotient i : X → Lp,σ(η) défini par i(x) = [〈x, .〉] est complètement continue.

Démonstration. Soit (xn)n une suite dans X converge faiblement vers zéro. Alors , pour

chaque x∗ ∈ X∗ nous avons (〈xn, x∗〉)n converge vers 0. Mais ceci signifie que la suite

des fonctions (〈xn, ·〉)n converge simplement vers 0. Considérons la suite des fonctions

|〈xn, ·〉|p‖xn‖
pσ
1−σ . Cette suite est convergente simplement vers 0 (car la suite (xn)n est

bornée). Aussi, cette suite est dominée dans L1(η) par la fonction intégrable x∗ 7−→

supn ‖xn‖
p

1−σχBX∗ car pour tout x
∗ ∈ BX∗ nous avons

|〈xn, x∗〉|p ‖xn‖
pσ
1−σ ≤ ‖xn‖p ‖x∗‖p ‖xn‖

pσ
1−σ ≤ ‖xn‖

p
1−σ

et alors

|〈xn, .〉|p ‖xn‖
pσ
1−σ ≤ sup

n
‖xn‖

p
1−σ χBX∗ .

Par le théorème de Lebesgue de convergence dominée (T.C.D) on a

lim
n

∫
BX∗

|〈xn, ·〉|p‖xn‖
pσ
1−σ dη = 0.
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D’autre part on a,

‖ [〈xn, ·〉] ‖
p

1−σ
Lp,σ
≤
∫
BX∗

|〈xn, ·〉|p‖xn‖
pσ
1−σ dη

Par conséquenton ‖ [〈xn, ·〉] ‖Lp,σ −→ 0.

Corollary 3.3.3 Soit X, Y espace de Banach avec X est réflexive et soit 0 ≤ σ < 1,

1 ≤ p <∞. Si T ∈ Πp,σ (X, Y ), alors T est compact.

Démonstration. D’après le Théorème 3.3.1 nous avons T = T̃ ◦i avec T̃ ∈ L(Lp,σ(µ), Y )

et i ∈ Πp,σ(X,Lp,σ(µ)). Ce dernier opérateur est complètement continue, alors T = T̃ ◦ i

est complètement continue aussi par la propriété d’idéal et la réflexivité de X. Donc T

est compact
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