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0.1 Introduction

En 1987, Jarchaw et Matter introduit une procédure générale d’interpolation pour créer
un nouvel idéal linéaire a partir de deux idéaux linéaires. Par la suite, celui-ci définit I'idéal
linéaire II,, , des opérateurs linéaires (p, o)-continus, ot 1 < p < oo et 0 <o < 1, a l'aide
de cette procédure. Cet idéal doit étre compris entre les opérateurs linéaires p-sommants
et les opérateurs linéaires continus préservant certaines des propriétés caractéristiques
de la premiére classe. En 2012 Dahia, Achour et Sdnchez Pérez ont traité le probléme
de factorisation de ces opérateurs travers I'espace L, , . L’objectif de notre mémoire est
I’étude détailler de I’idéal de ces opérateurs.

Notre travail se divise en trois chapitres. Le chapitre 1 est un rappel sur les opérateurs
linéaires bornés, les espaces de Banach classiques et quelques notions sur les idéaux des
opérateurs linéaires.

Dans le deuxieme chapitre, on donne une étude générale sur les opérateurs linéaires
(p, o)-continus.

Le troisiéme chapitre représente le théoréeme de factorisation de ces opérateurs.



Chapitre 1

Notations et préliminaires

Nous rappelerons les résultats dont nous aurons besoin au fil de notre travail concer-
nant les opérateurs linéaires bornés, les idéaux linéaires en general et en particulier les

opérateurs p-sommants.



1.1 Opérateurs linéaires bornés

Espace de Banach

Un espace de Banach (X, ||-]|) est un espace vectoriel normé complet. Autrement dit X
est un espace de Banach si et seulement si toute série normalement convergente est une
série convergente.

La boule unité fermée de 'espace X est définée par
By = {v e X, |la] <1}.

Opérateur linéaire borné
Un opérateur linéaire 7' : X — Y entre deux espaces de Banach est dit borné s’il existe

une constante C' > 0 telle que
|Tz|| < C||z|, pour tout = € X.

Dans ce cas, pour tout x € X, on définit

1T = f{C: | Tz]] < ][}
= sup [Tz

rEBx

(1.1)

= sup ||Tz|
Jll=1

ITa

ER

= sup
x#0

On note par L(X,Y') l'espace vectoriel des opérateurs linéaires bornés de X dans Y qui

est un espace de Banach sur K(= R ou C) muni de la norme définie par (1.1).

Le dual topologique

L’espace des formes linéaires continues sur X est dit le dual topologique de X, noté X*,

ie (X* = L(X,K)). Pour z* € X* et € X on notera généralement (x,z*) au lieu de
La propriété suivante, que nous énoncons sans démonstration, est une conséquence du

théoréme de Hahn-Banach sur le prolongement des formes linéaires.



Proposition 1.1.1 /4]
Soit X un espace de Banach. Pour tout x € X on a
z]| = sup [(z,27)]. (1.2)
[l (<1

Ceci suggere la définition suivante.

Définition 1.1.2 Soit X un espace de Banach. On dit qu’un sous-ensemble K de Bx~
est normant st

|z|| = sup |{z,z*)|, pour tout x € X. (1.3)

a*eK
L’adjoint d’un opérateur linéaire borné
Soit T € L(X,Y), Popérateur adjoint de T est I'unique opérateur linéaire borné T* €
L(Y*, X*) définie par

T"(y*)(x) = y"(Tx) ie. (2, T"y") = (T, y")
pour tout x € X et y* € Y*.
De pluson a ||T|| = [|T*|| et (SoT)* =T*0S* pour tout T € L(X,Y) et S € L(Y, Z).

Isomorphisme, isométrie

L’application linéaire T': X — Y est dite isomorphisme si T est bijective continue et 7!

continue.
De plus si ||T'(x)|| = ||z|| pour tout x € X, on dit que T" est une isométrie.
Si I'isomorphisme T : X — T'(X) vérifier | T(x)|| = ||z| pour tout z € X, on dit que T

est une isométrie injective et on écrit 7' : X — Y.

Espace de Banach réflexif

Soit X un espace de Banach et soit X* son dual topologique. On définit ’espace bidual
X**de X comme étant ’espace dual de X*.

Il existe une application linéaire canonique kx : X — X™** associant & © € X la forme

linéaire kx(x) : X* — K définie par

kx(x)(2%) = (kx (), 2") = (z,27)



pour toute forme linéaire z* € X*. Cette définition entraine que l'application linéaire

kx : X — X™ est une isométrie, en effet, pour tout z € X on a

lkx (@)[ = sup [(kx(z),2%)| = sup [(z,2")] = ||

llz*[<1 flz*]I<1

(grace au (1.2)). Alors on peut dire que kx est une injection canonique et on écrit
k‘X X — X
En général I'application kx n’est pas surjective.

Définition 1.1.3 Soit X un espace de Banach. On dit que X est rélexif si kx est surjec-

tive. i.e. kx(X) = X** isométriquement.

Lorsque X est réflexif on identifie implicitement X et X** (a l'aide de 'isomorphisme

kx).

1.2 Les espaces de Banach classique C' (K),LP et /,(1 <
p < 00)

Pour p > 1 on note p* le conjugué de p défini par la formule % + z% = 1. On pose
pt=o00slp=1.
1) L’espace C (K)
Soit K un espace topologique compact. L’espace de Banach C (K) est défini par :

C(K)={f: K — K: continue}

muni de la norme
1l = Sl}l{plf(x)l ,f € C(K).
2) L’espace LP

Soit (£2, M, 1) un espace mesuré et 1 < p < 0o, on définit I'espace de Lebesgue LP(2) par



LP(QU M, p) = LP(p) := {f : 1 — R, mesurable et / |fIPdu < oo}

LP(11) est un espace de Banach muni de la norme

i, = (/ If(:c)lpdu);.

Pour p = 0o nous avons f € L>®(u) §'il existe C' > 0 telle que

|fI<C. upp. (1.4)

L>®(p) est un espace de Banach muni de la norme
| f|l ;o = inf {C, vérifier (1.4)}.

3) L’espace /,

Soit 1 < p < co. On note par ¢, ’espace de Banach des suites scalaires p-sommables

by = 6,(K) § = = (22); CK: l(2) ], = (Z \wi!p) < oo

>0

pour p = +00
lo = {x = (2:); C K [[(2i);l o == sup |@] < —I—oo} :

On définit aussi I’espace des suites scalaires convergeant vers zéro

co = {m = (z;), CK: lim |z;|= 0}

i—+00
cet espace est un sous-espace fermé de /., muni de la norme sup .
Inégalité de Holder généralisé
Soient (X, ||-||) un espace vectoriel normé, (z;);_, . (y;);_, deux suites finies d’¢léments de

X et p,q,7 € [1, +o0] avec L = i + %. Alors

(Z(Hxin ||yz-||>r)r < (Z ||xi||p> (Z ||yi||q> ; (1.5)

=

i=1



1.3 Espaces de suites a valeur d’un espace de Banach

Soient X et Y deux espaces de Banach.
1) On désignera par ¢,(X) l'espace de Banach des suites p-sommables d’éléments de X

dont la norme est

o0 7
I(zi)all, = (Z ||$z'||p) pour 1 < p < o0,
i=1
et par {(X) lespace de Banach des suites bornées, normé par
(@)l o = sup ||z -
K3

2) On désignera par co(X) 'espace de Banach des suites (x;); d’éléments de X convergeant
vers 0. Notons que ¢o(X) est un sous-espace fermé de /o (X) muni de la norme ||-||__ .
3) On désignera par £,,,(X) I'espace de Banach des suites (z;), d’éléments de X faiblement

p-sommables, c’est a dire des suites (x;); vérifiant
({(z;,2")), € £, pour tout z* € X™,

muni de la norme définie par

(@)l == sup [|({zs, 27));ll,,
flz*[I<1
c’est-a-dire
oo 1
p
@l = suppeges (S lna)l) st <p <o
7=

1) illw = @)l -
1.4 1déal des opérateurs linéaires

Définition 1.4.1 [9]
Soit X et'Y deux espaces de Banach. Un opérateur T € L(X,Y) est de rang fini si



dim(Im7') < 0.

De plus T est de rang fini si et seulement si

T= Z<’x:>yz
i=1
avec x5, ...,x5 € X* et y1,...,yn €Y. On écrit T € L;(X,Y).

Définition 1.4.2 [9]

Une classe I des opérateurs linéaires bornés est dite idéal st

1) Z(X,Y) est un sous espace de L(X,Y) et L(X,Y) C Z(X,Y) pour tout espaces de
Banach X etY.

2) (Propriété d’idéal) si u € L(E,X), T € Z(X,Y) et v € L(Y,F), alorsvoT ou €
I(E,F).

De plus, si ||-||; : Z(X,Y) —R, satisfait :

i) (Z(X,Y), ||ll7) est un espace normé (de Banach).

i) ||lidk|| = 1.

iit) JooT oully <[l [Tz [lul-

Alors (Z(X,Y), ||I|lz) s’appelle idéal normé (de Banach) des opérateurs linéaire.

Définition 1.4.3 Un idéal linéaire T est dit fermé si Z(X,Y") est fermé dans ’espace des

opérateurs linéaires bornés L(X,Y') pour tout espaces de Banach X etY.
Définition 1.4.4 Un idéal linéaire T est dit injectif s’il vérifie la propriété d’injectivité
ioTeI(X,Z) =T eI(X,)Y)
ou i :Y — Z est une isométrie injective. De plus on a
lio Tl =TIz (1.6)

1.e. [idéal ne dépend pas de [’espace d’arrivé.



Proposition 1.4.5 [9, Proposition 6.1.4]
Soit T un idéal normé. Alors ||T|| < ||T||; pour tout T € T.

Quelques exemples
1) Les opérateurs compacts
Un opérateur linéaire borné 7' € L(X,Y") est dit compact si, pour toute suite bornée (x;);
de X, la suite (T'(x;)); contient une sous-suite convergente. On note K(X,Y") 'espace
vectoriel des opérateurs linéaires compacts de X dans Y.
2) Les opérateurs faiblement compacts
Un opérateur linéaire borné T' € L(X,Y) est dit faiblement compact si, pour toute suite
bornée (z;) de X, la suite (7'(x;)); contient une sous-suite faiblement convergente. On
note W(X,Y') 'espace vectoriel des opérateurs linéaires faiblement compacts de X dans
Y.
3) Les opérateurs complétement continus
Un opérateur linéaire borné¢ 7' € L(X,Y) est dit complétement continu s’il transforme
une suite convergeant faiblement dans X vers 0 en une suite convergeant en norme vers

0 dans Y. On écrit T € V(X,Y).

Proposition 1.4.6 /3] et [9]
Les trois classes IC,VV et V sont des idéaux de Banach fermés et injectifs dont la norme

de chaque idéal est la norme d’opérateur.

1.5 Les opérateurs p-sommants

Définition 1.5.1 Soit T € L(X,Y) et 1 < p < 0o on dit que T' est p-sommant, et on

écrit T € I1,(X,Y), s’il existe une canstante C > 0 tel que pour toute (z;), C X, on ait

(T ()il < Cll(za)isll, e - (1.7)

10



Pour tout T € I1,(X,Y) on pose
7p(T) = inf {C : vérifiant (1.7)} .

Remarque 1.5.2 1] est clair que pour tout T € I1,(X,Y) on a ||T|| < m,(T) puisque si

on prendn =1 dans (1.7) i.ex1 = ... =z, = x € X on trouve
1T () || < 7o (T) [l

ce qui donne ||T'|| = sup ||T(x)| < m,(T).

=<1

Proposition 1.5.3 [5, Page 38/ (IL,, m,(-)) est un idéal de Banach.
Pour les preuves des exemples suivants voir [5, Page 40].

Example 1.5.4 1) Soit K un espace compact et u une mesure de probabilité réguliére

sur K. Alors l'injection canonique
Jp: C(K) — L,(K, p)

est p-sommante de plus on a m,(j,) < 1.

2) Soitent (2, %, 1) un espace de mesure finie et 1 < p < oo. Alors linclusion canonique
ip t Loo(p) — Ly()
1

et p-sommant, avec my(i,) = u(2)r.

Théoréme 1.5.5 [5](caractérisation des opérateurs p-sommants)

Soient T' € L(X,Y) et 1 < p < oo. Les propriétés suivantes sont équivalentes

1)T ell,(X,Y).

2) L’opérateur T' transforme les suites faiblement p-sommables en des suites p-sommables,

c’est-a-dire (T'(z;)); € L,(Y) pour toute (x;); € £y, (X).

11



3) (Domination de pietsch) Il existe une probabilité réquliére p sur Bx~, munie de la

topologie x-faible, et une canstante C' > 0 telle que

||T<:v>||sc||<x,->||Lp(Bx*,m=0(/B |<a:,x*>|pdu<x*>) . pour tout v € X;  (1.8)

X *

4)(Factorisation de Pietsch). Il existe une probabilité réguliére pn sur Bx«, munie de la
topologie *-faible, un sous-espace S, de L,(Bx~,u) et un opérateur linéaire borné T e
L(S,,Y) tel que

T=To ij oix.
Ouix : X — ix(X) C C(Bx-) est isométrie injective définie parix(x) = (x,-) et j, est

Jp restreint a i(X). C’est-a-dire le diagramme suivant est commutatif

x L v
ix | TT
ix(X) s,
N N

C(Bx:) - L,(n).

De plus on a

(1) = HTH =inf {C : vérifiant (1.8)} .

12



Chapitre 2

Idéal des opérateurs (p, o)-continus

Nous rappelerons les résultats dont nous aurons besoin au fil de notre travail concer-
nant les opérateurs linéaires bornés, les idéaux linéaires en general et en particulier les

opérateurs p-sommants.

13



2.1 Les suites faiblement (p, o)-sommables

Dans la suite on définit I’espace des suites, introduit par J.A. Lépez et E.A. Sdnchez
Pérez dans [6], et qui a été utilisé pour trouver une caractérisation importante pour les
opérateurs linéaires (p, o)-continus.
Soient X un espace de Banach, p > 1et 0 <o < 1.

Pour tout (z;)?; C X on pose

Opo ((2:)iZ1) = sup (Z(I(%@Il_"llwill")lf") p (2.1)

veBx= \ i=1
Et

Hy o (X) = {(2:)21 C X 2 0 ((20)i21) < 00}

Pour lescas 0 =1, p = 400, pour tout 0 <7 < 1et 1< g < o0 on définit
Oq1 ((wi)iy) = Ooor ((zi)iy) = sup ||l = [[(z:)ily [l -
1<i<

Dans la suite on donnent la définition d’une suite faiblement (p, o)-sommable.

Définition 2.1.1 /6, Page 352/
On dira que la suite (z;)3°, C X est faiblement (p,c)-sommable si elle appartenant &

Uespace vectoriel (P7(X) engendré par l'ensemble H, ,(X).

Lemme 2.1.2 Soient X un espace de Banach, p > 1 et 0 < o < 1. Alors pour tout

(zi)2y €L 2 (X) ona

1(@)Z0ll 2 o < Opo ((20)721) < ()20 ]| 2 - (2.2)

Démonstration. Soit (z;)7°;, € £ » (X)
1

—o

1—0o

leoZll e = sup (S ezl ™=) 7

pEBx*

l1—0o

= sup (Zz‘zl (|(<p, xi>|1—a l{p, Iz>|")ﬁ> a

@pEBx*

1—0o

< sup (EiZI (|<907xi>‘170 H%Hg)%> :

14



alors
(i)l 2 oy < Gpo ()71 -

D’autre part

1—0o

G (@)Z1) = s (S ()7 o)) 7

(pEBX*
<@l

Proposition 2.1.3 Soient X un espace de Banach, p > 1 et 0 < o < 1. Alors (%7(X)

est un espace vectoriel normé muni de la norme

k
IGi)Zall, o = inf {Z%a D)) @)E = (#]) 2, @)Z € Hyo(X) 1< j<ke N}

j=1
(2.3)
Et on a les inclusions
le (X) C(X) Cle (X), (2.4)
avec
[)Zll e < @)l < )2l 2 (2.5)

pour tout (x;)72; € L 2 (X).

De plus cette norme vérifiée l'inégalité suivante,

@24l < mf{z h ||<xz>;>°1||jpj,w} (26)

pour tout (x;)72, € L »_(X) avec
)24 :Z )y @)X € Hyo(X), kEN

Démonstration. Soient (z;)%2, € 7(X) et ¢ > 0, alors il existe k € N et (2/)2, €

H,,(X),j=1,--- k tels que

k
('I'Z)fil :Z 'xz i=1 et Zépﬂ z 1= 1 < H(xl)z 1” +e

15



Si on utilisons I'inégalité de triangulaire et (2.2) on obtient

Il e =
(el

VAN

< 20 (@)

< [[(zi)Zll,, + €, pour tout € >0

Alors ||(xl)fil||%w < ||(ml)fil||pa ce qui donne 77(X) C éﬁ,w(X).

Si H(a:i)fial’U =0ona H(%)f;”% = 0 ce qui implique que (z;)2, = 0.

,w

Pour I'autre inclusion, soit (2;)72; € £_=_(X) d’aprés (2.2) on a

Ope((@2)i21) < l(@i)iZall , < oo,

—0o

Alors (z;)72; € Hp,(X).Par la définition de ||, , on a

@)l < Opo((@0)iZ1) < ll(za)iZi]l < o0

—0o

Par conséquent (x;)2, € P7(X) d’ou

EIL(X) C ng(X) C fﬁ,w<X)

—0o

Pour l'inégalité triangulaire, soient (z;)2;, (v:)72, € *7(X) et € > 0, il existes des repré-
k r

sentations (2;)32, = Y (#7)%2, et (1:)32, = > _(y))2, telles que (2))1<j<k, (4 )1</<, dans
P =1

H,,(X) avec

k r
D Ono (@) < @Dl +5 et D ae (WD) < )R], +5
j=1

J=1

On pose (2;) + (Yi)ieg = ng (zf)zl telle que

o) si1<j<k

yffk sik+1<j<k+r .

16



On a

—25PU )i +Z(5pa yz = 1

< ||(l‘i)i:1||p7a + ||(?Jz‘)i:1||p,g te
Dou l'inégalité triangulaire. Il est clair que [[A(z:)24[l,, = [All[(zi)24]l,, pour tout
AeRet (z;)2, € P7(X).
Finalement montrons I'inégalité (2.6), pour tout ()72, € {_»_(X) on a

1—0o

O ((2)i20) = sup (Z(|<xi,¢>|1“’||xi||“>l-’”> ,,

veBx+ \i=1
et d’apres 'inégalité de Holder, ol les exposants conjugués sont ﬁ et %, on obtient

(1—0)2 (1-0)o

Opo ((£)21) < sup <Z|<$Z,g@>|1p”) ’ (ZH%HIP")

pEBx- \ =1
1—
= 1)1 e o ()32 e
|
Dans la proposition suivante, J.A. Lépez et E.A. Sanchez Pérez donnent une description

des éléments de 77(X), le complété de 77 (X).

Proposition 2.1.4 [6, Page 35}]/Soient X wun espace de Banach et ¢ un élément de
1P7(X). Alors il existe une suite 1™ = (27);>1 de Hyo(X) telle que

Zépg ) <ooetp= Zx” dans 1" (X)

n>1 n>1
De plus on a
el x) = inf {Zépa <x”>}
n>1

Ou linfimum porte sur toutes les représentations de la forme ¢ = Zx” dans Zp”(X ).
n>1

17



2.2 Les opérateurs (p, o)-continus et théoréme de do-

mination
Dans la suite on dennent la définition d’un opérateur (p, o)-continu

Définition 2.2.1 Soient X, Y deux espaces de Banach, 1 < p < oo et <o < 1. Un
opérateur u € L(X,Y) est dit (p, o)-continu s’il existe une constante C > 0 telle que pour
tout (z;)7_, C X on a
()i | e < Copo ((i)iy) (2.7)
De plus
Tpo(u) = inf {C, vérifie l'inégalité (2.7)}

On notell, ,(X,Y') lespace des opérateurs linéares (p,o)-continus. Il est clair que I1, o(X,Y) =

IL,(X,Y)
Remarque 2.2.2 Pour tout u € I, ,(X,Y) On a

[ull < 7p.0 (w). (2.8)
En effet, si on pose n =1 dans (2.7), on a pour tout x € X

1-0o o
[u(@)]| < mpo(u) sup [{z,0)] 7 |z
QOEBX*

= Tpo(u) [|2]

ce que implique que ||ul|| < m, ,(u).
Proposition 2.2.3 (II, ,(X,Y), m,,(.)) est ideal de Banach
Démonstration. Soient S, 7" € I, ,(X,Y"). Pour tout (z;)/-; C X on a

(T +9) (@)izall oo < IT (@))isall_eo + 105 (@) )iz |l
< (Tpo (T) + 7po () Opo ((24)i—1)

18



Donc S+ T €1l,,(X,Y) et mpo (T + 5) < mpo(T) + mp 0 (S).
Pour tout A € K, A #20, on a

I(AT) ()i | o = AT ()il e
< A 7o (T) 0o ((%)?:1)

Donc AT € 11, ,(X,Y) et m, ,(AT") < || 7p0(T). D’autre part on a

Tpo(AT)

1 1
olT) = 10 (D) < |5

ce qui donne 7, ,(AT") > |\| 7, (7). Alors
Tpo(AT) = [A| 7,6 (T)

Pour le cas A = 0 I’égalité est évidente.

Soit u € II,,(X,Y) tel que m,,(u) = 0. Par (2.8) on a |ul| < mp,(u) = 0 ce qui
implique |lu|| = 0, alors v = 0. Finalement II,,(X,Y’) est un sous-espace vectoriel de
L(X,Y) deplus 7, ,(.) est une norme sur I, , (X, Y'). Maitenent montrons que L(X,Y") C

II, ,(X,Y), pour ceci il suffit de montrer cette inclusion pour les opérateurs de la forme
ux) = (.0 yia" € X', yey, re X 29)

puisque pour tout f € L(X,Y) on a

n

f:ZOéi<.,J}:>

=1
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avec (a;), C Ret (), C X*.

Pour tout (z;)!; C X on a

(Z Hu(a:»ufa)

—o

P

P

= (Z H<%w*>y|l“’) , 0#£2" € X
=1 1—0o
=yl (ZI(%?E*)I”)
i=1
1-0o

P
n . 1% p
=yl =) { D | et on pose § = iy € By

i=1 .
* - -0 o 1% !
<yl [ sup (D (Kaa, 17 llal|”) =
£€Bx+ \i=1

Donc u € I, ,(X,Y) et 7y, (u) < |ly|| ||=*] . Par (2.8) on a

lylHlloll = flull < 7p.0(u)
ce que donne ||ul| = 7, (u).

Soient u € L(E,X), T € I1,,(X,Y),ve LY, F) et (e;);_, CE

l(weToule)iyll o <ol I(Toule:))iyll

< Joll 0 (T) sup (Z (1w te) o) Hu<ei>||")1”“) p

PEBx- \ =1

< (o] 7y (T) 1D (Z (Iewu* ()7 flul” ||ez-||”>1-”)
QDeBx* i=1

1-0o

— ol () ] st0p (Z (e 5] ) ) p
peBxs \ 3
< 10l g (T ] B (1))
Donc
voTouell,,(E, F)etm,,(voTl ou)<|v||m,(T)]|ul.
Pour tuot (\;);—; C K. Puisque ¢ » (K) =(_»_,(K) avec ||||% = ||||%w et d’aprés
(2.2) on a

lidse (DI = NVl = 1Ol ey < B (ML)
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Donc 7, (idk) < 1. Et

1= lidg|| < 7po(idx) <1

donc 7, ,(idx) = 1. En fin nous montrons que (II,,(X,Y),m,.(.)) est complet. Soit

(Un),en suit de Cauchy dans II, ,(X,Y’). Soit € > 0 alors existe NV tel que

Tpo(Un — uy) < € pour tout n,k > N.

D’apré (2.8),

[un = urll < T o (un —ug) <,

alors (un),cy est une suite de Cauchy dans 'espace de Banach £ (X,Y), donc il existe
u € L(X,Y) tel que |lu, —u| — 0. L’opérateur u,, — uy est (p,o)-continu, alors pour

tout (z;)*; C X

1((un = we) (@0)iZy | . < Topo(un — k)0 ((2:)i2y)

pour £ — 400 on obtient ,
I|((up, — u) (x1>)21”ﬁ < b,y ((z:),) pour tout n > N.
D’ou (u, —u) € I, ,(X,Y) avec
Tpo (U, —u) <&, pour tout n > N.

Par consequence (u,), est convergent vers u € IL,,(X,Y),car v = — (u, —u) + u, €
IL,,(X,Y). =
Dans la suite nous donnons le théoréme de domination de Pietsch concernant les opé-

rateurs linéaires (p, o)-continus

Théoréme 2.2.4 [7, Page 197]Soient X, Y deux espaces de Banach, 1 < p < 00,0 <

o<1letue L(X,Y) un opérateur linéaire borné. Alors les affirmations suivantes sont
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équivalentes
1)uell,,(X,Y)
2) Il existe une constante C > 0 et une probabilité de Radon p sur Bx« muni de la

topologie xfaible, telles que

1—0o

||u<x>||sc(/3 (|<x*,:c>|1”||x||”)lp°dn<x*>)p,pourtoutxex (2.10)

Démonstration. 2) — 1)
Pour tout (z;),; C X, il existe une constante C' > 0 et une probabilité de Radon u sur

By« telles que

S el ™7 < O (fp L S (1w 77 ™) 7 dpaa))
<O sup (Z(uxiw“’ ||:ci||“>l"v>

PEBx- \ (21

Donc u € 11, ,(X,Y)
1) = 2)

On considére les ensembles

F = {f € C(Bx~), sup f(z¥)< 1},

T*E€Bxx
et
Fy = cov { f € C(Bx-), f(") = |27 {a*,2) " avec [Ju(z)]| = C }
Il est claire que F} et F, sont des ensembles convexes et F est ouvert. Onn aFiNFy, = ¢, en
effet si f € F} alors pour tout 2* € By, il existe (a;); C R tel que Zai =1, ||u(z;)]| =
i=1

C et
* ZE *
f(@*) = Zai [z 7= [(2™, ) [P -
i=1
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Dans ce cas sup f(z*) > 1 car
CE*GBx*

p
sup f(z*) = sup Zaz lil|” (=, @) | ~7) 7

T*€EBx* T*EBx* i
l—0o
o7 T

1—0o

n
= sup E
J:*EBX* i—1

1_

= Opo((o; " @i)iy)

n 1
ul oy’ xi

1
> g
CT—0o
p
= 1p E ai017‘7 = 1
Cl-0o
i=1

=1
D’apres le théoréme de Hahn-Banach, ils existent un nombre réel A € R et une forme

1—-0o g

P

_p
1—0’> 1-0o

linéaire ¢ sur C'(Bx~) de norme 1 (][0 = 1) telle que pour tout f; € Fy et fo € Fy on a

P(f1) <A <Y(fa)

Il est clair que si f € C(Bx+) avec f < 0 alors f € Fj, donc on peut écrire p(nf) < A,
pour tout n € N*, et tout f € C(Bx-) avec f < 0. Alors ¢(f) < 2 pour tout n € N* ce

qui donne

Y(f) <0, feC(Bx«) avec f <0.

Il en résulte que ¢ est une forme linéaire positive sur C(Bx~).
Par le théoréme de représentation de Riesz pour les formes linéaires positives sur C'(Bx+),
alors il existe une probabilité de Radon p définie sur Bx+ muni de la topologie *-faible

telle que
(f) = f(@®)dp(z")

B
Soit (fn)n>1 € Fy définie par f,, =1 — L. Donc

1
fa(z®)dp(z*) =1 — — < A, pour tout n € N
Byx n
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b
Ce qui implique que A > 1. Ainsi, pour la fonction f = (||z||” \(.,m>|1_0) =7 € Fy avec
lu(z)|| = C, on a

[ Q) e 2 1= (M)

Donc

1—0c

||u<x>||sc( [ (e ||:v||°')1p"du(:v*)) " pour tout z € X
By«

Ce qui termine la preuve. m

Dans la suite on donnent la relation d’inclusion pour les opérateurs (p, o)-continus
Corollary 2.2.5 Pourtout0 <o <letl<p<qg<-+00 ona
IL,,(X,Y) CII, ,(X,Y).
De plus 74 ,(T) < m,,(T) pour tout T € 11, , (X, Y').

Démonstration. Soit 7" € I1,, , (X, Y") alors pour tout z € X on a

TN < 10o0) (Jay. (') 7)™ ) *
< o) (Jipy. (1727 o) () ©
Alors
T €T, ,(X,Y) et 7yo(T) < 7p0(T)
.

Dans la suite on donnent la relation entre ces opérateurs et les opérateurs linéaire

p-sommants.

Définition 2.2.6 Soient 1 < p,q < +o00 et X,Y deux espaces de Banach. Un opérateur
u € L(X,Y) est (p,q)-sommant s’il existe une constante C > 0 telle que pour tout
(z;)i, C X ona

()i, < Cll i)yl (2.11)
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De plus
Tpq(w) =inf {C : vérifie l'inégalité (2.11)}
On notIl, (X,Y) ={u: X — Y , opérateur linéaire (p, q)-sommant} .

Dans la proposition suivante Matter [7, Proposition 4.2 | a montreé que tout opérateur

p-sommant est un opérateurs (p, o)-continu.
Proposition 2.2.7 Soient p > 1,0 <o <1 et X,Y deux espaces de Banach, alors

Mo (X,Y) CIL,(X,Y) CTe ,(X,Y)

Démonstration. Soit u € Il »_(X,Y’) un opérateur linéaire $*--sommant, alors il existe

l-0

une probabilité de Radon i sur Bx+ muni de la topologie *-faible telle que

fu@ < 7o () (. [ )| du(a)) Ve € X

1—0o

< moe () (f (@t ) 1)) 7 du(a)) 7
Donc, d’aprés le Théoréme 2.2.4 on a u € 1L, ,(X,Y) et mp,(u) < 7 _r_(u).

Pour la deuxiéme inclusion, si u € 11, ,(X,Y’), en vertu de I'inégalité

1—0o 1—0c

(Z”“W“”“) S mpolu) sw (Z(|<xi,¢>|1-"||x,-||”)“p”) p

vEBx= iz

Sachant que [lzx| < [|(2:);,],,, pour tout 1 <k < n, on peut écrire

1—0oc 1—0o

(Dwu»nl‘”cf) < el Iy, - sup <Z<|<xi,w>|p>> p

Bxx \ =3
= Tpo(u) |(@:)isa
Ce qui implique que u € 1 »_ (X, Y) et m 2, (u) < 7po(u). =

Corollary 2.2.8 Pour toutp>1et0<o<1onall,(X,Y)CIL,(X,Y)

Démonstration. Comme conséquence du théoréme d’inclusion pour les opérateurs p-

3 p
sommants, puisque p < £, on a

I,(X,Y) C M (X,Y) C I, (X,Y)
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2.3 Caractérisation par les suites faiblement (p,o)-
sommable.

Pour tout opérateur u € £(X,Y) on peut associer un opérateur @ : X — YN définie

par

pour toute suite (z"),>; dans X.

Pietsch dans [8, Proposition 4.2 | a montré que 'opérateur u est p-sommant si et seulement
si, il transforme toute suite faiblement p-sommable en une suite p-sommable, autrement
dit u € IL,(X,Y") si seulement si 4 (€,,,(X)) C £, (Y).

Par la densité de 77 (X) dans (7?(X), nous confirme que si ¢ € /77(X) il existe (27);>; €

77 (X) telle que ¢ = lir+n (z7), alors on peut définit @ : 77(X) — YN comme suite,
@ ((x")n=1) = (u(2"))n=1 pour tout (z")n>1 € £77(X)

et

n—--—+00 n——4o00

i () = ( lim (a;;?))m avec ¢ = lim (a7) .

Théoréme 2.3.1 [6, Théoréme 1.7] Soient p > 1,0 < 0 < 1 et X,Y deux espaces de
Banach. Alors les deux propriétés suivantes son équivalentes

1)uell,,(X,Y)

2) a((r (X)) Cle (V).

Autrement dit, l'opérateur u est (p, o)-continu si et seulement si, il transforme toute suite

faiblement (p, o)-sommable en une suite ;*—-sommable.

Démonstration. Notons en premier lieu que si (z;);>1 € Hpo(X) et v € I1,,(X,Y).

Pour h € N, on a

1-0o

p

h
(ZHu(xi)IIlpU) < o (U).0pe ((2:)1<i<n)
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Par passage a la limite quand h — 400 on obtient

[(u(@)iz)|| 2 < Tpo(w)-0ps ((2)ix1)

Soient maintenant (x;);>1 € 7(X) et ¢ > 0. Il existe une représentation (;),., =

Zk:(a:f)lzl avec (27)i>1 € Hyo(X) et k € N* tel que Zkzépg (2])i>1) < 1(@)izll, , + €
jA:li)rs on a . =
H(u(xl))zle% = Z(u(xi))pl
<X [CEDI .
k

IN
3
3
Q
—~
<
S—
=%
3
3
—~
—~
8
o
:_/
Vv
=
~

IN

Tp,o () <||(xi)i21||p7a + 6) ,Ve >0

Ce qui entraine que

H(U(%))@”% < Tpo (W) [[(@i)iz1 ]l

u((2i)iz1) = (w(@i)) >,
est bien définie et continu avec une norme < , ,(u), sa prolongement par continuité a
(77 (X) est Papplication @ : 77(X) — {_» (Y) cest-a-dire a(r (X)) C te (Y).
(2)==(1) Tout d’abord, montrons a l’aide du théoréme de graphe fermé que @ est continu.

Pour cela considérons la suite (¢,,, i(¢,)),>; C 7 (X) xl »_(Y') convergente vers (¢, (yi)i>1) €
(7 (X) x L2 (Y).

Par Proposition 2.1.4 on a

Za: 6 Hpo sz» z>1 € Hy»(X)

Soit J : (77 (X)) — e ,(X) Pextension de linjection canonique J : (77(X) — £ »_ (X).

La suite (¢,,),, tends vers ¢ dans [P?(X), alors par 'opérateur J on obtient qu'elle est
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aussi dans £ »_,(X).

+o0 +o00
. . un j .
Pour chaque 7 > 1 on a lim x;,) = E x;. Comme u est continu on trouve
n—-+00
=1 =1
+o0o +oo
§ : nj_ E : njo_ -
u(@ _‘ri) < ||u|| ('rﬁ _xi) ,\V/Z > 1,
j=1 j=1
+o00
. . U i
et puisque lim E (x;” —2])[|=0o0na
n—-+00 1
]:

+oo —+00
b= ulal) = ulal), i > 1
7=1 Jj=1

Et en fin, par la définition de l'opérateur @ nous pouvons conclure que (;),~; = u(¢),
par conséquent le graphe de 4 est fermé alors @ est continu.
Soit (z;)7_, € H,,(X), la continuité de @ entraine

1—0c

P

(Z”%)H”o) = (@)l o

1-0o

<l ez, ,

<l Opo((i)izy)

Donc u est (p, o)-continu et en plus 7y, (u) < ||4f|. =
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Chapitre 3

Factorisation des opérateurs

(p, 0)-continus

3.1 Théoréme de Dvoretzky-Rogers

Dans la proposition suivante, nous démontrons le théoreme de Dvoretzky-Rogers pour

les opérateurs linéaires (p, o)-continus .

Proposition 3.1.1 Soit 1 < p < o0 et 0 < o < 1. Un espac de Banach X est de

dimension fini si seulement si lidentité idy : X — X est (p, o)-continu.

Démonstration. Si X est de dimension finie, il est claire que idx € I, ,(X, X) car.idx
est un opérateur de rang fini. Inversement, supposons que idx est (p,o)-continu. Alors

d’aprés le théoréme de domination (Théoréme 2.2.4 ) il existe constant une C' > 0 et une

probabilité de Radon p sur By~ telle que pour tout x € X on a
1—0o
l1-0o o\ L2 P
loll < € (fy. (0@ 2ll) =7 du(o) )
1—0o
= Cllal” (f,. 6@ du(@)) ™ .

ce qui implique que

hSA

lall < V7 (fy,. l0(@) duy(@))
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Par conséquent, d’aprés le théoréeme de domination de Pietsch idx est p-summant et
d’aprés théoréeme de Dvoretzky-Rogers pour les opératreurs p-summant X est de dimen-

sion fini. m

Remarque 3.1.2 De la proposition présédente et 'nclusions (2.4) on al »_(X) = (77 (X)

st seulement si l’espace de Banach X est de dimention finie .

3.2 Construction de ’espace L, ,(7)

Maitenent on donnent le théoréme de factorisation de Pietsch pour les opérateurs
(p, o)-continus, on utilisons les espaces C'(Bx~) et LP(n), ou n est une mesure de Radon
sur Bxx.

Nous utilisons les propositions suivantes dans la suite.
Proposition 3.2.1 Soit v une semi-norme sur [’espace vectoriel X et soit
S={reX:v(x)=0}.

Alors S un sous-espac vectoriel de X .De plus X /S est un espace normé muni de la norme

définie par

pour tout z € [z], ot [x] € X/S est la classe d’équivalence de x € X.
Démonstration. Pour tout z,y € Set « € Ron a
v(z +ay) <v(z) +lafv(y) =0

donc x + ay € S. Ainsi S est un sous-espace vectoriel de X. Pour tout z € [z] nous
obtenons z—x € S, i.e. v(z—x) = 0.ceci donne v(z) = v(z) car |v(z) —v(z)| <v(z—z) =
0, possons N([z]) = v(z) nous vérifions que N est une norme sur X/S.

i) Si N([z]) = 0 alors v(y) = 0 pour tout y € [z]. Par conséquent [z] = [0].
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ii) N(a[z]) = N([aw]) = v(ax) = |a|v(z) = |af N([2]).

i) N([z] +[y]) = N([z +y]) = v(z +y) < v(z) +v(y) = N([z]) + N([y]). =

Soit X un espace de Banach, p > 1, 0 < o < 1 et soit i probabilité de Radon sur By«
(avec la topologie *-faible). On note iy 'application isométrique X — C(Bx+) donnée

par ix(z) = (z,.). Pour f € ix(X) C C(Bx+), nous considérons

Hpr,a = inf {Z “fk:H?X(X) : </
k=1

Bx

£l dn) =St (e © wo} .
* k=1

Proposition 3.2.2 [1, Section 2.1.3] .||, est une semi-norme sur ix(X).
Démonstration. Soit f € ix(X) et « € K;a # 0. Si f = > fi est une représentation
k=1

n
de f alors af = Y afy, et nous avons donc
k=1

1—0c

afil’ dn) B

l0fll < 3 tfellZy - (Jioge

l1—0c

= lol X fillfycy (Jioy. ol m) *
ie.
n 1—0o
o p
wlofle < XMl (Joy. el dn) ™

Puisque ceci est vrai pour chaque représentation de f, il en résulte que [laf],, <

e 1710

D’autre parts on a

1,y = l2afll, < &lafl,,

donnant |af || f][,, < llafll,,, par conséquent |[afl,, = |af[[f],,. Cette égalité est
évidente lorsque a = 0.

Soit f,g € ix(X) et € > 0 et en considérons les représentations

1
/ n "

f= z For ()l Cix(X) et g=3 ge (gl Cix(X)

k=1

31



de f et g respectivement telle que

1—0o

n’ 3 = c
Sl ([ 16P) " <l 3.1)
k=1 X*

et

1—0o

n/l U T 6
19k l7 5 (x) - gk |” dn <lgl,,+ 5 (3.2)
(X) 2
k=1 Bx*

7,74/_,’_,”‘//

Posons f+¢g= > hy avec
k=1

hy = gp_w sin' +1<k<n +n"

. alors nous pouvons écrire

n’ = 1-0

> el - (fge flan) T+ z 19017y x - (S |ol” )

o o i 10
_ p p , p P
= 2 Ml SURIAEE) I ol 7o AR (AN TS )

1—0c

n'+
- ; Vel gy - ([ al? ) 7

de (3.1) et (3.2) nous obtenons

1—0o

n/_"_n// i
S Il ([ aran) " <l + ol e
k=1 B

Ceci prouve que ||£ + g, < [|f1l,, + |9l , et completes la preuve . m

Soit S le sous espace vectoriel de ix(X) donné par

S = L5500 = {£ € ix(X), 7], =0}

Nous écrivons, L, ,(n) la competion de I'espace quotient ix (.X)/S muni de la norme

1o = I1fllpq > /€ ix(X),

Notez que la valeur de la norme ||[.]||,, , est la méme pour tous les g € ix(X) appartenant a

la classe de f (voir Proposition 3.2.1), avec cette notation dans le cas o = 0 I'espace Ly, (n)
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ne coincide pas avec L,(n) mais avec un sous espace de L,(n) qui permet le théoréme de
factorisation pour les opérateurs p-sommat.

L’exemple fondamental (prototype) d’application (p, o)-continue est donné par :

Proposition 3.2.3 [1, Lemme 2.1.19] L’application canonique J,, : ix(X) — Ly, .(n)

est (p,o)-continu, et 7y, (Jps) < 1.

Démonstration. Soit d, : C(Bx+) — K, (f,d,) = f(w) est la mesure du Dirac associé

avec w € By«. Depuis ||d,]| = 1. Pour chaque (f;)?_; C ix(X) on peut écrire
1-0o
n p_ p
H(Jp,o(fk))ZﬂHlL = Zl‘f’f||5"’a>
- k=1
1-0o
n op P
< DIl / Ifklpdn)
1 Bxx
1-0
P
- (/ Zufkuwfk\pdn)
By~
n 5 =
op P
< sup Z||fk||1*”-|fk(w)|p (/ d”)
wEBx* k=1 Bxx
1-0
- o l1-0o = !
= sup > (1Al (@) 7)
UJEBX* k=1
1-0o
- o l1—0o ﬁ '
= sup | (Il 1o )17)
UJGBx* k=1
1-0o
p P
< sup  sup Z LAl e )] 77) =0
wEBX*¢€B(iX(X)) k=
llell<1
1-0o
S (el i ) ) 27|
= sup k ks -
PEB(ix (x0)* | k=1
llell<1

Alors J,, € I, , (ix(X), Lpo(n)) et mpo(Jpo) <1. m
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3.3 Théoréme de factorisation

Le résultat suivant, fondamental sur les opérateurs (p, o)-continus, dit que le prototype

d’exemple que 'on a donné ci-dessus.

Théoréme 3.3.1 [1, Théoréeme 2.1.20] Pour chaque opérateur linéaire T : X — Y, les
affirmations suivantes sont équivalentes.

(1) T est (p,o)-continu.

(1) Il existe une probabilité réguliére de Borel i sur Bx« (muni de la topologie xfaible) et

un opérateur linéaire continu T € L(Ly,(1),Y) tel que diagramme suivant soit commute

x L vy

ix | 1T
ix(X) 2% L,,(n)

Démonstration. (i)==(ii) Si T" est (p,o)-continu, d’aprés le théoréme de domination

(Théoréme 2.2.4) il existe une probabilité réguliere de Borel p sur Bx-tel que

1—0o

|Tz|| < mpo(T). ||| (/ |{(x, x*)[" d,u> " forall 7 € X.
By

Alors, nous obtenons

|1 Tz]| < 700 (T) (2, ) l.e = Tpo (T) || Jpo 0 ix ()]

p,o°

On note, M = Im(J,, o ix) et alors J,, oix : X — M. Par définition on a M =
L, »(1).Considérons 'opérateur 177 : M — Y avec T1(J,, 0 ix(x)) = Tx. Il est clair que

cette application est linéaire et bien définie, puisque par
ITy(pr 0 ix (@) < T () 1 0 i ()], pour tout = € X
nous avon

Jpo 0ix(xz) =0 implies 71 (Jp, 0ix(z)) =0
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Par ailleurs, 7} est continue pour la topology de L, ,(u) avec||Ty|| < 7, (7). Par consé-

quent, T} peut étre prolongé par continuité a I'opérateur

T:M=1L,,(n) =Y

telle que Hf ‘

= 1Tl < 700 (7).

ii)—> (i) Puisque .J,, est (p,o)-continue et par la propriété d’idéal T o .J,, o ix = T es
ii)—> (i) Puisque J,, est tinue et par 1 i6té d’idéal T o J,, T est
(p, o)-continu et

Ty (T) < [T - Tpa () - il < | 7]

Comme application , nous montrons que les opérateurs linéaires (p, o)-continus sont

compact avec certaines conditions. Pour ceci , nous présentons la proposition suivante.

Proposition 3.3.2 Soit 0 < 0 < 1, 1 < p < oo et X un espace de Banach. Alors

Uinclusion / quotient i : X — L, ,(n) défini par i(z) = [(x,.)] est complétement continue.

Démonstration. Soit (z,), une suite dans X converge faiblement vers zéro. Alors , pour
chaque z* € X* nous avons ((z,,x*)), converge vers 0. Mais ceci signifie que la suite
des fonctions ((z,,)), converge simplement vers 0. Considérons la suite des fonctions
(2, -)|P||2|| 757 . Cette suite est convergente simplement vers 0 (car la suite (z,), est
bornée). Aussi, cette suite est dominée dans L'(n) par la fonction intégrable z* ——

sup,, “xn”&XBX* car pour tout z* € Bx~ nous avons
_po_ _po_ _p_
[z, 2" Nzl =2 < Nl 2717 [Jn]| 7= < [l 7=

et alors
_po_ _pP
(T, )P lzn =7 < sup ||z, ]| xp,.-
n

Par le théoréme de Lebesgue de convergence dominée (T.C.D) on a

lim [(@n, )P l|ln][ =2 di = 0.

" JBxx
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D’autre part on a,
== _po_
| {zn, L7 < / (2, ) Pl || 7= diy
Byx

Par conséquenton || [(zy, )] ||z,, — 0. =

Corollary 3.3.3 Soit X,Y espace de Banach avec X est réflexive et soit 0 < o < 1,
1<p<oo. 85iTell,,(X,Y), alors T est compact.

Démonstration. D’ apres le Théoréme 3.3.1 nous avons T = Toi avec T € L(Lys(1),Y)
et i € I, (X, L,o()). Ce dernier opérateur est complétement continue, alors T =T o i
est complétement continue aussi par la propriété d’idéal et la réflexivité de X. Donc T

est compact m
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