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Malgré de nombreux travaux sur le sujet, la résolution des problemes de contact constitue encore un
défi pour le numéricien. Il existe deux types de problemes de contact : soit le contact unilatéral et le
contact frottant. Dans ce mémoire, nous allons uniquement considérer le contact unilatéral. De plus,
nous allons nous limiter au cas de I’élasticité linéaire bidimensionnel. Malgré ces hypotheéses, la dif-
ficulté majeure provient de la non différentiabilité engendrée par la contrainte d’inégalité du contact.
Avec la méthode des éléments finis, on applique la méthode du gradient projeté pour la résolution
numérique de ce probléme.

Mots-Clés : Contact unilatéral, éléments finis, Méthode de projection.

Despite numerous studies on the subject, the resolution of contact problems is still a challenge for
the mathematician. There are two types of contact problems : either the unilateral contact and sliding
contact. In this brief, we will only consider the unilateral contact. In addition, we will limit ourselves
to the case of two-dimensional linear elasticity. Despite these assumptions, the main difficulty comes
from the non differentiability generated by the contact inequality constraint. With the finite element
method, we apply the method of projected gradient for the numerical solution of this problem.

Keywords : Finite elements, Unilateral contact, Projection method.
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Introduction générale

Les problemes de contact mécanique se rencontrent principalement dans des domaines variés
que I'aéronautique, la mécanique automobile, le génie civil, les sciences du bois, et méme la mé-
decine. Il existe deux types de problémes de contact : le contact unilatéral, et le contact frottant. La
formulation du probleme de contact unilatéral a été décrite par A. Signorini en 1933. L'étude ma-
thématique des problemes de contact a commencé en 1972, avec 'ouvrage de Duvaut et Lions [5].
Beaucoup de travaux portant sur I'’étude numérique des problemes de contact ont été réalisés, on
peut citer par exemple [10].

Dans ce mémoire, on considere uniquement le contact unilatéral. De plus, nous nous limitons
au cas de I'élasticité linéaire en petites déformations. Le cadre mathématique qui correspond a ce
type de problémes est celui des inéquations variationelles dont I'approximation a été étudiée par
plusieurs auteurs. Les solutions numériques de ces problemes ont été proposées par Kikuchi et Oden
[13] dans le cas d’un solide en contact avec une fondation rigide (probleme de Signorini). Haslinger,
Hlavacek et Necas [11] ont étudié le probleme de contact entre deux solides déformables. Le probleme
de contact unilatéral entre une matériau déformable et une fondation rigide est une équation aux
dérivées partielles avec des contraintes de type inégalités sur la surface de contact. Sous forme faible,
ce probleme correspond a un probléme d’optimisation avec contraintes de la forme

J(w)=minJ (v) = la(v, v)—¢(v).
vekK 2

Ou K est un ensemble convexe et fermé, a (-, -) est une forme bilinéaire continue, et coercive et £ (-) est
une forme linaire continue. La condition d’optimalité de ce probleme s’exprime sous la forme :

a(u,v—u)=¢(v—-u), VveKk.

L objectif principal de ce mémoire est I’étude théorique, et numérique d’'un probléme élastique li-
néaire, bidimensionnel de contact unilatéral. Ce mémoire est divisé en trois chapitre :

Dans le chapitre [1} nous présentons les préliminaires mathématiques fondamentaux, qui nous
utilisons dans ce mémoire. Nous allons donner un rappel sur les espaces vectoriels normés, et de
Hilbert et leurs propriétés, ainsi que quelques résultats indispensables sur les opérateurs linéaires
continus, dans les espaces de Hilbert, et en termine par le théoreme de Stampacchia

Dans le chapitre2} nous avons étudie théoriquement, et numériquement un probleme d’élasticité
linéaire plane. Nous avons montré par le théoreme de Lax-Milgramun résultat d’existence et d'unicité
de la solution. Ensuite, nous présentons le probleme discret par la méthode des éléments finis. Enfin,
nous avons donné un programme par FreeFem++ pour résoudre numériquement ce probléme.

Le chapitre[3|est réservé au probleme plan de contact unilatéral, entre une membrane élastique, et
une fondation rigide. Nous avons montré par le théoréme de Stampaschia un résultat d’existence, et
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d’unicité. Ensuite, nous présentons un probléme approché par la méthode des éléments finis. Enfin,
nous avons donné un algorithme pour résoudre ce probleme approché.
Ce mémoire se termine par une conclusion et quelques perspectives.
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CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES MATHEMATIQUES

@ ans ce chapitre, nous allons donner un rappel sur les espaces vectoriels normés, et de Hilbert et
leurs propriétés, ainsi que quelques résultats indispensables sur les opérateurs linéaires conti-
nus dans les espaces de Hilbert, et en termine par par le théoreme de Stampacchia.



1.1. ESPACES NORMES 2

Dans tout la suite K désignera soit le corps R des nombres réels, soit le corps C des nombres com-
plexes. Tout les espace vectoriel considérés seront réels ou complexes.

1.1 Espaces normés

Définition 1.1. (Norme). Soit E un espace vectoriel sur le corps K. On appelle norme sur E une appli-
cation |.| : E — R vérifiant les propriétés suivantes :

1. lIxl=0et|lx]| =0 x=0,
2. |[Ax|l =|Al x|, pour tout x € E et pour tout A € K (homogénéité),

3. |x+y| = lxll+]|y|, pour tout x, y € E (inégalité triangulaire).
Remarque 1.1. L'espace vectoriel £ muni d'une norme s’appelle espace normé, noté par (E, ||.|).

Exemple 1.1. Soit x € R", les application suivantes sont des normes usuelles sur R” :

xlloo = max |x;],
1<i<m

n
Ixlly = Y 1xil,
i=1

n 5
||x||p=(2|xi|p) ,p=1.

i=1

Exemple 1.2. Soit Q un ouvert de R”, I'espace vectoriel des fonction de carré intégrable sur Q est :
2Q) = {f:Qﬁ[RZ,f Ficl& <oo}.
Q

Lapplication ||| : L?>(Q) — R donnée par :

I fll = (f |f(x)|2dx)E est une norme.
Q

Définition 1.2. (Semi norme). Soit E un espace vectoriel sur R, on dit qu'une semi norme sur E si :
x| =0=x#0.
Remarque 1.2. L'espace vectoriel E muni d'une semi norme s’appelle espace semi normé.

Définition 1.3. Deux normes ||.||; et ||.||2 sur un K-espace vectoriel E sont équivalent s’il existe a > 0
et f>0telque:
VueE: all.li <.l < Bl.l.

K. Benhamida Probleme de contact unilatéral



1.2. ESPACE DE BANACH 3

1.2 Espace de Banach

Définition 1.4. (Suite de cauchy). Soit E un espace vectoriel normé. Une suite (x,),cn de E est suite
de Cauchy si et seulement si,

Ve>0,ANeN;VneN,n>m=N = || x, — x| <e.

Définition 1.5. (Espace complet). Soit E un espace vectoriel normé. On dit que E est complet si tout
suite de Cauchy dans E est convergente dans E.
Un espace de Banach est un espace normé complet.

Exemple 1.3. .
— Tout espace vectoriel normé de dimension fini est un espace de Banach (en particulier R").
— C([0,1],R) est un espace de Banach pour la norme |.| o, c’est-a- dire :

I£1.={7: 0.0~ sup |reol}.

x€[0,1]

Théoreme 1.1. (Théoreme de point fixe de Banach ). Soit un espace normé complet (E, ||.||) et une ap-
plication f : E — E, on suppose cette application contractante c’est-a-dire :

K e 0,1 tel que | f(x)— fFW) || =K |x-y| Vx, y € E.
Alors f admet un point fixe unique (3'x € E : f (x0) = Xo)-
Définition 1.6. (Espace dual). Soit E un espace vectoriel sur [K. On appelle dual de E, et on notera

E'(ou E*). Lespace vectoriel .Z(E,K) des forme linéaires continues de E dans K.

Remarque 1.3. . On appelle bidual de E, et on notera (E*)*, dual de E*.

1.3 Espace de Hilbert

Définition 1.7. (Produit scalaire ). Soit E un espace vectoriel sur le corps K , un produit scalaire sur E
est une application (.,.) : E x E — K tell que pour tout x, y, x1,x, € Eetpour AeKona:

1. (x,x)=0et{x,x) =0 x=0,
(X y)=(¥x),

X+ x2,y) = (2, y) +{(x2,¥),
- (Axy) = A(x,y).

~ W N

Définition 1.8. (Espace Préhilbertien ). Un espace préhilbertien est un espace vectoriel muni d’'un
produit scalaire.

Remarque 1.4. . Un produit scalaire sur E, définit une norme sur E donnée par :

VxeE:|x|I® = (x, x).

K. Benhamida Probleme de contact unilatéral



1.3. ESPACE DE HILBERT 4

Exemple 1.4. .
e Lespace R"” muni du produit scalaire :

n
Vx,yeR":(x,y)=> xiy;.
i=0

e Lespace ¥ ([a, b],R) est un espace préhilbertien si on le muni d'un produit scalaire

(f.g)= fQ fgwdx.

Proposition 1.1. (Inégalités de Cauchy-Schwartz). Soit E un espace préhilbertien sur le corps K, pour
toutx,yeEona:

|, p)] < Nl ||y
Démonstration. Soitx,ye€ E.Pour AeKona:
(x+Ay,x+Ay) =0,

Et
(x+Ay,x+Ay) = (x,y)+2R (A(x,y)) + 1A (1, ¥),
On prend

A=1t{xy),
Et cela donne
21 )P (3 y)+2](x, y)[ +(x,x) =0 VreR,

Le discriminant du polynéme en ¢ donc étre négatif ou nul, ce qui donne
G| = 2 (3 2) [ ) <0,

Ou encore
[(x, 9)] = x|y
OJ

Proposition 1.2. (Loi de parallélogramme). La norme induite par un produit scalaire satisfait I'égalité

e+ [P+ = y[12 =2 11+ | ).
Démonstration. Nous avons
lx+y|*+lx-y = (x+ypx+y)+{x=px-y), =@ +{xy)+{(3x)+{(py)+x0—(xy)

—(nx)+(ny)
=2(x,x)+2(y,¥),

=201xl? + 2| y|,
=212+ [ y]°).

O

K. Benhamida Probleme de contact unilatéral



1.3. ESPACE DE HILBERT 5

Définition 1.9. (Espace de Hilbert). Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien sur K, complet
pour la norme induite par le produit scalaire.

Définition 1.10. (Orthogonalité). Soit H un espace de Hilbert, alors deux vecteur x, y € H sont ortho-
gonaux si (x, y) =0, on note par x.Ly. Lorthogonale d'un sous espace vectoriel A est 'ensemble :

At={xeH(xy)=0, Vye A}.

Remarque 1.5. Larelation d’orthogonalité possédé les propriétés suivantes :
1. Vx,ye Hxlys ylx,
2. Vxe H,0Lx,
3. x1lx=>x=0,
4. Soitxe€ H.pourtoutx; € H,i=1,...,n.Onaxlx; = xJ.Z?zl Aixi, VA; K.

Théoreme 1.2. Soit A un ensemble non vide d'un espace de Hilbert, et soit A la fermeture de A, alors,
s'il existe x € A tel que x L A alors x = 0.

Démonstration. Soit x € A= 3(x,) ,en € A tel que x,, Il x donc (x,,x) =0 Vn eN. Alors nhln@ (Xp, X) =
Ixl*=0= x=0. O
Théoreme 1.3. Si A un ensemble non vide de H alors :
At ={xe H/xLlA}.
est un sous espace fermé de H.
Démonstration. Ona At #0car0e A+, Vxy,x, € AL, VA, 15 €K, VyeAona:
(Mx1+A2x2,y) = A1 {x1,y) + A2 (x2,¥) =0.
alors A1 x1+Axx0 € At donc At est un sous espace de H.

D’autre partona Vxj € Al =3 (Xn) neny € AT tel que x,, 1] Xp alors,

(x0,y)= lim (x,y)=0V¥yeA.
Donc x, € AL est un sous espace fermé. O
Corollaire 1.1. Soit H; espace fermé de H, et soit x € H Alors il existe un élément y, € H, telle que:
(x—yo) LHy et ||[x—yo| = |x-y|| Vye Hn
on appelle cet élément la projection orthogonale de x sur Hy et l'on note par : yo = pg, (X).
Théoréme 1.4. (Décomposition orthogonale). Si Hy est un sous espace fermé de H alors
H=H, ®Hj.

Cest- a-dire:Yx€ H,Aye Hj,ze H- :x=y+z.

K. Benhamida Probleme de contact unilatéral



1.4. OPERATEUR LINEAIRE DANS UN ESPACE DE HILBERT 6

Démonstration. Lexistence d'une telle décomposition vient du fait que
x=px+{I-p)x
ou p estla projection orthogonal de H sur H; supposons: x=y+2z,y € HlL alors :
px=py+pz=Y,
(I-p)x=(I-p)y+(I-p)z=z.

Cette décomposition est donc unique. D’autre part si x = px + (I— p)x € Hy n Hj alors (x, px) =
(x,(I- p)x) =0 ce quientraine que

(x,px+(I-p)x)=(x,x) = lxlI?> =0 donc x = 0.
O

Définition 1.11. (Ensemble convexe). Soit K un sous-ensemble de E, (K # &) On dit qui K est convexe
si pour tout x et y de K le segment [x, y] estinclus dans K ,i.e,

Vx,ye K, VAe€[0,1]: 1-AN)x+AyeK.

Exemple 1.5. + Les sous-ensemble convexe de I'espace R sont les intervalles de R.
¢ Dans un espace vectoriel normé réel tout boule (ouverte ou fermé) est convexe.

1.4 Opérateur linéaire dans un espace de Hilbert

Définition 1.12. (Opérateur linéaire continue). Soit H; et H, deux espace de Hilbert réels, on appelle
opérateur linéaire continue de H; dans H, tout application T: H; — H, tell que:

Linéarité: Vx,y€ Hy,Va,BeR: T (ax+pfy)=aTx+pTy.

Continuité: 3K >0,Vxe Hy : | Tx| g, < K| x|l &, .

On définit la norme de 'opérateur T par :

I Txl b,

T =su .
xed; I1xlm

Proposition 1.3. 1. (£ (H), |.ll.#u)) est un espace de Banach,
2. SiAe Z (H),alors | Al ¢my=0=>A=0,
3. SiA,Be ¥ (H),alors A+ Be ¥ (H),

IA+ Bl 2 < 1Al 2y + 1Bl 2y

4. VaeR llaAlgm =lall Al 2m),
5. Si A€ L (H) et A bijectifalors A~ € . (H).

Définition 1.13. — Le noyaux de 'opérateur T est un sous espace de H; définie par:

ker(T)={xe Hy, Tx=0}.

K. Benhamida Probleme de contact unilatéral



1.4. OPERATEUR LINEAIRE DANS UN ESPACE DE HILBERT 7

- L'image de I'opérateur T est le sous espace de H, définie par:
S(T)={Tx/x€ Hy}.

Définition 1.14. (Opérateur adjoint). Soient H; et H, deux espace de Hilbert, et soit T € .2 (H;, H).
L'unique application linéaire T* € .Z (H;, H>) tel que

Vxe H,Vye H, (Tx,y)={x,T*y).
est appelée 'adjoint de 'opérateur T'.
Proposition 1.4. Soient H, et H, deux espaces de Hilbert. Soit T,S € £ (H,, H,) ona:
1. (TH* =T,
2. (TS*=s*T",
3. (T+8)*=T*+S",
4. (aT)* =aT",
5. ker(T*) = (ST)*.

Démonstration. 1. Vxe H},Vye€sona

(Tx,y)=(x, T"y) =(T*y,x) =(y,(T*)* x)
=((T")" % ¥),

2. Vx,ye H:

(TS x,y)=(x,TS(y))=(T" (0),S(¥))
=(S"T"(x),y),

w

AT+ ),y)=(Tx,y)+(Sx,y)=(x,(T* +S") y),
AaTx,y)y=a(Tx,y)=a(x,T*y)=(x,aT*y),

. Soit y e ker (T*) alors, on:

(2N

T"(y)=0<(x,T"y)=0,Vx€H,
< (Tx,y)=0,
o ye @Dt

Donc ker (T*) = (3T)*.
O

Théoréme 1.5. (théoréme représentation de Riesz). Soit H un espace de Hilbert, et soit L € H', alors
dla€ H tel que:
Vxe H:L(x)=(x,a) et |[Lllgr = llall g .

Démonstration. 1. SiL=0= {(x,a) =0= a =0 (le cas trivial).

K. Benhamida Probleme de contact unilatéral



1.4. OPERATEUR LINEAIRE DANS UN ESPACE DE HILBERT 8

2. Si L#0,soit F =ker (L)(C’est un sous espace fermé car L est continue).

Ona H =Ft e F, Soit yy #0, yp € Falors, L(yp) #0,Vx€ H,
L(x)
L(yo)
Cela s’écrit remplacant u par son expression

On pose u=x Yo = L(u) =0, c’est-a-dire u € F et comme J € Flona: (u,yo) =0,

L(x) 012
X, — =0,
()~ £ 1]
On en déduit que :
L
L) ={x,7) (J/ol VxeH,
3ol

Et il suffit alors de poser a = || yo | 2 IZ (30)]| 0,
a est unique car si a; # ap vérifiant

L(x)=(x,a1)=(x,a2) Vxe H=>{x,a1—ap) =0,

Donc a; = ay.
ILlg = llalgona:
IL(x)]  [Kx,a|
Ll g7 = sup =

xer |xlle llxll

Donc [ Ll g = llall g
Définition 1.15. (Forme bilinéaire). Soit a: H x H — R une forme bilinéaire. On dit que :
¢ aest continue sur H s’il existe M > 0 telle que :
Vu,veH, lawvlsMlullglvig.
¢ a est coercive (ou elliptique) si:
Ja>0,Yue Htelque a(u,u) =« IIuII:f;{.
e aestsymeétrique si:
au,v)=a(v,u) VYu,ve H.

Théoreme 1.6. (Lax-Milgram). Soit H un espace de Hilbert réel, on considere L(-) est une forme li-
néaire continue sur H et a(.,.) est une forme bilinéaire continue et coercive sur H alors, la formulation
variationnelle suivante :

trouver u € H tel que
(1.1)

Yve H a(u,v)=L(v)

admet une unique solution, de plus cette solution dépend continument de la forme linéaire L.

K. Benhamida Probleme de contact unilatéral



1.4. OPERATEUR LINEAIRE DANS UN ESPACE DE HILBERT 9

Démonstration. On a a(u, v) est une forme bilinéaire continue sur H d’aprés le théoréme de Riesz

(L5]: A (u) € H tel que :
a(u,v)=(A(u),v) YveH.

La bilinéarité de a (u, v) implique la linéarité de u — A (u) car soit u;, u, € H,Va,feR,ona:
(Alaus + Pus), v) = alau + fus, v),
=aa(uy,v) + paluy,v),
=a(A(u),v) +p(A(u2),v),
= <aA(u1) +,6A(u2); V>.

donc u — A(u) estlinéaire.
On pose v = A(u). D’apres la continuité de a (u, v), nous avons :

IA@W)? = a(u, A(w) < Mul AW,
> AWl <Mllul VYue H.

Donc u — A(u) est continue.
Une autre application de théoréme (1.5), on a:

AfeHtelque || f| = ILIlg et L(v)={(f,v) YueH.

Donc le probléme variationnelle (I.I) est équivalent a trouver u € H tel que A(u) = f. On va montrer
que A est bijectif (ce implique I'existence et I'unicité de u.
A estinjectif : D’apres la coercitive de a(-,-) on a:

allull® < a(u,u) = (Au), uy,
<A@ lull.
ce qui donne
allul<llAw)l VYueH. (1.2)
Soit uy, up tel que A (u;) = A(up) alors, A(u; — up) = 0 (car A est linéaire). En utilisant (1.2), on obtient :
allug —wll < AU —u) | = 0= uy = up.

A est surjectif : Il suffit démontrer que SAL =40
Soit ve 3A+,ona:
VA eSA (A(w),v)=0=>a(u,v)=0.

On pose u = v et d’apres la coercitive de a(-,-) on a:
allvllzsa(y,v) =0=>v=0.

Donc SA* = {0}
D’autre parton a:
H=3Ae3A et SAT ={0} > 3A=H.
Alors A est surjectif. A™! est continue : En remplacant dans (I.2) on trouve que A™! est continue sur
H. Alors la solution u dépend continument de f. O

K. Benhamida Probleme de contact unilatéral



1.5. INEQUATION VARIATIONNELLE DU PREMIERE ESPECE 10

1.5 Inéquation variationnelle du premieére espéce

Définition 1.16. (Inéquation du premiére espece). Soient a (.,.) une forme bilinéaire continue de H x
H dans R, H' le dual de H et(.,.) sy le produit de dualité entre H et H', et f € H'. Nous considéré le
probleme suivante :

Trouver u € K tel que:
(1.3)

aw,v-u)=(f,v-u) VYveKk.

Le probléeme (1.3) est appelé inéquation variationnelle de premiere espece.
En plus, si a(.,.) est symétrique, on définit une deuxieme formulation a ce probleme

Trouver u € K tel que :
jw=jlw VveKk.

1
j(u)zza(u,u)—(f,u).

1.6 Théoreéme de Stampacchia

Théoreme 1.7. (Stampacchia,[4]). Soit a(.,.) une forme bilinéaire continue, et coercive, soit L(.) est
forme linéaire continue sur H, et soit K un sous ensemble fermé convexe, et non vide de H alors, la
formulation variationnelle suivante

Trouver u € H tel que
(1.4)

VveK,a(u,v—u)={L,v—u).
Admet une unique solution. De plus cette solution dépend continument de la forme linéaire L.

Démonstration. Pour tout u € H fixé,
On a a(u, v) est une forme bilinéaire continue sur H d’apres le théoréme de Riez (1.5) 3'A(u) € H tel

que:
a(u,v)=(A(u),v) veH.

La bilinéarité de a (u, v) implique la linéarité de u — A (u) car
Soit u;,up € H,Va,f€Rona:

(Alaur + Puz),v) = alau + us,v),
=aa(u,v)+ pa(uy,v),
=a(A(u),v)+PB{A(uz),v),
= (aA(u) + BA(up),v).

Donc u — A(u) estlinéaire.
On pose v = A(u) D’'pres la continuité de a (u, v), nous avons :
IA@I?=a(u, Aw) < Mlul AW,
= ||A(w)| < M|ull, est continue.

K. Benhamida Probleme de contact unilatéral



1.6. THEOREME DE STAMPACCHIA 11

D’apres la coercitive de a(.,.) on a:

allul®<a(u,u) =(A),u),
<lAullllul ueH.

Une autre application de théoréme (1.5) on a:

AfeHtelque |||,y = ILI et L(v) = (f,v) VveH.

Donc le probléme variationnelle (1.4) est équivalent a trouve u € H tel que

(Au,v—uy={(f,v—u) Vve,
Auz f. (1.5)

Soit p > 0 une constante qui sera fixée ultérieurement, cela s’écrit en remplacement dans (1.5)on
trouve :
(pf-pAu+u—-u,v—u)y<0 Vvek.

(i.e.u=pk((of -pAW) +u))).
Onva choisir0 < p < 26—‘2" de sorte que la fonction g: K — K telque u — g (u) = P (pf— PA(u)+ u) soit
contractante stricte
i.e. il existe K < 1 tel que

lgw-gw)|=Klvl wvek.

Ona:
lgw-gw) | =||Px(of - pAw) +u) - Pk (of —pAw) +v)|,
< ||—pA(u) +u+pAW) - l/||2,
<|w-v-paw-awy|?
<llu—-vl*=2p(u—-v,A(u-v) +p*lAw—0)|?,
Et donc )
lgw-gw)|" = (1-2ap+p*c?) lu-vl?.
On voit que g admet un point fixe unique. O
Remarque 1.6. 1. Sia(.,.) symétrique, alors u est I'unique solution d'un probléeme d’optimisation
avec contraintes
{mm](u) (1.6)
vekK

1
J(w) = Saw, v)—{p,v) Vo€ H.

2. La forme bilinéaire est coercive, donc la fonctionnelle J est fortement convexe sur K. D’autre
part, le probléeme de minimisation avec contrainte admet un minimum global u sur K vérifiant
I'inégalité d’Euler suivante :

J (W) (v—u) =0, pourtoutve M
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CHAPITRE 2

PROBLEME D’ELASTICITE LINEAIRE

@ans ce chapitre, nous avons étudie théoriquement et numériquement un probleme d’élasticité
linéaire plane. Nous avons montré par le théoreme de Lax-Milgram un résultat d’existence et
d’unicité de la solution. Ensuite, nous présentons le probleme discret par la méthode des éléments
finis. Enfin, nous avons donné un programme par FreeFem++ pour résoudre numériquement ce pro-

bleme.

12



2.1. POSITION DU PROBLEME 13

2.1 Position du probléme

On considere une membrane élastique qui occupe un ouvert borné Q, du plan Ox; x,, de frontiere
T, suffisamment réguliére, divisée en deux parties I'; et I'y tel que meas(I'y) > 0, voir Figure On
lui applique une densité surfacique de force dirigée uniquement dans la direction es : f = f (x1, x,) es.
On suppose que le matériau est fixé par la partie de frontiere I'; et I'autre partie de la frontiere, le
matériau est soumis par une force de traction & sur I'y. On admet que le déplacement u s’effectue
uniquement dans la direction e3 : u = u(x1, x,) es.

FIGURE 2.1 - Une membrane élastique plane.

Sous les hypotheéses de petite déplacement, et des petites déformations (HPP), nous avons le pro-
bleme suivant : Trouver u: Q — R tel que

—div(o(u)) = f, dans Q, 2.1)
o (u) =2ue (u) + Atr (e (u)) I3, dans Q, (2.2)
u=0 surly, (2.3)
on=nh surT'y. (2.4)

ou (2.1) représente I’équation d’équilibre, (2.2) représente la loi de Hooke avec u, A > 0 sont les coef-
ficients de Lamé et e (u) = 3 (Vu+ (Vu)”) est le tenseur des déformations linéarisé. (2.3)-(2:4) repré-
sentent les conditions aux limites de Dirichlet et de Neumann avec 7 le vecteur normale extérieur de
I.

Proposition 2.1. Le probleme (2.1)-(2.4) se réduit au probleme suivant : Trouver u: Q) — R tel que

—uAu = f dans(Q, (2.5)
u=0 surl'y, (2.6)
ou
— =h surTy. 2.7)
on

Démonstration. De (2.2), nous avons :

_(Oui Ou; N o
al]—,u( +axi)+/1(za—xk 8ij, i,j=1,...,3

0x; k=1

ol1 §;; estle symbole de Kronecker. Comme O _ Oup _ Oug

x5 = Oxs = 0% =0, on obtient :

ou
0 0 ?
o=|0 0 6_9?2 (2.8)
Ou  Ju
6x1 6)62

K. Benhamida Probleme de contact unilatéral
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2.2. FORMULATION VARIATIONNELLE

et par suite,on a:
u 0*u
. (2.9)

di —pul—+—
(divo (u)) e3 ,u(axf axg

ou
6x1 nl

ou
== ||n2]=1(0,0—
0x 2 ( 0x1 6362

0 0

De (2.1) et (2.9), on trouve (2.5). Soit n = (1, n»,0)’ le vecteur normale sur I'. De (2.8), nous avons :
T
) , (2.10)

on=

(o))
<

|§’oo
o o

3

&
3
=
AN}

doncona:
ou ou
—m+—m=Vu-n=— (2.11)
on
|

6.761 6.762

De (2.4), (2.10) et (2.11), on trouve la condition de Neumann (2.7)

2.2 Formulation variationnelle
2.12)

On définit 'espace de Hilbert V par :
V={ve H' (Q) u=0 surT,},

Est convexe, fermé, et non vide.
munit le produit scalaire suivant :
(u,v)y = f Vu-Vvdxidx,.
Q

Proposition 2.2. La formulation variationnelle du probleme (2.5) -(2.7) est donnée par
(2.13)

Trouver ue'V tel que
a(u,v)=4¢(v), pourtoutveV.

Xo)vdxi dxy+ 1 hvds.
I'n

(07]
a(u,v) :,uf Vu-Vvdxidx,, ¢ (v) :f f(x1,
Q Q

Démonstration. En multipliant I’équation (2.5) par une fonction v € V et I'intégration sur 2, on ob-

tient :
—,uf Auvdxldxzzf f(x1,x2) vdx,dx,.
Q Q

En utilisant la formule de Green et (2.6) et (2.7), on obtient :

,uf Vu-Vvdxlde:f f(x1,x) vdx1dx, + hvds.
Q Q I'n
]

Probleme de contact unilatéral

D’ou (2.13).
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2.3. EXISTENCE ET UNICITE 15

2.3 Existence et unicité

Pour I'existence et 'unicité du probleme variationnel (2.13), nous avons le théoréme suivant :

Théoreme 2.1. Pour tout f € [?(Q)ethe [>Ty, le probleme variationnel 2.13) admet une solution
uniqueucV.

Démonstration. Grace au Théoreme[1.6/de Lax-Miligram, nous allons maintenant montre que le pro-
bléme variationnel (2.13) a une solution unique.

Linéarité: on peut facilement montre que a(,-) et ¢ (-) sont forme bilinéaire et forme linéaire respec-
tivement.

Coercivité: Nous avons :
a(v,v) = ,uf |Vl}|2dxlde >a ||V||%/, O<a=p.
Q

Continuité: 1. Pour /4 (-), en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on trouve :

|€(u)|sf |f||v|dx1dx2+f \hllvids
Q I'n

2 1/2 1/2
s( f |f] dxldxz) ( f |v|2dx1dx2) 2.14)
Q Q

1/2 1/2
+(f Ihlzds) U Ivlzds)
I'n I'n

D’autre part, nous avons l'inégalité de Poincaré ; qui donne une constante c; > 0 telle que
pour tout ve V :

f v < le Vvl dx (2.15)
Q Q
et 'inégalité de trace de Sobolev; qui donne une constante ¢, > 0 telle que pour tout ve V:
f IvlzdsSCZf v dx. (2.16)
Ty Q

De (2.14)-(2.16), on obtient :
@l =Mivly, M=cr || £l @+ el bl |-

dongc, ¢ () est continue.

2. Pour a(.,-), en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz et 'inégalité de Poincaré (2.15), on
obtient :

la(u,v)| < ,uf [Vul||IVv|dx,dxs
Q

1/2 1/2
< ,u([ lu|? dxldxz) ([ lv|? dxldxz)
Q Q

<M'lullyllvlly, M' = py/er.

O
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2.4. APPROXIMATION INTERNE DU PROBLEME 16

2.4 Approximation interne du probleme

L'approximation interne du probléme variationnel (2.13) consiste a considérer une suite V}, de
sous-espaces fermés de V' de dimension finie. Alors, on s'intéresse au probleme approché : trouver
up € Vj, telle que

a(up,vy) =€ (vy), Yvpbe V. (2.17)
Proposition 2.3. Le probleme approché (2.17) admet une solution unique.

Démonstration. Lexistence et I'unicité de la solution de (2.17) découle du Théoréme de Lax-
Milgram. O

Soit {(pl,(pg,...,(pN} une base de V. Alors, il existe u{’,..., uﬁ, € R tels que la solution uj, € Vj, de

2.17) s’écrit

Pour que I'égalité a (uy, vy) = ¢ (vy,) aitlieu pour tout vy, € Vj,, il faut et il suffit qu’elle ait lieu pour tous
les vecteurs de base ¢,...,¢ . En utilisant la bilinéarité de a (-, -), le probleme (2.17) s’écrit alors

h
10+

N
Y ula(gp¢i)=0(i).
=1

h
Trouver u uy € R tels que

T . . L. .
En posant Uy, := (u{’, ceey u]’(,) e RN, on obtient que le probleme (2.17) est équivalent au probleme
matriciel suivant :

K,Uy, = by,.
ol Ky, € My (R) et by, € RN sont définis par
Kp = (“(‘Pj"Pi))lsi,jSN et by:=0($i)1<i=y- (2.18)

Proposition 2.4. La matrice Ky, définie par (2.18) est définie positive. En particulier, Ky, est inversible et
donc le systeme Ky, Uy, = by, admet une solution unique Uy, € RN.

Démonstration. Par définition, a(-,-) est symétrique donc Kj est une matrice symétrique. D’autre
part, soit ¢ € RN\{0}, & := (61,...,EN)T. On pose

5::£1¢1+...+6N¢N€ Vh.

Puisque a (-,) est coercive, on a:

N N s _
Kif-6= Y. algod)&d;= Y alendse)=alEd)=zaldl,
i,j= i,j=
donc Kj, est définie positive. O

K. Benhamida Probleme de contact unilatéral
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2.4.1 Convergence de la méthode

Il reste a montrer que la solution uy, € Vj, de (2.17) est bien une approximation de u. Pour cela, on

utilise le résultat suivant :

Lemme 2.1. (lemme de Céa) Soit u € V la solution de (2.13), et uy, € Vy, la solution de (2.17), alors on a

!
lu—-uply = — inf lu—vply
(04 UhEV

Démonstration. D’apres (2.13) et (2.17),ona:

a(u,v)=L(v) Vvey,
a(uy, vy) = L(vy) Yoy e V.

Puisque V}, c V. Donc, pour tout wy, € Vona:
a(u—uy, wy) =0.
Posons wy, = vy, — up € Vi, Nous avons :

alu—up, vy—up) =0 alu—up,vp—u+u—uy) =0
S alu—up,u—uy) =—alu—uy,vy—u)

o alu—up,u—uy) =alu—up, u—vy)
De la continuité et la coerciveté de a,on a:
2 ! !
allu—uply, =M lu—upllyllu—villy ¢ allu—uplly <M lu—vylly.

Donc,ona:
! !

lu—uply < —Illu—vyly = — inf |u— vyl
v =— nlly =~ b nilv,

ce qui donne le résultat.

O

Théoreme 2.2. (Théoreme de convergence, voir [6]). On suppose qu’il existe un sous-espace W de v

dense dansV tel qu'il existe une application linéaire ry, : W — Vy, vérifiant

YveW, Illirn lv—rpvlly =0.
-0

(2.19)

Lapplication r, est appelée opérateur d'interpolation de W sur Vy,. Alors, la solution uy, € Vy, de (2.17)

converge vers la solution u € v de 2.13), au sens ot on a

lim |u— uylly =0.
h—0 v

(2.20)

K. Benhamida Probleme de contact unilatéral
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Démonstration. Soit € > 0. Puisque W est dense dans V, il existe v € W tel que
lu-viy <e.

De plus, 'existence de 'opérateur d’interpolation vérifiant (2.20) entraine qu’il existe iy > 0 tel que
h<hgyalorsona:

lv—rpviy <e.
Puisque rj vy, € Vj,, on a d’aprés Lemme[2.1]:

! !
lu—uply <— inf lu—vully = —Illu-rpvly
a vueVy a

1 1 /
s —llu-vilv+—Ilv-rpviy =
a a

€,

ce qui donne le résultat. O

2.5 Résolution numérique par FreeFem++

/) ———— Maillage non structuré du domaine—————-
border a(t=-pi/2,pi/2) {x=2xcos (t);y=sin(t) ;label=1;};
border b (t=pi/2, 3*pi/2){x=2xcos (t);y=sin(t);label=2;};

real E=21.5;

real ni=0.29;

real mu=E/ (2% (1+ni));

mesh Th2=buildmesh (a (50)+b (50));
plot (Th2,wait=1);

/] Espace d’approximation—---—-—-
fespace Vh (Th2,P1l);

Vh u,v;

func £=10;

func h=1;

// ———————— Probléme variationnel--—-———-—

problem pbelastique (u,v,solver=Cholesky)=
int2d(Th2) (mux (dx (u) *dx (v) + dy (u) xdy (v)))
—-1int2d (Th2) (f*v)—-int1d (Th2, 1) (h*v)

+on (2,u=0);

[/—————m Résoudre le probleme—-——--
pbelastique;
//—==== Affichage la solution———————-—-———-

plot (u,wait=1);

K. Benhamida Probleme de contact unilatéral



2.5. RESOLUTION NUMERIQUE PAR FREEFEM ++ 19

Ly T

2458 7

iy T

iy ]
PR
F T |
-unzee

e

Ry S

-mase]

-Liy T L T

259 iy -hay sy T 2? P wasy [ (X7} a5y

FIGURE 2.2 — Probleme de Dirichlet
Lay Lag T
480 7] 40 |
sy sy
aisn 7] 40 |
FIECR R sy
ooy ¥ ooy T

-tsse] Ly
-1 s -t
- sne e
- 45 21350
e T l/ T L)

44 a8 ] T ) ﬂi;J IR wasy [2) fre) gy ]

FIGURE 2.3 — Probléme de Dirichlet-Neumann

K. Benhamida Probléme de contact unilatéral



CHAPITRE 3

PROBLEME DE CONTACT UNILATERAL

@ans ce chapitre, nous avons présenté une étude théorique et numérique d'un probleme plane de

contact unilatéral entre une membrane élastique et une fondation rigide. Ensuite, nous avons
montré par le théoreme de Stampaschia un résultat d’existence et d'unicité. Ensuite, nous présentons
un probleme approché par la méthode des éléments finis. Enfin, nous avons présenté la méthode de
projection pour résoudre ce probleme approché.

20



3.1. POSITION DU PROBLEME 21

3.1 Position du probléme

Soit Q < R?, un ouvert borné, de frontiere I' suffisamment réguliere. On suppose que I' = Ty U
I'nUT. tel que meas(I'y) >0 et meas(I'¢) > 0, voir Figure[3.1} On consideére le probléeme de Signorini
suivant :

—uAu = f surQ, (3.1)
u=0 surly, (3.2)
ou
an =h surI'y, (3.3)
0 0
uzg,—uzo et—u(u—g)zo sur .. (3.4)
on on

Ou fel?(Q),hel?>[Ty), ge L?T,) et u>0 coefficient de Lamé.

FTTTIv T ST 7777

'

FIGURE 3.1 - Un corps élastique en contact avec une fondation rigide.

3.2 Formulation variationnelle

On définit I'espace de Hilbert suivant :
V={ve H'(Q) / v=0 surT,}, (3.5)
muni par le produit scalaire suivant :

(u, )y :f Vu-Vvdxdy.
Q

On considere K un sous ensemble convexe et fermé de V défini par:

K={veV/uzg surT}. (3.6)

K. Benhamida Probleme de contact unilatéral
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Proposition 3.1. La formulation variationnelle du probléme (3.1)-(3.4) est donnée par :

Trouver u € K tel que 3.7)
a(u,v—u)=¥¢(v—u), pourtoutveKk. .
Otta(-,-) et ¢ (-) sont définies par 2.13).
Démonstration. En multipliant I'équation par v — u et en intégrant sur (2, on obtient :
—uf Au(v—u) dxdy:f fw—u)dxdy.
Q Q
Avec la formule de Green, (3.2), et, on obtient :
0
,uf Vu.V(v—u)dxdy:f fvdxdy+uf h(v—u)ds+uf —u(v— uds
Q Q I'n I an
0
:f fvdxdy+,uf h(v—u)ds+uf —u(v—g)ds
Q Ty r.on
zf fvdxdy+uf h(v-u)ds.
Q I'nv
D’ou le résultat. O

Corollaire 3.1. Le probleme variationnel (3.7) est équivalent au probleme de minimisation avec contraintes
suivant :

min J (v
{ J ) 5.8
vEK
ot ] (v) = La(v,v) - £ (v).
Démonstration. 1. On suppose que u une solution de probleme (3.8). Alors, on a:
Jw)=J(u+t(v—u)), pourtoutve Ket0<it<l1
Donc, nous avons :
Ju+t(w-u)—-JWw
>0,
t
Par passage a la limite quand ¢ — 0%, on obtient :
au,v-u)=l(v—u.
2. On suppose que u une solution de (3.7). Alors, pour tout ve K,on a:
1
Jw)=J(u+v-—u) :](u)+§a(v—u,v—u)+a(u,v—u)—€(v—u) > J(u).
D’ou (3.8).
O

Pour I'existence et I'unicité de la solution du probleme (3.7), nous avons le théoreme suivant :
Théoreme 3.1. Le probleme variationnel (3.7) admet une solution unique ue V.

Démonstration. D’apres Théoremel|2.1} la forme bilinéaire a (-,-) est continue et coercive, ¢ (-) est une
forme linéaire et continue. Donc, avec le théorémele probléme variationnel (3.7) admet une solu-
tion unique u € K. O
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3.3 Approximation interne du probleme

SoitV}, un sous espace de V de dimension N et Kj = V;; N K une approximation interne de K. On
considere le probleme approché de (3.7) suivant :

Trouver uy, € Kj, tel que (3.9)
a(uy, vp—uy) =¥ (vy—uy), Yu, € Kj,. .
Proposition 3.2. Le probleme approché (3.9) admet une solution unique uy, € Vj,.
Démonstration. 1 suffit d’appliqué Théoreme[1.7|de Stampaschia. O

Corollaire 3.2. le probleme approché (3.9) est équivalent au probleme de minimisation approché avec
contrainte suivant :

{min](vm (.10

vy € Ky,

Soit (¢;), i = 1,..., N une base de Vj,. Soit u, la solution de (3:10), alors
N
Up = Ui@pi.
i=1
On pose

T
U= (uy,uy,...,un)" .

Le probléme de minimisation approché (3.10) se ramene a

{min]h(U)Z%UTAU—b.U -

uizg(xy),i=1,...,M.

Oou
A:(Al‘j), Aij:a(cpi,cpj) etb=(b;), biZ[((pi), i,j=1,...,N

Remarque 3.1. D’aprés la symétrie et la coercivité de la forme bilinéaire a (-, -), la matrice A est symé-
trique et définie positive. Donc, Jj, est fortement convexe et Kj, est convexe fermé. Alors, le probleme
(3.1T) admet un point de minimum global unique U™ vérifiant 'inégalité d’Euler suivant :

(VIn(U*),W-U*)=20, pourtout W e R". (3.12)

ouVJ,(U) = AU - b.
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3.4 Meéthode de projection

Soit (UP) pen la suite définie par :

UO € Ky,
(3.13)

UP*l = pg, (UP — u(AUP - b)) VpeN, p>0.

Proposition 3.3. Si0 < u < 2a/||All?, la suite 3.13) est convergente vers U* l'unique solution du pro-
bleme (3.11).

Démonstration. Nous avons
07t =0 | = P, (U7 - (AUP = ) - P (U° = (40" - D)
<||uP-U* - pA(UP-UY)|?
= |UP - U*||> —2u(A(UP - U*),U” - U*)+ 2| A(UP - UY)|]?
< (1—2,ua+u262) ||Up— u* ||2, c=1Al.

Par récurrence, on obtient :
|UP -U*|| < AU - U*||, A=1/1-2pa+ p2c2,

O<pu<2alc?=>0<A<l,

D’autre part,ona:

donc, UP —— U*. O

p—+0o

3.5 Description de algorithme de projection

Algorithme
étapel : On fixe u'V € K,
étape2: On cherche u"*Y = ug."ﬂ) € RV*M solution de :

Pourtouti=2,M -1

1
i = rnax(gll, - w)uy” + W(fn +0.5 (ugg’) + ué’f))))
(m+1) _ L (1 m , W, (m) m) (mel)
i _max(g“’(l Wyt + 3 (fll+0-5(u1i+1+u1i_1)+u2i ))

Pourtouti=2,N-1

Y = max 1
ulm = (g1M,(1—w) ul" + w(f1M+0.5(u§"AZ[+_l)+u£”A?)))
(m+1) _ . _ (m) E : (m+1) (m+1) om)
Up = max(gn,(l w)u; + 5 (ﬁl +0.5(ul.1 +u;" ) )+ ”i+11))

Pourtouti=2,N-1

K. Benhamida Probleme de contact unilatéral
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(m+1) _ (m) (m+1) (m+1)
Ui, —max(giM,(l w)u +—(ﬁM+05( Uit U 1M)+uiM—1))
Pourtouti=2,M -1

1 1 1
ug\’,'r ) = max(gNl, 1-w) u(m) +w (le +0. 5(u%+ ) 4 ug\',”“ll))))

(m+1) _ (m) (m+1) (m) (m+1)
Uy max(gN,,(l w) u; +—(fN,+0 5( Uy +uNl.+1)+uN_1l. ))
Pourtouti=2,N—1et Pourtoutl:Z,M—l

5\711\;1) = max(gNM, 1-w) u(m) + w(fNM+O 5( 5\’,”]\)4_1 + uﬁ\’f_ﬁ\),[)))

(m+1) _ (m) (m) (m+1) (m+1) (m)
uij = w)u +_(fl]+ul+1]+ul 1j +ul] 1 +u1]+1)

(m+1) (m)
z LN A 2 . u —-u — . . . RS
étape3 : On donne un critere d’arrét défini par W <5x 1073, Si u"™ satisfait le critere

d’arrét, on arréte. Sinon on pose M = m+ 1 et on retourne a I’étape 3.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons présenté une étude théorique et numérique d'un probleme plan de
contact unilatéral entre une membrane élastique et une fondation rigide.
Ce travail se déroule en deux étapes :

v/ Probléme élastique linéaire : on s’intéresse sur les inéquations variationnelles en dimension
fini et leurs relations a de nombreux problemes généraux d’analyse non linéaire, telles que le
probléme de complémentarité, probléme de point fixe et probleme d’optimisation. Ensuite,
nous présentons des méthodes pour la résolution numérique.

v/ Probléeme de contact unilatéral : nous avons présenté une étude théorique et numérique d'un
probléme plan de contact unilatéral entre une membrane élastique et une fondation rigide.
Ensuite, nous avons montré par le théoréme de Stampaschia un résultat d’existence et d'unicité.
Ensuite, nous présentons un probléme approché par la méthode des éléments finis. Enfin, nous
avons présenté la méthode de projection pour résoudre ce probleme approché.

Comme perspectives, nous avons prévu les projets de recherches suivants :

1= Etude théorique et numérique d’'un probléme de contact sans frottement en deux corps défor-
mables.

1= Analyse mathématique du probléme de Signorini parabolique.
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