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Introduction

L’analyse fonctionnelle est une discipline dans la science mathématiques destinée
au l’étude sur les espaces fonctionnels, structures (espaces normés, Hilbert, Banach,...etc),
et propriétés des opérateurs (opérateur borné, compact, fermé, continue,...etc)

L’objectif de ce mémoire est de faire une étude sur La théorie des opérateurs linéaires
a valeurs multiples ou des relations linéaires qui est une branche de mathématique qui a
été développée de maniére intensive dans les derniéres années. Les relations linéaires sont
apparues dans 'analyse fonctionnelle par J.V. Neumann [19] motivée par la nécessité de
considérer 'adjoint des opérateurs que sont utilisés dans des applications a la théorie des
équations généralisées, et aussi par la nécessité de considérer les inverses de certains opéra-
teurs.Dans ce contexte, nous citons notamment un traité sur les relations linéaires écrit par
R. W. Cross [7].

Dans le premier, on aborde les définitions classiques sur les espaces linéaires normés et
les opérateurs Linéaires, relations semi-Continues, continuité et la norme des opérateurs
Linéaires, classification des Espaces linéaires,fonctions linéaires et espaces conjuguées, Les
théorémes d’extension et de séparation de Hahn-Banach ,quotients, sous-espaces et projec-
tions .

Dans le deuxiéme chapitre, nous essayons d’appliquer les relations linéaires qui déja vue
dans les espaces linéaires normés de sorte que on présente la difficulté de cette étude par-
ticulierement sur ’algébre de relations linéaires, continuité et fonction de norme pour les
relations linéaires, relations ouvertes et modules minimaux, sélections linéaires, relations
linéaires fermées e, 'adjoint d’une relation linéaire.

Dans le troisiéme chapitre, nous concentrons sur quelques théorémes fondamentaux sur



Les Relations Linéaires.



Notations

Certainses notations seront utilisées tout au long de ce mémoire que nous lisons ci-
dessous :
B(X,Y) : Espace des opérateurs linéaires et bornés de X vers Y
B(X) : Algébre des opérateurs linéaires et bornés de I'espace X
Bx : La boule unité fermée de l'espace métrique X
C : Les nombres complexes
R : Les nombres réels
N : Les nombres naturels
Z : Les nombres entiers
Ker : Noyau
dim : Dimension
d(.,.) : Application de distance
F : Corps étant soit C, soit R
LR(X,Y) : Ensemble des relations linéaires de I’espace X dans ’espace Y’
I : Application identité de I’ensemble F
K : Corps quelconque
N,.{1,2,3,:;,n}
(X, ||.]lx) : Espace normé
T, ...Suite
.| : Module complexe / valeur absolue
X/M : Le quotient de I'espace X par le sous-espace M

@ : La somme directe



>~ : Symbole de sommation
X : Le produit cartésien

: L’intersection

: L’union

: La non égalité

< Y C D

: Symbole universel "pour tout"
3 : Symbole universel "il existe"
C : L’inclusion

X~ @ inverse

X7 : transposée

= : signe d’implication

& @ signe d’équivalence

oo : infini

xr — a : x tend vers a

P(Y) : L’ensemble des parties

1.e : C’est a dire



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Espaces vectoriels normés

Définition 1.1.1. Un espace vectoriel topologique est un espace vectoriel sur un corps K =R
ou C avec une topologie telle que Uapplication (x,y) — x +y est continue de X x X — X
et Uapplication (o, y) — ax est continue de K x X — X

Un espace normé sur X (K =R ou C) est un espace vectoriel topologique avec topologie

donnée par de valeur réelle, t.q la norme, est notée ||.|| : X — R satisfait :

W) Nz +yll <l -+l
@) fazll = laf{l«]
(3) |lz|| >0, et |z]|=0<2=0
pour x,y € X et « € K. La norme définit une métrique naturelle d (x,y) : = ||z —yl|. Si

X est complet sous cette topologie, on [’appelle alors un espace de Banach.

Exemple 1.1.1. On a

1. Les espaces R™ et C" sont des espaces normés avec des normes définies par :

n 3
(21, 22, ... 2] = (Z ]xi|2>
=1

2. Les espaces l,,1 < p < 400 sont des espaces normés avec les normes définies par :

-\
Il : = <Z mV’)
i=1



3. Les espaces C' (K) et B (K) constituées de fonctions continues et bornés, respective-

ment sur un ensemble compact K, avec normes définies par :

If]l: =sup|f (2)]
aussi sont des espaces normés.

Définition 1.1.2. Un ensemble de vecteurs {e;}ic; est appelé une base Hamel ou une base

algébrique st Vx € X il existe une décomposition unique xr = Zaiei en combinaison
i

linéaire finie de e; .

Théoréme 1.1.1. Tout espace vectoriel X a une base de Hamel. De plus, si X est un espace

de Banach, en plus le cardinale de la base est finie ou indénombrable.

Définition 1.1.3. Soit (), .y une suite des points sur un espace de Banach X . Alors

(a) la série E x, converge au point x, écrit x = E Ty Si
neN neN

w—gxn

n<p

= 0.

lim
p*)OO

(b) la série E x, converge un-conditionnellement au point x si pour toutes les
neN

permutations m de N, la série E Tr(n) CONVETGE VETS I.
neN
(c) la série g x, converge absolument ou normalement au point x si il converge sur
neN

X et la série de nombres positifs Z |z, || est convergent.
neN

(d) une suite (xy),oy est appelée une suite de base si pour tout x € Spam {Ty}, oy il

existe une suite unique (an), oy des scalaires telle que E G, T, CONVETge Q4 .
neN
(e) une suite (vy,),cy est appelée une base de Schauder de X si c’est une suite de base

et si 5pan{xn}, ey = X.

Proposition 1.1.1. Si une suite converge absolument, alors il converge un-conditionnellement.



Théoréme 1.1.2. 57 X est un espace normé, alors X est complet si et seulement si chaque
série converge absolument dans X .
Si un espace normé X a une base de Schauder {x,}, .y, alors chaque point a une décom-

position unique r = E anTyn. Les scalaires (ay),cy sont appelés les co-ordonnées de x

n
sur la base, qui est généralement supposé étre normalisé. Si la suite (x,), oy est basique et

normalisée, on peut définir co-ordonnées fonctionnelles (f.),.y par
fr(z) =ar quand z = Z AnTp
n

1l existe des espaces sans bases de Schauder, et de plus, il n’y a pas propriété qui caractérise

lexistence d’une base de Schauder dans un espace normé. Cependant, ce qui suit y lieu.

Théoréme 1.1.3. Chaque espace de Banach de dimension infinie contient une suite de

base.

Exemple 1.1.2. On a

1. ¢cg etly, (1 <p<+00) la base naturelle pour les espaces de suites comme des bases

Schauder.

2. L, ([0,1]), (1 < p < +0o0) le systéme Haar comme des bases Schauder.

Définition 1.1.4. Un espace normé est dite séparable s’il contient un sous-ensemble dense

dénombrable.

Exemple 1.1.3. On a

1. Les suites finies avec des coefficients rationnels forment un sous-ensemble dénom-

brable dense dans l,, (1 < p < +00).
2. C([0,1]) est séparable.

3. lo n'est pas séparable (par exemple les suites composées de +1 et —1)

Théoréme 1.1.4. Si X est séparable et de dimension infinie, alors il y a une suite dense

indépendante linéaire (x,,),, oy C X.

Théoréme 1.1.5. Soit X un espace normé. Les éléments suivants sont équivalents :



(i) X est séparable.
(ii) La boule unité Bx est séparable.

(iii) La sphere de l'unité Sx = {z € X|||z|| = 1} est séparable.

Théoréme 1.1.6. Si X est séparable, alors tous ses-espaces le sont.

1.2 Opérateurs linéaires et relations linéaires

La plus part des préliminaires dans cette section se trouvent dans Cross |7] ou [23].

Définition 1.2.1. Soient X, Y des ensembles non-vides. Une relation T de X dans Y est
une application définie sur un sous-ensemble non-vide D (T) de X, appelé le domaine de

T, qui prend des valeurs dans P (Y) \ 0. Nous notons la classe des relations de X dans'Y

par R (X,Y).

Définition 1.2.2. (Graphe) PourT € R (X,Y) nous définissons formellement son graphe

G (T), un sous-ensemble X XY, comme suit :
G(T) ={(x,y) e XxY:2eD(T),yeT(x)}.

Remarque 1. Si T envoie les points de son domaine a des singletons, alors T est dite une

relation univoque ou une fonction.

Définition 1.2.3. (Rang) Le rang R (T') de T est défini
R(T):= |J Tz
z€D(T)

Remarque 2. Si R(T) =Y, alors nous disons T est surjectif, et si A C X alors 'image
de A sous T est

T(A):= |J Ta
)

a€AND(T

Définition 1.2.4. (L’inverse ) L’inverse de la relation T~ donné par le graphe

G(T™") ={(y.2) €Y x X : (z,y) € G(T)}.



Proposition 1.2.1. Une relation est dite injectif si T~ est une univoque.

Définition 1.2.5. (L’image inverse) Si B C Y, alors l'image inverse de B sous T est

défini comme ’ensemble
T'(B)={reD(T): TxNB#0}.

Définition 1.2.6. (Noyau) le noyau de B sous T est défini comme [’ensemble
T (B): ={ze€D(T):T(x) C B}.

Définition 1.2.7. (Composition) Soient S,T € R(X,Z). La composition ou produit
ST e R(X,Z) deT et S est défini par

ST (z):=8(Tz),r € X.

Définition 1.2.8. (Restriction) Si A C X, alors la restriction de T a A, noté par T|a
est défini par

G(T|a) ={(z,y) e G(T):x € A} =G((z,y) N (z x Y)).

Définition 1.2.9. (Extension) Supposons S € R(X,Y). Alors R est dite une extension
de T si

Notation 1. On désigne par LR(X,Y) l’ensemble des relations linéaires de X dans Y. Si
X =Y on note LR(X,X) = LR(X).
Proposition 1.2.2. Soit T € R(X,Y). Alors

(a) T'ly={x €eD(T):y e Tx} poury € R(T), et donc,
D(TY) = R(T) et R(T-') = D (T).

(b) Si T est injectif alors Txy = Txy implique x1 = x5 pour x1,x9 € D (T).

(c) SiT est une univoque, alors T~ (B) =T (B) pour BCY.



(d) Pour B € R(Y,Z), la domaine et le graphe de ST sont donnés par
D(ST) = {xe X :STx #0}
= {z€X:TznD(S) £ 0}
= T71(D(9)),
G(ST) = {(r,y) eX xZ|yeY :(x,y) e G(S)}.

(e) Pour les sous-ensembles non vides Ay et Ay de X on a

T(A UAy) = T(A)UT(A,),

T(ANA) = T(A4)NT(A,),

T(X\A) D R(I)\T(A), et
A CAy = T(A)CT(A)

Définition 1.2.10. Soient X etY des espaces vectoriel sur un champ K, et soient x1, x5 €
X et aek.

L’opérateur linéaire T' : X — Y est une application univoque de X dansY telle que

T($1+l’2) = T$1+I2, et
aTzry, = T (axy).

Nous désignons la classe des opérateurs linéaires de l’espace X dans'Y par L (X,Y).
Un opérateur linéaire multivoques ou relation linéaire T' : X — Y est une relation

dont le graphe est sous-espace vectoriel de X x Y. La classe des relations linéaires de X

dans Y noté par LR (X,Y).

Remarque 3. T est une relation linéaire si et seulement si T~ est une relation linéaire.
Corollaire 1.2.1. Soit T € R(X,Y). Alors T est une relation linéaire si et seulement si
aTzy + fTzy =T (axy + Prg)

pour tous x1,x € D(T) et a, f € K*.

Proposition 1.2.3. Soit T € R(X,Y) on a "équivalence entre les assertions suivantes :
(1) T est une relation linéaire.

(17) G(T') est un sous espace vectoriel de X x Y.
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(i17) T~ est une relation linéaire.
(iv) G(T™) est un sous espace vectoriel de X x Y.
Démonstration. (i) = (i) On a (0,0) € G(T') car on a D(T) est un sous espace vectoriel

donc 0 € D(T) et pour tout z,y € D(T) on a 0 € 0Tz + 0Ty C T'(0z + Oy) = T'(0). Soient
maintenant (x,y) € G(T), (a,b) € G(T),a € K, on a

(z,y) + ala,b) = (z + aa,y + ab).
D’une part, on a z + aa € D(T') (car z,a € D(T)). D’autre part, si a # 0 on a
T(x+ aa) =Tz + aTa.
OryeTxetbe Ta, donc
y+abeTr+ala=T(x+ aa)

et par suit (z 4+ aa,y + ab) € G(T). Si a = 0 évident.
(77) = (i) En premiére partie on montre que D(7") est un sous espace vectoriel. Soit
P:XxY — X
(,y) — @
on a D(T) = P(G(T)) avec G(T') est un sous espace vectoriel et P linéaire. Donc D(T') est

un sous espace vectoriel. En deuxiéme partie soit z,y € D(T'), montrons que
T(x+y)=Tz+Ty.

Soit z € T(x+y), alors (x+y,2) € G(T) et on a x,y € D(T) donc Tz # () et Ty # (. Soient
a € Tx,be Ty, donc (x+y,a+b) € G(T) et ona (z+y,z) € G(T),d ot (0, z—a—b) € G(T).
Donc z —a —b € T(0) et par suit z € a+ b+ T(0). Dou z € Tz + Ty + T(0) et on a
Ty+T(0) =Ty (car (0,0) € G(T)) donc 0 € T'(0) et Ty C Ty + T(0), soit z € Ty + T(0)
donc

z=a+b, a€Ty, beT(0)et (y,a), (0,b) € G(T)

et par suit (y,a+b) € G(T), donc (y, z) € G(T) et z € Ty). Inversement soit z € Tz + Ty,
donc

z=a+b, acTx, beTy

11



et par suit (z,a), (y,b) € G(T). Alors,
(x+y,a+b) € G(T) et (x+y,z2) € G(T),
donc z € T'(x + y). Finalement soit © € D(T'), « € K montrons que T'(ax) = aTx. On a
zeT(ar) <= (ax,2) € G(T)
1
= « (x, (a) z) e G(T)
= |z, (é) z) e G(T)
1
— —) zeTw
«
—

zeaolx

donc T est linéaire.
(i17) = (sv) il suffit d’appliquer (i) = (1) a T~

27) = (2v) par symeétrie. O
(i) = (iv) par sy

Corollaire 1.2.2. Soit T € LR(X,Y). Alors T (0) et T~ (0) sont des sous-espaces vecto-

riels de' Y et X, respectivement.

Corollaire 1.2.3. Soit T € LR(X,Y) et soit M un sous-espace vectoriel de X. Alors
Ty € LR(X,Y).

Définition 1.2.11. Le sous-espace T~ (0) est appelée ’espace nul ou Noyau de T et est
noté N (T).

Proposition 1.2.4. Soit T € LR (X,Y),

(a) Soit x € D(T). On a l’équivalence suivante :
yeTeeTe=y+T(0).

En particulier,

0eTe o Te=T(0).
(b) Pour xy,x9 € D(T) on a l’équivalence suivante :

TaxrNTxsy 7& @ < Ty =T,

12



Corollaire 1.2.4. Soit T € LR (X,Y), on a

(a) TT'(0)=T1(0).

(b) T7'T(0) =T-1(0).
Démonstration. On a T relation linéaire. Alors T (0) et 7' (0) sont des sous-espaces vec-
toriels, donc 0 € TT~(0). D’ou T'(0) = TT~'(0). Substituant 7! par T nous donne la
deuxieme égalité. O
Corollaire 1.2.5. Soit T € LR (X,Y), on a

(a) Siye R(T), alors TT 'y =y+T(0).

(b) Siz e D(T), alors TT 'z =x+T71(0).

Corollaire 1.2.6. Supposons T, S € LR(X,Y) et G (S) C G (T). AlorsT est une extension
de S si et seulement si S (0) =T (0).

Proposition 1.2.5. Soient « € K*, et ABC X, C CY, soitT € LR(X,Y), alors
(a) T (aA) =aT (A).
(b) T(A)+T(B)CT(A+ B).
(c) SiACD(T) ou BCD(T), alorsT(A+ B)=T(A)+T(B).

(d) SiAcCD(T) ou BCD(T) et AnB ={0},
alors T(A+B)=T(A)+T(B) etT(A)NT(B)=T1(0).

(e) TT-'C' = CNR(T)+T(0).

(£) T7'T (A) = AND(T) + T (0).
(8) T°1(0) x {0} = G(T) N (X x {0}).
(h) {0} x T(0) = G (T)N ({0} x Y).
(i) X x R(T) =G (T) + (X x {0}).
() D(T) xY =G(T)+ ({0} xY)

L’égalité ne tient pas nécessairement dans (b) - on peut considérer le cas A = {a},B = {b}

telle que a +b € D(T') alors que a ¢ D(T) et b ¢ D(T).

13



Démonstration. Soit T € LR (X,Y),

(a)
T(aa) = U{(T(aA)):ac AND(T)}

= U{a(Ta):ace AND(T)}
= aU{Ta:ac AND(T)}
= aT(a).
(c) Soit a € A, be BC D(T).Sia+b¢ D(T), alors ) = T(a+b) C Ta+Tb
trivialement. On d’autre parte si a +b € D(T), alors a € D(T) et T (a+b) =
Ta+TbCTA+TB.

(d) Immédiate.
(e), (f) suivre immédiatement dans le Corollaire (1.2.5).

(j), (g) sont des conséquences simples de la définition.

1.3 Relations semi-continues, continuité et la norme des
relations linéaires

Dans cette section, X et Y désignent des espaces normés.

Définition 1.3.1. Soit € > 0, et M C X. Alors les ensembles B (M,¢€),Bx,U (M,¢),Ux

et Sx sont définis par :

B(M,e) = {xe X |d(x,M)<e},
Bx = {re€ X |d(z0) <1},
U(Me) = {zeX|d(z,M)<e},
Ux = {ze€X|d(z,0) <1},
Sx = {xreX|d(z,0)=1}.

Définition 1.3.2. Un sous-ensemble U de X est un ensemble au voisinage de point x € X

st U contient un ensemble ouvert contenant x.

14



Définition 1.3.3. Une relation T € R(X,Y) est dite semi-continue supérieur (s.c.s)
au point x € D(T) si pour tout voisinage U de T (x) il existe € > 0 telle que pour tout
z € B(x,e) onaT(z) CU. T est dite semi-continue supérieur si il est semi-continue

supérieur a chaque x dans son domaine D (T').

Il résulte de la Définition précédente que T est s.c.s & x € D(T) si et seulement si le

noyau de tout ensemble ouvert est ouverte.

Définition 1.3.4. Une relation T € R (X,Y) est dite un semi-continue inférieur (s.c.i)
au point x € D(T) si pour tout y € T (x) et pour tout suite x, C D(T) telle que x,, — x
il existe y, € T (x,) telle que y, — y. T est dite un semi-continue inférieur si il est

semi-continue inférieur a chaque x dans son domaine D (T)).

Il résulte que T est s.ciax € D(T) si et seulement si I'image inverse de tout ensemble
ouvert qui intersecte 7' (x) est un voisinage de x. Ainsi T est s.c.i si et seulement si I'image

inverse de tout ensemble ouvert est ouverte.

Exemple 1.3.1. On a

(a) L’application Ty € R (R,R) défini par :

[—1,1] si x#0
{0} si x=0

Ty (z) =
est s.c.1 a z€ro mais pas s.c.S 4 Z€ro.
(b) L’application Ty € R (R, R) défini par :

{0} si x#0
—1,1] si z=

T2 (ZL’) =

est s.c.s a z€ro mais pas S.c.i 4 Z€ro.

Remarque 4. Les définitions de la semi-continuité supérieure et inférieure sont ééquiva-
lentes pour les applications univoques. De plus, il est bien connu que la continuité d’un

(univoque) opérateur linéaire peut caractériser en terme de l’opérateur normé.
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Définition 1.3.5. Soient X et Y des espaces normés, et T € L(X,Y). La norme de T

est définie comme suit :

Tx
IT] o= sup || = sup -2

lz)=1 w0 |||

Théoréme 1.3.1. Soit T € L(X,Y). Alors les éléments suivants sont équivalents :
(i) T est continue au point,
(i) T est uniformément continu sur son domaine,
(iii) Il existe M € R telle que |Tx|| < M ||z|| pour tout = dans la domaine de T,

(iv) [T} < oo,

Remarque 5. La définition de la continuité d’opérateur entre des espaces normés peut étre
étendue aux relations linéaires. En outre, il peut montrer que la propriété de semi-continuité
inférieure d’opérateurs multivoques est équivalente a la propriété d’une norme finie .

Pour cette raison nous choisissons la notion de semi-continuité inférieure pour servir a la
définition de la continuité d’un opérateur linéaire multivoques. Nous fournissons des dé-
finitions dans le chapitre suivant. Le terme "est continue” aussi plus pratique a utiliser
fréquemment, ’expression plus précise semi-continuité inférieure. Notez que dans la littéra-
ture de l’analyse convexe, [’application est dite continue si et seulement si elle est a la fois

semi-continue supérieure et inférieure .

Notation 2. Soit B (X,Y) désigne la classe d’opérateurs linéaires continues au univoques

de l’espace normé X dans Y et B (X) indique cette classe pour le cas X =Y.

Définition 1.3.6. Soit T € LR (X,Y). Si T et Uapplication inverse T~ sont univoques,
continues et partout définie, alors T est dite un tsomorphisme. Ainsi T est dite un iso-

métrie si | Tx| = ||z]|.

Théoréme 1.3.2. Soit T € L(X,Y). Alors T™! est continue et univoque si et seulement
st il existe m > 0 telle que

[Tx)| = m ||, =€ D(T).
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1.4 Clasification des espaces vectoriels

Cette section sert & introduire les propriétés qui sont utilisées dans la suit.

Définition 1.4.1. Une paire d’espaces normés sont dite isomorphes (isométrique) s’il existe
une isomorphisme (isométrie ) qui applique un espace sur l’autre.

Un espace normé peut étre classé en termes de isomorphismes et isométries de [’espace
dans lui-méme, ou de son sous-ensemble, dans un sous-ensemble des espaces classique. Ca-
ractérisation des propriétés d’espace normés peuvent étre topologiques, par exemple, faible
compacité de la boule unité, ou giométrique. Les espaces sont également étudiés via leurs pro-
priétés locales, i.e. construite & partir de sous-espaces de dimension fini. Plus généralement

nous avons les identifications suivantes.

Théoréme 1.4.1. St K et H sont des espaces métriques compacts, alors K est homémorphe

a H si et seulement si C' (K) est isométrie a C (H).

Théoréme 1.4.2. St K et H sont des espaces métriques compacts non dénombrables, alors

C (K) est isomorphe o C (H).

Le Théoréme (1.4.1) au départ, a été prolongé par M.H.Stone aux espaces de Hausdorff
compacts. Cependant, C' (K) peut étre isomorphe & C'(H) sans K est un espace métrique
compact non dénombrable, il suffit de considérer K = [0, 1]. D’autre part que K varie sur
des espaces métriques compacts dénombrables, il existe un nombre non dénombrable de

classes pour C' (K).

Théoréme 1.4.3. Si X est un espace normé de dimension n sur R (ou sur C ), alors X

est isomorphe a R™ (respectivement, C").

Lemme 1.4.1. Si X est isomorphe a un espace de Banach, alors X est aussi un espace de

Banach.
Corollaire 1.4.1. Si X est un espace normé de dimension fini, alors X est complet.
Corollaire 1.4.2. Si B est un ensemble fermé borné dans un espace normé de dimension

finie X, alors B est compact.
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L’inverse est aussi vrai, i.e. la propriété de la boule unité donnée dans le Corollaire (1.4.2)
caractérise les espaces vectoriels de dimension finie. Le lemme de Riesz est généralement

utilisé pour prouver cela.

Théoréme 1.4.4. (Lemme de Riesz) Soit M un sous-ensemble de l’espace normé X,

telle que M n’est pas dense. Alors il existe une suite {x,} C Sx telle que d (x,, M) — 1.

Théoréme 1.4.5. Si X est un espace normé telle que Bx est totalement borné, alors X

est de dimension finie.

1.5 Fonctions linéaires et espaces conjugués

Définition 1.5.1. Soit X un espace vectoriel topologique. La conjugué algébrique de X,

noté X7, est l’ensemble de toutes les fonctionnelles définies sur X .i.e.,

X*={f: X = R| flx+y) = f() + fy); flax)=af(z)
pour tout x,y € X et « € K}.

Si X est un espace normé, alors le conjugué topologique de X noté X', est le sous-

ensemble de X# constitué des fonctionnelles linéaires qui satisfaite

[fI}:= sup [f (2)| < o0
reX

On note généralement x’' un élément dans X', nous notons X' simplement comme le conjugué
ou l'adjoint de X, quand il n’y a pas d’ambiguité. On note que X' est un espace de Banach

avec la norme donnée ci-dessus.

Définition 1.5.2. Soit 2, € X' . Les ensembles
Uecy..wn(@g) i=4{2" € X0 |2/ (z;) — ap()] < €,1 <i<n},

€>0,{xy,...,2,} C X,n>1 former une base voisinage pour x{, € X'. La topologie donné

par ces ensembles est appelé la topologie x-faible sur X', et il noté par o (X', X).

Théoréme 1.5.1. La boule unité Bx: est o (X', X)-compact.
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Définition 1.5.3. Les élémentes de l’espace normé X détermine les fonctionnelles linéaires
sur X' par la formule 2" (') = 2’ (x) pour v € X. Nous disons X réflexif si tout les
fonctionnelles linéaires détermine sur X' sont déterminés de cette maniére, i.e., si X" = X
sous cette identification. La topologie o (X", X') sur X, ou X est considéré comme un sous-

espace de X", est appelé comme la topologie - faible sur X.

Théoréme 1.5.2. Si X est un espace de Banach, alors X est réflexif si et seulement si X'

est réflexif.
Théoréme 1.5.3. Si X est réflexif, alors tout les sous-espaces fermés le sont.

Théoréme 1.5.4. X est réflexif si et seulement si la boule unité Bx est o (X", X') -compact.

Exemple 1.5.1. On a
1. Cy n’est pas réflexif puisque Cf = l.
2. 1,,1 <p<+ooetLy,l<p<+oo sont réflexifs.
3. ly n'est pas réflexif, et donc il s’ensuit que les espaces Ly, C (]0,1]), et Lo, ne sont
pas aussi réflexif puisque ils ont des sous-espaces isomorphes a .
Théoréme 1.5.5. Si X' est séparable, alors X est séparable .

Théoréme 1.5.6. Si X est séparable, alors la topologie o (X', X) de X' est métrisable.

En général, pour les espaces topologique séparables, on utilise les suites dans la continuité
et convergence. Les suites suffisent également lorsque l'espace est métrisable. Cependant,
lorsque les topologies faibles (les espaces de dimension infinie) X et X', il n’est pas généra-

lement le cas que les topologies sont métrisables.

Théoréme 1.5.7. (Théoréme d’Extension de Hahn-Banach) Soit X un espace vecto-

riel sur R ou C. Supposons que p est fonction a valeur réel définit sur X satisfait

ple+y) < pl@)+py), et
plax) = lafp(z).
Si M est un sous-espace de X et f une fonction linéaire définit sur M qui satisfaire |f (m)| <
p(m) pour m € M, alors il existe une fonction linéaire F' qui étend f pour X et satisfaire

|F (z)| < p(z) pour z € X.
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Définition 1.5.4. Un sous-ensemble K d’un espace vectoriel X est dite convexe si \x +

(1 =Ny e K quelque soit x,y € K et X € [0,1].

Théoréme 1.5.8. Soit K est fermé, sous espace convezre de [’espace normé X. Si x € X

et © ¢ K alors il existe ' # 0,2" € X' telle que

Rex'r > Red'k, kekK.

1.6 Quotients, sous-espaces et projections

Définition 1.6.1. Soit M un sous-espace vectoriel de X, dénote par |x] 'ensemble de tous

les éléments équivalente a x sous la relation d’équivalente
yRr < y—x e M.
L’espace quotient X/M est défini par :
X/M :={[z]|x € X}.

Si M est le sous espace fermé d’un espace normé (X, ||.|| ), alors X/M est un espace normé

de norme ||.| défini par :
el = d (@, 20) = inf |z~ m].

Remarque 6. Le fait que la norme sur X/M est bien définie résulte du fait que si yRx
alors
Wl = inf fly—m|
= nf lo—((y — =) +m)

= inf ||z —m)||
meM

= |l]ll -

1l s’ensuit ainsi que
=]l = inf [ly[|.
yE[x]

Définition 1.6.2. L’opérateur Qy; : X — X/M Défini par Q3;x = [z] est appelé Uapplica-

tion quotient naturel avec domaine X et espace nul M .
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Théoréme 1.6.1. Soit X un espace de Banach. Si M est un sous-espace fermé de X alors

X/M est Uespace de Banach. .

Proposition 1.6.1. Soit M est un sous-espace fermé de X, et soit N C X est un sous-

espace telle que M C N. Alors N est fermé si et seulement st N/M est fermé dans X /M.

Démonstration. Supposons que N/M est fermé, et {z,},.y C N et une suite convergent

vers x € X, alors {[z,]}, .y C N/M, et

}lié%infmeM |(z, —2) —m| =0
= lim||[z, —z]|| =0

neN
= lim|fz,] — [2]| =0

Puisque N/M est fermé, [z] € N/M et 3y € N telle que [y] = [z]. Puisque y — 2z € M il
suit que x € N.

L’implication inverse est similaire. O
Proposition 1.6.2. Soit T € LR (X,Y), et soit M C X. Alors
dimR(T) /T (M) <dimD (T) /D (T)nM < X/M.
En particulier, si M est codimensionnel fini de R (T') .
Démonstration. Voir Cross (7) O

Définition 1.6.3. Soit X un espace vectoriel, et soit M C X. Alors, nous définissons ce

que Uon appelle parfois annilateur M+ de M par :

M+ ={'eX | de=0v xc M}
De méme, si N € X' alors N est définie par :

N ={zecX | 22=0 Va'e N}

Remarque 7. M=+ et N sont des sous-espaces fermés de X' et X respectivement. De plus,

MYT =M, et N+ est la fermeture x-faible de N.
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Proposition 1.6.3. Soit M un sous-espace d’un espace normé X. Alors

(a) X'/M~ est isomorphe isométriquement o M’ sous lapplication U définie par :
Ula'] =2y,

ou [2'] € X/M' et 'y, est la restriction de x' a M.

(b) Si M est fermé, alors (X/M)" est isomorphe isométriquement & M* sous Uapplica-
tion V' définie par :
(V2 =2"[z],

ot 2 € (X/M)'".

Définition 1.6.4. Soit M est un sous-espace d’un espace vectoriel X, alors un (univoque)
projection linéaire de X sur M est un (univoque) opérateur linéaire qui satisfait a la
condition P? = P.

St M et N sont des sous-ensemble d’un espace vectoriel X, alors la somme M + N disigne
I’ensemble

{m+n:meMetneN}.

Si M et N sont des sous-espaces vectoriels de X qui satisfait X = M+ N et M NN = {0},
alors N est appelé un complément de M. Si en autre, il y a une projection linéaire continue

de X sur M, alors N est appelé complément topologique de M. Dans ce cas nous écrivons

X=Mo®&N.

Proposition 1.6.4. Soient M et N sont des sous-espaces linéaires de X. St N est un

complément de M, alors N est isomorphe a l’espace quotient X /M.

Théoréme 1.6.2. Soit M sous-espace fermé de [’espace de Banach X. Il y a une projection

linéaire continue de X sur M si et seulement si il existe un sous-espace fermé N telle que

X=M+N et MNN ={0}.

Théoréme 1.6.3. Si M un sous-espace de dimension finie de [’espace linéaire normé, alors

M est complété topologiquement.
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Définition 1.6.5. Un sous-espace fermé M d’un espace de Banach X est dite quasi-

complétions s’il existe un sous-espace fermé N telle que M NN = {0} et M + N est dense
dans X.

Théoréme 1.6.4. Chaque sous-espace fermé d’un espace de Banach séparable ou réflexif

est quasi-complété.
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Chapitre 2

Relations linéaires entre des espaces

normes

2.1 Algébre des relations linéaires

Dans cette section nous discutons des opérations d’addition et multiplication par un

scalaire dans LR(X,Y).
Proposition 2.1.1. Soit T € LR(X,Y) et soit S € LR(Y,Z). Alors ST € LR (X, Z).

Démonstration. Soient xq, x5 € D(ST) et soient a, [ scalaires non-nuls. Alors les égalités
suivantes de la Proposition (1.2.5), nous donne,
a(STxy) + B(STzy) = aS(Tx)+ SS(Txs)
= S(aTz)+ S(BTxs)
= S(T(aw)) + S(T(Prs))
= ST (axy + fxa).
O

Définition 2.1.1. Soient S,T € LR(X,Y), et a € K. L’addition et multiplication par

un scalaire des relations linéaires sont définies par,

(S+T)x = Sz+Tr zeX et
(aT)x = «o(Tx) xe€X.
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Remarque 8. Les propriétés suivantes pour R, S,T € LR(X,Y) et o, B € K suivent faci-
lement la définition :
DS+T) = DS)ND(T)
G(S+T) = {(z,y) e X xY|y=s+t,se€Tx,te Sz}
S+T = T+S
R+(S+T) = (R+8)+T
D(aT) = D(T)
G(aT) = {(z,ay) € X x Y : (2,y) € G(T)}
= {(z,y) e X xY : (z,a y) € G(T)}
= {(a7'z,ay) € X xY : (z,y) € G(T)}
a(BT) = (ap)T.
Il s’ensuite que S+ T et T sont relations linéaires, i.e., LR(X,Y) est fermé sous addition
et multiplication scalaire.
Proposition 2.1.2. Soient T, T, € LR(X,Y) et R, S € LR(Y, Z). Alors
(@) TT ' = Ipy+ (TT ' =TT7H).
(b) a(ST) = (aS)T = S(aT),0 # a € K.
(c) SiG(S) C G(R), alors G(ST) C G(RT).
(d) G(R+S)T) C G(RT) + G(RT).
(e) S(T + Tz) est une extension de ST + STy, et on a
Iégalité si D(S) contient les deux R(T) et R(T3).

Démonstration. Pour la preuve de cette Proposition voir Cross [7] . O

Exemple 2.1.1. Soit R € LR(Y,Z) est une univoque non-nul, soit S = —R, soit G(T) =
X xY ouY #{0}. Alors

(R4+S)T(0)=(R— R)YY =Uy € D(R)(R— R)y = {0}.
Tandis que

(RT + ST)(0) = (RT + RT)(0) = RT(0) — RT(0) = R(Y) — R(Y) = R(Y) # {0}.
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Done, le Corollaire (1.2.6), nous donne RT + ST n’est pas toujours une extension de (R +

S)T.

2.2 Continuité et la norme des relations linéaires

Soient X, Y deux espaces de Banach, T' € LR(X,Y). Soit Qr la surjection canonique :

Qr:Y — Y/T(0)
avec [z] c’est la classe de z. Qr est un opérateur linéaire (c’est une relation linéaire).

On considére la relation linéaire :

Q:T :D(T) —s Y/T(0)
X — QTTI’

Soient U,V deux partie de X.
dU,V)y=inf{|ly—z|| :y €U,z V}.

Si U = {a}, alors d(a,V) =inf {|la — 2| : z € V'}.

Remarque 9. (i) Y/T(0) est munie d’une structure d’espace de Banach, avec pour § €

Y/T(0), on a ||| = d(y, T(0)) = inf { [}y - ]| : o € T(O) }.

(17) Pour touty € Y on a d(y,T(0)) = d(y,T(0)). En effet T(0) C T'(0), donc

d(y, T(0)) < d(y,T(0)).
Inversement on a d(y,T(0)) = inf{”y —z||:z € (0)} Si z € T(0), alors il existe z, €

T(0) telle que z, oL Or|ly — z|| = lim ||y — z,|| et 2z, € T(0), donc
n—-—+0o0o n—oo

d(y,T(0)) < [ly — zal|-

Donc,

d(y, T(0)) < [ly = =|| V z€T(0).
D’ou,

d(y,T(0)) < inf{[ly — 2|| : z € T(0)} = d(y, T(0)).
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Proposition 2.2.1. QT est une univoque.

Démonstration. Soit x € D(T), et soient yi,ys € QTx. Alors y; — yo € QTx — QTx =

QT(0) C QT(0) = 0. O
Proposition 2.2.2. Soit T € LR(X,Y). Alors

N(T) Cc N(QT).
avec égalité si T'(0) est relativement fermé dans R(T).

Démonstration. Nous appliquons Proposition (1.2.4) :

NT)={ze X :Te=T(0)} C {zreX:TxCT(0)}
= {x € X :QTx =0} =N(QT).
Si T'(0) est relativement fermé dans R(7T'), alors I'égalité tient.

L’exemple suivant montre que ’égalité ne tient généralement pas dans la Proposition (2.2.2).

]

Exemple 2.2.1. Soit X un espace normé de dimension infinie et soit f € LR(X,K) une
fonctionnelle linéaire discontinue définie partout. Si T = f~', alors T(0) est un hyperplan

dense dans X et Qr = 0. Donc
N(T)=0#K= N(QT).

Proposition 2.2.3. Soit T € LR(X,Y). Si R(T) est fermé, alors R(QT') est fermé. Inver-

sement, si R(QT') est fermé et T'(0) C R(T), alors R(QT) est fermé.
Démonstration. C’est un cas particulier de la Proposition (1.6.1). O

Définition 2.2.1. Soit T € LR(X,Y). Alors T est dite continue en un point x € D(T)
si [tmage inverse de tout voisinages de T'x est un voisinage de x. T est dite continue s’il
est continue en tout point de son domaine.

Pour x € D(T') nous définissons ||Tx|| par

[Tz] = |QT ]|
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et la quantité ||T||, qui est appelé la norme de T, est définie par

17 = QT

On note que ||T|| n'est pas une vraie fonction "norme" puisque |T|| = 0 n’implique pas

T =0.1ie.,xeT(0)
Proposition 2.2.4. Soit T € LR(X,Y).
(a) Pour x € D(T)

ITz|| = d(y,T(0)) pour touty € Tx
= it [yl
= d(y+1T/(0),0) pour tout y € Tx
= d(Tx,0) =d(Tz,T(0)).
(b) [Tl = sup [[Tz].
CEEBD(T)

Démonstration. Voir Cross |7] . O

Proposition 2.2.5. On a

(a) Pour S,T € LR(X,Y) etz € D(S+T), on a
1Sz + Tl < |[Sz|| + [T
Si de plus S(0) € T(0) alors
[Tx]] = [|Sz]| < [[T2 = S].
(b) PouraeK etz eD(T) ona
laTz| = |af[[Tx].
Démonstration. (a) Soit s € Sz etteTa. Alors s+t € Sx+Tx = (S+T)x. Donc,

|Sz+Tz|| = d(s+t,(S+T)0))

d(s,5(0) +1(0)) +d(t, 5(0) + T(0))
)
|

IN

$,5(
d(s, 5(0)) +d(t, T(0))
1Szl + I T]].

IN
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Si S(0) € T(0), alors par ce que nous venons de montrer,

|ITz]| = | Tx + Sz = Sz|| < [|Tw = Sz + [|Sz]|

(b) Ona [[aTz| = [|Q(aT)(2)]| = [aQTz|| = |a[[|QTz| = |af[Tz|.
O

L’exemple suivant montre qu’il n’est pas vrai en général que ||Tz|| — ||Sz| < ||Tz — Sx||

pour les relations linéaires.

Exemple 2.2.2. Soit X un espace normé non-nul, soit G(S) = X x X et soit T = Ix.
Alors pour x # 0 on a

| Tz — Sz|| =0
Tandis que
[Tz|| — [|Sz]| = [|=]| # 0

Donc ||Tz|| — ||Sz|| £ || Tz — Sx||.

Corollaire 2.2.1. Soient S,T € LR(X,Y) et soit a € K. Alors
@) [S+TI < IS+ 7Tl

(b) Si S(0) € T(0) alors |IT]| - ||| < |7 = S]|.

(c) [[aT]| = [T -

Proposition 2.2.6. Soit T € LR(X,Y). Alors

(a) [|T]| < oo < il existe X > 0 telle que

TBD(T) C )\BR(T) + T(O). (2.1)
(b) Si||T|| < oo alors
1T = /i\gg{MTBD(T) C ABgrer) +7T(0)}. (2.2)
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Démonstration. (a) supposons que ||T'|| < co. On applique la Proposition (2.2.4) pour

x € Bp(ry ety € Tx il existe k € T'(0) telle que étant donné e > 0,
ly = kIl < 1Tl + e,
i.e., y —k € (||| + €)Brer). Donc
y € (T[] + €)Brry + T(0). (2.3)

Inversement, supposons que (2.1) est vérifie. Soit & € Bp(r) et choisir y € T'w . Alors
y=Ap+koul|y| <letkeT(0). Ainsi |[y—k|| < A, en particulier, d(y, T(0)) < A.
11 découle de la Proposition 2.2.7 que ||T|| < A < 0.

(b) Supposons que ||T|| < oo. Si ||T'|| = 0, alors TBp(ry C T(0) et (2.2) est vérifie.
Supposons que ||T'|| > 0. Ensuite, il découle de (2.3) que

|71l = mtE AT Bp(ry C ABrer) + T(0)}
Soit a telle que 0 < a < ||T°||, et choisir « € Bp(ry,y € Tx telle que
o < d(y, T(0)) 2.4)

Si TBpry C aBgery + T(0), alors il existe y1 € Brry, et K € T(0) telle que
y = ay; + k. Mais alors
ly =kl < a.

Ce qui contredit (2.4). Ainsi,

a < ;\I;E{MTBD(T) C ABg(r) + T(0)}.

Proposition 2.2.7. Soit T € LR(X,Y)
(a) T est continue si seulement si ||T|| < oo.

(b) Si dimD(T) < oo, alors T est continue.
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Démonstration. (a) Supposons que T est continue. Puisque 7'(0) + By est un voisinage
de T(0), s’ensuite que T-Y(T(0) + By) = T 'Bp(r) est un voisinage de 0. Ainsi
dA > 0 t.q.
ABpr) C T Brer)

et, par conséquent,
AT Bp(ry C Brry +T(0) C TT ' Brry.

D’apres la Proposition (2.2.6), cela implique que ||T|| < oc.

Inversement, supposons que ||T’|| < co. Soit x € D(T), et soit V une boule fermé non
trivial dans R(T") de centre y oty € T'x. Alors Vo =V — {y} = aBg(r) pour certains
a > 0. En appliquant la Proposition (2.2.6), il existe A > 0 telle que

Il s’ensuite que

Bpry + T7H(0) C A\T'Brry = o 'ANT™ 'V,
Ou, équivalent,
AN aBpry +T7H0) c T 'V =T71(V —y).
Par conséquent,
AN aBpry+T 'y c TV =T ly+T ly=T""V,

et A‘lozBp(T) + T~y est un voisinage de x dans D(T'). Supposons maintenant que
W soit un voisinage de Tz, soit U C W un ensemble ouvert contenant y € Tz, et
soit V' C U une boule fermé non triviale de centre y. De ce qui a déja été montré, il

s’ensuite que T~ 'W est voisinage de z. Donc T est continue.

(b) si dimD(T') < oo. Alors QT est un opérateur continue univoque, i.e., ||QT|| < oo.

Puisque ||T']| = ||QT|, le résultat découle de (a) .
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2.3 Relations ouvertes et module minimale

Définition 2.3.1. Une relation linéaire T € LR(X,Y) est dite ouverte si son inverse T~ *

est une relation linéaire continue.

Définition 2.3.2. Soit T € LR(X,Y).

~ si D(T)C N(T)

Y(T') = T R 2.5
1) inf {%u € D(T)\N(T)} sinon (25)
Proposition 2.3.1.
Y(T') = sup{\ : TBpr) D ABgr(r)} (2.6)
Démonstration. Voir Cross |7]. O

Proposition 2.3.2. Soit T € LR(X,Y).
(i) QrT est univoque.
(ii) || 7| = d(y,T(0)) pour tout x € D(T), y € Tx.
(iii) ||Tz| = d(T'z,T(0)) = d(Tx,0)(x € D(T)).

(iv) [Tl = sup )HTxH-

$EBxﬂD(T
Cqy-t
(V) (D) =177
Démonstration. (i) On a Q77T(0) = {0} car T'(0) C T(0).
(ii) Soient x € D(T'),y € Tz. Donc, Tx = y + T'(0) et par suite

1Tz = |QrTx|| = [Qr(y + T(0))I| = |Qryll = d(y, T(0)) = d(y, T(0)).

(iii) On a d(Tz,T(0)) = inf{d(y,T(0)) : y € T} = inf{||Tz|| : y € Tx} = ||Tz||
( car d’apreés (i7), on a || Tx|| = d(y,T(0))). Montrons 'autre égalité, on a

d(Tz,T(0)) <d(0,Tz) car 0 € T(0).
Pour 'autre inégalité, on a

{ly==z||:y€Tx,z€T(0)} C{||z]| : 2 € Tx}
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(car y — z € T'x). Donc,
inf{||z|| : z € T} <inf{|ly — z|| : y € Tx, 2 € T(0)}.

D’ou, d(0,Tx) < d(Tx,T(0)).

(iv) Ona [T]| = QT = sup [[QrTz| = sup [T
x€BxND(T) x€BxND(T)

(v) Soit A > 0, on a les implications suivantes :

T-' > ABpiry = Brary+T(0) D AT Bp
= T YBgr)+T(0)) D ABpr) + T (0)
= T 'Br)+T7'(0) D ABpiry +T7(0)
= T 'Bg) D ABp(1).
Par conséquent, T-'B r(r)y O ABp(ry <= Bpr(r) +T(0) D AT'Bp(7). Donc, on a deux
cas a traiter :

Cas 1: ||T| < oc.

|7 = inf{\>0:X"'TBpu) C Brery+ T(0)}
= (sup{A\T Bp(ry C Brer) + T(0)})™!
= (sup{T—lBR(T) > )‘BD(T)})_l
= (7))~
Cas 2 : ||T|| = oc.

TBpry ¢ ABray+T(0) ¥ A >0
MNTBpay ¢ Brey+T(0)¥A>0
T~ Brery 2 ABpy VA > 0,

Par conséquent, on a y(T~!) = 0. Donc ||T'|| = v(T™1).

Dans les deux cas on remplace T par T, on trouve le résultat.

Proposition 2.3.3. Soit T € LR(X,Y).

(a) T est ouvert si et seulement si (1) > 0.
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(b) Sidim R(T') < oo, alors T est ouvert.
Proposition 2.3.4. Soit T' € LR (X,Y). Alors
(T) <4(QT)
avec [’égalité si T'(0) est relativement fermé dans R(T).

Démonstration.

WT) = sup{A: [Tzl > Ad(z, N(T)) ¥z € D(T)}
sup{\ : || Tz|| > Ad(z, N(QT)) Yz € D(T)}
sup{\ : [|QTz| > Ad(z, N(T)) Vx € D(T)}
= (QT).

Par la Proposition (2.2.2), 'égalité est tient quand 7'(0) est fermé dans R(T"). Proposition

(
(

IN

(
(

(2.3.4) preuve que T' est ouvert, alors QT l'est aussi. La réciproque est fausse et 'égalité ne

doit pas contenir. Ceci est illustré dans ’exemple suivant. O]

Exemple 2.3.1. Soit X un espace linéaire normé de dimension-infinie, soit f une fonc-
tionnelle linéaire discontinue avec la domaine D(T) = X et soit T := f~1 est un hyperplan
dense et N(T') = {0}, tandis que N(QT) = K et v(QT) = oo. Cependant, puisque T n’est
pas ouvert, y(T') = 0.

Corollaire 2.3.1. SiT € LR(X,Y) est ouvert et N(T) est fermé, alors
(a) N(T) = N(QT).
(b) +(T) =~(QT).

Démonstration. (a) Puisque T71(0) est fermé¢, R(T) NT(0) = T(0). Le résultat suit de
la Proposition (2.2.2).

(b) Comme dans (a), Le résultat suit de la Proposition (2.3.4).
[

Proposition 2.3.5. Soit M sous ensemble non-vide de R(T), et soit y(T') < co. Alors pour
N C D(T) on a
d(TN, M) > 5(T)d(N, T~ M).
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Démonstration. Si TN N M # 0, alors ) = T-Y(TN N M) = (N + N(T)) N (T~'M), donc,
d(N,T7'M) = 0.
Supposons que TN N M = (), soit € > 0, et choisir m € M et n € N telle que

d(TN,M) > d(Tn —m,0) — . (2.7)
Maintenant
d(Tn —m,0) = d(Tn—m—T(0),0)=d(Tn,m+T(0)) = d(Tn,TT 'm)
= inf d(Tn,Th)= inf d(T(n—h),0)= inf ||T'(n—h)|
heT'm heTIm heT1m
> A(T) inf d(n—h,T7710))=~(T) inf d(n,h+T(0))
heT~tm heT~'m

= y(T)d(n, T 'm) > ~v(T)d(n, T"*M) > ~(T)d(N,T~*M).

Puisque € a été choisi arbitrairement, il découle de (2.7) que

d(TN, M) > ~(T)d(N,T~*M).

]
Proposition 2.3.6. Soient T € LR(X,Y) et S € LR(Y, Z). Alors
WST) 2 4(Slrr)HT) (000 cxclure). (2.8)
avec 7(ST) = 0o quand 4(T) = oo (pair si ¥(S|ar)) =0). En autre
S7H0) € R(T) = ~(ST) > (S)(T). (2.9)

Remarque 10. Si v(S) = oo et v(T) = 0, alors l'inégalité (2.8) peut manquer de tenir
envisager S = f et T := f~' ou f est une fonction linéaire discontinue sur un espace
de dimension infinie. Alors v(ST) = v(ff™) = v(I) = 1 tandis que v(S) = oo (puisque
N(f)=X), eto(T)=|f|I"* = 0.

Corollaire 2.3.2. Soient T € LR(X,Y) et S € LR(Y, Z). Alors
ST < [[SHlHas) Tl (00.0 exclue). (2.10)
avec ||ST|| = 0 quand ||S|| =0 (pair si Iyr) = o0) . En outre,

T(0) € D(S) = [IST[| < [ISIIIT]| (2.11)
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Démonstration. Appliquant la Proposition (2.3.2), I'inégalité (2.10) découle de (2.8) du
Proposition (2.3.6).

Si T(0) € D(S), alors pour x € D(ST) et y € Tx ont que Tx C D(S) + T(0) = D(5)
(puisque z € T71(D(S))) . Donc IysyTx =Tz ND(S) =Tz, et

15T < IS T [pesm I,
a partir duquel (2.11) suivante. ]

Proposition 2.3.7. Supposons que T € LR(X,Y), et S € LR(Y,Z) est continue avec

D(S) D T(0). Alors
QsrST = QsrSQ7' QrT.

2.4 Sélections linéaires

Définition 2.4.1. Un opérateur linéaire univoque A est appelé sélection linéaire (ou

partie d’opérateur) d’une relation linéaire T si

T=A+T-T. (2.12)
Si A est une sélection de T' alors pour tout x € D(T) on a

Tx = Ax + T(0). (2.13)

Il résulte de (2.13) que R(T) = R(A) +T(0). Cependant, cette somme peut ne pas toujours

directe. Le résultat suivant fournit une méthode pour construire des sélections.

Proposition 2.4.1. Si P est une projection linéaire univoque avec la domaine R(T) et le
noyau T(0), alors PT est une sélection de T. Inversement, si A est une sélection de T et
R(A)NT(0) = {0}, alors la projection univoque définie sur R(T) avec l'intervalle R(A) et
le noyau T(0) satisfait A = PT.

Proposition 2.4.2. Soit T € LR(X,Y).

(a) Si T a une sélection continue A, alors T est continue et

7] < [IA]l
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(b) Si T(0) est complet dans R(T), alors T est continue si et seulement si T a une

sélection continue.

2.5 Relations linéaires fermées et fermables

Définition 2.5.1. Soit T € LR(X,Y). On applle fermeture de T la relation définie par
son graphe G(T) = G(T).

Définition 2.5.2. Soit T € LR(X,Y). On dite que T est fermé si G(T) est fermé.
Autrement dite T =T.

Notation 3. On note l’ensemble des relations linéaires sur X par : CR(X).

Proposition 2.5.1. Soit T € LR(X,Y). On a Q7T = Q7T.

Démonstration. 7 C 7 Soit (x,7) € G(QrT) = G(QrT), donc 3 (2,,7,) € G(QrT) :
(T Un) = (x,7). Alors,

3z, (T, 2n) € G(T), (20, yn) € G(Q7).

Ona,z, — xzety, — 7, alors
n—-+00 n—-+00

Qryn  — Qry.
n—-+0o0o

On a aussi, Qrz, =y, — ¥. Donc,
n——+o00

(#n, Qrzn) € G(QrT) — (2,7).

n—+o0
D’ou,
(2,9) € G(QrT).
Alors, 3 2 : (z,2) € G(T) = G(T), (2,7) € G(Qr). Donc,
Qr2n ot U™ QrY.
D’ou,

QT(Zn — y) — 0

n—-+00
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et par suit, d(z, —7,7(0)) — 0. Alors, 3, €T(0) : 2, —y—, — 0. Donc,

n—-4o00 n—-4o00

Zn — Oy —
n—-+o0o

Par conséquent, (2, 2, — a,) € G(T'). On fait tendre n vers U'infini on obtient,
(z,y) € G(T) = G(T). Donc, on a (z,y) € G(T), (y,7) € G(Qr), alors
(2,9) € G(QrT).
” 57 Soit (z,7) € G(QrT), alors
3 z:(2,2) € G(T) = G(T),(2,9) € G(Qr)-

Alors,
3 (Tn, 2n) € GT) : (Tp,2,) —  (2,2).

n—-+0oo
Donc, (2, Qrz,) € G(QrT) et (x,, Qrzy,) e (x,Qrz) = (z,7). D’ou,
(z,y) € G(QrT) = G(QrT).

Proposition 2.5.2. Les propriétés suivantes sont équivalente :
(i) T est fermé.

(ii) Qr fermé et T(0) est fermé.

Démonstration. "(i)=(ii)" D’une part on a si T" est fermé, alors G(T') est fermé et on
a ({0} xY) est fermé. Donc, {0} x T'(0) = G(T) N ({0} x Y) est fermé. D’ou, T(0)
est fermé. D’autre part QT = Q7T = Q7T (car T est fermé). Donc, Q7T est fermé.

"(ii)=(i)" Pour montrer que 7 fermé il suffit de montrer que G(7") fermé. Soit

(Tn,yn) € G(T) : (T, yn) —  (z,9),

n—-+oo

donc on a y, € Tx,, d’ou

QTyn € QTTxn

Donc, (2 Qry) € G(QrT) et on a

(xvm QTyn) — (',1;7 QTy)

n—-+00
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Or QrT est fermé, donc (z, Qry) € G(QrT). Alors,

3z :(x,2) € G(T), (2,Qry) € G(Qr).

Donc, Qrz = Qry ce qui donne que —z +y € N(Qr) = T(0) = T'(0) (car T(0)
fermé). Alors,

yez+T(0)eTe+T(0)=Tx (car z € Tx).

Donc, (z,y) € G(T).
[

Proposition 2.5.3. Soient T' une relation linéaire fermé et F' C Y de dimension finie.

Alors, QrT est fermé.

Définition 2.5.3. On dit ¢’une relation linéaire T est fermable si T est une extension de
T i.e.,
Tz =Tz ¥V xeDT).

2.6 L’adjoint d’une relation linéaire

Définition 2.6.1. Soient X,Y deux espaces de Banach, D C X x Y. On désigne par X' -

Iespace dual topologique de X, et D+ 'orthogonal de D définie par,
Dt ={(a,b) e X XY :ax+by=0 V (x,y) € D}.

Définition 2.6.2. Soit T' € LR(X,Y). On appelle adjoint ou conjugué de T la relation
linéaire T € LR(Y', X") définie par :

G(T):=G-THcY' x X"

[(y,2), (v, 2")] = [, 2T+ [y, y/) = &'z + 'y
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Remarque 11. Nous notons que les termes adjoint et conjugué sont utilisés de maniere
interchangeable partout.
Si (y,2") € G(T") alors y'y = 2’z pour tout y € Tx,x € D(T), ie., ' € Ty < 'z =y'Tx
pour tout x € D(T), i.e.,

2 |pry =y'T.
Si T est densément défini, alors y'T, qu’est univoque, a une unique extension de X, rendant

T univoque. Ainsi, nous pouvons faire les affirmations suivantes.

Proposition 2.6.1. 7" € LR(Y', X') est une relation fermé avec
D(T') ={y' € Y'|y'Test continue et univoque}
et T'yx = y'Tx € K pour x € D(T) ety € D(T").
Proposition 2.6.2. Soit T € LR(X,Y). Alors
(a) (T) =T"
(b) (1)~ =(T7").
(c) (\T) = \T".
Démonstration. 1l suffit de vérifier (c), soit A € K, A £ 0. Alors
G(AT)) = AW, 2)ly'y = 2’z pour (z,y) € G(AT)}
(

= {, Ay’ (\y) = (A2')z pour (z,y) € G(T)}
= G\T).

Proposition 2.6.3. Soit T € LR(X,Y). Alors
(a) N(T') = R(T)*.
(b) 77(0) = D(T)*.
(c) N(T)=R(T")".

(d) T(0) = D(T")T.

Proposition 2.6.4. Soient S,T € LR(X,Y). Alors
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(a) G(S'+T') C G((S+T)).

(b) (S+T)" est Une extension de S’ +1T" si et seulement si (D(S)ND(T))* = D(S)* +
D(T)*.

(c) Si D(T) C D(S) et S est continue, alors s +T' = (S +T)".
Proposition 2.6.5. Soient T'€ LR(X,Y) et S € LR(Y, Z). Alors
(a) G(IT"S") C G((ST)).
(b) Si
(1) R(T")=X" et D(S)C R(T)

ou (2) DS')=2" et R(T)CD(S)
alors (ST) =1T'S".

Notation 4. Soit E un sous-espace d’un espace linéaire normé X . Soit on note Ju 1’appli-

cation d’injection naturelle de E dans X, i.e., pourz € E, Jaz =1 € X.

Proposition 2.6.6. Soit E un sous-espace de X. Alors
(a) (J£) = Q..
(b) Si E est fermé, alors (Q%) = Jx, .

Démonstration. (a) En appliquant la Proposition (1.6.3), ifl : X' — E' avec
QX a')(e) = e (2.14)

pour ' € X' et e € E.

De méme (Ja ) : X' — E' et

(Jp)z)(e) = 2'(Jp e = e (2.15)

Pour 2/ € X' et e € E. L’égalité s’ensuite en combinant (2.14) et (2.15).

(b) En appliquant la Proposition (1.6.3), (Q%) : E+ — X’ avec

(Qp)e) (@) =€ (Qp)r =€z (2.16)
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pour z € X et ¢/ € B+,

De méme J3, : B+ — X' avec
(JX () =z (2.17)

pour z € X e ¢ € E+. L’égalité s’ensuite en combinant (2.16) et (2.17).

Proposition 2.6.7. Soit T € LR(X,Y). Alors
() (QrT) =T"J}.-
(b) (TJp)) = QrT".

(c) (QrTJpry) = QrT" Jr).-

Démonstration. Ces égalités découlent des applications directes de Propositions (2.6.5) et

(2.6.6). O

Corollaire 2.6.1. Soit T € LR(X,Y), alors D(T") = D((QT)"). De plus, T'y = (QT)"y'
pour y € D(T").

Proposition 2.6.8. Soit T € LR(X,Y). Alors
17 < 1T|-
Proposition 2.6.9. Soit T € LR(X,Y). Alors
ATy 2 (T).
Démonstration. Cela découle de la Proposition (2.6.8) combinée a la Proposition (2.3.2). [

Proposition 2.6.10. Soit T' € LR(X,Y"). Alors
(a) Si T est continue, alors D(T") = T(0)*.
(b) Si T est ouverte, alors R(T") = N(T)*.
(c) SiT est continue, alors | T"|| = ||T|.

(d) Si T est ouverte, alors v(T') = ~v(T) > 0.
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Démonstration. 1l suffit de montrer que (a) et (c) sont valables.

(a) Supposons que T est continue. Alors d’aprés la Proposition (2.6.8), (QTJ)" est
continue, et par Proposition (2.6.1), son domaine est I'espace entier i.e., T'(0)*. Ainsi,

d’aprés la Proposition (2.6.7), I’égalité souhaitée est vraie.

(c)
17’ = sup [(QTJ)Y]

yleB’D(T’)

= sup sup [[y(QTJ)z||

y’EBD(T/) xGBD(T)

= sup  sup [[y(QT )|
yIEBT(O)J- l’EBD(T)

= sup [[(QT])x]|
IEEBD(T)
= QT JI| = [T}
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Chapitre 3

Quelques théorémes fondamentaux

3.1 Théoréme de Banach-Steinhaus

Théoréme 3.1.1. (Banach-Steinhaus pour les opérateurs linéaires).
Soient X un espace de Banach et'Y un espace normé. Supposons que {T,} est une suite

d’opérateur linéaire borné dans L(X,Y"), qu’est borné pour chaque point de X, i.e.,
Ve e X, 3C, > 0:Vn € N ||T,,(2)| < C,. (3.1)
Alors la suite {T,,} est borné, i.e., il existe un constante C' indépendante de x telle que
T, < C, VneN

Théoréme 3.1.2. (Banach-Steinhaus pour les relations).

Soit {Y, : o € A} une famille d’espaces normés, X un espace de Banach, et {T, : o« € A}
une famille de relations linéaires bornés telle que T, € LR(X,Y,) Pour chaque o € A.
Supposons que

sup{||Taz| : @ € A} < o0  pour chaque x € X.

Alors
sup{||Ta]| : @ € A} < 0.

Démonstration. Considérons la suite d’ensembles fermés

A, ={z e X :|Toz|]| <n pour «a€ A}
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[e.9]

Puisque X = U A,, d’aprés le Théoréme de Baire, A,, contient un ensemble ouvert non

n=1
vide pour un certain n € N. Soit B une boule, de centre z et de rayon r, contenue dans A,,.

Pour « € rBx nous avons x + Z € B et
[Toz|| = [Ta(z + 2z = 2)[| < [[Ta(z + 2)[| + [ Taz| < 2n.
D’ou ||T,|| < 2n/r pour tout « € A. O

Corollaire 3.1.1. Soit (T,,) une suite de relations linéaires bornées dans LR(X,Y), et soit

X complet. Si T est une relation définie partout dans LR(X,Y') telle que T'(0) D T,,(0)(n €

N) et lim ||T,x — Tz|| = 0 pour tout x € X, alors T est borné.
Corollaire 3.1.2. Soit X un espace normé et soit W un sous-ensemble de X telle que

sup |2'w| < oo (' € X').
weW

Alors W est borné.

Démonstration. Considérons W comme un sous-ensemble de X” et appliquez le Théoréme

(3.1.2). O

Proposition 3.1.1. Si X = M+ N oa M NN = {0} et M est fermé de codimension finie,

alors la projection définie sur X avec intervalle M et le noyau N est borné.

Démonstration. Soit {x1,...,x,} une base pour N et soit N; := sp{x1,...,Ti 1, Tiz1, .-, Tn}
Puisque chaque M + N; est fermé, il existe par le Théoréme de Hahn Banach un f; € X’
telle que f;(z;) =1 et fi(x) =0 pour x € M + N;. Définissez Qz = >, fi(x)z; (v € X).
Alors ) est une projection borné avec un intervalle N et un espace nul M, et P =1 — Q)

est la projection requise. O

Corollaire 3.1.3. Si M est un sous-espace codimension fini de D(T'), fermé dans D(T), et

si T|pr est continue, alors T est continue.

Démonstration. Soit P comme dans la proposition (3.1.1). On a
ITe| < TPl +|T(I - P)a

< (1T 1allllPI TN = Pl

Ou ||| x| < oo O
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Proposition 3.1.2. Soit T' ouverte et injective et soit S € LR(X,Y). Un opérateur linéaire
satisfaisant || S]] < y(T). Alors T + S est ouvert et injectif.

Démonstration. On a pour x € D(T + 9),

(T + S)zll = Tl —[[Szl|  (puisque 5(0) = {0})
YD)l = STl = () = 1Sl

Vv

3.2 Théoréme des graphes fermés

Théoréme 3.2.1. (Théoréme des graphes fermés).

Soit T € LR(X,Y), on suppose que T est fermé, alors
(i) T est continue <= D(T") fermé.

(ii) T est ouverte <= R(T) fermé.
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Conclusion

Le sujet de "les relations linéaires sur des espaces normés" a une importance capi-
tale.

Afin d’enrichir les connaissances mathématiques, nous avons essayé dans ce mémoire de
connaitre certains des preuves, des théorémes et des caractéristiques des espaces normés,
plus précisément 1’algebre des relations linéaires, en tenant compte de la précision et la sim-
plicité en conformité avec les connaissances de nos collégues étudiants.

Enfin, nous espérons que nous avons réussi, bien que dans la simple mesure de I'accom-
plissement de cet humble travail, et nous sommes préts a fermer ce sujet, que peu importe
combien d’efforts dans la préparation de ce travail, certaines idées sont encore bloquées et
I’autre sombre.

Nous tenons a dire que nous sommes trés favorables & toute critique constructive concer-
nant ce travail car il reste qu'une goutte dans une vaste mer, et nous souhaitons aller plus
loin dans I’avenir. Nous demandons a tous ceux qui lisent ce mémoire de prier pour nous et

pour notre superviseur afin qu’Allah nous ouvert la porte de la réussite.
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Abstract:

In this memory we will present and study the set of linear relations
between normed linear spaces, in particular we cite a treatise on it by R.W.
Cross. Also, we have just studied the continuity, the norm and some
fundamental theorems concerning this class.

Keywords: Normed linear spaces, linear relations, linear selections,

graph of a relation.

Résumé:

Dans ce mémoire on va présenter et étudier I’ensemble des relations
linéaires entre des espaces normes notamment on cite sur elle un traité par
R.W. Cross. Aussi, on vient d'étudier la continuité, la norme et quelques
théorémes fondamentaux concernant cette classe.

Mots clés: Espaces normés, relations linéaires, sélections linéaires, graphe
d’une relation.
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