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Résumé
Dans ce travail, nous avons eu affaire avec des équations différentielles classiques qui

peuvent être résolus dans l’espace de distributions prêtes à effectuer des transactions.

L’objectif de ce travail est de mettre en évidence comment utiliser la convolution

résoudre ces équations.

Mots clés: Fonctions test, Distributions, supports des distributions, produit de

convolutions.
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Introduction

La théorie des distributions fut formalisée par le mathématicien français Laurent Schwartz

entre 1944 et 1950 et lui valut la médaille Fields en 1950. Comme la plupart de grandes

décovertes scientifiques.

En analyse mathématique, une distribution (également appelée fonction généralisée)

est un objet qui généralise la notion de fonction. La théorie des distributions étend la

notion de dérivée à toutes les fonctions localement intégrables et au-delà, et est utilisée pour

formuler des solutions à certaines équations aux dérivées partielles. Elles sont importantes en

physique et en ingénierie où beaucoup de problèmes discontinus conduisent naturellement à

des équations différentielles dont les solutions sont des distributions plutôt que des fonctions

ordinaires.

L’objective de cette étude est résolution des équations différentielles linéaires à coeffcients

constants, sous le titre " Convolution des distributions et applications à résolutions des

équations différentielles ".Ce travail est construisait de trois chapitres.

Nous offrons le premier chapitre dans le concept des distributions, et nous apporter beau-

coup de détails sur les propriétés les plus importantes. Nous allons discuter des opérations

effectuées sur les distributions axées sur le processus de dérivation, qui joue un rôle très

important dans la résolution des équations différentielles.

Au deuxième chapitre on va étudier la notion de convolutions d’une fonctions et distri-

bution, deux distributions. Et on va rappeler quelques propsitions.

Le troisième chapitre est consacré à l’étude la résolution des problémes P (D) = f.

Partout dans ce mémoire, Ω désigne un ouvert dans Rn
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Chapitre 1

La théorie des distributions
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1.1. L’espace D (Ω) des fonctions test

1.1 L’espace D (Ω) des fonctions test

Définition 1.1.1 (Support d’une fonction) Soit ϕ une fonction à valeurs complexes sur

Rn. On appélle support de ϕ (notation supp(ϕ)) l’adhérence de l’ensemble des x ∈ Rn

tels que ϕ(x) 6= 0 :

supp ϕ = adh {x ∈ Rn : ϕ (x) 6= 0}

Exemple 1.1.1 Soit x = (x1, ..., xn) ∈ Rn, r = ‖x‖ =
√
x2

1 + ...+ x2
n. On pose

ϕ(x) =

 e
− 1
1−r2 si r < 1

0 si r ≥ 1

On a supp (ϕ) = {x ∈ Rn : ‖x‖ ≤ 1 } la boule de centre 0 et de rayon 1.

Définition 1.1.2 (l’espace D) L’espace D (Ω) l’ensemble des fonctions ϕ : Ω −→ C(ouR)

infiniment dérivables dans Ω et à support compact et inclus dans Ω.

D = {ϕ : Ω −→ C(ouR) : ϕ ∈ C∞, supp(ϕ) compact ⊂ Ω} .

Exemple 1.1.2 La fonction ϕ : R→ R définie par

ϕ(x) =

 e−
1
x2 si x > 0

0 si x ≤ 0

est de classe C∞. Si x < 0, toutes les dérivées de ϕ sont nulles. Si x = 0, les dérivées à

gauche de ϕ sont nulles. Si x > 0, on a

ϕ
′
(x) =

2

x3
e−

1
x2 , ϕ

′′
(x) =

4− 6x2

x6
e−

1
x2 , ..., ϕ(k)(x) =

P (x)

x3k
e−

1
x2 .

où P (x) est un polynôme. Dès lors,

lim
x→0+

ϕ(k)(x) = P (0)lim
x→0

e−
1
x2

x3k
= P (0)lim

u→0

u
x3k

2

eu
= 0.

il suffi t d’appliquer plusieure fois la régle de l’Hospital. Enfin, si x = 0, les dérivées à droite

de ϕ sont nulles : ϕ(k)(x) = 0, ∀k ∈ N.En effet, procédons par récurrence sur k. Pour k = 0,

c’est évident. Supposons que ϕ(k)(0) = 0 et montrons que : ϕ(k+1)(0) = 0. On a

ϕ(k+1)(0) = lim
x→0

ϕ(k)(x)− ϕ(k)(0)

x− 0
= lim

x→0
P (x)

e−
1
x2

x3k+1
= P (0)lim

x→0

e−
1
x2

x3k+1
= 0.

Ainsi ϕ(x) est infiniment dérivable.
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1.2. La notion de distributions

1.2 La notion de distributions

Définition 1.2.1 On appelle distrbution T sur l’ouvert Ω ⊂ Rn toute forme linéaire et

continue de D(Ω) dans C(ouR), i.e elle satisfait les deux conditions suivantes :

1. T linéaire : pour tous ϕ, ψ ∈ D(Ω) et ∀α, β ∈ C, on a

〈T, αϕ+ βψ〉 = α 〈T, ϕ〉+ β 〈T, ψ〉 .

2. T continue : pour toute compact K ⊂ Ω et pour toute fonction ϕ ∈ D(Ω) avec

supp(ϕ) ⊂ K,il existe une constante C > 0 et un entire m tels que:

|〈T , ϕ〉| ≤ C
∑
|α|≤m

sup
x∈K
|Dαϕ(x)| .

Notation 1.2.1 On notera dans la suite par D′(Ω) l’ensemble de toutes les distributions

sur Ω. On dit aussi que D′(Ω) est le dual de D(Ω).

Définition 1.2.2 (ordre d’une distribution) Si l’entier m de difinition peut être choisi

indépendamment du compact K, on dit que la distribution T est d’ordre fini. Le plus petit

m possible est appelé ordre de la distribution.

Exemple 1.2.1 Soit a ∈ R, on pose

δa : D(Ω) −→ R

ϕ 7−→
〈
δ(a) ,ϕ

〉
= ϕ(a)

Alors δa est une distribution sur Rn (appelée distribution de Dirac) d’ordre 0.

1.3 Exemples de distributions

1.3.1 Fonctions localement intégrable

Définition 1.3.1 Une fonction f : Rn → C (ou R) est dit localement intégrable si pour tout

ensemble compact K de Rn on a : ∫
K

|f(x)| dx < +∞.
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1.3. Exemples de distributions

Proposition 1.3.1 Toute fonction f(x) localement intégrable définit une distribution Tf

par

∀ϕ ∈ D : 〈Tf , ϕ〉 =

∫ +∞

−∞
f(x)ϕ(x)dx

La distribution Tf s’appelle réguliéres associée a f .

Remarque 1.3.1 Toutes les distributions qui ne s’écrivent pas de cette maniére dites sin-

guliéres.

Proposition 1.3.2 Deux fonctions localement intégrables f et g définissent la même dis-

tribution si et seulement si elles sont presque partout égales.

Tf = Tg ⇔ f = g p.p.

1.3.2 Distribution de Dirac

Définition 1.3.2 La distribution de Dirac à l’origine est une fonctionnelle notée δ, définie

par

∀ϕ ∈ D(Ω) : 〈δ, ϕ〉 = ϕ(0).

et la distribution de Dirac δ(a) au point a ∈ Rn par

∀ϕ ∈ D(Ω) :
〈
δ(a), ϕ

〉
= ϕ(a).

1.3.3 Distribution valeur principale de 1/x

Définition 1.3.3 La fonction 1
x
n’est pas localement intégrable sur R, on définit la distrib-

ution valeur principale de Couchy vp
(

1
x

)
par

∀ϕ ∈ D(Ω) :

〈
vp

(
1

x

)
, ϕ

〉
= lim

ε→0

∫
|x|>ε

ϕ(x)

x
dx.
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1.4. Dérivation des distributions

1.4 Dérivation des distributions

1.4.1 Dérivée d’une distribution

Soit f une fonction de classe C1. En faisant une intégration par parties, on obtient immé-

diatement

∀ϕ ∈ D(Ω) :
〈
f
′
, ϕ
〉

=

∫ +∞

−∞
f ′(x)ϕ(x)dx = −〈f, ϕ′〉 .

car ϕ(±∞) = 0. On est donc conduit à la définition générale suivante :

Définition 1.4.1 On appelle dérivée T ′ d’une distribution T , la fonnctionnelle définie par

la relation

∀ϕ ∈ D(Ω) : 〈T ′, ϕ〉 = −〈T, ϕ′〉 .

Proposition 1.4.1 Toute distribution admet des dérivées et pour tout entire n, la dérivée

niéme de T est définie par

∀ϕ ∈ D(Ω) :
〈
T (n), ϕ

〉
= (−1)n

〈
T, ϕ(n)

〉
.

a) Dérivée de la fonction d’Heaviside

Rappelons que la fonction d’Heaviside (dite échelon unité) est définie par

H(x) =

 0 si x < 0

1 si x > 0

et détermine une distribution notée H. Au sens des fonction, la dérivée de

H(x) n’exist pas au point x = 0. Mais au sens des distributions, on a pour

ϕ ∈ D(Ω),

〈H ′, ϕ〉 = −〈H,ϕ′〉

= −
∫ +∞

0

ϕ′(x)dx

= ϕ(0)

= 〈δ, ϕ〉 .
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1.4. Dérivation des distributions

car ϕ(+∞) = 0. Par conséquent, H ′ = δ, c’est-à-dire la distribution H a

pour dérivée la distribution de Dirac.

b) Dérivée de la distribution de Dirac

On a

〈δ′, ϕ〉 = −〈δ, ϕ′〉 = −ϕ′(0)

En général, on a 〈
δ(m), ϕ

〉
= (−1)mϕ(m)(0). m ∈ N

1.4.2 Extension au cas de plusieurs variables

Dans le cas de plusieurs variables, on définit la dérivée ∂T
∂xi

d’une distribution T , par

〈
∂T

∂xi
, ϕ

〉
= −

〈
T,

∂ϕ

∂xi

〉
, i = 1, 2, ...,m.

On a 〈
∂2T

∂xi∂xj
, ϕ

〉
= −

〈
∂T

∂xi
,
∂ϕ

∂xi

〉
=

〈
T,

∂2ϕ

∂xi∂xj

〉
,

où ϕ(x1, x2, ..., xm) ∈ C∞, donc ∂2ϕ
∂xi∂xj

= ∂2ϕ
∂xj∂xi

, et par conséquuent

∂2T

∂xi∂xj
=

∂2T

∂xj∂xi
.

Plus généralement, on a

〈
DkT, ϕ

〉
= (−1)|k|

〈
T,Dkϕ

〉
.

où k = (k1, k2, ..., km) ∈ Nm avec |k| = k1 + k2 + ...+ km et Dk désigne l’opérateur

Dk =
∂k1

∂xk11

.
∂k2

∂xk22

...
∂km

∂xkmm
=

∂k1+k2+...+km

∂xk11 ∂x
k2
2 ...∂x

km
m

.
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1.5. Convergence dans D′(Ω)

1.5 Convergence dans D′(Ω)

On définira une convergence des suite dans D′(Ω)

Définition 1.5.1 Soit Ω un ouvert de Rn, {Tn}n∈Nune suit de distributions sur Ω et T ∈
D′(Ω). On dit que {Tn}n∈N converge vers T quand n→ +∞ en sens des distributions si et

selement si

∀ϕ ∈ D(Ω) : 〈Tn, ϕ〉 −→
n→+∞

〈T, ϕ〉

Cette notion de convergence est donc une convergence simple. On écrira dans cette

situation

lim
n→+∞

Tn = T ou Tn
D′−→ T quand n→ +∞.

Exemple 1.5.1 Montrons que : δn −→ 0. En effet, on a

∀ϕ ∈ D(Ω) : 〈δn, ϕ〉 = ϕ(n).

et puisque ϕ est à support compact, alors

lim
n→+∞

〈δn, ϕ〉 = ϕ(n) = 0.

Théorème 1.5.1 Si (Tn)n>0 est une suite de distribution sur Ω telle que :

∀ϕ ∈ D(Ω) : lim
n→+∞

〈Tn, ϕ〉 existe.

alors la forme linéaire T sur Ω définie par

∀ϕ ∈ D(Ω) : 〈T, ϕ〉 = lim
n→+∞

〈Tn, ϕ〉 .

est une distribution sur Ω et Tn
D′−→ T quand n→ +∞.
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1.6. Produit entre une fonction C∞ et une distribution

1.6 Produit entre une fonction C∞ et une distribution

On définira le produit entre une fonction C∞ et une distribution de telle manére que si la

distribution est une fonction localement intégrable, le résultat soit le produit habituel des

fonction.

Définition 1.6.1 Le produit d’une distribution quelconque T par une fonction g de classe

C∞ est une distribution définit par

∀ϕ ∈ D(Ω) : 〈gT, ϕ〉 = 〈T, gϕ〉 .

Exemple 1.6.1 Si δ est la distribution de Dirac à l’origine et g ∈ C1, alors

gδ = g(0)δ.

En effet, soit ϕ ∈ D(Ω), on a

〈gδ, ϕ〉 = 〈δ, gϕ〉

= g(0)ϕ(0)

= g(0) 〈δ, ϕ〉

= g(0)δ.

Remarque 1.6.1 Si dans l’exemple précédent, on choisit g(x) = x, alors on aura en parti-

culier g(0) = 0 et donc xδ = 0. On en déduit que le produit gT = 0 peut être nul sans que g

ou T soit nulle.

Exemple 1.6.2 Pour tout x ∈ R, on a

x · vp
(

1

x

)
= 1.

En effet, pour ϕ ∈ D(Ω) on a〈
x · vp

(
1

x

)
, ϕ

〉
=

〈
vp

(
1

x

)
, xϕ

〉
=

∫ +∞

0

xϕ(x) + xϕ(−x)

x
dx

=

∫ +∞

0

(ϕ(x) + ϕ(−x))dx =

∫ +∞

−∞
1 · ϕ(x)dx

= 〈1, ϕ〉 .

où 1 désigne la distribution réguliére associée à la fonction constante x −→ 1.

10



1.7. Supports des distributions

1.7 Supports des distributions

Définition 1.7.1 Nous donnons définitions de la supports comme suit :

1. On dit qu’un distribution T est nulle sur un ouvert U de Rn si 〈T, ϕ〉 = 0 pour toute

fonction ϕ ∈ D(Ω) dont le support est contenu dans U.

2. On appelle support d’une distribution T le plus petit fermé de Rn tel que T soit nul

dans son complémentaire.

Notation 1.7.1 On noté par ξ(Ω) à l’espace C∞(Ω), et par ξ
′
(Ω) à l’espace de distribution

a support compact.

Proposition 1.7.1 Soit f fonction localement intégrable. Soit Tf sa distributon associée.

Le support de Tf coincile avec celui de f .

supp(Tf ) = supp(f).

Exemple 1.7.1 On considére la fonction de Heaviside H. ainsi que sa distribution TH

associée. Pour tout ϕ ∈ D(R), on a

〈TH , ϕ〉 =

∫
R
H(x)ϕ(x)dx =

∫ +∞

0

ϕ(x)dx.

On a donc Supp(TH) = R+.

Exemple 1.7.2 Montrons que Supp(δa) = {a} .
Soit ω = R/ {a} et ϕ ∈ D(R), Supp(ϕ) ⊂ R/ {a} . On a donc ϕ(a) = 0, donc 〈δa, ϕ〉 = 0.

Donc δa est nulle sur R/ {a} .
De plus, δa n’est pas nulle sur R car il existe des fonctions ϕ ∈ D(R) telles que 〈δa, ϕ〉 6=

0.

Donc R/ {a} est le plus grond ouvert sur lequel δa est nulle. Donc Supp(δa) = {a} , et
δa a support compact.
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Chapitre 2

Produit de convolutions
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2.1. Convolution des fonctions

2.1 Convolution des fonctions

Définition 2.1.1 Soient ϕ et ψ deux fonctions C∞ à supports compacts. On pose :

(ϕ ∗ ψ) (x) =

∫
ϕ(y)ψ(x− y)dy =

∫
ϕ(x− y)ψ(y)dy. (2.1)

La fonction (ϕ ∗ ψ) ainsi définie est C∞ à support compact vérifiant :

supp(ϕ ∗ ψ) ⊂ supp(ϕ) + supp(ψ). (2.2)

On l’appelle la convolée des deux fonctions ϕ et ψ.

On peut bien sur définir la convolée de fonctions moins réguliéres.

L’extension la plus naturelle concerne les fonctions intégrables : si ϕ et ψ appartiennent

à L1(Rn), alors ϕ ∗ ψ définie par (2.1) appartient à L1(Rn) et on a :∫
|ϕ ∗ ψ(x)| dx ≤

∫
|ϕ(x)| dx ·

∫
|ψ(x)| dx.

Néanmoins, ce n’est pas cette extension que nous utiliserons le plus fréquemment, mais

plutot celle décrite dans les définitions (2.3.1) et (2.4.1) ci dessous, qui concernent les cas

où T ∈D′(Rn), ϕ ∈ C∞0 (Rn), puis où T ∈D′(Rn), S ∈ ξ′(Rn).

2.2 Convolution des distributions

Définition 2.2.1 Soient T ∈D′(Rn) et ϕ ∈ C∞0 (Rn), la formule

T ∗ ϕ(x) = 〈T, ϕx〉 , avec ϕx(y) = ϕ(x− y).

définit sur Rn une fonction T ∗ ϕ de calsse C∞. Cette fonction vérifie en outre :

∂α(T ∗ ϕ) = ∂αT ∗ ϕ = T ∗ ∂αϕ (2.3)

supp(T ∗ ϕ) = supp(T ) + supp(ϕ). (2.4)

Remarque 2.2.1 La convolution est à l’origine du très utile procédé de régularisation, que

nous décrivons maintenant,

13



2.2. Convolution des distributions

Définition 2.2.2 Soit ϕ ∈ C∞0 (Rn), positive ou nulle d’intégrale égale à 1, et soit ε > 0;

on pose ϕε(x) = e−nϕ
(
x
ε

)
. Alors, si T ∈D′(Rn), la formule de fonctions C∞ Tε = T ∗ ϕε

converge vers T lorsque ε tend vers 0, au sens où :

∀ψ ∈ C∞0 ,
∫
Tε(x)ψ(x)dx −→ 〈T, ψ〉 . (2.5)

L’intérêt de ce pocédé d’approximation par des fonctions réguliéres est que le mode

de convergence de Tε vers T est essentiellement décrit par la régularité de T. Ainsi, si

T ∈ Ck(Rn), Tε converge vers T au sens des semi-normes sup
x∈K

sup
|α|≤k

|∂αϕ(x)| ; où K parcourt

les compacts de Rn, si T ∈ Lp(Rn) (1 ≤ p < +∞), espace des fonctions de puissance p-iéme

intégrable, Tε tend vers T dans Lp.

De plus, la relation (2.4) montre que le support de Tε est arbitrairement proche de celui

de T lorsque ε tend vers 0. A l’aide d’une ‹‹troncature ››, on étend ainsi le procédé de

régularisation aux distributions définies sur un ouvert Ω de Rn, montrant par exemple que

C∞0 (Ω) est dense dans Lp(Ω) si p ∈ [a,+∞[ et dans D′(Ω) pour la ‹‹topologie faible ››, i.e.

au sens de (2.5).

Définition 2.2.3 Pour définir la convolution de deux distributions, on constate d’abord

que, si T ∈D′(Rn), ϕ, ψ ∈ C∞0 (Rn),∫
T ∗ ϕ(x)ψ(x)dx =

〈
T,
∨
ϕ ∗ ψ

〉
.

où l’on a posé
∨
ϕ(x) = ϕ(−x).

Aprés avoir étendu l’opérateur S 7−→
∨
S aux distributions par :〈

∨
S, ϕ

〉
=
〈
S,
∨
ϕ
〉
.

on pose, pour T ∈D′(Rn), S ∈ ξ′(Rn) et ϕ ∈ C∞0 (Rn),

〈T ∗ S, ϕ〉 =

〈
T,
∨
S ∗ ϕ

〉
.

On définit ainsi une distribution T ∗S sur Rn, qui vérifie encore (2.3) et (2.4), auxquelles
on peut ajouter :

supp sign(T ∗ S) ⊂ supp sign(T ) + supp sign(S) (2.6)

14



2.3. Propositions

Par exemple, si δ = δ0 désigne la masse de Dirac à l’origine, on a, pour toute distribution

T sur Rn, T ∗ δ = T . La convolution des distributions est fondamentale dans l’étude des

opérateurs à coeffi cients constants.

2.3 Propositions

Proposition 2.3.1 (Commutativité) Soit T, S ∈ D′(Ω). Si T ∗ S existe, alors

T ∗ S = S ∗ T.

Proposition 2.3.2 (Distribution par rapport à l’addition) Soit T, S1, S2 ∈ D′(Ω). Si

T ∗ S1 et T ∗ S2 existent, alors

T ∗ (S1 + S2) = T ∗ S1 + T ∗ S2.

Proposition 2.3.3 (Associativité) Soit T, S,R ∈ D′(Ω). On a

(T ∗ S) ∗R = T ∗ (S ∗R).

si deux au moins de ces distributions sont à supports compacts ou si toutes ces distributions

ont leurs supports compacts d’un même côté.

Proposition 2.3.4 (Dérivation d’une convolution) Soit T, S ∈ D′(Ω). Si T ∗S existe,
alors

(T ∗ S)
′
= T

′ ∗ S = T ∗ S ′ .

et plus généralement

Dα(T ∗ S) = DαT ∗ S = T ∗DαS.

où Dα désigne une dérivation d’ordre α.

Proposition 2.3.5 (Régularisation des distributions) Soient T une distribution et ϕ

une fonction de classe C∞. Si T ∗ ϕ existe, alors c’est une fonction de classe C∞, donnée
par

T ∗ ϕ(y) = 〈Tx, ϕ(y − x)〉 = ψ(y), y ∈ R

Remarque 2.3.1 Dans la proposition précédente, si ϕ ∈ D(Ω) et T ∈ D′(Ω) alors le produit

de convolution T ∗ ϕ existe car supp(ϕ) est compact. De même, si ϕ ∈ ξ(Ω) = C∞(Ω) et

T ∈ ξ′(Ω) alors supp(T ) est compact et T ∗ ϕ existe.
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Chapitre 3

Applications à la résolution des

équations différentielles linéaires a

coeffcients constants
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3.1. Généralités

3.1 Généralités

Soit P un pôlynome de degré au plus m ∈ N sur Rn

P (y) =
∑
|α|≤m

aαy
α ∀y ∈ Rn

avec α ∈ Nn, aα ∈ C, yα = yα11 yα22 ...yαnn .

Au polynome P on associe un opérateur différentiel linéaire d’ordre au plus m et à

coeffi cients constants, noté P (D), définit par

P (D)u =
∑
|α|≤m

aαD
αu. (3.1)

Remarque 3.1.1 On peut voir P (D) comme une application de D′(Rn) à valeurs dans

D′(Rn).

Exemple 3.1.1 En dimension 1 (n = 1) un opérateur differentiel linéaire à coeffi cients

constants est de la forme

P (D)u = a0u+ a1u
′
+ a2u

′′
+ ...amu

(m).

Exemple 3.1.2 L’opérateur de Laplace ( ou le laplacien ) donné par

∆u =
∂2u

∂x2
1

+
∂2u

∂x2
2

+ ...
∂2u

∂x2
n

est un cas particulier ( trés étudié !) d’opérateur différentiel linéaire à coeffi cients con-

stants, d’ordre 2. Cet opérateur est associé au polynome

P (y) = y2
1 + y2

2 + ...y2
n = |y|2

(|y| désigne la norme euclidienne du vecteur y ).
Dans la suite on va considérer le probléme suivant : soit P (D) comme dans (3.1), on

se donne f ∈ D′(Rn) et on cherche u ∈ D′(Rn) satisfaisant

P (D)u = f au sens desdistributions D′(Rn) (3.2)
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3.1. Généralités

Définition 3.1.1 On dit que la distribution E ∈ D′(Rn) est une solution fondamentale

de l’opérateur P (D) si E satisfait l’égalité

P (D)E = δ au sens des distributions D′(Rn)

Remarque 3.1.2 En général il n’y a pas d’unicité de la solution fondamentale.

Exemple 3.1.3 Les solutions fondamentales de l’opérateur u′sont E = H + M avec M

constantes arbitraires.

Exemple 3.1.4 Les solutions fondamentales de l’opérateur u′ + au avec a ∈ C sont

E(x) = e−ax [H(x) +M ]

avec M constantes arbitraires.

Théorème 3.1.1 Soit E ∈ D′(Rn) solution fondamentale de P (D) et soit f ∈ D′(Rn) tel

qu’au moins l’une des deux distributions E ou f soit à support compact. Alors u = E ∗ f
est une solution de (3.2).

Preuve. On a le calcul suivant :

P (D)(E ∗ f) =
∑
|α|≤m

aαD
α(E ∗ f) =

∑
|α|≤m

aα(DαE) ∗ f =

∑
|α|≤m

aαD
αE

 ∗ f
Comme E est solution fondamentale on a

P (D)(E ∗ f) = δ ∗ f = f

ce qui montre le résultat.

Remarque 3.1.3 Ce résultat ne permet pas de donner toutes les solutions de (3.2), il

permet seulement d’en construire une solution.
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3.1. Généralités

Exemple 3.1.5 On se donne a ∈ C et f ∈ L1
loc(R) avec supp(f) compacte. On se propose

de donner une solution u ∈ D′(R) de l’équation différentielle ordinaire :

u
′
+ au = f. (3.3)

Comme E(x) = e−axH(x) est une solution fondamentale de l’opérateur u
′
+au alors une

solution de (3.3) est donnée par u = E ∗ f . Comme E et f sont des fonctions alors u est

aussi une fonction donnée par

u(x) =

∫
Rn
E(x− t)f(t)dt =

∫ x

−∞
e−a(x−t)f(t)dt.

( car H(x− t) = 0 si t > x ).
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3.2. Résolution des problémes

3.2 Résolution des problémes

Problème 3.2.1 Soit l’équation

P (D)u = f (P)

1. Soit l’opérateur différentiel

P (D) =
d2

dt2
+ ω2, ω ∈ R

on a

E = H(t)
sinωt

ω
.

où H(t) est la fonction de Heaviside. Soit E = H(t)Z(t) solution fondamentale, où

Z(t) est solution de l’équation P (D)Z = 0 avec Z(0) = 0 et Z
′
(0) = 1. On a

P (D)Z =

(
d2

dt2
+ ω2

)
Z = Z” + ω2Z = 0.

Cette équation posséde la solution Z(t) = C1e
−iωt + C2e

iωt. Comme

Z(0) = C1 + C2 = 0, Z
′
(0) = −C1iω + C2iω = 1.

alors C1 = i
2ω
et C2 = − i

2ω
. Donc

Z(t) =
i

2ω
(e−iωt + eiωt) =

sinωt

ω
,

et par conséquent E = H(t) sinωt
ω
.

2. On montre que

P (D)E = δ au sens des distributions D′(Rn)
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3.2. Résolution des problémes

Soit ϕ ∈ D(Rn). On a〈(
d2

dt2
+ ω2

)
H(t) sinωt

ω
, ϕ

〉
=

〈
H(t) sinωt

ω
, ϕ”

〉
+ ω 〈H(t) sinωt, ϕ〉

=

∫ +∞

0

sinωt

ω
ϕ”(t)dt+ ω

∫ +∞

0

sinωtϕ(t)dt

=

[
sinωt

ω
ϕ
′
(t)

]+∞

0

−
∫ +∞

0

cosωtϕ
′
(t)dt+ ω

∫ +∞

0

sinωtϕ(t)dt

= −
∫ +∞

0

cosωtϕ
′
(t)dt+ ω

∫ +∞

0

sinωtϕ(t)dt

= − [cosωtϕ(t)]+∞0 − ω
∫ +∞

0

sinωtϕ(t)dt+ ω

∫ +∞

0

sinωtϕ(t)dt

= ϕ(0)

= 〈δ, ϕ〉 .

d’où
(
d2

dt2
+ ω2

)
H(t) sinωt

ω
= δ. On peut retrouver le même résultat, en procédaant

comme suit: (
d2

dt2
+ ω2

)
H(t) sinωt

ω

=
d2

dt2

(
H(t) sinωt

ω

)
+ ωH(t) sinωt

=
d

dt

(
H
′
(t) sinωt

ω
+H(t) cosωt

)
+ ωH(t) sinωt

=
d

dt

(
δ sinωt

ω
+H(t) cosωt

)
+ ωH(t) sinωt

=
d

dt
(H(t) cosωt) + ωH(t) sinωt

= H
′
(t) cosωt− ωH(t) sinωt+ ωH(t) sinωt

= δ cosωt

= δ.

3. Donc la solution générale de probléme (P ) est

u = E ∗ f
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3.2. Résolution des problémes

Problème 3.2.2 Considérons l’équation différentielle

dmy

dtm
+ a1

dm−1y

dtm−1
+ ...+ am−1

dy

dt
+ amy = f(t).

où f(t) est une fonction connue. On vent déterminer la solution y(t) sur [0,+∞[ satisfaisant

aux conditions initiales suivantes :

y(0) = y0, y
′
(0) = y

′

0, ..., y
(m−1)(0) = y

(m−1)
0 .

L’équation ci-dessus s’écrit P (D)y = f, où

P (D) =
dm

dtm
+ a1

dm−1

dtm−1
+ ...+ am−1

d

dt
+ am

On pose u = Hy et on calcule, comme dans la démonstration de le probléme (3.1.1) les

dérivées u
′
, u
′′
, ..., u(m). On obtient

P (D)u = H P (D)y +
m−1∑
k=0

ckδ
(k)

où

ck = y
(m−k−1)
0 + a1y

(m−k−2)
0 + ...+ am−k−1y0.

En posant E = H(t)Z(t), la solution cherchée s’écrit

u = H Z ∗
(
H P (D)y +

m−1∑
k=0

ckδ
(k)

)
= H Z ∗

(
H f +

m−1∑
k=0

ckδ
(k)

)
,

d’où, pour t ≥ 0,

y(t) = Z ∗ f +
m−1∑
k=0

ckZ ∗ δ(k) =

∫ t

0

Z(t) f(t− x)dx+
m−1∑
k=0

ckZ
(k)(t).

Exemple 3.2.1 Soit l’équation

P (D)y = t2e−2t

où

P (D) =
d2

dt2
+ 4

d

dt
+ 4.

Déterminons la solution de cette équation avec

y(0) = y0 =
1

12
, y

′
(0) = y

′

0 = − 1

12
.
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3.2. Résolution des problémes

Solution 3.2.1 D’aprés ce qui précède, on a pour t ≥ 0,

y(t) =

∫ t

0

Z(x)f(t− x)dx+
m−1∑
k=0

ckZ
(k)(t).

Ici f(t− x) = (t− x)2e−2(t−x), m = 2, c0 = y
′
(0) + a1y0 = − 1

12
+ 4 · 1

12
= 1

4
et c1 = y0 = 1

12
.

Déterminons Z(t). L’équation caractéristique

r2 + 4r + 4 = (r + 2)2.

possède une racine double r1 = r2 = 2. D’où

E = H Z

= H(t)e−2t ∗H(t)e−2t

=

∫ +∞

−∞
H(x)e−2xH(t− x)e−2(t−x)dx

= H(t)

∫ t

0

e−2tdx

= H(t)te−2t.

et dès lors Z(t) = te−2t. Donc, pour t ≥ 0,

y(t) =

∫ t

0

xe−2x(t− x)2e−2(t−x)dx+ c0Z(t) + c1Z
′
(t)

y(t) = e−2t

∫ t

0

(x3 − 2tx2 + t2x)dx+
1

4
te−2t +

1

12
e−2t(1− 2t)

= (t4 + t+ 1)
e−2t

12
.
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Conclusion

Dans ce travail, pour la résolution les équations différentielles ordinaires linéaires dans

les cas de la deuxiéme momber pa localement intégrable.

Donc, nous demondons chercher à résoudre ces équation en utilisant les distributions,

opérateur différentiel et la convolution.

A la fin du résultat de rcherche atteint un très satisfaisant pour résoudre des équations

différentielles ordinaires linéaires par la convolutions.

Cette recherche sera de lancer une étude des équations aux dérivées partielles à l’avenir

de la recherche scientifique.
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