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Introduction

Le point de départ de notre travail est I'inégalité de Hardy suivante:
) T p ()
/ 1/f(t)dt < (-2 p/fp()d > 1 (0.0.1)
— o x)dx .0.
€T — p _ 1 ) p )
0 0 0

p
ou f est une fonction positive, intégrable et la constante (ﬁ) est la meilleure possible.

Nous avons une généralisation sous la forme: pour p > 1,k # 1 et F(x) est définit par

/f(t)dt, k1
0

/f(t)dt, k<1

alors

795—ka (z)dz < (Ik L 1’)107#—% 7 (z) da. (0.0.2)

Avec la constante <|k2+1|>p est la meilleure possible.

Le but de ce travail est de donner un petit apercu sur les inégalité de Hardy dans les
espaces de Besov, d’aprés certains travaux, comme dans [8], [9] et [11].

Il est construit de trois chapitres:

Dans le premier chapitre, nous allons faire un rappel sur les espaces de Besov homogénes
et non homogénes. On va citer une collection formée de quelques définitions, propriétés
et formules de bases qui nous sera utiles & la suite notre travail, par exemple la série de
Littlewood-Paley joue un role important dans la définition des espaces Besov homogenes et

non homogenes, quelque standard inégalité (inégalité de Bernstein, inégalité de Young...).



Introduction

Dans le deuxiéme chapitre, on va mentionner quelques concepts de l’espace Lebesgue,
résultats fondamentaux que nous utilisons dans les preuves des théorémes principaux. On
présente la preuve de l'inégalité classique, nous tirons quelques nouvelles extensions de la
célebre inégalité intégrale de Hardy. Les résultats présentent une généralisation directe de
I'inégalité originale de Hardy en deux et trois dimensions ...

Enfin, dans le troisiéme chapitre que nous consacrons a I’étude de quelques inégalités de

Hardy des espaces de Besov dans L, (R™).



C*(R")
H; (R")
H = W (R™)

S (R")
S (R™)
H; (R")
Wy (R”)
L]

I1£1,

ae N
C* (R")
C,ec,
lT‘

D (R")
B, (R")

Notations

est ’espace de Holder.
I’espace de Potentiel de Bessel.

I'espace de Sobolev telle que: Vf € S (R"),0%f € L? (R") alors
Flhpan = 32 10l < o0

la]<m
I’espace de distributions tempérées.
I’espace des distribtutions tempérées modulo les polynomes P,..
I’espace de potentiel de Bessel homogéne.
est ’espace de Sobolev homogene.
la classe d’équivalence d’une distribution f € S" (R") modulo Py, (R").
désigne la norme de f dans LP? (R"), (1 <p <o0).
désigne 1'exposant conjugue de p,p = p%l.
a=(ay,....,0,) € N" o] = a1 + ... + ay.

est ’espace de Holder homogene.

désigneront des constantes strictement positives.

est 'espace des suites {a;},  telle que: H{aj}jeN ) = (Z |aj|r) < 00
" jEN

I’espace des fonctions de classe C*° (R™) a support compact.

est ’ensemble des toutes les fonctions f & B;q (R™), mais f ¢ P, (R").
I’ensemble des distributions f € D' (R™) telle que 0y f tend vers 0

dans D' (R™) si X tend vers 0.



Notations

I’espace des distributions sur R".

est définit par hyf (z) = f (f) YA > 0.

est définit par 7,f (x) = f (z — a).

Inclusion: par exemple F — F 1) ECFxe E=uz€F
2) id: E — F continue telle que: |id (z)||p = ||z]|r < C 2| -

la transformée de Fourier de f.



Chapitre 1

Rappel sur les espaces de Besov

homogénes et non homogénes

Dans ce chapitre, on va faire un rappel de quelques notions: les espaces de
Besov homogénes et non homogénes et quelques résultats principaux concer-

nant les inégalités de Holder, de Young et de Bernstein.



1.1. Séries de Littlewood-Paley

1.1 Séries de Littlewood-Paley

Nous rappelons la définition de la décomposition de Littlewood-Paley d’une distribution
tempérée, elle joue un role important dans la définition des espaces de Besov homogeénes et

non homogeénes.

Définition 1.1.1 (Fonction Cut-off) Une fonction p est dite (Cut-off) si elle est : p €
C* (R™), positive et radiale sur R", telle que:

1 s |€] <1

p(&) = 0 silel2 3

On définit la fonction v par le lemme suivant

Lemme 1.1.1 ] existe une fonctiony € D (R™), positive et radiale & support compact dans
(R™\ {0}) telle que
Y (@) =1, VEeRM{0}. (1.1.1)

JEZ
Preuve. On pose
7€) =p(€) —p(26), VEeR"
Alors v est radiale, positive et portée par la couronne % <€ < %,

on note ensuite que, pour tout entier M, N, on a:
M .
v (7€) =p (2V¢) —p (2M71¢),
j=N

quand M tend vers +oo et N tend vers —oo on obtient (1.1.1).
Donc: soit v une fonction auxiliaire introduite dans le Lemme 1.1.1, alors on définit la

suite des opérateurs (Q;),, sur S’ (R™) par:
F(@Qif)=7(27) ]
Si f e S, (R") la série Z Q; f s’appelle la série Littlewood-Paley homogene de f.

jez
On définit également la suite des opérateurs (Sy),, sur S (R™) par:

F(Suf)=p(2") 7



1.2. Inégalités principales

Si fe S (R") la série Syf + Z Q, f s’appelle la série Littlewood-Paley inhomogene de f,
Jj>1
de sort qu’on a:

Sof +Y ,Qif =, VfeS (R,

j21

Proposition 1.1.1 On a

1. Pour tout f € Su (R"), (resp So, (R™)) nous avons f = Zij dans Sy (R™),
jez.
(resp S (R")) )
2. Pour tout f € S (R"), (resp S (R”)) et Vk € Z, nous avons f = S, f + Z Q;f dans
>k

S (R"), (resp S" (R)) .

1.2 Inégalités principales

Quelque inégalités classiques, dans les espaces LP (R™) qui nous utilisons de ce chapitre, sont

nécessaires pour la suite de ce mémoire.

Théoréme 1.2.1 (Inégalité de Hélder) Soient f € LP(R") et g € L?(R") avec 1 <

p,q < oo telle que % + % = %, alors:

foe L™ et | fgll, <1, lgll,-

Théoréme 1.2.2 (Inégalité de Young) Soient p,q,r € [1,+0o0] tels que % + % =<+ 1,
avec T > p et r > q alors pour toute f € LP (R™) et g € L9(R"), on a

frgeL"(RY) et |[f*gll, < 1,19l

Théoréme 1.2.3 (Inégalité de Bernstein) Soient 1 < p < r < oo et R > 0, il existe

¢ >0, telle que pour toute f € LP (R™) avec suppfAC {£ eR": |¢]| < R}, on a:

If1, < R G | £l



1.3. Espaces de Besov B,  (R")

Preuve. Soit ¢ € S (R") telle que ¢ (§) =1 si [¢| < 1.
On pose pg (() = ¢ (%) , telle que pp (() >=15i [{] < R, on a:

er (O F(€) =719,
alors
F ' er*xf)=F
D’apres I'inégalité de Young, on obtient

LA < IFerll, I, avee [+1=.+

SR L
Q=

comme pour tout z € R", on a

(Fen) () = R" (F'¢) (Ra),
donc
I en)l, = B 1l telleane (17l = o).

alors

I, < eR7af],
1_1
1A, < eRGEDpl,,  avee (-L=1-1)

Proposition 1.2.1 Soient 1 < p,q,r < oo telle que r > p,r > q et o € N", il existe ¢ > 0,
telle que pour tout f € LP (R™), avec suppr {EeR": || < R}, ona

1F@|, < R G2 1)),

1.3 Espaces de Besov B, (R")

On définit les espaces de Besov B, (R™), et nous donnons les propriétés principales des ces

espaces. On note d’abord, que @)y := Sy.

Définition 1.3.1 Soient s € R,1 < p < o0 et 1 < q < oo, alors l'espace de Besov noté
Bs  (R") est I’ensemble des toutes les fonctions f € S* (R™) telle que:

1
q
By (R™) — (Z 27% HQjMZ) < 00.

J=0

/]




1.3. Espaces de Besov B,  (R")

Remarque 1.3.1 SoitseR, 511 <p<o00,q=00, 0na

/]

1.3.1 Quelques propriétés

La majorité des assertions suivantes sont prouvés dans le livre de Triebel [6].

<B;7q (R™)5 ||| Bqu) est un espace de Banach.

B (R™) = C* (R™), si s € RN\N.

B, (R") = H* (R"), Vs € R.

Byo(R") = Hy(R"), Vs € Reet 1 < P < 00

Proposition 1.3.1 Soient s e R,1 <p < oo etl1l < g < o0, alors:
S(R") — B, (R") — S (R").

Proposition 1.3.2 On a:

1. Soient s,t € R, telle que s >t et 1 < p,q < oo, alors:
s n t n
B (R")— B (R").

2. Soient s e R, 1 <g<ooetl<p <py <o, telleques—pﬂl:t—p%, alors:

B (R") < B! (R").

p1,9 p2,9

3. Soient s1,59 € R, telle que s1 < $9, 1 < 1 < g < 0 etl < p; < py < 00 et
S1 — pﬂl = 9 — p%, alors:
B» (R")— B2 _(R").

P1,91 P2,92

4. Soient s e R,1 < p,r,q < oo, sz'3>%—§ ouSZ%—g et ¢ =1, alors:

B, (R") — L, (R").



1.3. Espaces de Besov B,  (R")

Preuve. On a

1

By (&) = (Z 27 ||ij||§> < 0.

J=0

1. Soit f € Bs, (R"), alors: ||f|

On a s > t, alors 2 < 2% donc:

<Z 2ita HijIIZ)

J=0

S

1
< (Z 27% ||ij|\§> ,
j=0
d’ou:

Hf”B}f,,q(]R") < ||f”Bg’q(R”) < 00,
ce qui donne f € B} (R").

2. D’apres I'inégalité de Bernstein , on obtient

1Q: 11, < cRG=F)Qfll,. v >p

telle que supp@;f C {&: |¢] < 29 = R} .

On pose: r = py, p = p1 donc
£, < 2G5 1Q,11,,.

d’apres la simplification, nous avons

no_g

2 Q, 11, < 22 Q.
pour 1 < g < oo et par I'inégalité de Holder, on obtient

(Z g ||ij||§2> sl (Z il ) ‘{

320 Jj=0

Par conséquent

y t+L_L_
1l ey < @5l gy

j(t—‘rl—l—s) . n n . . n n
car 2'\"'r1 p2 converge si t+ *+ — 1 —s=0 implique t— * =5— *.
p1 D2 p2 p1

10



1.3. Espaces de Besov B,  (R")

Donc

||f||Bt R” n) .

. D’apres I'inégalité de Bernstein, nous avons

1Qifll, < cRG=5 @, f1l,.  r>p

telle que supp@ c{¢: [ <2 =R}.

On pose: r = py, p = p1, NOUS avons
1Q:f1,, < 2’ Gi) 1@yl
d’apres la simplification, nous avons

9752 “ij”m < 621(324———5—51)2]‘51 ”ij”m )

Pour 1 < ¢; < o0, par I'inégalité de Holder, on obtient

1

a1
2 Qs < U H R (Z%lqlu@jfuﬁ) ,

>0

par conséquent

2 1Q,fll,, < @ CHETE | fll g

pour 1 < g9 < 00, encor par I'inégalité de Holder, nous avons

1 1

q2 a2
(zwnczmg;) <c(zw >) 1l o

§>0 §>0

Donc

1

”f‘ Z%‘ZQ Rn SC(ZQj(S2+1:;_I;L2_51)q2> Hf’ ;}ql

Jj=0

1

az
+7_7_ .
( E o= 51)‘”) converger si:

j=>0

11



1.3. Espaces de Besov B,  (R")

n n 4
no_n _ — n — g, — 2 par conséquent
S9+ & - c—s51=0 implique 59 S =51~ P q

1Bz, @y < cllfllBs, @ny-
4. Ona L, (R") Cc S (R"),

pour f € L, (R") alors f € S’ (R"), donc

F=Y_Qif

Jj=0

nous avons

LAl =

S Qif|| <D 1Qifll,.  pourr>1.

720 . 320

par l'inégalité de Bernstein, on obtient
SIQifl, <> 2GH Q.
j>0 j>0

d’apres la simplification, nous avons
> PG Qifl, < Do PETE gy,
Jj=0 j>0
Pour 1 < ¢ < o0, telle que % + qi, = 1, on utilisant I'inégalité de Holder:

1

S22 <C<ZZJ ) (ZZJSQHWW)

7>0 3>0 3>0

Par conséquent
1
’ q
J E—ﬂ—s q
1l <c <z>;2 ) HfHB;,"q(R") 5
J

1
4

car ¢ (Z 21(5 ) converge si

3>0

— 2 —s<0 implique 2 —2<s donc: [f]. <clf]|

SHE

Bj ,(R™) >

ou

12



1.3. Espaces de Besov B,  (R")

23

—s5=0 implique > -2=5s et ¢g=1 donc: |f, <c|f]

SAE

» By, (R")
Théoréme 1.3.1 Soient se R, 1 <g< oo etl<p<oo, ona
Si feBs (R)=0f € B '(R),

avec

10f]

B (R) <c|fl B3 ,(R)

Preuve. D’aprés l'inégalité de Bernstein, on a
ali(io1
9] < cRlaH(3-1) lgll,, r>p

telle que suppg C {£ : €] < R}.
On pose: g = @7, donc suppéj\f C{&: €] <27}, alors

1

(14(1_1
10@i ), < @67 1),
Si r = p, on obtient
10(Qi N, < 2 [|Q; I, -
d’apres la simplification, nous avons

2CV0(Qi NI, < 2 Qi fll, .

pour 1 < g < o0, on a

(Z 21| <ij>||§> <c (Z 2Qsf ||§i> -

320 7>0

N
=

Par conséquent

||f||B§fql(R) <c|f] Bj ,(R) -

13



1.4. Espaces de Besov homogénes B’; . (R")

Corollaire 1.3.1 Soient s c R,a e N" 1 <qg< o0 et1<p< o0, alors:
Si  fe B, (R") = 9°f € By"'(R™),

avec

10 L gt gy < 1]

B;’Q(R”) :

Théoréme 1.3.2 [6] Soient s e R;1 < g < oo et 1 <p< oo, alors:

S(R") = B (R).

1.4 Espaces de Besov homogénes Bqu (R™)

On va définir I'espace de Besov homogéne et nous allons donner quelques caractéristiques

principales de cet espace.

Définition 1.4.1 Soient s € R, 1 < p < 00,1 < q < 00, l’espace de Besov homogéne noté
B;q (R™) est l’ensemble des toutes les fonctions f € S._ (R") telle que:

1
q
B3 (R7) = (Z 27% ||ij||f,> < 00.

JEZ

/]

Remarque 1.4.1 Sise R, 1 <p<ocetq=00 on a

/1

1.4.1 Quelques propriétés
Les propriétés suivantes sont vérifiées:
° (B;q (R™); ||\|ng> est un espace de Banach.
o B3 . (R") =C*(R"),sis € RN\N.
o By (R") =W™(R"), VmeN.
Proposition 1.4.1 Soient s e R,1 < g< oo et1l <p < o0, alors:

S (") > B}, (R) > Sl (R").

14



1.5. Espaces de Besov non homogénes

Proposition 1.4.2 On a:

1. Soient s1,s9 € R, telle que s1 < 59,1 < g< o0 etl <p; < py <00, poursl—pﬂl =

n .
2 = 505 ON G

B (R") = B3, (R").

2. Soient s e R, 1 <p<ooetl<qg <qo<o0, alors:

By (B) = By, (RY).

Preuve. Pour la preuve voir [1]. m

Proposition 1.4.3 Pour s € R, 1 § p < ooetl < q < oo, il eriste deuxr constantes
0 < c1 < e, telles que pour tout f € By (R™) et tout A >0, On a

c1 [|f]

Bs (R <A £ (Al Bs J®") = < | f] Bs ,(R™) -

1.5 Espaces de Besov non homogénes

L’objectif de ce paragraphe, est faire présenté la définition de I’espace de Besov non ho-

mogene par la résultat de la proposition suivant:

Proposition 1.5.1 Pour s > 0, lespace de Besov non homogéne B; (R") est ’ensemble

des fonctions f € LP (R"), telles que [f] € B;q (R™), avec

1f]

Bs ,(R") — ”f”p + I

Bj ,(R™)

Preuve. Soit f € B; (R"), donc

SE

gy @y = (szquijHg)
j=0
1
- (Z?”HQMHZ)
JEZ
< 1f] Bs ,(R™) >

15



1.5. Espaces de Besov non homogénes

alors

1 llsg, ey < 171+ 117
Soit f € §' (B")., telle que ||| + [1f]1 gy < -
Ona f= Z Q); f, on obtient

Jj=0

Bs_(mn) (1.5.1)

Ifll, = > Qif
7=>0 P
< > QI
3=>0
< > 20 Q;f], 27

Jj=0
Par I'inégalité de Holder, nous avons

1

N 2@ f, 27 < (Z it HWHZ) (Do),

>0 >0

N

par conséquent

Hf”p S c ”fHB;q(Rn) ) (152)
1

car (Z Qs ) 7 converge si s > 0.
Pour f € B;jq (R™) nous avons

1

gy @y = (Z 2/ H@jfu;§>

jET

(ZW“]HQJIIZ) +(22j8"!\@jfllf,> :

j=0 J<0

IN

En utilisant I'inégalité ||Q; f[|, < c1 || f[|,, on obtient

1
q
B ,(R™) tc ||f||p (Z 2qu> )

Jj=0

(ZT”IIQJIIZ) +(Z2”qll@jflli> <7

>0 §<0

par l'inégalité (1.5.2), nous avons

/]

B &) T C201€ £ By (R -

1
q
sy el (Z 2) < |1

>0

16



1.6. Exemples des fonctions dans B,  (R")

1
q
puisque <Z 2j3q) converge, si s > 0.

Jj=0
Par conséquent

Hf| B;;',q(R”) . (153)

En addition I'inégalité (1.5.2) avec l'inégalité (1.5.3), nous trouvons

B,@n < ¢ /]

I1Fll, + 1171

B3 ,(R") <c [f] B3 ,(R") (1.5.4)
Et par U'inégalité (1.5.1) et I'inégalité (1.5.4), on obtient

= (151, + 171

spaten) < 1FlLsy oy < 151+ 15 gy e

Alors
£

B ,(R™) = Hf”p + Hf| Bz,q(R") .

Remarque 1.5.1 Si s > 0, alors B, , (R™) est un espace de Banach de distribution tem-

pérées pour la norme

/]

o2y = Iy + 175 e -

1.6 Exemples des fonctions dans B, (R")
Dans cette section, on va présent des exemples des fonctions dans ’espace de Besov.

Exemple 1.6.1 Soit f = §( mesure de Dirac) € S' (R"),

On a
Gfle) = 2 [F@ @-9) Wy
= ([[ZF @ (@x-.)),
alors
Qid (x) = (0, 2F 1y (2 (x—.)))
= VF 1y (),
donc

161, = 2 (3),

17



1.6. Exemples des fonctions dans B,  (R")

d’apres la simplification, nous avons
2 Q0] = 29,

pour 1 < qg < oo, on a

-
=

(Z 9dsq ||Qj5||;1,> ' —c (Z 21(”Z+3)q) ' :

Jj=0 j=0

1

q
(Z 23("Z+S)q) converge si

720
* n—5+s<0 impligue s>7%—mn, alors: 6 € By  (R").

* n—2+s=0 impligue s="2—n, alors:

2°1Q;0ll, = c pour j € N
awp2eQl, = o
jeN
= ol @n)-

Donc

b€ B (R") si s<

%—n pours e Ri1<p<ooetl <qg<oo
o€ B, (R") si s=3-n pour s e Rj1 <p<ooetqg=o00

Exemple 1.6.2 Si f € S(R") alors ||Q;[|, < 27N pour j > 0.

Soit f (x) = e ", alors

o

< 279N pour N € N,
p

et

< =N,
-

2sj Qje_mQ

Pour 1 < g < oo, on obtient

1

Q; e

<J; (2Sj )q) 5 <c (; gj(smq) g |

18



1.7. Inégalité de Gagliardo-Nirenberg

d’apres la simplification, nous avons

1
q
<c g 2(=N)a | < o,
Bs J(R) <

Jj=0

—z2

e

1
q
car (Z ZJ(S_N)q> converge st s — N > 0 implique s > N.
Jj=>0
Ce qui donne e € B, (R").

1.7 Inégalité de Gagliardo-Nirenberg

Dans cette section, on va offre quelques résultats de 'inégalité de type Gagliardo-Nirenberg
dans 'espace de Besov.
Proposition 1.7.1 Soient s e R, 1 <p < 00,0 <0 <1, alors:

Lop N Lo — Ly,

avec

1-6 [%
L1l < cllfllse™ 11 11pe -

Preuve. Soit f € L,, donc

SAL

91, = | [r@ra

R

et

|
hSAl

R

Jir@ras| = [ir@rir @ @

D’apres la simplification, nous avons

Jir@ras| = [1r@re s @) i

B =

ici, en utilisant ’hypothese || f|| . = supess|f (z)|, on a
T€eR

1

hSA

p

/ f @ f (@) de | < / supess |f ()" | f ()" da
R

zeR

19



1.7. Inégalité de Gagliardo-Nirenberg

alors

po

A

Jlr@ras) = skt [ @

Par conséquent

AL < AN 1F11% - (1.7.1)

Théoréme 1.7.1 Soient s € R, 1 < p,g<o0 et <0 <1, alors:

B]?G,qQ <Rn) N LOO (Rn) - B;,q (Rn) )
avec
1-6 0
1 l5g ooy < NI U -

Preuve. Soit f € B> (R"), alors

1
q

By (") = <22j8q||62jf||§> : (1.7.2)
7=0

D’apres la Proposition (1.7.1), on a

1f]

1Qi £, < cllQifIIL  1Qsf 110

par I'hypothese ||Q; f||. < c||f|l , on obtient

1Qif1l, < eI 1QsF11% - (1.7.3)

En remplacement [|Q; f||, par ¢ ||f||;9 ||ij||f)9 dans l'inégalité (1.7.2), alors

/]

1
q
isq || £||1—0 0
By (&) S (Z 27 fll™ ||ij||f,9> :

Jj=0

d’apres la simplification, nous avons
1 1
q q
s 1-0 0 1-0 s 0
(Z 2 | £ HijHf,e) < cllflls (Z 20 HijHf,e)

Jj=>0 j=>0
ijnpe)"e)

clfIS? (Z (275

Jj=0

e

IN
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1.7. Inégalité de Gagliardo-Nirenberg

Par consequent

If]

—0 0
By, @ < IS AN

9p,9q(Rn)

Théoréme 1.7.2 Pour s e R,11<p,g< oo et0<l<1, ona:

B}fﬂ,q@ (Rn) N B[o)o,oo (Rn) - B;,q (Rn) )
avec
s n < C 1o n 0 s .
£ 0g oy < N s 1715

Preuve. La méme démonstration que celle du Théoréme (1.7.1). =
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Chapitre 2

Quelques inégalités de Hardy dans L,

L’objectif de ce chapitre est ’étude de quelques inégalités de Hardy dans
I'espace de Lebesgue. Cela se fait en rappelant sur ’espace de Lebesgue
et quelques notions essentielles dans un espace que nous utilisons dans ce
chapitre. Ensuite nous présentons la preuve de 'inégalité classique de Hardy

intégrale et nous allons donner quelques généralisations.
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2.1. Inégalité de Hardy

2.1 Inégalité de Hardy

Dans ce paragraphe nous présentons la preuve de l'inégalité classique de Hardy intégrale a

fonction poids.
i) L’inégalité de Hardy discréte

Soit {ax}; une suite de nombres réels positifs, alors:

0o n p 0o
3 <%Z> <oy
n=1 k=1 n=1

ii) L’inégalité de Hardy continue

Soit f une fonction intégrable et positive dans ]0,00[, alors f est intégrable sur
'intervalle |0, z[, pour tout = > 0 on a

= xf(t)dt pda:SCoof”(t)dm.
(o) e

0
2.1.1 1Inégalité de Hardy a fonctions poids, le cas p = 2

Théoréme 2.1.1 Soit f une fonction positive, intégrable sur |0,00[ et W est une fonction
intégrable et croissante sur ]0,00[ avec W' (x) =w (z), W (x) > 0 pour tout x > 0, alors

2

o0 [e.9]

/ Wl(x)g/xf(t)w“)dt w<$>d$§0/f2($)w(x)dx.

0 0

T

/f (t)w (t) dt, ce théoréme est équivalent

0

1

Remarque 2.1.1 On définit F (x) :=

(e o]

/ F2 (2)w (2) dx < 07f2 (2) w (z) da.

0

avec

1E]l; < ClIfll3,
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2.1. Inégalité de Hardy

Preuve. L’intégration par partie et I'inégalité de Cauchy-Schwartz sont essentiellement
appliquées ici.

Soit f une fonction continue, positive & support compact dans |0, 00[, F' est positive,
différentiable |0, oof.

On considére [a, b] telle que: 0 < a < b < 0o, avec suppf C |a,b].
b

L’intégration par partie de / F? (z) w () dz, nous donne

a

b b
/ F? (o) w (2) dr = F2 (2) W ()" - 2 / F(2)F ()W (z) da, (2.1.1)
c a b c
mais /F2 (z)w (z)dr = /F2 (x)w(x)d:c+/F2 (m)w(as)d:ic—i-/F2 () w (x) dx, pour
0 0 a b
0<a<b<c
0<z<a
et comme f est une fonction continue et suppf C [a,b], donc F' (z) = 0 si et
b<z<ec,
alors . ,
/F2 (r)w(x)dx = /F2 (x)w (x) dx,
0 a

donc l'inégalité (2.1.1) équivalent l'inégalité suivante:

Cc Cc

/F2 () w(2)dr = F () W (2)]° — 2/F (2) F () W (x) da,
donc . .
/F2 (z)w (z) dov = F?cW (c) — 2/F (z) F (z) W (z) da. (2.1.2)
OnaF (z) = Wl(x)/f (t) w (t) dt implique W (z) F' (z) = /f (t) w (t) dt, en dérivant par

rapport & x, nous avons

!

W (2) F' (x) + F (z)w (z) = f (z) w («) implique W (z) F' (z) = [f () = F (x)] w (2),
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2.1. Inégalité de Hardy

donc l'inégalité (2.1.2), nous donne

C C

/F? (2) w () d = F2 (¢) W (¢) — 2/F (@) [f () — F ()] w (x) do,

0 0

par I'inégalité de Minkowski, on obtient

/Fz(x)w(a:)d:v:FQ(c)W(c)—Q (/F(x)f(x)w(a:)d:c) +2 (/FQ(x)w(x)d$>,

0

d’apres la simplification, on a

/CF2(x)w(x)d =—F%(c +2(/

0

“ij

w (z) dx) : (2.1.3)

on applique I'inégalité de Cauchy-Schwartz sur / F(z (x) dzx, on obtient
0

(/f =k

Soit /f (Hw(t)dt = K, alors F (z) = (C), donc W (c) F?(c) = mff_(i) — 0 quand

=

0

/CF<w)f(w>w(x)dw§ (/F( )

0
W (c) —
Par conséquent, I'inégalité (2.1.3) implique

50 3
comme ( F? (z)w (x) dx) > 0, alors

(]oﬁ () w (x) dx) 5 <2 (7f2 () w (x) da:) 2.
/F2( r)dr < 4/f2

0

Donc

Remarque 2.1.2 Siw =1, est da a [?, Themd].
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2.2. Extensions

2.2 Extensions

Maintenant, dans ce paragraphe, nous essayons de prouver certaines extensions de 1’'inégalité

de Hardy.

Théoréme 2.2.1 [2, Thm?2.1] Supposons que f; (1 <1i <n) des fonctions intégrables pos-
itives et a; (1 <i<n), sont des nombres positifs tels qu’ils ne sont pas tous zéro et

n
A = > «;. Nous définissons
i=1

alors
p

7(Fm 1m%>)ﬂw§07<i)wu@ykx

Théoréme 2.2.2 [5 Thml] Soit 1 < p,q < oo, A > 1 telle que a = p(A—1) + 1 et

B=q(A—=1) + 1, soit f,g deux fonctzons intégrables, positives sur |0, 00|, on définit

/f t)dt et G (y) := / (t)dt, alors il existe C > 0, telle que

1
P 00

//F dxdy<C’ /f‘”‘ /gﬁ(t)dt
J ) x+y

0
2.3 Génralisation de l’inégalité intégrale du type de
Hardy

Dans ce paragraphe, nous présentons quelques la généralisations de I'inégalité intégrale de

type Hardy, en utilisant certaines méthodes d’analyse.

T

Théoréme 2.3.1 [3, Them 2.1] Soit 0 < a <b<oo,p>1,r > 1 avec }—17 + % =1—1Letf
une fonction positive integrable sur |0, 00[, alors

b

/ xo—l_) / f(t)at pdx <C /b f* () de. (2:3.1)

a
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2.3. Génralisation de l'inégalité intégrale du type de Hardy

Remarque 2.3.1 Dans les limites a — 0,b — oo et 1 — 00 (2.3.1) réduit o linégalité

classique de Hardy.

Théoréme 2.3.2 Soit 1 <p < 00,0 < A <1 telle quem >p—X(p—1) et f une fonction

intégrable, positive sur ]0,00[, on définit F (x) := /f (t)dt, alors
0

xm xm—p

7F @) g < C]Of @) 4. (2.3.2)

Preuve. Pour la preuve voir [4, Them 2.1], si en prenant g (x) = z. ®
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Chapitre 3

Quelques 1mégalités de Hardy des

espaces de Besov dans Ly

Dans ce chapitre, on montrera quelques résultats de 1'inégalités des espaces

Besov homogénes et non homogenes du type de celle de Hardy.
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3.1. Extension de l'inégalité de Hardy

3.1 Extension de l’inégalité de Hardy

Lemme 3.1.1 Soit s € |0,n[, alors pour tout p € [1, 0] € Bp;jo_os (R™).

1
9 ’3:‘8
Preuve. Soit f telle que f (&) = |¢]7°.

Soit @ € N", on pose |a| = s on obtient

€]° F (&) =1 =F(0°f) (x)

_n n
/

onad*f=0¢c B, par conséquent f € Bp; * alors feBl, .
1
R € B;oo (R™). m

Lemme 3.1.2 Soit1 <p< oo, si0<s< %,

Par conséquent

alors fP € 32,71 (R™) pour chaque f € B;yl (R™), telle que ¢ = % et ¢ = X, avec

sp?

170 g0, @y < £

Bs,(R™)
Preuve. Pour la preuve voir [11]. =

Théoréme 3.1.1 Soit 1 < p < oo, s10 < s < %, il existe a constant c telle que pour tout
feB,, (R"), alors

If

Ciw < 17117

) (3.1.1)

Preuve. Pour la preuve voir [11], mais si f € B (R")\P, (R"). =

Remarque 3.1.1 Le Théoréme (3.1.1) dans [11], a été donné dans l’espace B;q (R™) . Mais,
si [ € P, (R™) l"inégalité (3.1.1) n'est pas vérifiée. Par exemple si f =1, le c6té gauche de
inégalité (3.1.1) diverge et le coté droit égal zéro.

Corollaire 3.1.1 Soit 0 < s < 1, il existe une constante c telle que pour tout f € Bfl (R™),

on a

|/ ()]
|:I;|78 dﬂf S c Hf”Bil(R”) :
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3.2. Inégalité de type Gagliardo-Nirenberg

3.2 Inégalité de type Gagliardo-Nirenberg

Dans cette section, on offre 'inégalité de Gagliardo-Nirenberg de type Hardy dans I’espace

de Besov.

Proposition 3.2.1 [7] Soit 0 < p < o0,q > 1, pour tout p < r < oo, il existe a constant

c > 0 telle que:

£, e flg oy F € Bl (RY).

Preuve. Soit f € S' (R") alors f = Zij.

j=>0
Donc
1AL = 1D Qif| <D IQifll, .
3>0 , 320

d’aprés 'inégalité de Bernstein, nous avons
(2-1)
SoUQifl, <326 @i,
>0 §>0

pour 1 < g < oo et d’aprés la simplification, on a

1-1 2
S 2" G @l < <Z2>) (ZW ||ij|l2> ,

7=0 j7=0 j=0
donc
1-1
g
£l < (ZT”(“)) [Ralpe
- B ®™)’
j=0

g .
supposons que r = E 271 | par conséquent
Jj=0

< ertTa n
£l < er e[| f]l 5} @

n
Théoréme 3.2.1 [7,Thm4.1] Soit 0 < p < 00,1 <t < oo, alors:

i) Si0 < q < 1, il existe a constant ¢ > 0, telle que pour tout t < r < oo et tout
f e B2 (RY)YN L (RY), avec

1,,

1A, < ellfli ||f||
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3.3. Réalisations et inégalité de Hardy

ii) Si 1 < q < oo, il existe a constant ¢ > 0, telle que pour tout t < r < oo et tout

fe B, (R NL, (RY), avec

11 t 1—-t
Al < era|[flle A2
Bgq(R™)

3.3 Réalisations et inégalité de Hardy

L’objectif de ce paragraphe, est faire un rappel de la définition de la réalisation des espaces

de Besov homogenes.

Définition 3.3.1 (Réalisation de l’espace Besov homogéne) Une réalisation de B;,q (R™) mod-

ulo P,, (R") dans S" (R") est une application linéaire continue
o: B, (R") — S (R")/P,(R").

telle que [0 (f)],, = f pour tout f € B;q (R™).
Proposition 3.3.1 [§] Soit 1 <p < o0, 1< qg< 00 on a:

1. Sis < 2, la réalisation de By, (R") est lespace

Byl R = {f € s, [f] € By, (RM)}].
2. Sis< Ts— ¢ N, la réalisation de B;q (R™) est donnée par le choix du représentant
f e Cv (R™) vérifiant 9°f (0) = 0 pour o] < s — -
Proposition 3.3.2 [§9i s — 2 > 0, alors:
B, (R") = C*» (R").

Proposition 3.3.3 Soit [ € B;;ffal (R™), pour p > q et s >0, telle que s — - ¢ N, on a:

F@F 0 < o
@

P
By (®")
Rn

Preuve. Pour la preuve voir les travaux de Youssfi [10]. m
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3.3. Réalisations et inégalité de Hardy

On peut remplacer F;q (R™) par B;q (R™) dans la proposition (3.3.1), (voir les travaux
de Youssfi [10]), donc 'inégalité de Hardy est aussi valable pour f € F};",’;eal (R™), ou elle fait

apparait dans le résultat suivant:

Proposition 3.3.4 [10] Pour 0 <s <% ous— 2 € R"\N, on a

JE ) <

z B a(B1)

Avec l'espace de Lizorkin-Triebel homogéne F]f’q (R™) est défini par:

Définition 3.3.2 Soit s € R;1 < p < oo et 1 < g < o0, l'espace de Lizorkin-Triebel

homogéne noté F;,q (R™) est l’ensemble des toutes les fonctions f € S’ (R™), telle que

S

11 s ey = <Z2qu|@jf|q) < oo

jEL
J p

Définition 3.3.3 (Localisation de espace Besov homogéne) Soits € R, p,q etr dans[1, co],

pour y une fonction positive, on définit (B; q) )comme ’ensemble de fonction f € S' (R™),
e (z

alors

r
: < 0.
Bg’q(R"))

1), = (z Iy )4 @)

JET

Proposition 3.3.5 Il existe c > 0, telle que pour tout f € (B; q) - onaf €Ll (\x]_mrs}’ dz),
9wz

alors

Sl

@

|$|nfsp x <c Hf“(ng(R"))

1P (Z) .

Preuve. Pour la preuve voir les travaux de Youssfi [9], ou E = B;,q. n
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Conclusion

Ce travail nous a permis de mieux comprendre les relations d’inclusion entre les espaces

de Besov homogenes et non homogenes et les espaces de Lebesgue. De comprendre aussi

Z ijf(t)dt pdx<<ﬁ>p07fp<x)dx,

pour tout 1 < p < oo, f est une fonction positive, intégrable sur |0, ool .

I'inégalité de Hardy

Nous avons aussi étudie 1'inégalité on a

& (ﬁl'pdx <l

| Big

pour des fonctions dans ’espace réalisé.

33



1]

Bibliographie

B.JAWERTH. Some observations on Besov and Triebel-Lizorkin spaces. Math. Scand.
40(1977), pp. 94 — 104.

A.MoAzzZEN, R.LASHKARIPOUR. Some new extensions of Hardy’s inequality, Int. J.
Nonlinear Anal. Appl. 5. No. 1. (2014) pp. 107 — 108.

J.A.OGUNTUASE, C.O.IMORU. New generalizations of Hardy’s integral inequality,
Journal of Mathematical Analysis and Applications, 241 (2000) . pp. 76 — 77.

B.SROYSANG. More on some Hardy type integral inequalities, Journal Mathematical
Inequalities, Volume 8, No 3, (2014) pp. 498 — 499.

W.T.SULAIMAN. On two new inequalities similar to Hardy-Hilbert’s integral inequal-
ity, Soochow Journal of Mathematics, Volume33, No 3, (2007) pp. 498 — 499.

H.TRIEBEL. Theorey of Function spaces, Bassel, 1983.

H.TRIEBEL. Gagliardo-Nirenberg inequalities, Proceedings of the Steklov Institute of
Mathematics, (2014), Vol (284) , pp. 276 — 277.

B.VEDEL. Régalement de la rivergence infra- Rouge dans des bases D’ondelettes adap-

tées, These de doctorat, Université de Picardie Jules verne, (2004) . pp..108 — 1009.

A. Youssri. Localisation des espaces de Besov homogénes, Indian University Mathe-

matics Journal, Vol.37, No.3 (1988) . pp. 585 — 586.

A. YOussFI1. Localisation des espaces de Lizorkin-Triebel homogénes, Math. Nachr,
147 (1990) . pp. 119.

34



BIBLIOGRAPHIE

[11] J.ZHANG. Ezxtensions of Hardy inequality, Journal of Inequalities and applications,
Hindawi, ID69379 (2006) , pp. 1 — 5.

35






ResUume: Notre travail s'intéresse & I'étude des relations d'inclusion entre les espaces
de Besov homogénes et non homogeénes et les espaces de Lebesgue *'les inégalité de Hardy"",
tout d'abord nous avons fourni un rappel sur les espaces de Besov homogénes et non

homogenes. En plus nous avons donné quelques inégalites de Hardy dans L,(R™).

Enfin, nous avons étudie quelques inégalités de Hardy des espaces de Besov dans L, (R™).

Mots clés: L'espace de Besov, I'espace de Besov homogeéne, I'inégalité de Hardy,

I'inégalité intégral de Hardy...

Abstract: Our research is interested in the study of the inclusive relation between the
homogenous and non-homogenous spaces of Besov and Lebesgue spaces **Inequality of

Hardy"".

First, we present one aspect of homogenous and non-homogenous spaces of Besov.

Secondly, we investigate Hardy's inequality in the Lebesgue space giving the standard forms of
inequality of Hardy. Also we present some new developed generalization and extension in that
space. Finally, we introduce and study some inequalities of Hardy of Besov's spaces in
L,(R™). In addition, we present some theories and properties which express and explain

Hardy's inequality in that space.

Key words: Besov spaces, Homogenous Besov spaces, Hardy's inequality, inequality of
Hardy's integral...
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