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Introduction

Le point de départ de notre travail est l’inégalité de Hardy suivante:

∞∫
0

1
x

x∫
0

f (t) dt

p

≤
(

p

p− 1

)p ∞∫
0

fp (x) dx, p > 1, (0.0.1)

où f est une fonction positive, intégrable et la constante
(

p
p−1

)p
est la meilleure possible.

Nous avons une généralisation sous la forme: pour p ≥ 1, k 6= 1 et F (x) est définit par

F (x) =



x∫
0

f (t) dt, k > 1

∞∫
x

f (t) dt, k < 1

alors
∞∫
0

x−kF p (x) dx ≤
(

p

|k − 1|

)p ∞∫
0

xp−kfp (x) dx. (0.0.2)

Avec la constante
(

p
|k−1|

)p
est la meilleure possible.

Le but de ce travail est de donner un petit aperçu sur les inégalité de Hardy dans les

espaces de Besov, d’après certains travaux, comme dans [8], [9] et [11].

Il est construit de trois chapitres:

Dans le premier chapitre, nous allons faire un rappel sur les espaces de Besov homogènes

et non homogènes. On va citer une collection formée de quelques définitions, propriétés

et formules de bases qui nous sera utiles à la suite notre travail, par exemple la série de

Littlewood-Paley joue un rôle important dans la définition des espaces Besov homogènes et

non homogènes, quelque standard inégalité (inégalité de Bernstein, inégalité de Young...).
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Introduction

Dans le deuxième chapitre, on va mentionner quelques concepts de l’espace Lebesgue,

résultats fondamentaux que nous utilisons dans les preuves des théorèmes principaux. On

présente la preuve de l’inégalité classique, nous tirons quelques nouvelles extensions de la

célèbre inégalité intégrale de Hardy. Les résultats présentent une généralisation directe de

l’inégalité originale de Hardy en deux et trois dimensions . . .

Enfin, dans le troisième chapitre que nous consacrons à l’étude de quelques inégalités de

Hardy des espaces de Besov dans Lp (Rn).

2



Notations

Cs (Rn) : est l’espace de Hölder.

Hs
2 (Rn) : l’espace de Potentiel de Bessel.

Hm
p = Wm

p (Rn) : l’espace de Sobolev telle que: ∀f ∈ S ′ (Rn) , ∂αf ∈ Lp (Rn) alors
‖f‖Wm

p (Rn)
=
∑
|α|≤m

‖∂αf‖Lp(Rn) <∞.

S
′
(Rn) : l’espace de distributions tempérées.

S
′
∞ (Rn) : l’espace des distribtutions tempérées modulo les polynômes P∞.

Ḣs
2 (Rn) : l’espace de potentiel de Bessel homogène.

Ẇm
p (Rn) : est l’espace de Sobolev homogène.

[f ] : la classe d’équivalence d’une distribution f ∈ S ′ (Rn) modulo P∞ (Rn) .
‖f‖p : désigne la norme de f dans Lp (Rn) , (1 ≤ p ≤ ∞) .
p
′

: désigne l’exposant conjugue de p, p
′
= p

p−1 .

α ∈ Nn : α = (α1, ..., αn) ∈ Nn, |α| = α1 + ...+ αn.

Ċs (Rn) : est l’espace de Hölder homogène.

C, c, c
′
, c′′ : désigneront des constantes strictement positives.

lr : est l’espace des suites {aj}j∈N telle que:
∥∥∥{aj}j∈N∥∥∥

r
=

(∑
j∈N

|aj|r
)
<∞

D (Rn) : l’espace des fonctions de classe C∞ (Rn) à support compact.

Ḃsp,q (Rn) : est l’ensemble des toutes les fonctions f ∈ Ḃs
p,q (Rn) , mais f /∈ Pm (Rn) .

C̃0 : l’ensemble des distributions f ∈ D′ (Rn) telle que ∂λf tend vers 0
dans D

′
(Rn) si λ tend vers 0.

3



Notations

D
′
(Rn) : l’espace des distributions sur Rn.

hλf (x) : est définit par hλf (x) = f
(
x
λ

)
∀λ > 0.

τaf : est définit par τaf (x) = f (x− a) .
↪→ : Inclusion: par exemple E ↪→ F 1) E ⊂ F, x ∈ E =⇒ x ∈ F

2) id : E −→ F continue telle que: ‖id (x)‖F = ‖x‖F ≤ C ‖x‖E .
f̂ : la transformée de Fourier de f.

4



Chapitre 1

Rappel sur les espaces de Besov

homogènes et non homogènes

Dans ce chapitre, on va faire un rappel de quelques notions: les espaces de

Besov homogènes et non homogènes et quelques résultats principaux concer-

nant les inégalités de Hölder, de Young et de Bernstein.
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1.1. Séries de Littlewood-Paley

1.1 Séries de Littlewood-Paley

Nous rappelons la définition de la décomposition de Littlewood-Paley d’une distribution

tempérée, elle joue un rôle important dans la définition des espaces de Besov homogènes et

non homogènes.

Définition 1.1.1 (Fonction Cut-off ) Une fonction ρ est dite (Cut-off) si elle est : ρ ∈
C∞ (Rn) , positive et radiale sur Rn, telle que:

ρ (ξ) =

 1 si |ξ| ≤ 1
0 si |ξ| ≥ 3

2
.

On définit la fonction γ par le lemme suivant

Lemme 1.1.1 Il existe une fonction γ ∈ D (Rn) , positive et radiale à support compact dans
(Rn\ {0}) telle que ∑

j∈Z

γ (2jξ) = 1, ∀ξ ∈ Rn\ {0} . (1.1.1)

Preuve. On pose

γ (ξ) = ρ (ξ)− ρ (2ξ) , ∀ξ ∈ Rn

Alors γ est radiale, positive et portée par la couronne 1
2
≤ |ξ| ≤ 3

2
,

on note ensuite que, pour tout entier M, N, on a:

M∑
j=N

γ
(
2jξ
)
= ρ

(
2Nξ

)
− ρ

(
2M+1ξ

)
,

quand M tend vers +∞ et N tend vers −∞ on obtient (1.1.1).

Donc: soit γ une fonction auxiliaire introduite dans le Lemme 1.1.1, alors on définit la

suite des opérateurs (Qj)j∈Z sur S
′
∞ (Rn) par:

F (Qjf) = γ
(
2−j.

)
f̂.

Si f ∈ S ′∞ (Rn) la série
∑
j∈Z

Qjf s’appelle la série Littlewood-Paley homogène de f.

On définit également la suite des opérateurs (Sk)k∈Z sur S
′
(Rn) par:

F (Skf) = ρ
(
2−k.

)
f̂.
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1.2. Inégalités principales

Si f ∈ S ′ (Rn) la série S0f +
∑
j≥1

Qjf s’appelle la série Littlewood-Paley inhomogène de f,

de sort qu’on a:

S0f +
∑
j≥1

Qjf = f, ∀f ∈ S ′ (Rn) .

Proposition 1.1.1 On a

1. Pour tout f ∈ S∞ (Rn) ,
(
resp S

′
∞ (Rn)

)
nous avons f =

∑
j∈Z

Qjf dans S∞ (Rn) ,(
resp S

′
∞ (Rn)

)
.

2. Pour tout f ∈ S (Rn) ,
(
resp S

′
(Rn)

)
et ∀k ∈ Z, nous avons f = Skf +

∑
j>k

Qjf dans

S (Rn) ,
(
resp S

′
(Rn)

)
.

1.2 Inégalités principales

Quelque inégalités classiques, dans les espaces Lp (Rn) qui nous utilisons de ce chapitre, sont

nécessaires pour la suite de ce mémoire.

Théorème 1.2.1 (Inégalité de Hölder) Soient f ∈ Lp (Rn) et g ∈ Lq (Rn) avec 1 ≤
p, q ≤ ∞ telle que 1

p
+ 1

q
= 1

r
, alors:

fg ∈ Lr et ‖fg‖r ≤ ‖f‖p ‖g‖q .

Théorème 1.2.2 (Inégalité de Young) Soient p, q, r ∈ [1,+∞] tels que 1
p
+ 1

q
= 1

r
+ 1,

avec r ≥ p et r ≥ q alors pour toute f ∈ Lp (Rn) et g ∈ Lq (Rn) , on a

f ∗ g ∈ Lr (Rn) et ‖f ∗ g‖r ≤ ‖f‖p ‖g‖q .

Théorème 1.2.3 (Inégalité de Bernstein) Soient 1 ≤ p ≤ r ≤ ∞ et R > 0, il existe

c > 0, telle que pour toute f ∈ Lp (Rn) avec suppf̂ ⊂ {ξ ∈ Rn : |ξ| < R}, on a:

‖f‖r ≤ cRn( 1p−
1
r ) ‖f‖p .
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1.3. Espaces de Besov Bs
p,q (Rn)

Preuve. Soit ϕ ∈ S (Rn) telle que ϕ (ξ) = 1 si |ξ| ≤ 1.
On pose ϕR (ζ) = ϕ

(
ξ
R

)
, telle que ϕR (ζ) ≥= 1 si |ξ| ≤ R, on a:

ϕR (ζ) f̂ (ξ) = f̂ (ξ) ,

alors

F−1 (ϕR ∗ f) = f.

D’après l’inégalité de Young, on obtient

‖f‖r ≤ ‖F−1ϕR‖q ‖f‖p , avec 1
r
+ 1 = 1

p
+ 1

q
,

comme pour tout x ∈ Rn, on a(
F−1ϕR

)
(x) = Rn

(
F−1ϕ

)
(Rx) ,

donc

‖(F−1ϕR)‖q = Rn−n
q ‖F−1ρ‖q , telle que

(
‖F−1ϕ‖q = c

)
,

alors
‖f‖r ≤ cRn−n

q ‖f‖p
‖f‖r ≤ cRn( 1P −

1
r ) ‖f‖p , avec

(
1
p
− 1

r
= 1− 1

q

)

Proposition 1.2.1 Soient 1 ≤ p, q, r ≤ ∞ telle que r ≥ p, r > q et α ∈ Nn, il existe c > 0,
telle que pour tout f ∈ Lp (Rn) , avec suppf̂ ⊂ {ξ ∈ Rn : |ξ| < R} , on a

∥∥f (α)∥∥
r
≤ cR|α|+n(

1
p
− 1
r ) ‖f‖p .

1.3 Espaces de Besov Bs
p,q (Rn)

On définit les espaces de Besov Bs
p,q (Rn), et nous donnons les propriétés principales des ces

espaces. On note d’abord, que Q0 := S0.

Définition 1.3.1 Soient s ∈ R, 1 ≤ p ≤ ∞ et 1 ≤ q < ∞, alors l’espace de Besov noté
Bs
p,q (Rn) est l’ensemble des toutes les fonctions f ∈ S

′
(Rn) telle que:

‖f‖Bsp,q(Rn) =
(∑
j≥0

2jsq ‖Qjf‖qp

) 1
q

<∞.

8



1.3. Espaces de Besov Bs
p,q (Rn)

Remarque 1.3.1 Soit s ∈ R, Si 1 ≤ p ≤ ∞, q =∞, on a

‖f‖Bsp,∞(Rn) := sup
j∈N

2js ‖Qjf‖p <∞.

1.3.1 Quelques propriétés

La majorité des assertions suivantes sont prouvés dans le livre de Triebel [6].

•
(
Bs
p,q (Rn) ; ‖.‖Bsp,q

)
est un espace de Banach.

• Bs
∞,∞ (Rn) = Cs (Rn) , si s ∈ R+�N.

• Bs
2,2 (Rn) = Hs (Rn) , ∀s ∈ R.

• Bs
p,2 (Rn) = Hs

p (Rn) , ∀s ∈ R.et 1 < P <∞

Proposition 1.3.1 Soient s ∈ R, 1 ≤ p ≤ ∞ et 1 ≤ q ≤ ∞, alors:

S (Rn) ↪→ Bs
p,q (Rn) ↪→ S

′
(Rn) .

Proposition 1.3.2 On a:

1. Soient s, t ∈ R, telle que s > t et 1 ≤ p, q ≤ ∞, alors:

Bs
p,q (Rn) ↪→ Bt

p,q (Rn) .

2. Soient s ∈ R, 1 ≤ q ≤ ∞ et 1 ≤ p1 ≤ p2 ≤ ∞, telle que s− n
p1
= t− n

p2
, alors:

Bs
p1,q
(Rn) ↪→ Bt

p2,q
(Rn) .

3. Soient s1, s2 ∈ R, telle que s1 < s2, 1 ≤ q1 ≤ q2 ≤ ∞ et 1 ≤ p1 ≤ p2 ≤ ∞ et

s1 − n
p1
= s2 − n

p2
, alors:

Bs1
p1,q1

(Rn) ↪→ Bs2
p2,q2

(Rn) .

4. Soient s ∈ R,1 ≤ p, r, q ≤ ∞, si s > n
p
− n

r
ou s = n

p
− n

r
et q = 1, alors:

Bs
p,q (Rn) ↪→ Lr (Rn) .

9



1.3. Espaces de Besov Bs
p,q (Rn)

Preuve. On a

1. Soit f ∈ Bs
p,q (Rn) , alors: ‖f‖Bsp,q(Rn) =

(∑
j≥0

2jsq ‖Qjf‖qp

) 1
q

<∞.

On a s > t, alors 2tj < 2sj, donc:(∑
j≥0

2jtq ‖Qjf‖qp

) 1
q

≤
(∑
j≥0

2jsq ‖Qjf‖qp

) 1
q

,

d’ou:

‖f‖Btp,q(Rn) ≤ ‖f‖Bsp,q(Rn) <∞,

ce qui donne f ∈ Bt
p,q (Rn) .

2. D’après l’inégalité de Bernstein , on obtient

‖Qjf‖r ≤ cR(
n
p
−n
r ) ‖Qjf‖p , r > p

telle que suppQ̂jf ⊂ {ξ : |ξ| ≤ c2j = R} .

On pose: r = p2, p = p1 donc

‖Qjf‖p2 ≤ c2
j
(
n
p1
− n
p2

)
‖Qjf‖p1 ,

d’après la simplification, nous avons

2jt ‖Qjf‖p2 ≤ c2
j
(
t+ n

p1
− n
p2
−s
)
2js ‖Qjf‖p1 ,

pour 1 ≤ q ≤ ∞ et par l’inégalité de Hölder, on obtient

(∑
j≥0

2qjt ‖Qjf‖qp2

) 1
q

≤ c2
j
(
t+ n

p1
− n
p2
−s
)(∑

j≥0
2jsq ‖Qjf‖qp1

) 1
q

.

Par conséquent

‖f‖Btp2,q(Rn) ≤ c2
j
(
t+ n

p1
− n
p2
−s
)
‖f‖Bsp1,q(Rn) ,

car 2
j
(
t+ n

p1
− n
p2
−s
)
converge si t+ n

p1
− n

p2
− s = 0 implique t− n

p2
= s− n

p1
.
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1.3. Espaces de Besov Bs
p,q (Rn)

Donc

‖f‖Btp2,q(Rn) ≤ ‖f‖Bsp1,q(Rn) .

3. D’après l’inégalité de Bernstein, nous avons

‖Qjf‖r ≤ cR(
n
p
−n
r ) ‖Qjf‖p , r > p

telle que suppQ̂jf ⊂ {ξ : |ξ| ≤ c2j = R} .

On pose: r = p2, p = p1, nous avons

‖Qjf‖p2 ≤ c2
j
(
n
p1
− n
p2

)
‖Qjf‖p1 ,

d’après la simplification, nous avons

2js2 ‖Qjf‖p2 ≤ c2
j
(
s2+

n
p1
− n
p2
−s1

)
2js1 ‖Qjf‖p1 .

Pour 1 ≤ q1 ≤ ∞, par l’inégalité de Hölder, on obtient

2js2 ‖Qjf‖p2 ≤ c2
j
(
s2+

n
p1
− n
p2
−s1

)(∑
j≥0

2js1q1 ‖Qjf‖q1p1

) 1
q1

,

par conséquent

2js2 ‖Qjf‖p2 ≤ c2
j
(
s2+

n
p1
− n
p2
−s1

)
‖f‖B(Rn)s1p1,q1 ,

pour 1 ≤ q2 ≤ ∞, encor par l’inégalité de Hölder, nous avons(∑
j≥0

2js2q2 ‖Qjf‖q2p2

) 1
q2

≤ c

(∑
j≥0

2
j
(
s2+

n
p1
− n
p2
−s1

)
q2

) 1
q2

‖f‖Bs1p1,q1 (Rn) .

Donc

‖f‖Bs2p1,q2 (Rn) ≤ c

(∑
j≥0

2
j
(
s2+

n
p1
− n
p2
−s1

)
q2

) 1
q2

‖f‖Bs1p1,q1 (Rn) ,

car

(∑
j≥0

2
j
(
s2+

n
p1
− n
p2
−s1

)
q2

) 1
q2

converger si:
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1.3. Espaces de Besov Bs
p,q (Rn)

s2 +
n
p1
− n

p2
− s1 = 0 implique s2 − n

p2
= s1 − n

p1
, par conséquent

‖f‖Bs2p2,q2 (Rn) ≤ c ‖f‖Bs1p1,q1 (Rn) .

4. On a Lr (Rn) ⊂ S
′
(Rn) ,

pour f ∈ Lr (Rn) alors f ∈ S
′
(Rn) , donc

f =
∑
j≥0

Qjf,

nous avons

‖f‖r =
∥∥∥∥∥∑
j≥0

Qjf

∥∥∥∥∥
r

≤
∑
j≥0
‖Qjf‖r , pour r ≥ 1.

par l’inégalité de Bernstein, on obtient∑
j≥0
‖Qjf‖r ≤ c

∑
j≥0

2j(
n
p
−n
r ) ‖Qjf‖p ,

d’après la simplification, nous avons

c
∑
j≥0

2j(
n
p
−n
r ) ‖Qjf‖p ≤ c

∑
j≥0

2j(
n
p
−n
r
−s)2js ‖Qjf‖p .

Pour 1 ≤ q ≤ ∞, telle que 1
q
+ 1

q′
= 1, on utilisant l’inégalité de Hölder:

c
∑
j≥0

2j(
n
p
−n
r
−s)2js ‖Qjf‖p ≤ c

(∑
j≥0

2j(
n
p
−n
r
−s)q

′
) 1

q
′
(∑
j≥0

2jsq ‖Qjf‖qp

) 1
q

.

Par conséquent

‖f‖r ≤ c

(∑
j≥0

2j(
n
p
−n
r
−s)q

′
) 1

q
′

‖f‖Bsp,q(Rn) ,

car c

(∑
j≥0

2j(
n
p
−n
r
−s)q

′
) 1

q
′

converge si

• n
p
− n

r
− s < 0 implique n

p
− n

r
< s donc: ‖f‖r ≤ c ‖f‖Bsp,q(Rn) ,

ou

12



1.3. Espaces de Besov Bs
p,q (Rn)

• n
p
− n

r
− s = 0 implique n

p
− n

r
= s et q = 1 donc: ‖f‖r ≤ c ‖f‖Bsp,1(Rn) .

Théorème 1.3.1 Soient s ∈ R, 1 ≤ q ≤ ∞ et 1 ≤ p ≤ ∞, on a

Si f ∈ Bs
p,q(R) =⇒ ∂f ∈ Bs−1

p,q (R),

avec

‖∂f‖Bs−1p,q (R) ≤ c ‖f‖Bsp,q(R) .

Preuve. D’après l’inégalité de Bernstein, on a

∥∥g(α)∥∥
r
≤ cR|α|+(

1
p
− 1
r ) ‖g‖p , r > p

telle que suppg ⊂ {ξ : |ξ| ≤ R} .
On pose: g = Q̂jf , donc suppQ̂jf ⊂ {ξ : |ξ| ≤ c2j} , alors

‖∂ (Qjf)‖r ≤ c2j(1+(
1
p
− 1
r )) ‖Qjf‖p .

Si r = p, on obtient

‖∂ (Qjf)‖p ≤ c2j ‖Qjf‖p ,

d’après la simplification, nous avons

2j(s−1) ‖∂ (Qjf)‖p ≤ c2js ‖Qjf‖p ,

pour 1 ≤ q ≤ ∞, on a(∑
j≥0

2j(s−1)q ‖∂ (Qjf)‖qp

) 1
q

≤ c

(∑
j≥0

2jsq ‖Qjf‖qp

) 1
q

.

Par conséquent

‖f‖Bs−1p,q (R) ≤ c ‖f‖Bsp,q(R) .
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1.4. Espaces de Besov homogènes Ḃs
p,q (Rn)

Corollaire 1.3.1 Soient s ∈ R, α ∈ Nn, 1 ≤ q ≤ ∞ et 1 ≤ p ≤ ∞, alors:

Si f ∈ Bs
p,q(Rn) =⇒ ∂αf ∈ Bs−|α|

p,q (Rn),

avec

‖∂αf‖
B
s−|α|
p,q (Rn) ≤ c ‖f‖Bsp,q(Rn) .

Théorème 1.3.2 [6] Soient s ∈ R, 1 ≤ q <∞ et 1 ≤ p <∞, alors:

S(Rn) = Bs
p,q(Rn).

1.4 Espaces de Besov homogènes Ḃs
p,q (Rn)

On va définir l’espace de Besov homogène et nous allons donner quelques caractéristiques

principales de cet espace.

Définition 1.4.1 Soient s ∈ R, 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ q < ∞, l’espace de Besov homogène noté
Ḃs
p,q (Rn) est l’ensemble des toutes les fonctions f ∈ S

′
∞ (Rn) telle que:

‖f‖Ḃsp,q(Rn) =
(∑
j∈Z

2jsq ‖Qjf‖qp

) 1
q

<∞.

Remarque 1.4.1 Si s ∈ R, 1 ≤ p ≤ ∞et q =∞ on a

‖f‖Ḃsp,∞(Rn) := sup
j∈Z

2js ‖Qjf‖p <∞.

1.4.1 Quelques propriétés

Les propriétés suivantes sont vérifiées:

•
(
Ḃs
p,q (Rn) ; ‖.‖Ḃsp,q

)
est un espace de Banach.

• Ḃs
∞,∞ (Rn) = Ċs (Rn) , si s ∈ R+�N.

• Ḃm
2,2 (Rn) = Ẇm (Rn) , ∀m ∈ N.

Proposition 1.4.1 Soient s ∈ R, 1 ≤ q ≤ ∞ et 1 ≤ p ≤ ∞, alors:

S∞ (Rn) ↪→ Ḃs
p,q (Rn) ↪→ S

′

∞ (Rn) .
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1.5. Espaces de Besov non homogènes

Proposition 1.4.2 On a:

1. Soient s1, s2 ∈ R, telle que s1 < s2, 1 ≤ q ≤ ∞ et 1 ≤ p1 ≤ p2 ≤ ∞, pour s1 − n
p1
=

s2 − n
p2
, on a:

Ḃs1
p1,q
(Rn) ↪→ Ḃs2

p2,q
(Rn) .

2. Soient s ∈ R, 1 ≤ p ≤ ∞ et 1 ≤ q1 ≤ q2 ≤ ∞, alors:

Ḃs
p,q1
(Rn) ↪→ Ḃs

p,q2
(Rn) .

Preuve. Pour la preuve voir [1].

Proposition 1.4.3 Pour s ∈ R, 1 ≤ p ≤ ∞ et 1 ≤ q ≤ ∞, il existe deux constantes
0 < c1 < c2, telles que pour tout f ∈ Ḃs

p,q (Rn) et tout λ > 0, On a

c1 ‖f‖Ḃsp,q(Rn) ≤ λ
n
p
−s ‖f (λ.)‖Ḃsp,q(Rn) ≤ c2 ‖f‖Ḃsp,q(Rn) .

1.5 Espaces de Besov non homogènes

L’objectif de ce paragraphe, est faire présenté la définition de l’espace de Besov non ho-

mogène par la résultat de la proposition suivant:

Proposition 1.5.1 Pour s > 0, l’espace de Besov non homogène Bs
p,q (Rn) est l’ensemble

des fonctions f ∈ Lp (Rn), telles que [f ] ∈ Ḃs
p,q (Rn) , avec

‖f‖Bsp,q(Rn) = ‖f‖p + ‖f‖Ḃsp,q(Rn) .

Preuve. Soit f ∈ Bs
p,q (Rn) , donc

‖f‖Bsp,q(Rn) =

(∑
j≥0

2jsq ‖Qjf‖qp

) 1
q

≤
(∑
j∈Z

2jsq ‖Qjf‖qp

) 1
q

≤ ‖f‖Ḃsp,q(Rn) ,
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1.5. Espaces de Besov non homogènes

alors

‖f‖Bsp,q(Rn) ≤ ‖f‖+ ‖f‖Ḃsp,q(Rn) . (1.5.1)

Soit f ∈ S ′ (Rn) , telle que ‖f‖+ ‖f‖Ḃsp,q(Rn) <∞.
On a f =

∑
j≥0

Qjf, on obtient

‖f‖p =

∥∥∥∥∥∑
j≥0

Qjf

∥∥∥∥∥
p

≤
∑
j≥0
‖Qjf‖p

≤
∑
j≥0

2js ‖Qjf‖p 2−js.

Par l’inégalité de Hölder, nous avons

∑
j≥0

2js ‖Qjf‖p 2
−js ≤

(∑
j≥0

2jsq ‖Qjf‖qp

) 1
q (∑

2−jsq
′) 1

q
′
,

par conséquent

‖f‖p ≤ c ‖f‖Bsp,q(Rn) , (1.5.2)

car
(∑

2−jsq
′) 1

q
′
converge si s > 0.

Pour f ∈ Ḃs
p,q (Rn) nous avons

‖f‖Ḃsp,q(Rn) =

(∑
j∈Z

2jsq ‖Qjf‖qp

) 1
q

≤
(∑
j≥0

2jsq ‖Qjf‖qp

) 1
q

+

(∑
j≤0

2jsq ‖Qjf‖qp

) 1
q

.

En utilisant l’inégalité ‖Qjf‖p ≤ c1 ‖f‖p, on obtient(∑
j≥0

2jsq ‖Qjf‖qp

) 1
q

+

(∑
j≤0

2jsq ‖Qjf‖qp

) 1
q

≤ ‖f‖Bsp,q(Rn) + c ‖f‖p

(∑
j≥0

2jsq

) 1
q

,

par l’inégalité (1.5.2), nous avons

‖f‖Bsp,q(Rn) + c ‖f‖p

(∑
j≥0

2jsq

) 1
q

≤ ‖f‖Bsp,q(Rn) + c2c1c ‖f‖Bsp,q(Rn) ,
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1.6. Exemples des fonctions dans Bs
p,q (Rn)

puisque

(∑
j≥0

2jsq

) 1
q

converge, si s > 0.

Par conséquent

‖f‖Ḃsp,q(Rn) ≤ c
′ ‖f‖Bsp,q(Rn) . (1.5.3)

En addition l’inégalité (1.5.2) avec l’inégalité (1.5.3), nous trouvons

‖f‖p + ‖f‖Ḃsp,q(Rn) ≤ c
′′ ‖f‖Bsp,q(Rn) . (1.5.4)

Et par l’inégalité (1.5.1) et l’inégalité (1.5.4), on obtient

1

c′′

(
‖f‖p + ‖f‖Ḃsp,q(Rn)

)
≤ ‖f‖Bsp,q(Rn) ≤ ‖f‖p + ‖f‖Ḃsp,q(Rn) .

Alors

‖f‖Bsp,q(Rn) ' ‖f‖p + ‖f‖Ḃsp,q(Rn) .

Remarque 1.5.1 Si s > 0, alors Bs
p,q (Rn) est un espace de Banach de distribution tem-

pérées pour la norme

‖f‖Bsp,q(Rn) := ‖f‖Lp(Rn) + ‖f‖Ḃsp,q(Rn) .

1.6 Exemples des fonctions dans Bs
p,q (Rn)

Dans cette section, on va présent des exemples des fonctions dans l’espace de Besov.

Exemple 1.6.1 Soit f = δ( mesure de Dirac) ∈ S ′ (Rn) ,
On a

Qjf (x) = 2j
∫
Rn

F−1γ (2j (x− y)) f (y) dy

= 〈f, 2jF−1γ (2j (x− .))〉 ,

alors
Qjδ (x) = 〈δ, 2jF−1γ (2j (x− .))〉

= 2jF−1γ (2jx) ,

donc

‖Qjδ‖p = c2nj(1−
1
p),
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1.6. Exemples des fonctions dans Bs
p,q (Rn)

d’après la simplification, nous avons

2js ‖Qjδ‖p = c2nj(1−
1
p)+js,

pour 1 ≤ q ≤ ∞, on a (∑
j≥0

2jsq ‖Qjδ‖qp

) 1
q

= c

(∑
j≥0

2j(n−
n
p
+s)q

) 1
q

,

(∑
j≥0

2j(n−
n
p
+s)q

) 1
q

converge si

• n− n
p
+ s < 0 implique s > n

p
− n, alors: δ ∈ Bs

p,q (Rn) .

• n− n
p
+ s = 0 implique s = n

p
− n, alors:

2js ‖Qjδ‖p = c pour j ∈ N
sup
j∈N

2js ‖Qjδ‖p = c

= ‖δ‖Bsp,∞(Rn) .

Donc  δ ∈ Bs
p,q (Rn) si s < n

p
− n pour s ∈ R, 1 ≤ p ≤ ∞ et 1 ≤ q ≤ ∞

δ ∈ Bs
p,∞ (Rn) si s = n

p
− n pour s ∈ R, 1 ≤ p ≤ ∞ et q =∞

Exemple 1.6.2 Si f ∈ S (Rn) alors ‖Qjf‖p ≤ c2−jN , pour j ≥ 0.
Soit f (x) = e−x

2
, alors ∥∥∥Qje

−x2
∥∥∥
p
≤ c2−jN , pour N ∈ N,

et

2sj
∥∥∥Qje

−x2
∥∥∥
p
≤ c2j(s−N).

Pour 1 ≤ q ≤ ∞, on obtient(∑
j≥0

(
2sj
∥∥∥Qje

−x2
∥∥∥)q) 1

q

≤ c

(∑
j≥0

2j(s−N)q

) 1
q

,
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1.7. Inégalité de Gagliardo-Nirenberg

d’après la simplification, nous avons∥∥∥e−x2∥∥∥
Bsp,q(Rn)

≤ c

(∑
j≥0

2j(s−N)q

) 1
q

<∞,

car

(∑
j≥0

2j(s−N)q

) 1
q

converge si s−N > 0 implique s > N .

Ce qui donne e−x
2 ∈ Bs

p,q (Rn) .

1.7 Inégalité de Gagliardo-Nirenberg

Dans cette section, on va offre quelques résultats de l’inégalité de type Gagliardo-Nirenberg

dans l’espace de Besov.

Proposition 1.7.1 Soient s ∈ R, 1 ≤ p ≤ ∞, 0 ≤ θ ≤ 1, alors:

Lθp ∩ L∞ ↪→ Lp,

avec

‖f‖p ≤ c ‖f‖1−θ∞ ‖f‖θpθ .

Preuve. Soit f ∈ Lp, donc

‖f‖p =

∫
R

|f (x)|p dx

 1
p

et ∫
R

|f (x)|p dx

 1
p

=

∫
R

|f (x)|p |f (x)|−θp |f (x)|θp dx

 1
p

D’après la simplification, nous avons∫
R

|f (x)|p dx

 1
p

=

∫
R

|f (x)|p(1−θ) |f (x)|θp dx

 1
p

ici, en utilisant l’hypothèse ‖f‖∞ = sup
x∈R
ess|f (x)|, on a

∫
R

|f (x)|p(1−θ) |f (x)|θp dx

 1
p

≤

∫
R

sup
x∈R

ess |f (x)|p(1−θ) |f (x)|pθ dx

 1
p
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1.7. Inégalité de Gagliardo-Nirenberg

alors ∫
R

|f (x)|p dx

 1
p

= ‖f‖1−θ∞

∫
R

|f (x)|pθ dx

 θ
pθ

Par conséquent

‖f‖p ≤ ‖f‖1−θ∞ ‖f‖θpθ . (1.7.1)

Théorème 1.7.1 Soient s ∈ R, 1 ≤ p, q ≤ ∞ et 0 < θ < 1, alors:

B
s
θ
pθ,qθ (R

n) ∩ L∞ (Rn) ↪→ Bs
p,q (Rn) ,

avec

‖f‖Bsp,q(Rn) ≤ c ‖f‖1−θ∞ ‖f‖θ
B
s
θ
pθ,qθ(Rn)

.

Preuve. Soit f ∈ Bs
p,q (Rn), alors

‖f‖Bsp,q(Rn) =
( ∞∑
j=0

2jsq ‖Qjf‖qp

) 1
q

. (1.7.2)

D’après la Proposition (1.7.1), on a

‖Qjf‖p ≤ c ‖Qjf‖1−θ∞ ‖Qjf‖θpθ ,

par l’hypothese ‖Qjf‖∞ ≤ c ‖f‖∞ , on obtient

‖Qjf‖p ≤ c ‖f‖1−θ∞ ‖Qjf‖θpθ . (1.7.3)

En remplacement ‖Qjf‖p par c ‖f‖
1−θ
∞ ‖Qjf‖θpθ dans l’inégalité (1.7.2), alors

‖f‖Bsp,q(Rn) ≤
(∑
j≥0

c2jsq ‖f‖1−θq∞ ‖Qjf‖qθpθ

) 1
q

,

d’après la simplification, nous avons(∑
j≥0

c2jsq ‖f‖(1−θ)q∞ ‖Qjf‖qθpθ

) 1
q

≤ c ‖f‖1−θ∞

(∑
j≥0

2jsq ‖Qjf‖qθpθ

) 1
q

≤ c ‖f‖1−θ∞

(∑
j≥0

(
2j

s
θ ‖Qjf‖pθ

)qθ) θ
qθ

.
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1.7. Inégalité de Gagliardo-Nirenberg

Par consèquent

‖f‖Bsp,q(Rn) ≤ c ‖f‖1−θ∞ ‖f‖θ
B
s
θ
θp,θq(Rn)

.

Théorème 1.7.2 Pour s ∈ R, 1 ≤ p, q ≤ ∞ et 0 < θ < 1, on a:

B
s
θ
pθ,qθ (R

n) ∩B0
∞,∞ (Rn) ↪→ Bs

p,q (Rn) ,

avec

‖f‖Bsp,q(Rn) ≤ c ‖f‖1−θB0∞,∞(Rn)
‖f‖θ

B
s
θ
θp,θq(Rn)

.

Preuve. La même démonstration que celle du Théorème (1.7.1).
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Chapitre 2

Quelques inégalités de Hardy dans Lp

L’objectif de ce chapitre est l’étude de quelques inégalités de Hardy dans

l’espace de Lebesgue. Cela se fait en rappelant sur l’espace de Lebesgue

et quelques notions essentielles dans un espace que nous utilisons dans ce

chapitre. Ensuite nous présentons la preuve de l’inégalité classique de Hardy

intégrale et nous allons donner quelques généralisations.
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2.1. Inégalité de Hardy

2.1 Inégalité de Hardy

Dans ce paragraphe nous présentons la preuve de l’inégalité classique de Hardy intégrale à

fonction poids.

i) L’inégalité de Hardy discrète

Soit {ak}∞1 une suite de nombres réels positifs, alors:

∞∑
n=1

(
1

n

n∑
k=1

ak

)p

≤ C
∞∑
n=1

apn.

ii) L’inégalité de Hardy continue

Soit f une fonction intégrable et positive dans ]0,∞[ , alors f est intégrable sur

l’intervalle ]0, x[ , pour tout x > 0 on a

∞∫
0

1
x

x∫
0

f (t) dt

p

dx ≤ C

∞∫
0

fp (t) dx.

2.1.1 Inégalité de Hardy à fonctions poids, le cas p = 2

Théorème 2.1.1 Soit f une fonction positive, intégrable sur ]0,∞[ et W est une fonction

intégrable et croissante sur ]0,∞[ avec W
′
(x) = w (x) , W (x) > 0 pour tout x > 0, alors

∞∫
0

 1

W (x)

x∫
0

f (t)w (t) dt

2

w (x) dx ≤ C

∞∫
0

f 2 (x)w (x) dx.

Remarque 2.1.1 On définit F (x) :=
1

W (x)

x∫
0

f (t)w (t) dt, ce théorème est équivalent à

∞∫
0

F 2 (x)w (x) dx ≤ C

∞∫
0

f 2 (x)w (x) dx.

avec

‖F‖22 ≤ C ‖f‖22 ,
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2.1. Inégalité de Hardy

Preuve. L’intégration par partie et l’inégalité de Cauchy-Schwartz sont essentiellement

appliquées ici.

Soit f une fonction continue, positive à support compact dans ]0,∞[ , F est positive,

différentiable ]0,∞[ .
On considère [a, b] telle que: 0 < a < b <∞, avec suppf ⊂ [a, b] .

L’intégration par partie de

b∫
a

F 2 (x)w (x) dx, nous donne

b∫
a

F 2 (x)w (x) dx = F 2 (x)W (x)
]b
a
− 2

b∫
a

F (x)F
′
(x)W (x) dx, (2.1.1)

mais

c∫
0

F 2 (x)w (x) dx =

a∫
0

F 2 (x)w (x) dx+

b∫
a

F 2 (x)w (x) dx+

c∫
b

F 2 (x)w (x) dx, pour

0 < a < b < c

et comme f est une fonction continue et suppf ⊂ [a, b] , donc F (x) = 0 si


0 ≤ x < a

et

b < x ≤ c,

alors
c∫
0

F 2 (x)w (x) dx =

b∫
a

F 2 (x)w (x) dx,

donc l’inégalité (2.1.1) équivalent l’inégalité suivante:

c∫
0

F 2 (x)w (x) dx = F 2 (x)W (x)
]c
0
− 2

c∫
0

F (x)F
′
(x)W (x) dx,

donc
c∫
0

F 2 (x)w (x) dx = F 2cW (c)− 2
c∫
0

F (x)F
′
(x)W (x) dx. (2.1.2)

On a F (x) = 1
W (x)

x∫
0

f (t)w (t) dt impliqueW (x)F (x) =

x∫
0

f (t)w (t) dt, en dérivant par

rapport à x, nous avons

W (x)F
′
(x) + F (x)w (x) = f (x)w (x) implique W (x)F

′
(x) = [f (x)− F (x)]w (x) ,
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2.1. Inégalité de Hardy

donc l’inégalité (2.1.2), nous donne
c∫
0

F 2 (x)w (x) dx = F 2 (c)W (c)− 2
c∫
0

F (x) [f (x)− F (x)]w (x) dx,

par l’inégalité de Minkowski, on obtient
c∫
0

F 2 (x)w (x) dx = F 2 (c)W (c)− 2

 c∫
0

F (x) f (x)w (x) dx

+ 2
 c∫
0

F 2 (x)w (x) dx

 ,

d’après la simplification, on a
c∫
0

F 2 (x)w (x) dx = −F 2 (c)W (c) + 2

 c∫
0

F (x) f (x)w (x) dx

 , (2.1.3)

on applique l’inégalité de Cauchy-Schwartz sur

c∫
0

F (x) f (x)w (x) dx, on obtient

c∫
0

F (x) f (x)w (x) dx ≤

 c∫
0

F 2 (x)w (x) dx

 1
2
 c∫
0

f 2 (x)w (x) dx

 1
2

.

Soit

c∫
0

f (t)w (t) dt = K, alors F (x) = K
W (c)

, donc W (c)F 2 (c) = K2

W (c)
−→ 0 quand

W (c) −→∞.
Par conséquent, l’inégalité (2.1.3) implique

∞∫
0

F 2 (x)w (x) dx = 2

 ∞∫
0

F 2 (x)w (x) dx

 1
2
 ∞∫
0

f 2 (x)w (x) dx

 1
2

comme

 ∞∫
0

F 2 (x)w (x) dx

 1
2

≥ 0, alors

 ∞∫
0

F 2 (x)w (x) dx

 1
2

≤ 2

 ∞∫
0

f 2 (x)w (x) dx

 1
2

.

Donc
∞∫
0

F 2 (x)w (x) dx ≤ 4
∞∫
0

f 2 (x)w (x) dx.

Remarque 2.1.2 Si w = 1, est dû à [?, Them4].
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2.2. Extensions

2.2 Extensions

Maintenant, dans ce paragraphe, nous essayons de prouver certaines extensions de l’inégalité

de Hardy.

Théorème 2.2.1 [2, Thm2.1] Supposons que fi (1 ≤ i ≤ n) des fonctions intégrables pos-

itives et αi (1 ≤ i ≤ n) , sont des nombres positifs tels qu’ils ne sont pas tous zéro et

λ =
n∑
i=1

αi. Nous définissons

Fi (x) =

x∫
0

fi (t) dt, (1 ≤ i ≤ n) ,

alors
∞∫
0

(
Fα1
1 (x) ...Fαn

n (x)

xλ

) p
λ

dx ≤ C

∞∫
0

(
n∑
i=1

αifi (x)

)p

dx.

Théorème 2.2.2 [5, Thm1] Soit 1 ≤ p, q ≤ ∞, λ > 1 telle que α = p (λ− 1) + 1 et
β = q (λ− 1) + 1, soit f, g deux fonctions intégrables, positives sur ]0,∞[, on définit

F (x) :=

x∫
0

f (t) dt et G (y) :=

y∫
0

g (t) dt, alors il existe C > 0, telle que

∞∫
0

∞∫
0

F
α
p
(x)G

β
q (y)

(x+ y)2λ
dxdy ≤ C

 ∞∫
0

fα (t) dt

 1
p
 ∞∫
0

gβ (t) dt

 1
q

.

2.3 Génralisation de l’inégalité intégrale du type de

Hardy

Dans ce paragraphe, nous présentons quelques la généralisations de l’inégalité intégrale de

type Hardy, en utilisant certaines méthodes d’analyse.

Théorème 2.3.1 [3, Them 2.1] Soit 0 < a < b ≤ ∞, p > 1, r > 1 avec 1
p
+ 1

q
= 1− 1

r
et f

une fonction positive integrable sur ]0,∞[ , alors
b∫

a

 1

x(1−
1
r )

x∫
a

f (t) dt

p

dx ≤ C

b∫
a

fp (x) dx. (2.3.1)
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2.3. Génralisation de l’inégalité intégrale du type de Hardy

Remarque 2.3.1 Dans les limites a → 0, b → ∞ et r → ∞ (2.3.1) réduit à l’inégalité

classique de Hardy.

Théorème 2.3.2 Soit 1 ≤ p ≤ ∞, 0 < λ < 1 telle que m > p− λ (p− 1) et f une fonction

intégrable, positive sur ]0,∞[ , on définit F (x) :=
x∫
0

f (t) dt, alors

∞∫
0

F p (x)

xm
dx ≤ C

∞∫
0

fp (x)

xm−p
dx. (2.3.2)

Preuve. Pour la preuve voir [4, Them 2.1], si en prenant g (x) = x.

27



Chapitre 3

Quelques inégalités de Hardy des

espaces de Besov dans Lp

Dans ce chapitre, on montrera quelques résultats de l’inégalités des espaces

Besov homogènes et non homogènes du type de celle de Hardy.
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3.1. Extension de l’inégalité de Hardy

3.1 Extension de l’inégalité de Hardy

Lemme 3.1.1 Soit s ∈ ]0, n[ , alors pour tout p ∈ [1,∞] , 1|x|s ∈ Ḃ
n
p
−s

p,∞ (Rn) .

Preuve. Soit f telle que f̂ (ξ) = |ξ|−s .
Soit α ∈ Nn, on pose |α| = s on obtient

|ξ|s f̂ (ξ) = 1 = F (∂αf) (x)

on a ∂αf = δ ∈ Ḃ
− n

p
′

p,q , par conséquent f ∈ Ḃ
s− n

p
′

p,q alors f ∈ Ḃ
n
p
−s

p,q .

Par conséquent
1

|x|s ∈ Ḃ
n
p
−s

p,∞ (Rn) .

Lemme 3.1.2 Soit 1 ≤ p <∞, si 0 ≤ s < n
p
,

alors fp ∈ Ḃ0
q′ ,1
(Rn) pour chaque f ∈ Ḃs

p,1 (Rn), telle que q
′
= q

q−1 et q =
n
sp
, avec

‖fp‖Ḃ0
q,
′
1
(Rn) ≤ ‖f‖

p

Ḃsp,1(Rn)
.

Preuve. Pour la preuve voir [11].

Théorème 3.1.1 Soit 1 ≤ p < ∞, si 0 ≤ s < n
p
, il existe à constant c telle que pour tout

f ∈ Ḃsp,q (Rn) , alors ∫
Rn

|f (x)|p

|x|sp dx ≤ c ‖f‖p
Ḃsp,1(Rn)

. (3.1.1)

Preuve. Pour la preuve voir [11], mais si f ∈ Ḃs
p,q (Rn) \Pm (Rn) .

Remarque 3.1.1 Le Théorème (3.1.1) dans [11], a été donné dans l’espace Ḃs
p,q (Rn) .Mais,

si f ∈ Pm (Rn) l’inégalité (3.1.1) n’est pas vérifiée. Par exemple si f = 1, le côté gauche de
l’inégalité (3.1.1) diverge et le côté droit égal zéro.

Corollaire 3.1.1 Soit 0 < s < 1, il existe une constante c telle que pour tout f ∈ Ḃs
1,1 (Rn) ,

on a ∫
Rn

|f (x)|
|x|−s

dx ≤ c ‖f‖Ḃs1,1(Rn) .
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3.2. Inégalité de type Gagliardo-Nirenberg

3.2 Inégalité de type Gagliardo-Nirenberg

Dans cette section, on offre l’inégalité de Gagliardo-Nirenberg de type Hardy dans l’espace

de Besov.

Proposition 3.2.1 [7] Soit 0 < p < ∞, q > 1, pour tout p ≤ r < ∞, il existe à constant
c > 0 telle que:

‖f‖r ≤ cr1−
1
q ‖f‖

B
n
p
p,q(Rn)

f ∈ B
n
p
p,q (Rn) .

Preuve. Soit f ∈ S ′ (Rn) alors f =
∑
j≥0

Qjf.

Donc

‖f‖r =
∥∥∥∥∥∑
j≥0

Qjf

∥∥∥∥∥
r

≤
∑
j≥0
‖Qjf‖r ,

d’après l’inégalité de Bernstein, nous avons∑
j≥0
‖Qjf‖r ≤

∑
j≥0

2jn(
1
p
− 1
r ) ‖Qjf‖p

pour 1 ≤ q ≤ ∞ et d’après la simplification, on a

∑
j≥0

2jn(
1
p
− 1
r ) ‖Qjf‖p ≤

(∑
j≥0

2j
nq

v(q−1)

)1− 1
q
(∑
j≥0

2j
nq
p ‖Qjf‖qp

) 1
q

,

donc

‖f‖r ≤
(∑
j≥0

2j
nq

v(q−1)

)1− 1
q

‖f‖
B
n
p
p,q(Rn)

,

supposons que r =
∑
j≥0

2j
nq

v(q−1) , par consèquent

‖f‖r ≤ cr1−
1
q ‖f‖

B
n
p
p,q(Rn)

.

Théorème 3.2.1 [7, Thm4.1] Soit 0 < p <∞, 1 ≤ t ≤ ∞, alors:

i) Si 0 < q ≤ 1, il existe à constant c > 0, telle que pour tout t ≤ r ≤ ∞ et tout

f ∈ B
n
p
p,q (Rn) ∩ Lt (Rn) , avec

‖f‖r ≤ c ‖f‖
t
r
t ‖f‖

1− t
r

Ḃ
n
p
p,q(Rn)

.
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3.3. Réalisations et inégalité de Hardy

ii) Si 1 < q ≤ ∞, il existe à constant c > 0, telle que pour tout t ≤ r ≤ ∞ et tout

f ∈ B
n
p
p,q (Rn) ∩ Lt (Rn) , avec

‖f‖r ≤ cr1−
1
q ‖f‖

t
r
t ‖f‖

1− t
r

Ḃ
n
p
p,q(Rn)

.

3.3 Réalisations et inégalité de Hardy

L’objectif de ce paragraphe, est faire un rappel de la définition de la réalisation des espaces

de Besov homogènes.

Définition 3.3.1 (Réalisation de l’espace Besov homogène)Une réalisation de Ḃs
p,q (Rn) mod-

ulo Pm (Rn) dans S
′
(Rn) est une application linéaire continue

σ : Ḃs
p,q (Rn) −→ S

′
(Rn) /Pm (Rn) .

telle que [σ (f)]m = f pour tout f ∈ Ḃs
p,q (Rn) .

Proposition 3.3.1 [8] Soit 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ q ≤ ∞ on a:

1. Si s < n
p
, la réalisation de Ḃs

p,q (Rn) est l’espace

Ḃs,real
p,q (Rn) =

{
f ∈ C̃s

0 , [f ] ∈ Ḃs
p,q (Rn)

}
.

2. Si s < n
p
, s− n

p
/∈ N, la réalisation de Ḃs

p,q (Rn) est donnée par le choix du représentant

f ∈ Ċs−n
p (Rn) vérifiant ∂αf (0) = 0 pour |α| ≤ s− n

p
.

Proposition 3.3.2 [8]Si s− n
p
> 0, alors:

Ḃs
p,q (Rn) ↪→ Ċs−n

p (Rn) .

Proposition 3.3.3 Soit f ∈ Ḃs,real
p,q (Rn), pour p ≥ q et s > 0, telle que s− n

p
/∈ N, on a:∫

Rn

|f (x)|p

|x|sp dx ≤ c ‖f‖p
Ḃsp,q(Rn)

.

Preuve. Pour la preuve voir les travaux de Youssfi [10].
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3.3. Réalisations et inégalité de Hardy

On peut remplacer Ḟ s
p,q (Rn) par Ḃs

p,q (Rn) dans la proposition (3.3.1), (voir les travaux

de Youssfi [10]), donc l’inégalité de Hardy est aussi valable pour f ∈ Ḟ s,real
p,q (Rn) , où elle fait

apparaît dans le résultat suivant:

Proposition 3.3.4 [10] Pour 0 < s < n
p
ou s− n

p
∈ Rn\N, on a

∫
Rn

|f (x)|p

|x|sp dx

 1
p

≤ c ‖f‖Ḟ sp,q(Rn) .

Avec l’espace de Lizorkin-Triebel homogène Ḟ s
p,q (Rn) est défini par:

Définition 3.3.2 Soit s ∈ R, 1 ≤ p < ∞ et 1 ≤ q ≤ ∞, l’espace de Lizorkin-Triebel
homogène noté Ḟ s

p,q (Rn) est l’ensemble des toutes les fonctions f ∈ S
′
(Rn), telle que

‖f‖Ḟ sp,q(Rn) =

∥∥∥∥∥∥
(∑
j∈Z

2sjq |Qjf |q
) 1

q

∥∥∥∥∥∥
p

<∞.

Définition 3.3.3 (Localisation de espace Besov homogène) Soit s ∈ R, p, q et r dans [1,∞] ,
pour γ une fonction positive, on définit

(
Ḃs
p,q

)
lp(Z)

comme l’ensemble de fonction f ∈ S ′ (Rn) ,
alors

‖f‖(Ḃsp,q(Rn))lr =
(∑
j∈Z

∥∥γj (x) f (x)∥∥rḂsp,q(Rn)
) 1

r

<∞.

Proposition 3.3.5 Il existe c > 0, telle que pour tout f ∈
(
Ḃs
p,q

)
lp(Z)

on a f ∈ Lp
(
|x|−n+sp dx

)
,

alors ∫
Rn

|f (x)|p

|x|n−sp
dx

 1
p

≤ c ‖f‖(Ḃsp,q(Rn))lp(Z) .

Preuve. Pour la preuve voir les travaux de Youssfi [9], où E = Ḃs
p,q.
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Conclusion

Ce travail nous a permis de mieux comprendre les relations d’inclusion entre les espaces

de Besov homogènes et non homogènes et les espaces de Lebesgue. De comprendre aussi

l’inégalité de Hardy

∞∫
0

1
x

x∫
0

f (t) dt

p

dx ≤
(

p

p− 1

)p ∞∫
0

fp (x) dx,

pour tout 1 ≤ p ≤ ∞, f est une fonction positive, intégrable sur ]0,∞[ .
Nous avons aussi étudie l’inégalité on a∫

Rn

|f (x)|p

|x|sp dx

 1
p

≤ c ‖f‖Ḃsp,q ,

pour des fonctions dans l’espace réalisé.
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otre travail s'intéresse à l'étude des relations d'inclusion entre les espaces N  :Résumé

de Besov homogènes et non homogènes et les espaces de Lebesgue "les inégalité de Hardy",  

tout d'abord nous avons fourni un rappel sur les espaces de Besov homogènes et non 

homogènes. En plus nous avons donné  quelques inégalités de Hardy dans    ( 
 ). 

Enfin, nous avons étudie quelques inégalités de Hardy des espaces de Besov dans    ( 
 ).  

Mots clés: L'espace de Besov, l'espace de Besov homogène, l'inégalité de Hardy, 

l'inégalité intégral de Hardy… 

 

in the study of the inclusive relation between the  interestedur research is O : Abstract
homogenous and non-homogenous spaces of Besov and Lebesgue spaces "Inequality of 

Hardy". 

First, we present one aspect of homogenous  and  non-homogenous spaces of  Besov.   

Secondly, we investigate Hardy's inequality in the Lebesgue space giving the  standard forms of  

inequality of  Hardy. Also we present some new developed generalization and extension in that 

space. Finally, we introduce and study some inequalities of Hardy of Besov's  spaces in  

  ( 
 )    In addition, we present some theories and properties which express and explain 

Hardy's inequality in that space. 

Key words: Besov spaces, Homogenous Besov spaces, Hardy's inequality, inequality of 

Hardy's integral… 

 

 

عملنا هذا ٌركز على دراسة علاقة الاحتواء بٌن فضاءات  بٌزوف المتجانسة وغٌر المتجانسة  :الملخص 

 الشهٌر.تفاوت هاردي  وتظهر بانتظام فً

 نذكر بعض التعارٌف لفضاءات بٌزوف المتجانسة وغٌر المتجانسة وبعض الخصائص الأساسٌة.  :أولا

ض الشكل العام لتفاوت هاردي وبعض التطورات. ندرس بعض تفاوت هاردي فً فضاءات لٌبسٌج بعر :ثانٌا

 لتعمٌم وتمدٌد تفاوت هاردي فً الفضاء.

  ندرس بعض تفاوت هاردي فً فضاءات بٌزوف. :وأخٌرا

  فضاء بٌزوف، فضاء بٌزوف متجانس، تفاوت هاردي، تفاوت هاردي المستمر...  :الكلمات المفتاحية

 

 


	1.docx
	2.pdf
	3.docx
	4.docx
	5.pdf
	6.pdf
	7.docx
	Résumé:  Notre travail s'intéresse à l'étude des relations d'inclusion entre les espaces de Besov homogènes et non homogènes et les espaces de Lebesgue "les inégalité de Hardy",  tout d'abord nous avons fourni un rappel sur les espaces de Besov homogè...


