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Abstract

The fixed point principle is very important in the resolution of nonlinear fractional order
differential equations, in the sense of nonlinear Caputo, especially in the study of existence
and uniqueness.

In this note, In this review, we will approach the study of non-compact scaling on linear
operators applied in the form of ordinary, ordinary and talking differential equations by pro-
ving the existence of solutions using Monch fixed point theorem combined with Kuratouviski

scaling

Keywords :
differential equations, fractional order, existence and uniqueness, noncomactness measure,

Kuratouviski measure, fixed point theorem.

Résumé

Le principe de point fixe est trés important dans la résolution d’équations différentielles
d’ordre fractionnaire au sens de Caputo non linéaires, en particulier, dans I’étude de ’exis-
tence et de l'unicité.

Dans ce mémoire, nous aborderons I’étude de la mise a 1’échelle non compacte sur les
opérateurs linéaires appliqués sous la forme d’équations différentielles ordinaires, ordinaires
et parlantes en prouvant ’existence de solutions utilisant le théoréme du point fixe de Monch
combiné & la mise & ’échelle de Kuratouviski
Mots-clés :

Equations différentielles, ordre fractionaire, existence et unicité, mesure de non compacité,

mesure de Kuratouviski, théoréme du point fixe.
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Introduction

La mesure de non compacité est une outils tres utilisé dans un espace de Banach il sont
largement utilisés sur le théoréme de point fixe ,équation différentielle ,équation intégrale ,et
intégro- différentielle dans ce derniére années plusieures travaux on fait la mise au point sur
I’étude des équation différentielles fractionnaires

Dans ce mémoire on va étudier la mesure de non compacité cette étude dans le cadre
théorique ayant plusieurs applications dans topologie ’analyse fonctionnelle et la théorie
des opérateurs Elle est apparue la premiére fois par mathématicien Kuratowski en 1930 et
aprés Hausdorff 1957 Notre objectif dans ce sujet comment utilisé la notion de mesure de
non compacité pour prouver l'existence d’'un probléme différentielle d’ordre fractionnaire

(équation différentielle d’ordre fractionnaire )

Dryt) = f(ty)

avec les condition

y(0) = yo,y(T)=yr

a l'aide d’une théorie importante i e;la théorie du point fixe notamment le théoréme du
point fixe de Darbo , Monch ...etc

Ce mémoire est composé en trois chapitres :

Le premier chapitre :consacré sur les définition d’une équation différentielle ordinaire
et d’ordre fractionnaire et la théorie de I'existence et 1’unicité ,ainsi les définition des fonction
spéciales et leurs propriétés

Le deuxiéme chapitre :étude détaille sur la notion de la mesure de non compacité (
mesure de Kuratowski et hausdorff) et leurs propriétés ainsi la relation entre les ensembles
compactes ,relativement compacts au sens topologique et au sens mesure et finir par les
propriétés des opérateurs compacts par la vision de la mesure de non compacité

Dans le dernier chapitre :on va essayer d’appliquer la notion de la mesure de non
compacité sur les problémes différentiels précisément sur les équations différentielles d’ordre
fractionnaires

Enfin ,le mémoire sera cloturé par une Bibliographie.



Chapitre 1

équations différentielles ordinaires et

fractionnaires

Dans ce chapitre nous introduisons les notations, les définitions

1.1 Equation différentielle ordinaire

On appelle I'équation différentielle une équation établissant une relation entre la variable
indépendante ¢ et la fonction inconnue z = ¢ (t) et ses dérivées (), 22 ... (" symbolique

une équation différentielle est représente comme suit :([?])([0])
F(t,aW,2® . 2™M) =0 (1.1)

Si la fonction x = ¢ (t) est d’une seule variable indépendante ,I’équation différentielle
(1.1) est dit ordinaire est appelle ordinaire car la fonction a déterminer est une fonction

d’une variable.

1.1.1 Ordre de ’équation différentielle

Definition 1.1. On appelle ordre d’une équation différentielle 'ordre le plus élevé de la

dérivée dans cette équation :

Equation différentielle de premier ordre

Une équation différentielle du premier ordre est la forme.

F (t,a:, g‘c) ~0 (1.2)
Example 1.2. Fquation différentielle de premier ordre :

x = cos (v + 1)
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1.1.2 Equation différentielle de seconde ordre
Equation différentielle de seconde ordre est de la forme :
ﬁ‘(t,x,x,i) ~0 (1.3)
Example 1.3. Fquation différentielle de seconde ordre ¢ constant :

r—tr+c=0

Forme normale d’un équation différentielle

On appelle équation différentielle normale d’ordre n toute équation de la forme :

r=f(t,) (1.4)

1.1.3 Equation différentielle autonome

On appelle équation différentielle autonome d’ordre n toute équation de la forme :

™ = f (x,jc,i, ...,x(”_1)>

Autrement dit , f ne dépendant pas explicitement de ¢.

1.1.4 Equation différentielle linéaire

Une EDO de type (1) d’ordre n est linéaire si elle est de la forme :

ag () x (t) 4+ a1 () z () 4+ ag (1) 2 (t) + ... + an (£) 2™V (t) = g ()

Avec tous degré 1 et tous les coefficients dépendant au plus de ¢

1.1.5 Solution d’une équation différentielle

On appelle solution ou intégrale d’une équation différentielle tout fonction z = ¢ (t) de la
variable indépendante ¢, défini sur un intervalle I = |t, 5| et vérifiant identiquement cette
équation en tout points de cet intervalle l'intervalle |t1, o[ est dit intervalle de définition de

la solution x = ¢ (t) (les cas t; = —00,ty = +00 ne sont pas exclus)

Solution maximales et globales

Definition 1.4. Soit (z,1) et (EE, 7) deux solution d’une méme équation différentielle or-

dinaire on dire que <x, f) est une prolongement de (z,1) et I C Ieti ;=
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Definition 1.5. Soient I; et I, deux intervalle sur R tels que Iy C Iy on dit que une solution

(x, 1) est maximale dans Iy si et seulement si n’admet pas la prolongement de <f, f) solution

de l’équation différentielle telle que I ; I C Iy on verra que méme plus tard que I, est

nécessairrement ouvert

Definition 1.6. Soit I intervalle inclus dans R une solution (z,I) est dit globale dans I si

elle est définie sur l'intervalle I tout entier

Probléme de Cauchy général

On appelle probléme initial ou probléme de Cauchy pour 'équation différentielle (1.4)
le probléme suivant parmi tout les solutions de ’équation (1.4) la solution satisfaite a la

condition initial (1.5) et on écrire

I(to)zl‘o t:tg

{ = f(t2) (1.5)

1.1.6 Existence et 'unicité pour le probléme de cauchy

Proposition 1.7. Si la fonction f est continue sur I x R" tout solution de probléme de

cauchy est une solution de probléme suivant et réciproquement x € C° (I x R") et
t
x(t) =z + / f(s,z(s))ds (1.6)
to

Existence et ’unicité locale

Definition 1.8. La fonction f : [ xR™ — R" est Lipchitzienne en X s’il existe une constante

L appelée la constante de Lipschitz de f ,telle que
| ftz)=f@y) lI<Llz—y|Vtel Vo,yeR"

Theorem 1.9 (cauchy-Lipshiz-f Lipshizienne). Soit la fonction f a valeur dans R"
,continue sur [to, to + a] x R™ et Lipchitzienne par rapport a x alors Vg € R™ alors il existe

une unique fonction x € C* ([tg, to + a] , Vo, y € R™) qui vérifie :

= f(t,x(t) VtE [to,to+ al
(s we .

Corollary 1.10 (f Lipshizienne sur tout compact). Soit I un intervalle ouvert de R
bornée ou non borné et f : I x R" — R"™ continue et Lipchitzienne sur tout compact k C 1
(c’est a dire qu’il existe L (k) telle que ¥t € k Vz,y € R")

If@z)—fy) IS LE) [z-yl

Donc pour tout ty € I et xyg € R™ il existe une unique fonction x € C* (I, R™) solution de
probléme (1.7)
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Definition 1.11. Soit la fonction f : A — R"continue et Lipchitzienne par rapport a x sur

le cylindre A :
A:{(t7$),|t—t0|§a”$—l’0 ||Sb}CRXRn

Alors léquation :
{ r=f(ta (1)
x(ty) =x
b

a une unique solution sur [ty + atg, —a] avec a =min(a, ;=) ot m = supy yea || f (¢, 7) ||

0

Existence et 'unicité global

Definition 1.12. On suppose f : [ x R" — R" continue et globalement Lipchitzienne par
rapport & X alors Vtg € I et zg € R" il existe un unique x € C* (I, R™) solution de probléme

(L.7)

1.2 Equations différentielles fractionnaires

Ce section sera consacré aux définitions élémentaires et notions de base relatives au calcul
fractionnaire telles que : les fonctions spéciales (Gamma, Beta,Mittag-Leffler), I'intégration
fractionnaire de Riemann Liouville et de Katugampola, la dérivation fractionnaire au sens

Riemann-Liouville, Caputo, Katugampola,qui sont les plus utilisées.([9])

1.2.1 Fonctions spéciales :

Nous présentons les fonctions Gamma , Béta et Mittag-Leffler Ces des fonctions jouent

un role trés important dans la théorie du calcul fractionnaire et ces application.

La fonction Gamma d’Euler :

La fonction Gamma est une fonction complexe, considérée également comme une fonction
spéciale. Elle prolonge la fonction factorielle & ’ensemble des nombres complexe (excepté en

certains points)

Definition 1.13.

On appelle fonction Gamma la fonction définie par :

+oo
I'(z) = / t*etdt (z € C,Re(z) > 0), 771 = DIt

0

—+00

1. T(1) = /tz—le—tdt ~1

0
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+oo +oo +oo
2. T(3) = / t2letdt = / tzetdt =2 / e " dr = /7 (posant le changement de variable t =
0 0 0

Lemma 1.14. La fonction Gamma est une fonction de classe C* sur RY. (resp holomorphe

sur le demi plant )et
Vk € N*,Vz € R* (resp 2 € C,Re(z) > 0);TW (2) = /(lnt)k tE Vet

Proposition 1.15.
La propriété importante de la fonction Gamma I'(x) est la relation de récurrence suivante Nz €
C,Re(z) > 0,n € N,

La fonction Béta :

Definition 1.16.
La fonction Béta est un type d’intégrale d’Euler(qui est un type d’intégrale ,au méme titre

que la fonction Gamma)est une fonction définie par :

B(p.q) = / 11— 7)7da, (p.q € CRe(p) > 0, Re(q) > 0)

La fonction Gamma et la fonction Béta sont liées par la relation suivante :

['(p)L'(q)

B(p,q) = TpT )

Fonction de Mittage-Leffter

Definition 1.17. La fonction de Mittage-Leffter est définie par

+oo k

xXr
Eao) =S —2 .
(%) ];r(akﬂ) a=0

FEt la fonction de Mittage-Leffter généralisée est définie par : E,, s(x) = Z:S F(#:B) a, B>
0.R

Theorem 1.18. Pour touta=ne€R, Ne Rona :

d
(G

d
(E)"xﬁflEn,ﬁ(Ax”) = A E, (A2,

)T E,(Ax™) = AE,(Az").
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Example 1.19. 1.

2. . -
Ey = FEsy; ZF2I<:+ ):kZO(Qk) = coshv/z
S 400 l’k +o00 l‘k 1 +o00 Z)Sk+1 1
R P R P VR B T
k=0 k=0 k=0
4.

+oo k +oo k 1 +o00 £Ck+2

Em:;ﬁ kz(/{xTQ) :UQZ(]{+2) %(617_1—3:).

1.2.2 Eléments de calcul fractionnaire
Intégrale de Rimann-Liouville

Fonctions définies sur [a;b] Soit f : [a,b] — R une fonction définie sur[a,b] : Notons

par (I, f) la primitive de f qui s’annule on a :([9])

Vit € [a,b]; ( /f

L’intégration de (I;Jr f ) permet d’obtenir la primitive seconde de f qui s’annule en a et dont

la dérivée s’annule en a : De plus, d’apres le théoréme de Fubini :

(1Lf)° = (ILf)o /(/ e dT)du
_ /(/ du)f(T)dT

= /at(t—T)f(T)dT

Soit n € N* on notant ([i+ f ) la n-iéme itération de (l';Jr f ) une récurrence directe montre

que

(I8 )" (1) = ﬁ / (t— )" f (r) dr

Si on note g = (I;Jr f )n ,g est donc I'unique fonction vérifiant
VO<k<n—1,¢@)=0,¢"=Ff

L’égalite ¢(™ = f justifie la définition suivante :
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Definition 1.20. Soit n € N* L’intégrale a gauche d’ordre n de f ; que l’on note est définie

par
(&ﬂﬂw:@%ﬁlﬁ—ﬂwﬁﬁwf

Grace a la fonction Gamma d’Euler que nous avons définie précédemment. C’est la propriété

['(n+1) =nl,Vn € N, qui permet de généraliser la définition de la maniére suivante

Definition 1.21. L’ntégrale fractionnaire de Riemann-Liouville a gauche d’ordre o > 0,est

définie par :

1 ¢ o
e et (5N () = s [ (= S () ar
De méme maniére on définit [’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville a droite d’ordrea >
0 par :
I ]
vt b, (L) (t) = —— t—1)"" d
€0t N0 = g [ =7 1) ar

Fonctions définies sur R™ et R 1l est naturel d’étendre la définition aux axes RT et R.
Notons ces opérateurs (Ig. f) et (I1f) :

vVt € R+:([;+f)(t)zr—/0t(t—7)a1f(7)d7

Vit € R:(Iif)(t):L/t (t—7)*""f(r)dr

Proposition 1.22. pour a > 0,5 >0 an a :

1 (12 (= a)) () = 25 (¢ — )

2. (1;5 (b— t)5*1> (1) = oL (b — 1)

Theorem 1.23. Si f € L' ([a,b]) alors (I% f) existe pour tout o > 0 et (1%, f) € L* ([a, b])
Proposition 1.24. Soit a, 3 > 0 et f € L' ([a,b]) alors :
[3+If+ = [gé:;ﬁf

Intégrale de Katugampola

Nous présentons une généralisation récente introduite par Udita Katugampola qui généra-
lise I'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville et I'intégrale fractionnaire de Hadamard.
I’ intégral est maintenant aussi connue sous le nom d’intégrale fractionnaire de Katugampola

et donnée par :
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Definition 1.25 (Katugampola).
Les intégrales fractionnaires d’ordre o > 0 de la fonction y € XP[0,T) est défini par

(PIg-y) (1) = o /t L) o

(tp - Sp)l a’?

Pour p > 0. Cette intégrale est appelée l'intégrale du coté gauche. De méme fagons on peut

définie lintégrale du coté droit,

Remark 1.26. Considérons l'espace XP[0,T](c € R,1 < p < o0) des fonctions mesurables

ysur [0;T] pour ||yl x» < 00,0t la norme défini par :

T ds z
= (/ |sy<s>|”—)
0 S

[yl = ess sup [t°[y (2)]].
0<t<T

Et pour le cas p = oo

Theorem 1.27. Soient o > 0 et p > 0.t € [0,T] Alors

lim (T () = (Fiiy :ﬁ / (t— )"y (s) ds
[

1 (10 —> y(ss)ds

()
Il existe plusieurs définitions de dérivées fractionnaires, on va commencer par introduire

lim ("I59) (1) = (J3ey) (1) =

—

1.2.3 Dérivées fractionnaire

les trois plus importantes approches de calcul fractionnaire : au sens de Riemann-Liouville
, au sens de Caputo et au sens de Katugampola . On présentera quelques une de leurs

propriétés .

Dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville

Si @ > 0 on note [a]la partie entiére de « : [a] est 'unique entier vérifiant[a] < a <

4

[a] + 1soit f : [a,b] — R s’inspirant de la relation classique § = % o I} on peut définir une

dérivée Fractionnaire d’ordre 0 < o < 1 par ([9])
d* d
e~ dt

11—«
It

Plus généralement, si o« > 0, et n = [a] + 1, on peut poser
s d" o

— = —— 0 ‘
dte  dtn

On obtient exactement la dérivée de Riemann-Liouville a gauche.
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Definition 1.28. Soit a > 0 et n = [a] + 1, la dérivée fractionnaire de Riemanne-Liouville

a gauche d’ordre o est définie par :

vt e b, DO f(t) — (%)nof;aa )

ol Y
= —— - x)dx.
I'(n—«)dt» /,
De plus, on a vu que le définition dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’intégrale

a droite était associée a (—d/dt). le raisonnement précédent conduit donc a la définition

suivante :

Definition 1.29. Soit « > 0, et n = [a] + 1 . la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville
a droite d’ordre « est définie par :

Vt € [a,b], D f(t) = <_%>nofg_a (t)

(-1)» d» /b 1
Y x—t)"° x)dx
T — o) di ), (z — 1) f(x)
Soit maintenant f : les définitions précédentes se généralisent directement et sont appelées

dérivées de Liouville.

Definition 1.30. Soit o > 0, et n = [o] + 1. la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville
a gauche d’ordre o est définie par :
d\" _
VteR, DYf(t) = (%> o I f(t)
1 dr t )
- - = t — n—o— d
g |t @

—00

De plus, on a vu que le définition (1.3.3)d’intégrale a droit était associée a (—d/dt). le

raisonnement précédent conduit donc & la définition suivante :

Definition 1.31. Soit « > 0 et n = [o] + 1. la dérivée fractionnaire de Liouville & droite

d’ordre o est définie par :

VR, D°f(t) — (—%)nolﬁ_o‘f(t)

e Tt

1. Pour a =0, n=1,0ona D% f(t) = 4(IL f) = f(t)
2. Toutes ces dérivées coincident avec les dérivées usuelles pour les ordres entiers :

el D =D = Er )
el { D () = D f(t) = (—1)" £ £ (1
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Proposition 1.32. Pour o >0, >0, on a :

1.

(D2 (¢ — @) Y) (1) = =L — g)pa-t,

(Dy=(b—t)P1) (t) = L(p) (b— )L,

Remark 1.33. Pour A\=(—1, a=0ona :

(DgtY) (1) = F(ni(iif\)_i_1)(n—a+)\)(n—a+)\—1)....()\—1-1—04)15)‘O‘

B F()\+]_) — (o — n—1— (o — — (v — A—a
S vy v ICE CEPY (R B CES) SR CEPY i

IO+1) Ao
{ r(,\(—Z+)1)tA , st a—Aéq{1,2, ... ,n}

(DgtN)(t) =
0, sioa—Ae{l,2,...... ,n}

Sia—Ae{l,2,--- nf=a-A=m=>A=a—-m, me{l,2,..,n} C-a-d
(Dgt*"™)(t) =0, me{1,2,...,n}.

Proposition 1.34. Soit a >0, f >0, n = [a] + 1, on a les propriétés suivantes :

1. Si f(t) € Ly(a,b]), (1 <p < o0), alors
(D I3 1)(X) = f(1). et(D5- I3 f) = F (1),
2. Sia>B, et f(t) € Ly([a,b]), (1< a<oo) alors :
(D212 1)(t) = (IS D), et(DY- I 1)) = (127 1)),
3. Si f(t) € C[a,b]), q=[a+ B]+1, alors :
(D-Dlr) (0 = (D) @), et (DD 1) (1) = (D37F) (o),
4. Si f(t) € Ly([a,b]), (I"7°f) € AC™([a, b)), alors :

n_ (e =K,

(=D)L )" b)
INa—K+1)

(t—a)®

(L-Dy-£)(t) = f(t) - (b—0)".
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Dérivées fractionnaires de Caputo

Cette définition se base sur l'interversion des compositions dans la formule de défini-

tionl.28 semble aussi raisonnable pour définir une dérivée fractionnaire appelée dérivée de

Caputo ([9]).

Definition 1.35. Soit & > 0, et n = [a] + 1, la dérivée fractionnaire de Caputo & gauche
d’ordre v est définie par :
C Nna n—aq d !
Vit € [au b]7 l)aﬂL (t) = Ia+ o E f(t)
1

= — t — )" ) ()
- Fom | O @

Définition aussi son analogue & droite.

Definition 1.36. Soit o > 0, et n = [a] + 1 la dérivée fractionnaire de Caputo & droite

d’ordre v est définie par :

el Dpf0 = o (-5) S0
-1y

b
= — z— )" ) () d.
e DA CY

Remark 1.37. Par contre, de telles définition ne recollent pas correctement aux dérivées

classique :

CDTL t) = f*(¢) — f»
e { o PRI0= 0= 10
Dy f(t) = (=1)" (f"(t) — f"(b))
Heureusement, le résultat suivant montre qu’elles approchent les dérivées classiques par limite

inférieure.
1. On note AC([a,b]) 'espace des fonctions absolument continues sur [a, b];
f € AC([a,b]) < o € L*([a,b]) telle que f = c+ [ o(t)dt.

2. On note AC™([a,b]) ,n € N*, Despace des fonctions f définies surfa; b] a valeurs dans

C' qui ont des dérivees continues sur [a; b] jusqu’a 'ordre n — 1 donc :
AC™([a, b)) ={f: Q= C: fF e C([a,b]),k =0..n—1, "' € AC([a,b])}
Lemma 1.38. Soit « € R /N,n = [a] + 1 si f € AC"([a,b]) alors presque partout :

lim  DLS(t) = f(0)

a—n—

lim Dy f(t) = (=1)" f'(t)

a—n—

Proposition 1.39. Pour a >0, >0, on a :
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1.
C Nna _\B-1 _ F(ﬂ> _ \B—a—1
( Da+(t a’) )(t)_F(ﬁ—a)(t CL) ’6>n
2.
CD (b —t)P _ LB pyp-am
(“Dy-(b—1) 1)(t)—r(ﬁ_a)(b t)yfel B>n
Remark 1.40. Pour A\=(3—1, a=0ona :
e AA=DA=2. 0= (=)A= (-1) .,
o T(A—a+1)
F{;ﬁ;fl)tk—a, si, ¢ {0,1,2,....n— 1}
(“Dgt) (1) = A>—1
0 si, A€ {0,1,2,....n — 1}
C-a-d
(“Dgt™) (1) =0, me{0,1,2,....... n—1}

Theorem 1.41. Soita >0, etn=[a]+1Si f:[a,b] =R

Theorem 1.42. Soit a« >0, et n = [a]+1 si f: [a,b] — R ,posséde (n — 1) dérivées en (a)
et (D2 f) existe. Alors

(“Dgif) (1) = D5 | f(t) —

persique pour tout t € [a, b)].

Corollary 1.43. Soita >0, n=[a]+1 et (D% f), (YD f)(t) sont existent, on suppose
que f®)(a) =0 pour k =0,1,2,..,n — 1. Alors

(“Dgs [)(t) = (Dgs f)(1).
Proposition 1.44. Soit « >0, >0, n=[a] + 1, on a les propriétés suivantes :
1. Si f(t) € C9([a,b]), g = [a+ B] + 1, alors :
(“pg. “DLr) @) = (“D5Pr) ),
et
(“ps- “D) £) (1) = (“Dy7r) (0),
2. 8i f(t) € C"([a,b]), ou f(t) € AC™([a, b)), alors :

(Iee Dy f) () = f(t) -

(I “Dyf) () = fB) =) ——
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Dérivées fractionnaires de Katugampola

Definition 1.45 (Katugampola fractionnaire dérivés ). Soita, p € Rtell que oo > 0,
p >0, etn=[a]+1. on a Katugampola dérivés fractionnaires, pour 0 < t < T < oo, est
défini par :

i = (10 5) o 0= (o) [ s s

si les intégrales existent.

Remark 1.46. En tant que base exemple, nous citons pour o, p > 0, et > —p, alors :

a—1 1
p F<1+ p)

PDGtH = th=ar, (1.9)
r <1 —a+ ’—‘)
p
Donne en particulier ngitp(a’m) =0;Vm=1,2,...n
En fait, pour o, p > 0, et u > —p, nous avons :
P, pam 1 pd ! ptu—1 (4p o L
wtt = —m— |t — P — P 1.10
or F(n—a)( dt) /8 ( ") § (1.10)
a 1F( M)
= 4 {n—a—i— ][n—a—i—ﬁ—l]...[l—aqtﬂlt“ap
<1 —a+ “) P P
p
a 1F (1 )
— th—ap
P(1-a+2)

Sion met m =« — ’ﬁ, on obtient de 7?

I'(a—m+1)
ppe gpla=—m) _ pa=1" \7 0T T, —m—=1)---(1=m)t ™. 1.11
2 P ey (1 m) (= m = 1) (L= m) (1.11)
Donc, pour m = 1,2, ..., n, nous avons ”D8‘+t”(a_m) =0, Vo, p > 0.

Par C'[0,T] nous désignons 'espace Banach de tous les espaces continus fonctions de [0, T
en R

[Ylloe = sup{ly ()] : 0 <t <T7}. (1.12)
Remark 1.47. soit p,c,T € Ritel quep > 1, ¢ > 0, et T < (pc)i. il est clair que,
Yy € C[0,T]
1
- 1
. ds\* T
lole = ([ 15w S)" < sl (113)
0 iy (pc)»
et

1Yl xee = ess sup [t°]y ()]} < T°lyll, - (1.14)
0<t<T



1. équations différentielles ordinaires et fractionnaires 15

Ce qui implique que C'[0,T] — X?[0,T7], et :

v Syl VT < (pe)re. (1.15)

Iyl

Theorem 1.48. soita, p € R tell que o € (0,1), et p > 0. alors pour f,g € XP[0,T]
ol <p<oo ona:
- Propriété Inverse :
PDg, IS (t) = £ (1) (1.16)
- Propriété linéarité :
’Dg. (f +9) () = "Dg.f (1) +" Dgrg (1) (1.17)
Iy (f +9) (1) = PIge f (1) +° Ighg (¢)

1.2.4 Equation différentielle de type Caputo

On commence par I’équation homogéne de type Caputo

Existence de solution

([0

Lemma 1.49. Soit r > 0 si nous supposons que u € C(0,1) N L(0,1) Alors l’équation
différentielle fractionnaire de type Caputo :

‘D'u(t)=0,0<t<1
Admet une solution unique

u(t) = co+ert+eat® +estd + 4 cpgt"
ol

Cn € R avec: m=0,1,2,....n— 1.
Lemma 1.50. Supposons que u € C™ ([0,1]) ,alors :

I"D'u(t) = wu(t)+co+ et + ot +cst® + ..+ cpqt™!
ou

Cn € R avec: m=0,1,2,....n—1.

Lemma 1.51. Soit 1 <r <2 ety e C(0,1),alors l'unique solution du probléme au limites
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Est donné par :

Tel que :

A-H(1—s)""+(t—s)""" | (1-D)(1—s5)"">
+ 0<s<t<1
G (t,5) = { L

Probléme de Cauchy pour les équations différentielles lineaires

Corollary 1.52. Soitr =n,n € Nour € C tel quen —1<r <n etg(t) € L(a,b]),si
a(t) € L™ ([a, b)) et borné dans |a,b] alors le probléme de Cauchy pour les équations diffé-

rentielles lineaires suivant d’ordre v et by, € C :

Dy(t) = a@®)y(t)+g(t)
Dty (at) = by

Admet une unique solution y (t) dans l'espace L" (a,b) ,

On pratique ,il existe une unique solution y (t)dans 'espace L" (a,b) pour le probléeme

Dy(t) = At—a)y(t)+g(t)
D ty(at) = by \BeC

Corollary 1.53. Soit r = 1, r € C tel que 0 < r < 1,by € C : et g(t) € L([a,b]),si
a(t) € L™ ([a,b]) et borné dans [a,b] alors le probléme de Cauchy

Dy(t) = a(®)y(t)+g(t)
Dy (at) = bo

Et le probléme de Cauchy :

Dy(t) = a(t)y(t)+g()
lim [ (¢ — a)' "y )] = ¢

t—a

Admet une unique solution y (t) dans ’espace L" (a,b)



Chapitre 2
Mesure de non compacité

Dans cette chapitre, nous rappelons briévement la notion de compacité dans un espace
métrique puis introduisons les opérateurs compacts entre les espaces de Banach. Nous don-
nons en suite un résultat fondamental de compacité pour les fonctions continues : le théoréme
(d’Ascoli) et quelques définitions sur la mesure de non compacité,et pour résoudre des équa-
tions différentielle d’ordre fractinnaire ot le deuxiéme membre est non linéaire nous besoin

des théorie du point fixe .

2.1 Notation et définition :

Dans cette section,nous ressemblons quelques définitions et notations que nous utilisons
par la suite soit (X, || . ||) un espace de banach,notons par A un sous-ensemble de X et 0A
la frontieére de A,

De plus,rappelons le diameétre de A
diam (A) = suwp{llz —yl;z,y € A}
dist (x, A) = inf{[[z —yl;z,y € A}

Si A est sous-ensemble de X, alors A est convA sont la fermeture et ’adhérence de

I’enveloppe convexe de A respectivement notons par
B, (X,A) = B, = {x € Xi |z —al < r}, B (X) = B(X) = Bx
La boule fermé dans X de centre a et de rayon r et
B, (X) = 0B, ={x € X, |[z[| = r},5 (X) = §(X) = 5x

La sphére dans X.
Soient X et Y deux espaces de banach de dimension infini et on noté ’ensemble des
opérateur linéaire de X dans Y par L(X,Y’) jnous mettons L (X) = B (X, X) un operateur

liéaire T' défini sur X vers Y

17
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2.2 Notion sur les opérateurs

2.2.1 compacité(Reppel) :

Definition 2.1.
Une classe de sous-ensemble de E,s’appelle une couverture d’un ensemble G de E ,si nous

avons
¢clu
j

Definition 2.2 (Compacité).
Soit U un ensemble d’un espace normé X, U est dit compact si de tout recouvrement de U

par des ouverts de U on peut extraire un sous-recouvrement fini, t.e.,

VYV, 7 € J (ouverts) tels que U C UVj(k) Wiy, Jk)=1,2,...,n
jeJ
tel que U C U Vi
k=1
Definition 2.3.

Un ensemble U est dit séquentiellement compact si pour toute suite d’éléments dansU contient

une sous-suite converge vers un élément dans U.

Definition 2.4.
Un sous-ensemble d’un espace normé est compact si et seulement si il est séquentiellement

compact .

Definition 2.5.
Un sous-ensemble d’un espace normé est dit relativement compact si son adhérence est com-

pact.

Definition 2.6.

Un sous-ensemble G d’un espace normé est totalement borné si il ériste une suite finie i,e :

Ve>0:GC UB((pj,e)
j=1
Theorem 2.7.

Tout ensemble borné de dimension finie d’un espace norme est relativement compact.

Definition 2.8 (Opérateur linéaire).

Soient E et F' deux espaces normés, un opérateur A défini sur E dans Fest dit linéaire s’il
vérifie les conditions suivantes :

Condition additive :

Yor, 0, € E,onaA(p; + ;) = Apy) + A(py)
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Condition homogéne :
Voe Eoxek=(RouC), ona A(Ap) = AA(p)

Definition 2.9 (Opérateur borné).
Un opérateur linéaire A définie sur Edans Fest dit borné s’il existe une constante positive
C =0, tel que :

[A(@)|[p 2 Cllzllp, V2 € E

Definition 2.10 (Opérateur Compact).
Soit A un opérateur linéaire d’un espace normé X dans un espace normé Y, on dit que A

est un opérateur compact s’il envoie tout ensemble borné un ensemble relativement compact
dans 'Y

2.2.2 compacité dans C(G)

Definition 2.11 (Compacité Dans C(G)).
Dans cette partie, 'espace des fonctions continues définies dans C(G) est muni de la norme

mazrimum :
il = ma ()
Theorem 2.12 (de Bolzano-Weierstrass).

Un espace métrique (X, d) est compact si et seulement si toute suite d’éléments de X admet

une sous-suite convergente.

Theorem 2.13 (Arzela-Ascoli).
Un ensemble U C C(G) est relativement compact si et seulement si les condition suivants

sont vérifie i,e :

1. L’ensemble U est borné telle que :
VoeU:Vx €k, AM >0:1¢(z) 1< M
2. L’ensemble U est équicontinu :
Ve>0:VoeU:Vr,y€k:30 >0 telleque 1x—y1<d —1p(x)—p(y)i<e

Definition 2.14.
SoitA un opérateur linéaire d’un espace norme X dans un espace norme Y ,on dit que Aest

un opérateur compact d’il envoie tout ensemble borné G dansX unensemble relativement
compact A (G)dansY .

Definition 2.15.
Un opérateur A de X dans'Y est compact si et seulement si pour toute suite bornée{p, } de

X,la suite { A, } contient une sous suite convergente dans'Y
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Theorem 2.16.

Autrement dit ,la fermeture A(G)est compact.

Definition 2.17.
Un ensemble G C X est relativement compact si pour toute suite{ep, } il existe une sous suite

{@n(k)} qui converge dans Y.

2.3 Mesure de non compacité :

La mesure de non compacité est un outil trés utile dans les espaces de banach ,ils sont
largement utilisé dans la théorie du point fixe ,les équations différentielles,les équations fonc-

tinnelles ,les intégrales et équations integro-différentielles,....etc ([7])

2.3.1 Mesure de non compacité en général :

Avant de rappeler la mesure de non compacité,on note par (X, 1. 1) un espace de banach
, nous désignous par Mx la famille des sous-ensembles bornée non vide de X,et par Nx la
famille des sous-ensemble relativement compact de X ,et lenveloppent convexe d’un ensemble
A C X notons par conv(A).

Definition 2.18.
Une applicaion p : Mx — [0,400]| est appellée la mesure de non compacité dans [’espace

X, qui satisfait les condition suivantes :
La famille ker(p) :={D € Mx telle que :u (D) =0} # ¢, et ker(u) C Nx

(est appelé le noyau de MNC)

Theorem 2.19.
Soit A, B € Mx alors :

1. SSACB= u(A) <u(B)

2. pu(A) = p(4)

3. 1 (conv A) = u(A)

4. p(AA+ (1 =) B) < Au(A)+ (1 =) p(B),Ae0,1]

w(AA) =1 A1 p(A) (u est dit homogéne )
p(A+ B) < pu(A) +p(B) (p est dit subadditif)

6. Si(Ay)ensemble de suite de Mx telle que Apy1 C Ap (n=1,...,n) etlim, o 1 (A,) =
0 ,alors Ay = ﬂ A, et Ay € ker(p)

n=1

5. pest dit semi-norme si {
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Definition 2.20.

Une mesure de non compacité est appelée une mesure avec proprété mazimale simax (pu (A) , u (B)) =

w(AUB).

Definition 2.21.
Une mesure de non compacité est dit régquliére si ker (u) = Nx,subline et posséde une pro-

priété mazximale .

Definition 2.22.

Une mesure de non compacité est lipschitzienne si elle satisfait la condition de lipschitz
i (A) = (B) 1< 1 (B (X)) dy (A, B)

Avec :
dut (A, B) — max{sup duea(e A),sup d(y, B>}

yeB
Et

B(X) la boule fermée dans X et de centre X et de rayon 1.

2.4 Mesure de non-compacité de Kuratowskii :

Kuratowski fut le premier(1930) a introduire et étudier la notion de la mesure de non-

compacité ([16])

Definition 2.23.
La mesure de non-compacit e de Kuratowski d’un ensemble borné
A € Mx, notée a(A), est définie par :

a(A) = inf {Ve >0:AC UBZ»,Bi C X,diam(B;) < €,i =1, ..,n}

i=1
ou :diamB; désigne le diamétre de [’ensemble B;.

a(A) = inf {e > 0 : admet une recouverment fini par des ensemble de diamétre < €} .

avec :

B est sous ensemble de X et B € Mx

On notera que, dans cette difinition, ’expression diamB; < € peut etre remplacée pardiamB; <
€.

il est clair que a(A) < diamA pour tout ensemble borné Adans Mx et que a(A) =0 si A est
fini. Les propriétés essentielles de la mesure de non-compacité de Kuratowski d’un ensemble

borné sont résumées dans le théoréme suivant :
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Theorem 2.24.
Soit (X,d) un espace métrique et A, Ay, Ay € Mx , alors

1. a(A) =0« Aest compact.

2. ACAl :>O./<A) SO&(Al)

3. a(A) = a(A)

4. a(A1 U As) = max{a(A1),a(As)}

5. a(A1NAy) <min{a(4)),a(A)}

6. Si X est complet,(F,), une suite décroissante d’ensembles non vides, fermés et bornés
telle que lim, a(F,) = 0 alors Fi :ﬂ F,, est un sous-ensemble non vide et compact

n=1
Démonstration.
m

1. Par définition meme de la mesure de non-compacité.

2. Soit €1, € > 0,{B;}!_, un recouvrement fini de I’ensemble A avec diamB; < € ;
i1=1,...,net {goj };n:lun recouvrement fini de U'ensemble A; avec diamyp; < €35
J=1,..,m Puisque A C Ajon peut toujours choisir les ¢;telle que :

AclBclJy
i=1 j=1
Ceci implique « (A) < €3 ,Par conséquent ,a (A) < a (4y).

3. Puisque A C A alors o (A) < o (A) d’aprés D'assertion 2,il suffit de démontrer I'inéga-
lité dans autre sens :« (E) < a(A) Soit € > 0 Avec diamB; < €; Pouri=1,...,n ,on
a

i=1 i=1 i=1
Comme diamB; = diamB; ,on déduit que o (Z) < € ,par conséquent « (Z) <a(4).
4. D’aprés l'assertion 2 on a :

Al C A1UA2$04(A1)§O(<A1UA2)
Ay C A1UA2:>OZ(A2)§CY(A1UA2)
Donc :

max (a (A1) ,a(Az)) < a(A1UA)

Montrons l'inégalité dans l'autre sens ,s0it €,€; €2 > 0,7 = max (a(A;),a(A2)) et

2 12 m .
consédérons {B;}! |, {gaj }j_l des recouvrements finis des ensembles A;, Ay
respectivement avec diamB; < e;pour ¢ = 1,...,n et diamgoj < epour j =1,....m on
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a diamB; <1+ € et diamp; <1+ € pour i =1,...,n et diamyp; < epour j =1,...,m

par conségent,

n m l
A1UA2C(UBZ>U<UQOJ>:>A1UA2CUGk<T+6
j=1

i=1 k=1
D’ou :
a (AU As) <max(a(Ar),a(A2)).

5. utilisons ’assertion 2 on obtient :

AlNAy, C A1:>OZ(A1HA2)§CY(A1)
AiNAy, C A2:>@(A1DA2)§CY(A2)
D’ou

a(A1NA) < min{a(4;),a(A42)}

6. Montrons que F.est non vide ,Choisissons, pour chaque n, un élément z,, € F,,.Posons
X, = {x;,i > n}. Puisque X,, C F, alors «(X,) < a(F,);Vn. Par passage a la
limite, on obtient a (X;) = 0. C’est a dire X; est relativement compact. Donc la
suite(Xn),contient une sous-suite (X, ), convergente dans X. Soit x = lim,, .. 2, .
Comme F,, est un sous-ensemble fermé de X alors z € F,,; Vn. Ceci implique que
Fo#0.

Montrons maintenant que Fj, est compact. Comme F,, C F,;Vn alors o (F,) <
a (F,)et par passage a la limite quand n — oo, on obtient a (Fi,) = 0. C’est a dire Fi,

est relativement compact et donc compact puisqu’il est fermé.

Si X est un espace normé alors la mesure de non-compacité de Kuratowski vérifie, en
outre, les propriétés citées dans la proposition suivante
Proposition 2.25.
soit (X,d) wun espace normé et A, Ay, As € My , alors :

1. a (A + As) < a(Ar) + a(Ay)

2. a(A+1z) =a(A),Vr € X.

3. a(M) =| A a(A),Vz €k,

4. a(A) = a(con(A)) ou conA désigne 'enveloppe conveze de l’ensemble A.

Démonstration.
]

n m
1. Soit €165 > 0, A1 C UBi,Ag C U p; avec diamB; < e;pouri = 1,...,n et diamyp; < €
i=1 j=1
pour 7 =1,...m .

Alors : oo
A+ As C UU (Bi+<,0j)

i=1j=1
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Avec :
diam (Bl- + goj) < e+ 6

c’est a dire :
a(Ar+A4) <e +e

Ceci implique que
[0 (Al + Ag) S (6] (Al) + O[(AQ) .

2. D’une part, en utilisant le point précédent on aboutit a
a(A+1z) <a(A) +a{z}) = alA)
Et d’une part,
a(A)=a(A+z—12) <a(A+2)+ a({-2}
D’ou

a(A+z) =a(A),Vre X

n
3. Considérons ¢ > 0, A C UBZ' avec diamB; < € Pour i = 1,...,n Alors :pour tout
i=1

Aek AN C U)‘Bi et diamAB; =1 X1 diamB; <i )\ 1€
i=1
C’est a dire :

a(A) <idia(A)

L’autre inégalité est évidente puisque :
a(A) = a(ATAA) < AT a(MA)

4. L’énégalité a(A) = a(con(A)) est toujours satisfaite puisque A C con(A)

Pour démontrer 'autre inégalité,a(con(A)) < a(A)

n
Pour A;sous suite borné de X diamA; < d pour tout i =1,...net A= U A;on a :
i=1

con(A) = {Z Nt A > O’ZAZ' = 1,2; € con(A;) (i1, ,n)}
i=1 i=1

pour € > 0 et
A= {(Al,...,)\n) A >0 N=1,(i= 1,...,n)}
=1

Puis A sous suit compact de(R™, 11 . li) OU 11 Ay, ..., Ay 1= maxy<i<p, 1 A 1.([15]) ([1])



2. Mesure de non compacité 25

2.5 Mesure de non-compacité de Hausdorff :

En 1957 ,Goldenstein, Goh’berg et Markus ont introduit une autre mesure de non-

compacité appelée mesure de non-compacité de Hausdorff .

Definition 2.26.
La mesure de non-compacit e de Hausdorff d’un ensemble borné A € Mx, notée x(A), est

définie par :

X(A) :inf{e>0:AC UB(wi,ri),xi e X,r<ei= 1,..,n}

i=1
Ou : B(x;,r;) désigne la boule de centre x; et de rayon r;.
ol :
X(A) = inf {e > 0 ,B admet un recouverement fini des boule de rayons < €}

avec B est la famille des sous espace bornés de X et B € Mx Dans cette définition, l"inégalité
r; < €, peut etre remplacée par r; < €, De plus, les centres x; des boules qui recouvrent
l’ensemble A ne sont pas forcement dans l’ensemble A (x; € X, en général). Alors une autre

définition (équivalente) de la mesure de non-compacité de Hausdorff est donnée par :
X(A) =inf {e > 0: A admet un e-réseau fini dans X}

Les propriétés fondamentales de la mesure de non-compacité de Hausdorff sont citées dans

le théoréeme suivant :

Theorem 2.27.
Soit (X,d) un espace métrique et A, Ay, Ay € Mx , alors

1. Si A est fini alors :x (A) = 0 < A totalement bornée < Aest compact.

2. Si A est fini,alors x (A) = 0.

3. AC A= x(4) <x(4)

4. x (A) = x (4) = x (con(4))

9. X (A1 U As) = max {x (A1), x (42)}

6. x (A1 N Az) < min{x (A1), x (A2)}

7. St Xest complet,(F,),une suite décroissante d’ensembles non vides, fermés et bornés
telle que : lim,, x(F,,) = 0 alors Fy :ﬁ F, est un sous-ensemble non vide et compact.

n=1
Démonstration.

]

1 et 2 Les assertion let 2 sont évidentes d’aprés la définition de la mesure de non-compacité
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3. Soit A C Ay, B un e-réseau fini de Aj,alors B est aussi fini un e-réseau fini de Aq,et

d’aprés définition de la mesure de non-compacité x,on obtient : y (4) < x (A;)
4. D’aprés le point précédent on a :

ACA= x(4) <x(4).

Montrons I'inégalité dans l’autre sens. soit € > 0, B (x;, ;) des boules de centre z; et

de rayon r; tels que A C U B (z,13),r; <€ ,Pouri=1,...n Alors an a :
i=1

. n
XCU £L’Z,T'Z UE CL'Z,?"Z
=1 i=1

Ceci implique que,y (ﬂ) < €,Par conséquent,y (Z) < x(A).

5. Soit {z1, ..., z, }un e-réseau fini de Ay, {y1, ..., ym} un p-réseau fini de A,

Alors {xy1, ...z, } U {y1, ..., Y} est un €-réseau fini de (A; U Ay) ot g = max {¢, u}

6. C’est évident, puisque

AlmAg C A1=>X(A1HA2)§X(A1)
AlﬂAg C AQ?X(AlmAQ)SX(Ag)

D’ou :
X (A1 N Ag) <min {x (A1), x (A2)}

7. On fait un raisonnement analogue a celui qui a été fait avec la mesure de non-compacité

de Kuratowski.Lorsque I’espace X est normé, on démontre alors d’autres propriétés.

Proposition 2.28.
Soit (X, d) un espace normé et A, Ay, Ay € Mx , Alors :

Lox (A1 + As) < x (A1) + x(A2)

2. x(A+2x)=x(A),Vz € X.

3. x(ANA) =1 A1 x(A), ek

4. xX(A) = x(con(A)) ou conA désigne l’enveloppe convexe de ’ensemble A
Démonstration. 1. Soit {z1,...,x,}un eréseau fini de Ay, {y1,...,ym} un p-réseau fini

de A Alors l'ensemble {z; +y; i =1,...,n;j =1,...,m} est un (e + p)-réseau fini de
(Al + Ag) Donc X(Al + Ag) S €+ JYn
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2. Il suffit de démontrer que {z1,...,x,}est un eréseau fini de A si et seulement si
{1+ x,...,x, + x} est un e-réseau fini de ’ensemble (A + x) pour tout z € X. En
effet, soit © € X et supposons{z; + z, ..., x, + x} est un eréseau fini de (A + x). Pre-
nonsy € (A+x);y =y, +x avecy; € A Alors il existe : (z; + ) € {z1 + z,...,x, + x}
tel que d(yy + z;x; + ) < e. Mais

d(yr + x5 + ) < d(yr; ) + d(z; ) < e

Par conséquent{xy, ..., x, } est un e-réseau fini de A. supposons maintenant que {z1, ..., z, }
soit un e-réseau fini de A. Alors, pour tout y € A, il existe x; € {x1,...,x,} tel que

d(y; z;) < e. Comme
d(y1 + ;2 + x) < d(y1;x;) + d(z;2) < €, pour tout z € X

On déduit que {z1 + z, ..., x, + x} est un e-réseau fini de 'ensemble(A + z).

3. Cette assertion est évidente , si 'ensemble {1, ..., x,, } est un e-réseau fini de A alors{\z1, ..., Az, }

est un 1 A | e-réseau fini de I'ensemble (AA), pour tout A € k.

4. 11 suffit de démontrer 'inégalité suivante x(conA) < x(A). Soite > 0, > 0 tel
que x(A) < p . Choisissons l'ensemble {Z,...,Z,} un p-réseau deA. Alors N =
con{Z,...,Z,} est compact et vérifie d(z; N) < p pour tout x € conA. mais puisque
N est compact on peut trouver un ensemble fini{ W7, ..., W, }qui est un e-réseau de N.

donc
d(w;;x) < d(x; N) +d(N;w;) < e+ p

C’est a dire{Wy, ..., W,,} est un (e + p )-réseau de conA. L’autre inégalité est satisfaite
puisque
A C conA = x(A) < x(conA)

La mesure de non-compacité de Kuratowski et de Hausdorff de la boule unité fermée

(ou ouverte) sont données dans le théoréme suivant :
O

Theorem 2.29.

Soit X un espace normé de dimension finie et B, la boule unité fermée dans X. Alors
1. a(B,) =2.
2. X (Em) =1

2.6 Quelques théoréme de point fixe

Dans ce section on a destiné aux différents outils et résultats de I’analyse fonctionnelles

utilisés par la suite : principe de contraction de Banach, équicontinuité, théoréme de Schauder
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et pour résoudre des équations différentielle d’ordre fractionnaire ot deuxiéme mémbre est
non linéaire nous besoin des théorie du point fixe
On note par L' (I, F) L’espace de Banach des fonctions mesurables y : [ — E qui sont

Bochner intégrales muni de la norme

T
Iy ||L1:/0 Iy (8) | dt

L’espace de Banach des fonctions mesurables y : I — FE qui sont bornées est noté par

L> (I, E) il est muni de la norme :
Iy l|ze= inf{c>0,][y () [|[<e,ppt e J}

On note par AC' (I, E) 'espace de Banach des fonctions dérivables y : I — E ayant la

premiére dérivée absolument continue

Definition 2.30. L’application f : 1 x E — FE est dite de carathéodory si :

1. t — f(t,u) est mesurable Vu € E

2. u— f(t,u) est continue presque pour tout t € I
De plus si :

3. Vr > 0, il existe une fonction ®, € L' (I,Ry) tell que Yu € R avec || u ||< 7 :

ISt u) [[< @, (1)

Alors L’application f est dite L' carathéodory

Definition 2.31. Soit X wune espace de Banach on dit que F' est contractent = Vri,x9 € X
on a :

| F (1) = F(22) [S ka1 —22 [,0<k <1

Definition 2.32 (Banach). Soit X wune espace de Banach ,et soit Uopérateur F: X — X

est contractent alors : F' admets un point fize unique t-e :
Jy* € X tellque F (y*) = y*

Definition 2.33 (Schauder). Soit (F;d) un espace métrique complet et A une partie
conveze fermé de Fet soit F': A — A on a si l'ensemble Fx : © € A relativement com-

pact dans E .Alors F' posséde au moins un point fize.

Theorem 2.34. On dit que . A est conveze i-e :
Ve,ye A Vte [0,1) i te+ (1 —t)y € A

Theorem 2.35 (Schaefer). Soit X une espace de Banach et lUopérateur F' : X — X
complément continu Alors F' posséde au moins un point fixe . on dit queF' est complétement

continu st :
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i) Vb € X = F (b) est relativement compacte,
ii) Sil’ensemble P = {y € X, \F (y) =y, A € [0, 1]} est borné.
Theorem 2.36 (type non linéaire de alternative de Leray-Schauder). Soit E un

espace de Banach avec P € E une espace fermé et convexe. Assumer U est une sous-ensemble

relativly overte de P avec 0 € U et A: U — P est une carte compacte. Alors soit
i) A admet une point five en U. ou
ii) I1'y a une point uw € 9 U et pu € (0;1) avec u = pA(u)

Definition 2.37. L’application T : C C E — FE est dit une ap contaction s’il existe une

constante k < 1 positive telle que :
ag (T (W)) < kag (W), Y (W fermé et borné)

Theorem 2.38 ( Monch ). Soit D un sous espaces fermé borné et convexe d’un espace de

banach E tel que 0 € Det soit N une application continue de D dans D si l'implication
V = convN (v) ou V=N (v)U{0} = a(v) =0
est vérifiér pout tout ensemble V' de D alors N admet un point fixe dans D .

Theorem 2.39 (Darbo-sadovskii). Soit C' un sous ensemble non vide ,fermé, borné et
convexe d’un espace de banach E et soit l'application continue T : C' — C une ag contraction

alors T admet au moins un point fize dans C

Theorem 2.40 (Darbo-généralisé). Soit C' un sous ensemble non vide ,fermé, borné et

conveze d’un espace de banach E et soit [’application continue
T:C—-C

satisfaisant :

p(T(W)) < op (W), vW C C

ot i un mesure de non compacité arbitraite et ® : [0, 00 — [0, 00[ ,une fonction strictement

croissante (non nécessairement continue)avec :

lim ®" (t) = 0,Vt € [0, 0]

n—oo

Alors T admet au moins un point fize dans C.

Lemma 2.41. Soit C' un sous ensemble non vide , fermé , borné et convexe d’un espace de
banach C (I, E) et soit G une fonction continue de I x I et f: I x E — E une fonction qui
satisfait les condition de carathéodory et il existe p € L' (I,R.) telle que pour tout t € I et

tout sous ensemble borné B C E an a :

lim a(f(IipxB))<p{t)a(B);L,=[t—ht]NI

h—0t+

st V un sous ensemble équicontinue de D ,Alors

o({fetareunassyevt) < 1669 1p6aw @

1



2.7 Mesure de non compacité sur les opérateurs

Definition 2.42. Soit T : D(T) C X — X un opérateur continu et «(.) est la mesure de
non compacité de kuratowski dans X, pour tout k > 0 , on dit que T est une contraction si

pour tout sous-ensemble borné A de D(T), T(A) est un sous-ensemble borné dans X et
a(T(A4)) < ka(A)

pour tout sous-ensemble borné A de D(T) alors a(A) > 0, T(A) est un sous-ensemble borné
dans X et :
a(T(A)) < a(A)

Definition 2.43. Soit T': D(T) C X — X un opérateur continu et x(.) est la mesure de
non compacité de Hausdroff dans X et k > 0, T est dit K—boule contraction si pour tout

sous-ensemble borné A de D(T), T(A) un sous-ensemble borné dans X et :

X(T'(A)) < kx(A)
Remark 2.44. Il est bien connu que :

1. Si k£ < 1, alors tous les opérateurs k-ensemble-contraction se condensation.

2. Chaque opérateur de condensation est 1-ensembel-contraction.
Soit T' € L(X), nous définissons «(7") par

a(T) = inf {k tel que T est k — ensembel — contraction}
et x(T) par
X(T') = inf {k tel que T est k — boule — contraction} .

Dans le lemme suivant, nous donnons certaines propriétés importantes de a(7") et x(7') .
Lemma 2.45. Soit X un espace de Banach et T € L(X) nous avons

1. 1 a(T) < X(T) < 20(T).

2. a(T) =0 & x(T)=0 & T est compact.

3. SiT, S e L(X), donc a(TS) < a(T)a(S) et x(T'S) < x(T)x(S).

4. Sik e K(X) ,donc a(T + k) = a(T) et x(T + k) = x(7).

5. a(T*) < x(T) et o(T) < x(T7), ou T™* désigne 'opérateur de dual de T
6. Si B est un sous- ensemble borné de X, donc a(7T'(B)) < a(T)a(B).




Chapitre 3

Mesure de non compacité et leur

application sur EDF

dans ce chapitre on essaye d’applique la notion de la mesure de non compacité sur les

probléme de type d’une équation différentielle d’ordre fractionnaire

3.1 Application de (MINC)pour ’existance de solution
des EDF

ce section est consacré a ’etude de 'existance de solution pour les problémes aux limites

on consédere I’équation différentielle fractionnaire suivante :([3])

1.
‘Dy(t)=f(t,y) vtel=1[0T],1<r<2 (3.2.1)
y(0) =yo,y (1) = yr -
Ou f:[0;7] x R — R; est une fonction continue.
2.
“Dy(t) = f(t,yt), t€[0,T], 0<a<l (3.1)
ay(0) + by(T) = ¢

Ou f:[0;7] x R — R est une fonction continue. et a; b; ¢ des constant réelles tellque
a+b#0:

dans lesquel
D" est la dérivée fractionnaire de caputo :
f I x E — FE est une fonction donné,satisfaisant quelques hypothése qui seront spécifiées
plus tard,et E est une espace de banach avec la norme || . || cette étude est basé sur les

travaux de R.P.Agarwal et la mesure de non compacité est souvent utilisée dans différentes

31
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branches d’analyse non linéaire spécialement dans I’existence de solution de différentes types
d’équation intégrales la mesure de non compacité associée au théoréme de point fixe de

Monch vont nous permettre d’établir 'existence de solution de probléeme (3.2.1)

3.1.1 Existence de Solution de L’équations Différentielles Frac-

tionnaires de Type Caputo

Premiérement ,on va définir ce qu’est une solution du probléme aux limites (3.2.1) ([8])

Definition 3.1. une fonction y € AC (I, E) est dite une solution du probléme (3.2.1) siy
satisfait l’équation
Dry(t)=f(t,y),surl
y(0) =yo,y (T) = yr
Lemma 3.2. soit 1 <r < 2 et h: I — E une fonction continue,une fonction y est dite

solution de l’équation intégrale fractionnaire :

T
yt) = gt)+ [ G(t,s)h(s)ds
0
ol
t t
gt) = (1—f yo-f—fy:r
et
S L S T — r—1 < o<
Gits) — 1 (tt s) r71T( s) T ,0<s<t
L) | —£(T-5s) A4<s<T

si et seulement si y est une solution du probléme aux limites
Dry(t)y=nh(t),teJ
y(0) = yo,y (T) = yr

Démonstration. On utilise le lemme 1.51 on réduire le probléme(3.2.1) a une équation inté-

grale équivalente

‘Dry(t) = hit)
& DYy () = I'h(1)
& y{t)+co+at=I"h(t)
1o . ,

o y(t)—m/o h(s)(t—s) " ds+ ¢, + it

avec

g = —Co,C=—01
on a
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et
y(T)—F;lr)/o h(s) (T — sy ds +c) + T

ce qui implique que

,_y([@ _y©o 1 1
="~ p _F(T)/O h(s)(T —s) " ds

y(T) = /Oh(s)(T—s)rlds+yo+y(T)t— — (7‘)/0 h(s)(T—s)"

=

r)

c’est a dire :

y(t) = i G (t,s)h(s)ds+ g(t)
o0 = (1= 7w+ g
et :

1 (t—s)r_l—%(T—s)r_1,0<s<t
—% tT(T—S)T_l,t<3<T

comme la fonction G (¢, s) est continue sur [0 x 7] x [0 x T on note par :
G"=sup{|| G(ts) [} (t,s) € I x 1

la fonction g est continue sur /, danc il existe :

g"=suw{llg®)[}tel

(
_ PET) (/Oth(s) <(t—s)T_1—%(T—5)T_1>dS—% tT(T—s)T_lh(s)ds)Jr(l—%

pour établir le résultat principal concernant l’existence des solution de(3.2.1) consédérons

les hypothése suivantes sur f :
(Hy) f : I x E — FE satisfait aux condition de carathéodory
(Hy)il existe p € L' (I, R")tel que

If &y lI<p@) <llyl.viel,ycE

(Hs)Vt € I et pour tout ensemle borné B C E on a :

lima (f (Ip x B)) <p(t)a(B), Ly =t —ht[N]
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Theorem 3.3. On suppose les hypothéses (Hy) _ (Hs)vérifiée tel que :

T
G*/ p(s)ds <1
0

alors le probléme aux limites (3.2.1) admet au mois une solution .

Démonstration. on transforme le probléme (3.2.1) au probléme deu point fixe ,on consédé-

rons 'opérateur :

N : C(,E)—C(IE)
y - <Ny><t>=g<t>+/0 G (t,5) f (s, (s)) ds

le point fixe de N est un solution du probléme (3.2.1).

soit :

R> g
1—-G* [, p(s)ds

et on consédére ’ensemble :
Dp est fermé ,borné et convexe . O

BUT :
Afin de prouver 'existence de point fixe de N ,on doit montrer que N satisfait les hypo-

théses du théoréme 2.38 la preuve se fait en trois étapes :

1. Continuité de N :

Soit {y,} une suite telle que :
Ynpmry dans C (I,E)

Donc Vt € I ,on a:
I (V) (&) — (Vo) (1) =] / G (t,5) f (5, n (5)) ds — / G (t,5) f (s, () ds |
< / 1 G (ta5) Il £ (5.5 (5)) — F (5,(5)) | ds

< @ / | (5.0m () — £ (5,9 (s)) | ds

Comme F' est de carathéodory , on a f mesurable par rapport & y, donc on peut

appliquer la théoréme de la convergence dominée de lebesgue .

Donc :
Tm | (Ny,) (1)~ (Ny) (1) < G / Tim || £ (5, () — £ (5.5 () || ds < 0
Donc

I (Nya) (8) = (Ny) () |l7==s 0
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D’ou la continuité de N.

2. N applique Dg dans Dg :
Soit y € Dy ,pour tout t € I,on a :

N(T) =]l ¢ () +/U G (t.5) f (s,/(s)) ds |
< g ||+/0 1 G (ts) Il £ (5,9 (s)ds |
e / p(s) || | ds, (par (Hs))

T
< g*—l-RG*/ p(s)ds
0

< R,{car: R> gT
1—G* [, p(s)ds

I NT) <R

Donc

C’a’d
(Ny)(t) € Dn= N(Dp)C Dy

3. Bornitude et équicontinuité de N (Dg) :
Par 'etape 2 on a :

N(Dr) = {N(y):y€ Dr}CDg
doncVy € Dgrona:
| N(Dg) o< R

Donc N (Dg) est borné.
Pour I’équicontinuité de N (Dg) ,s0it t1,t5 € I alors :

N (y) (t2) = N (9) (1) 5= 0

Donc N (Dg) est équicontinue .
Maintenant ,soit V' un sous ensemble de Dy tel que :

V C (conoN (V) U{0})

V' est borné et équicontinue .
En plus ,la fonction v — v (t) = a (V (t)) est continue sur I.Puisque g est continue sur

I .elle est borné sur I ,donc ’ensemble { g (¢);t € I } est compact .
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En utilisant (H3) ,la propositin 1.15 et la propriété de la mesure o on a ,pour tout t € I

v(t) = a(V (1)
< a(N(V)(t)u{0})
< a(N(V)(1))
Car
a(N (V) () u{0}) = max{a(N(V)({®),a({0}))}
On a

(N (V) (1)) : {g(t)+/OTG(t,s)f(s,y(s))ds,yev}
- wten+{ [ Geossutndyer)

Donc

a (N (V) (1)) : a({g(t),tef}+{/OTG(t,S)f(Say(S))ds,yeV})

< atgwem+a({[ aesreoenayery)
< o({[ ctoseueniev))

< [Ucusipeeeas

< @ Hvuoo/OTp@)ds

T
CarG*/ p(s)ds < 1
0

On a alors
| vllee=1,ca'd:v(t)=0,Vtel
Le
aV(t) =0
Donc : V (t) est relativement compact dans E.

Par le théoréme d’Arzela_ Ascoli,V est relativement compact dans Dy (car V' C Dg est borné et équi
Puisque toutes les hopothéses du théoréeme ?7sont satisfaites ,I’application N admet par

conséquent un point fixe qui est solution pour le probléme (3.2.1).

3.1.2 Existence de Solution de L’équations Différentielles Frac-

tionnaires de Type Katugampola

Dans ce section, nous étudions l’existence et le caractére unique de solutions pour une

classe de des équations différentielles fractionnaires non linéaires implicites via I’équation de
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Katugampola dérivé fractionnaire avec une condition initiale suivant :
PDovu () = f(x,u(x)),z>0,xel:=[0,T],1<r<2 (3.2)

Avec :

w(0) =0,u (0) = uy. (3.3)
Oul0<r<2p>0etf:[0,T]xR—-R

Les arguments se fondent sur I'arrét Banach principe de contraction, théoréme de Schau-

ders & point fixe et théoréme non linéaire alternative de type Leray-Schauder.

Lemmes Fondamentaux

Nous rappelons quelques définitions et résultats qui seront utilisés dans la suiteNotons
par C'(I,R) I'espace de Banach des fonctions continues u : I — R, avec la norme habituelle

du supremum
[ull o = sup{|lu(z),z € I}

Soit L'(I,R) I'espace de Banach des fonctions mesurables u : I — R qui sont intégrables

de Bochner, doté de .la norme
fully = [ u(ods

u CY(I,R) désigne l'espace des fonctions u : I — R dont les dérivées premiéres sont
absolument continues.De plus, pour un ensemble donné w de fonctions w : I — R, désignons

par

w(x) = {z(x):zcew},xel
et
w(l) = {z2(x):zew},zel

Lemma 3.4. Soit r,p >0 Siu € C[0;T]; alors :
(1) L’équation différentielle fractionnaire (pDS+ y) (z) = 0,admet une solution unique :
u(z) = CotCraP+Cor®+..+Crx™ V7 telle que 7 > 0,C,, € Riet m = 1,2, ...,n,n = [r]+1
(it) Si*Diue C(I,E)et 0<r <1, alors
PI0Y Dy (7) = u(x) + Co + Oyt? + Cot™ + .. + Cpt =P, (3.4)

pour certain constant C,,, € R,m =0,1,2,...,n,n=[r] +1
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Theorem 3.5. Soit S un sous-ensemble borné, fermé et convexe d’un espace de Banach tel
que 0 € S et soit P une application continu de S vers lui-méme. une application continue

de S wvers lui-méme. St l'implication
w=conv (w) ouw=P(w)U{0} = a(w)=0
est valable pour tout sous-ensemble w de S, alors P a un point fixe.

Lemma 3.6. Soit S un sous-ensemble borné, fermé et convexe d’un espace de Banach
C(I,R), G une fonction continue sur I x I et f une fonction de I x R — R qui satis-
fait auzx conditions de Carath’éodory, et supposons qu’il existe P € L'(I,R,) tel que, pour

chaque x € I et chaque ensemble borné B C R, on ait

lim a(f(Iypx B)) <p(x)a(B),Lip=x—htNI]

h—0+
St w est un sous-ensemble équicontinu de S, alors

o({[ewarsuenaucst) < [1G@alnea ) d

I
Résultat d’existence de solution

La présente étude implique que nous définissions ce que nous présentons par une solution
du probléme donné (3.2) - (3.3)

Definition 3.7. On dit qu’une fonction u € uC(I,R) est une solution de la PIV (3.2) -
(5.3), si U satisfait Uéquation® Di,u (z) = f (z,u(x)) sur I, et les conditions et u (0) = u;.

Lemma 3.8. Soit 1 < w < 2 et que f : I — R soit continue. On dit d’une fonction u
qu’elle est solution de l’équation intégrale fractionnaire de Katugampola équation intégrale

fractionnaire

I (r)

si et seulement si u est une solution des équations différentielles fractionnaires de Katugam-

u(x) = ug + wz’ +

/: (zF — ") " s f (s, u(s)) ds (3.5)

pola avec la condition initiale

'Dyu(z) = f(ru(@),se,T) (3.6)

w(0) = wug,u (0) = uy (3.7)

Démonstration. Par le lemme 3.4, nous réduisons (3.6) - (3.7) & une équation intégrale
équivalente

1—r

' (r)

u(z) = ug +wz’ +

/ (a8 = ") " f (s,u(s)) ds + Co + Cra”
0
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pour certaines constantes Cp; C; € R. Les conditions (3.7) ) donnent,
Co = ug, Ch = wy

On obtient donc (3.5). Inversement, si u satisfait ’équation (3.5), les équations (3.6) - (3.7)
sont vraies. Pour dériver le résultat d’existence pour le probléme (3.2) - (3.3), nous donnons
des conditions appropriées comme suit :

(Hy) f: 1 xR — R satisfaites la condition de carathéodory

(Hy)ll existe P € L' (I,R)NC (I,Ry) tellle que

1f G, )]l < g () [|u ()]

pour x € I et chaque u € R

(Hs3)Pour chaque z € I et chaque ensemble borné B C R, nous avons.

lim a(f(l;p x B)) <p(z)a(B),lth=[r—ht[NI

h—0+t
]
Theorem 3.9. Supposons que (Hy) — (H3) soient vérifiés. Soit ¢* = sup,erq(z). Si
q*TpT
— <1 3.8
p'T(r+1) (3:8)

alors la PIV (3.2) - (3.3) a au moins une solution.

Démonstration. Convertir le probléme (3.2) - (3.3) en un probléme de point fixe. Considérons
Vopérateur P : C(I, R) — C(I, R)défini par

1—r
T (r)
Clairement, les points fixes de 'opérateur P sont des solutions du probléme (3.2) - (3.3).
Soit

P (u) (x) = up + urz” + /Of (zf — s") " P f (s, u(s)) ds

[uol| + Jluall 77
7”‘0 Z 1 . q*Tp'r
prI(r+1)

(3.9)

et considérer

Sro ={u € C(I,R) : [Jull, < 7o}

Clairement, le sous-ensemble S, est fermé, borné et convexe. Nous allons montrer que P
satisfait les hypothéses du théoréme (3.5).
La preuve du théoréme est donnée en plusieurs étapes.

Etape 1 : P est continu. Soit {u,} une suite telle queu,, — udans C(I, R). Alors pour
chaque x € I,

1—r

o [ @ = e s 9) = )] o)

P z p_SpT_lspil s u (s)) — s uls
rm/o (2 =) 1f (5. () = f (s, ()] d8.11)

1P () (2) — P (u) (2)]| = \

IN
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Puisque f est de type Carathéodory, par le théoréme de convergence dominée de Lebesgue,
nous avons

| P (u,) () — P (u) ()|, — 0, comme n — oo

Etape 2 :P fait correspondre S,, a lui-méme. Pour chaque u € S,, par (H3) et (3.9), on

a, pour chaque z € I,

1—r

IP@ @I < fuotwal+ s [ =0y )l ds
plfr

<l | T2+ s [ o =) )l ds
o rop' " (7 o opyr—1 p—1
< ool + ol 7+ s [ @ =y g ) s
0

Toplfrq*Tpr

< Nugll + [|ua|| TP + —————

< lwoll + [lual| T +1)

1—r * T

rop. g1

P (u) (x < Nluoll + ||l || TP + —————
1P @) @< ol + | 72+ e s

1P (u) (@)[| < 7o

Etape 3 : P (S,,)est bornée et équicontinue. Par la revendication 2, il est évident que
P (S,,) C C(I, R)est borné. Pour ’équicontinuité de P (S,,) , soit z1;22 € I, x1 < x5 et
u € P(S,,) . Alors

IP @) o) = P @l <l = ofl+ £ [ =y I oDl ds— s [
< Nl =t + o [ [ o = o =] 1 ()
< ulllog =t + Fo [ [0 = = e =7 a0 Ju )l
Donc
1P () (22) = P () Gen)l| < el 1 = 8]+ Fs / (2 =) = (@ = )| 72 (s) ds + -

Comme x1 — 9, le coté droit de l'inégalité ci-dessus tend vers zéro. Maintenant, soit w
un sous-ensemble de S, tel que w C conv(P(w) N {0}). D’apres la revendication 3, le sous-

ensemble w est borné et équicontinu et donc la fonction z — z(x) = a(w(x)) est continue sur

I. Puisque la fonction x — g+ u12” est continue sur I, 'ensemble {Uy + UyzP;2r € I} C R

est compact. En utilisant ce fait,(H3), le lemme (3.6) et les propriétés de la mesure «, on a,
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pour chaque x € [

2(z) = a(P(w)u{0})
< a(P) @)
< le(r /0 (zF — s°)" " s Lq (s) o (w(s)) ds
< 5?‘(—7”) /O:C(a:p s) P g (s)w (s) ds
< el [ @ = ) s

q*TTp
< el D
Cela donne ca
2] < Il T

© = p’“F (7" +1)

Par (3.8), il s’ensuit que || z ||= 0, c’est-a-dire z(z) = 0 pour tout x € I, et alors w(zx)
est relativement compact dans R. En examen du théoréme d’Ascoli-Arzel‘a, Wis relativement
compact dans S,, . En appliquant maintenant le théoréme (3.5), nous concluons que P a un

point fixe qui est une solution du probléme (3.2) - (3.3) O

Example 3.10. Nous considérons le probleme suivant de la PIV fractionnelle de Katugampola

{ ("Dy.u) () = f (x,

gfL‘)) , T 16 I:=10,1] (3.12)

(i)w 4smx\u|
[, u(z)) = 64(1+vz)
0,z=0,uelR

,rel,uelR

Clairement, la fonction f est continue. L’hypothése (Hs) est satisfaite avec

(9‘[>x 1 sinz [ul
IF ool <~ e

VT 4~ 1 sinalu
ot q(x) = %PGT conséquent, la condition (3.8) est satisfaite avec

q*Tpr

— <1
pT(r+1)

Par conséquent, le théoréme (3.9) implique que le probléme (3.12) a au moins une solution
définie sur I.



Conclution

Le travaille qu'on a fait dans ce mémoire & un résultat trés important c’est ’etude
sur 'existence de solution d’un équation différentielle d’ordre fractionnaire ou le deuxiéme
membre est non linéaire ,utilisons la théorié de point fixe et de prouverque 'opérateur dif-
férentiel est un opérateur contractant etilisons les propriétés de la mesure de non compacité
au lieu les propriétés topologiques.
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Résumé :
Le principe de point fixe est trés important dans la résolution d’équations

différentielles d’ordre fractionnaire au sens de Caputo non linéaires, en particulier,
dans I’étude de I’existence et de I’unicité.

Dans ce mémoire, nous aborderons I'étude de la mise a I'échelle non compacte sur
les opérateurs linéaires appliqués sous la forme d'équations différentielles
ordinaires, ordinaires et parlantes en prouvant I'existence de solutions utilisant le
théoréeme du point fixe de Ménch combiné a la mise a I'échelle de Kuratouviski

Abstract:

The fixed point principle is very important in the resolution of nonlinear fractional
order differential equations, in the sense of nonlinear Caputo, especially in the
study of existence and unigueness.

In this note, In this review, we will approach the study of non-compact scaling on
linear operators applied in the form of ordinary, ordinary and talking differential
equations by proving the existence of solutions using Ménch fixed point theorem
combined with Kuratouviski scaling
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