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Introduction

Cette publication est le fruit de trois années d’enseignement en troisieme année mathé-
matiques 1’Université de M’Sila, couvrant les années académiques 2019-2020, 2020-2021 et
2021-2022. Elle a été con ue pour offrir une vue d’ensemble complete des concepts fondamen-
taux et avancés en géométrie différentielle, avec une structure progressive visant faciliter
I’apprentissage et la compréhension.

Le contenu de cette publication est riche et diversifié, englobant plusieurs aspects essentiels
de la géométrie différentielle. Il débute par une introduction au calcul différentiel, suivie par
I’exploration des notions et des propriétés des sous-variétés dans R”. Ensuite, I’étude se poursuit
avec les formes différentielles et la différentielle extérieure, offrant une compréhension des outils
nécessaires pour manipuler ces objets mathématiques complexes. Les techniques d’intégration
sur les sous-variétés sont également abordées, fournissant les bases pour les calculs pratiques et
théoriques en géométrie différentielle.

En outre, cette publication explore des notions plus avancées concernant les variétés abs-
traites, telles que les cartes, les atlas, les morphismes, les espaces tangents, et les variétés
bord. Ces concepts sont cruciaux pour une compréhension approfondie des structures géomé-
triques et topologiques des variétés, qui jouent un r le central dans de nombreuses branches des
mathématiques et de la physique théorique.

Cette publication est con ue pour fournir aux étudiants une base solide en géométrie dif-
férentielle. mesure qu’ils progressent travers les chapitres, les lecteurs développeront une
compréhension approfondie des concepts et des techniques utilisés dans I’étude des structures
géométriques et topologiques des variétés.

M’sila, le 21 septembre 2023, correspondant au 6 Ramadhan 1445 AH.
Saadi Abderachid.



Chapitre 1

Un peu de calcul différentiel

Dans ce chapitre on va considérer des applications de R™ dans R™.
Pour des notions plus générale en réfere aux livres de calcul différentiel dans les espaces de
Banach.

1.1 Applications de classe C"

Soit une fonction f : U — V ou U est un ouvert de R", et V est un ouvert de R™ . Soit
(é1,...,e,) la base canonique de R", et Soit (ey, ..., e,) la base canonique de R™.

Définition 1.1. On dit que f est différentiable en a € U s’il existe une application linéaire
D,f :R" — R™, telle que

Vh e R"a+h e U= fla+h)— f(a) = Daf(h) +||h]|e(h)

ot lim e(h) = 0 dans F.
h—0

et ) f@) = Duf ]
h—0 IlA|l
On dit que f est différentiable sur U st elle est différentiable en tout point de U.

ou de fagon équivalente

Exemple 1.1. . Une application réelle définie sur un voisinage de a € R est différentiable en
a si elle est dérivable en a. De plus : Yz € R: D, f(z) = f'(a).x

Définition 1.2. Soit f un fonction de U dans V.

i) On dit que f est de classe C' sur U si pour tout a € U l'application D,f est continues, et
on écrit U € CH(U, V).

ii) On définit de méme Uespace U € C*(U, V) (k > 1) comme étant 'ensembles des fonctions
k fois continuement différentiables.

iii) On pose : C(U,V) = ﬂ CHU, V)
k=1
Définition 1.3. Soit v € R" tel que ||v|| = 1. Posons D = {t € R: a+tv € U}, et soit la

fonction 1) : D — R, qui est définie par ¢ (t) = f(a+tv). Sila fonction ¢ est dérivable au point
of

0 on appelle ¥'(0) la dérivée au direction de v, on le note par ) et on écrit 5 = D.f(v) =
v v

i L@t tv) — fla).

t—0 t

Daf(ei) .

En particulier

81’2' -



Définition 1.4. On pose f = (f1, fa,-- -, fm). On appelle matrice Jacobienne de f la matrice
Jf= (af "

8xj)1§i§m,1§j§n

Théoréme 1.1. On dit que f est de classe C* si tout les dérivées partielles sont continues.

oF f 0 oFLf
Ox;, ...0x;, Oy, \ Oz, .. .0z,

Remarque 1.1. On définit les dérivées partielles d’ordre supérieures :

1.2 Quelques théorémes

Définition 1.5. Etant données deux ouverts U et V de R™. On dit qu’une fonction i de U et
V est Ck— difféomorphisme (k > 1) si :

i) ¢ € CHU, V),
ii) 1 est bijective,
iii) vt e C*(U,V).

Remarque 1.2. Si ) est un C*— difféomorphisme de U dans V, alors pour tout x € U, Dy
est un isomorphisme de R™ dans R, et on a : Dyt = (D)™

Définition 1.6. Soit U,V deux ouverts de R™, et f une application de classe C*(U, V) (k > 1).
On dit que f est étale en un point x € U si D, f est un isomorphisme.
Si f est étale en tout point € U, on dit que f est étale sur U.

Théoréme 1.2 (inversion locale). Soit 1) : R® — R™ une application de classe C' telle que
D, ¢ est inversible pour xy € R™. Alors, 1 est un difféomorphisme local au voisinage de x,
c’est a dire qu’il existe des ouverts U et V' de R™ contenant xy et ¥(xzg) tels que |y est un
Cl— difféomorphisme.

Remarque 1.3. Le théoréme d’inversion locale dit que, si f est de classe C', au voisinage
d’un point ot elle est étale, c¢’est un C'— difféomorphisme locale.

Théoréme 1.3 (fonctions implicites). Soit F' une fonction de classe C*, définie sur un ouvert
U de R? x R?, a valeurs dans R?. Soit (a,b) € R? x R? tel que F(a,b) = 0. On suppose que

OF;
la matrice ( (a, b)) est inversible. Alors il existe un voisinage ouvert U de (a,b)
1<i<q,1<j<q

dy;
dans RP x RY, un voisinage V de a dans RP et une fonction g : V — R? de classe C* tels que,
pour tout (x,y) € U, on a F(x,y) =0 si et seulement si y = g(z).

Définition 1.7. Etant données un ouvert U de R™, et soit f une fonction de classe Ct de U
dans R™. On dit qu’un point x € U est un point critique si rang D, f < min{n, m}.

On dit que x est régulier si x est non critique.

Le lieu critique C est l’ensembles des points critiques, alors V. = f(C') estappelé l’ensembles
des valeurs critiques de f.

Exemple 1.2. [9] f: R? — R? définie par : f(z,y) = (v,4*). Ona : C =V, =R x {0}.

Théoréme 1.4. [Sard][9] Etant données un ouvert U de R", et soit f une fonction de classe

C*(k > 1) de U dans R™. Alors, si k > m_ 1, l’ensemble des valeurs critiques de f est
n

négligeable.



1.3 Immersion, submersion

Définition 1.8. Soit U un ouvert de R™, et f une application de U dans R™. On dit que f est
une immersion en un point x € U si D, f est injective.
Si f est une immersion en tout point € U, on dit que f est une immersion sur U.

Théoréme 1.5. [3, 15] Soit U un ouvert de R", et f une application de classe C* de U dans
R™, qui soit une immersion en un point x € U. Alors, il existe un voisinage ouvert V de f(x)
et un ouvert W de R, tels que f(U) C V, et il existe un C*— difféomorphisme g de V dans
g(V), tel que la restriction de go f a W soit la restriction cannoique de R™ x {0}~ dans R™.

Exemple 1.3. [5 U =]a, b[ un intervalle ouvert, et f :]a,b[— R? une courbe paramétrique.

Définition 1.9. Soit U un ouvert de R™, et f une application de U dans R™. On dit que f est
une submersion en un point x € U si D, f est surjective.
Si f est une submersion en tout point € U, on dit que f est une submersion sur U.

Théoréme 1.6. [3, 15] Soit U un ouvert de R", et f une application de classe C* de U dans
R™, qui soit une submersion en un point x € U. Alors, il existe un voisinage ouvert V de f(x),
et un C*— difféomorphisme g de V dans g(V'), tel que la restriction de f a'V soit égale d 7o g,
ou T est la progection cannoique de R™ sur R™.

Théoréme 1.7. [15, 16] Soit U un ouvert de R"™ contenant 0, et f une application de classe
C* de U dans R™, qui soit une application de rang constant r < min{n, m} sur un voisinage
de 0 avec f(0) = 0. Alors, il eviste un C*— difféomorphisme locale 1) de R™ en 0, et C*—
difféomorphisme locale p de R™ en 0, tels que au voisinage de 0 on ait : o fop(xy,...,x,) =
(x1,...,2,0,...,0).

1.4 Exercices

Exercice 1.1. :

1. On considere ’équation : x1x9 — x3lnay + €172 — 1 = 0.
Au voisinage du point (0,1,2), Peut-on [’y résoudre pour x1 ¢ pour xs ¢ pour x3 ?

2. On considére le systéme d’équations : vy + xo +x3 =1 et 22 + 23 + 22 = 1.
Au voisinage du point (1,0,0), quelles variables peut-on y éliminer ¢

Exercice 1.2. :

1. Montrer que le systéme : y; = x3cos(xixs), Yo = xzsin(xixs), Y3 = T1 + T3
peut €tre résolu pour x au voisinage de tout point xq tel que xg1.203 7 0.

2. Calculer les dérivées partielles au point yo des fonctions obtenues lorsque o = (1,0, 1).
Exercice 1.3. : Soit f(z) = (z1,23,23).

1. Vérifier que f est inversible au voisinage de 0 bien que Dyf ne le soit pas.

2. Ezxpliquer
Exercice 1.4. : Les fonctions suivantes sont-elles des immersions ¢ des submersions ?

1. [:R* =R (2,y) — (2,9,0),



S v e

[R5 R (2,y,2) — (y,2),

[R5 R, (2,y,2) — 2y + 2yz + 322,
f:R = Rt +— (sin(2t),sin(3t)),

fiR = RE (2,y,2) — (22 + 9% + 22, 2y),

f:R* = R3 (z,y) — (€%, cosy, siny).

Exercice 1.5. :

1.

2.

Montrer que la fonction f : R? — R? définit par : f(z,y) = (2? + y?, . + y) admet une
inversion locale au voisinage de (0,1).

Montrer que la fonction g : R — R? définit par : g(t) = (t* — 1,2t + 3) est une immersion.

Exercice 1.6. : Soit la fonction f, de R dans R, définie par :

3.

V(z,y,2) €ER?: flx,y,2) = 2° +9y* + 2° + 22 + 2y + 22.
Calculer V f.
Donner l’ensemble des points (a,b,c) € R? tel que f(a,b,c) =0 et :

i) la relation f(x,y,z) =0 détermine x en fonction de (y, z), au voisinage de (a,b,c).
ii) la relation f(x,y,z) =0 détermine y en fonction de (x,z), au voisinage de (a,b,c).

iii) la relation f(z,y,z) =0 détermine z en fonction de (z,y). au voisinage de (a,b,c).

Donner l’ensemble C' des points (z,y,z) € R3, pour lesquels f est submersion.

Exercice 1.7. : Soit la fonction f, de R? dans R?, définie par :

V(z,y) € R?: f(x,y) = (z + siny,sinz + ).
Donner J f(x,y) la matrice Jacobienne de f au point (z,y) € R
Calculer |J f|(x,y) le déterminant de J f(z,y).

Montrer qu’il existe V€ V(m,0) tel que f réalise un C'— difféomorphisme de V dans
fv).

Calculer Jf~(m,0) la matrice Jacobienne de f~' au point (7,0) = f(m,0).

1.5 Correction des exercices

Solution 1.1. :

1.

Ty — x3Inxe + €12 — 1 =0,a = (0,1,2).
Soit f la fonction de R® dans R définie par : f(x1, 29, 73) = 109 — 23N 15 + 172 — 1.

ﬁ = Xg + xoet*? 8_f =z — 3 + ze"7? —— = —Inxy. Donc :
%xfl @f 8x2 afl’g 6’x3

——(a) = —(a) = — —(a)=0. A :

o (a) =2 s (a) 2 e (a) = 0. Alors

Au voisinage du point a = (0,1,2), Peut- on résoudre [’équation pour zy et 5.

9



2. m+aetag=1eta?+as+25=10=(1,0,0).
Soit g la fonction de R® dans R? définie par : g(x1, xo, v3) = (v1+To+r3—1, 22 +23+23-1).

Jg(:cl,xQ,xg):( Lo > Donc : Jg(1,0,0) = (; (1) (1)>

21 2x9 2x3
1 1 L e
Les deux vecteurs ( 0 ) et ( 0 ) sont colinéaires. On peut alors éliminer x4 ou x3 au

voisinage du point (1,0,0).
Il existe une fonction hy tel que (z1,x3) = h(xs).
Il existe une fonction hy tel que (x1,z5) = h(x3).

Solution 1.2.

1. On a le systéme : y; = x3cos(x1x3), Yo = xgsin(xixs), Y3 = T + X3
Soit f la fonction de R® dans R3 définie par : f(x1, x9, v3) = (23 cos(x122), T3 sin(z122), 11+
333).
—xoxgsin(xymy) —xyxgsin(zizy) cos(rixs)
Jf(xy, 9, 23) = Towg cos(r122) w3 cos(Tixe)  sin(zyas)
1 0 1
Donc : detJ f(x1,xe,23) = —x123

On peut alors résoudre 'équation au voisinage de tout point xq tel que xo1.203 # 0.

2. w0 = (1,0,1),50 = (1,0,2), Jf " (yo) = (Jf(w0)) -
0 1 0 -1
1 . Donc : Jfyy) = 1 -1 -1
0

0
Ona:Jf(xg)=11
1 -1 0 0

_ o

Solution 1.3. : f(z) = (z1, 23, 23).

1. On peut facilement vérifier que f~' existe et on a : f~1(z) = (xl,xé, x;,%
1 0 0 1 00
Jf(z1,x9,23) = 0 323 0 |. Donc:Jf(0,0,00=1{ 0 0 0
0 0 523 000

Alors, detJf(0,0,0) =0, i.e Do f n'est pas inversible.

2. On conclu que la condition D,,f # 0 dans le théoréeme d’inversion local n’est pas néces-
saire.

Solution 1.4. :

10

1. f:R? =R (z,y) — (x,9,0),Jf =] 0 1
00

rangJf = 2 = dimR? ’ensemble de départ. Donc : f est une immersion.

001
rangJf = 2 = dimR? l’ensemble de d’arrivé. Donc : f est une submersion.

2. R} = R? (z,y,2) — (y, 2), sz(o L 0).

y+ 3z
8 f:RE=S R (v,y,2) —> ay+2yz+3w2,Jf =Vf=| z+22
2y + 3z

Vf =0 siet seulement si x =y = 0. Donc : f est une submersion sur R>\ {(0,0,0)}

10



4. f:R — R% ¢+ (sin(2t),sin(3t)), f'(t) = (2cos(2t), 3 cos(3t)).
f'#0. Donc : f est une immersion.

5. f R R (2,y,2) — (2 +y° + 2%, ay), Jf = ( 2; Q:sy 202 )

rangJf <2 si (z,y,2) = (2,2,0) ou (x,y,2) = (x,—x,0), i.e (z,y,2) € vect{(1,1,0)} U
vect{(1,—1,0)}.
Donc : f est une submersion sur R? \ [vect{(1,1,0)} Uwvect{(1,—1,0)}].

e’ 0
6. [:R* >R (z,y) — (€% cosy,siny), Jf=| 0 —siny
0 cosy

rangJ f = 2 = dimR? ’ensemble de départ. Donc : f est une immersion.
Solution 1.5. :

0 2
11
admet une inversion locale au voisinage de (0,1).

1. On a : Jg(0,1) = ( , et detJ;(0,1) # 0. D’aprés théoréme d’inversion local f

2. On a : ¢'(t) = (2t,2) # 0 pour tout t € R. Donc rangg'(t) = 1 dimension de ’ensemble
de départ, alors g est une immersion.

Solution 1.6. :
Y(z,y) € R®: f(x,y,2) = 2> +y* + 2% + 22 + 2y + 22.
1. Vf(x,y,2) = 2+ 2,2y + 2,22 4+ 2).
2. (a,b,c) € R?, Vf(a,b,c) = (2a+2,2b+ 2,2c + 2).

i) %(a, b,c) # 0 si et seulement si a # —1.

Donc : la relation f(x,y,z) = 0 détermine x en fonction de (y,z) dans l’ensemble
{(a,b,c) € R®: f(a,b,c) =0,a # —1}.

ii) %(a, b,c) # 0 si et seulement si b # —1.

Donc : la relation f(x,y,z) = 0 détermine x en fonction de (y,z) dans l’ensemble

{(a,b,c) e R®: f(a,b,c) =0,b# —1}.

iii) g(a, b,c) # 0 si et seulement si ¢ # —1.
2z

Donc : la relation f(x,y,z) = 0 détermine x en fonction de (y,z) dans l’ensemble
{(a,b,c) € R®: f(a,b,c) =0,c# —1}.

3. f n'est pas une submersion si et seulement si rangV f(x,y, z) < 1,
i.e Vf(x,y,z) =0, ce qui donne (z,y,z) = (—1,—1,—1).
Donc : l’ensemble des points (x,y,z) € R3, pour lesquels f est submersion est

C =R\ {(~1,-1,-1)}.

Solution 1.7. :
V(z,y) € R?: f(x,y) = (x + siny,sinz +y).

1. Jf(m,y)z( L Colsy>'

COS T
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1 cosy
cosr 1

2. [Jf|(z,y) =

’ =1-—cosz.cosy.

3. [ est différentiable et |J f|(7,0) = 2 # 0. D’aprés le théoréme d’inversion local, il existe
V € V(r,0) tel que f réalise un C'— difféomorphisme de V dans f(V).

4. Ona : Jf(m 0) = ( _11 1) Donc :
1

Jf(m,0) = [Jf(m,0)] 7 = 2

N | =
N —
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Chapitre 2

Sous - variété de R"

2.1 La notion d’une sous - variété

Soit n,m € N tels que n > 1 et 0 < m < n. On peut écrire R” = R™ x R*"™™. Soit
ke NU{+o0}

Définition 2.1. Soit V une partie de R™. On dit que V' est une sous-variété de R™ de dimonsion
m, et de classe C* si pour tout x € V il existe un ouvert U, de R™, un voisinage ouvert O, de
x dans R™ et une application v, : U, — O, tels que :

i) L’application @, est différentiable de classe C*,
ii) lapplication p, est un homéomorphisme de U, dans V N O,,
iii) Uapplication p, est une immersion sur U,.

L’application ¢, est un paramétrage local de la sous-variété V en z. Son inverse o ! :
O, NV — U,, est une carte ou encore un systéme de coordonnées (locales) de la sous-variété
Ven x.

n — m est appelé la codimension de la sous-variété V' de dimension m de R™.
Une sous-variété de codimension 1 est appelée hypersurface.
Une sous-variété de dimension 2 est appelée surface.

Proposition 2.1. [16] Soit U un ouvert de R™, et f : U — R"™™ une fonction différentiable de
classe C*. Le graphe de ¢, i.e l'ensemble Graphe(f) = {(x; f(x)),z € U} est une sous-variété
de R" de dimension m.

Théoréme 2.1. [3, 9, 15, 16] V C R" est une sous- variété de R"™ de dimension m et de classe
C* si et seulement si pour tout point x € V, il existe un voisinage ouwvert O, de V dans R"™, un
isomorphisme linéaire A : R" — R"™, un ouvert U de R™ et une application f : U — R"™™ de
classe C* tels que VN O, =V N{A((y, f(y));y € U}.

Proposition 2.2. [9, 16| Soit f : U — R"™™ une fonction différentiable définie sur un ouvert
V de R".

1. Soit x € U tel que f est submersion au point x. Posons a = f(z). Alors il existe un
voisinage ouvert Uy de x dans U tel que f~'{a} NU; est une sous-variété de dimension
m de R".

2. Soit a une valeur réguliere de f. Alors V = f~1{a} est une sous-variété de dimension m
de R".
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Théoreme 2.2. [3, 15, 16| Soit a € R*"™™. V C R" est une sous- variété de R"™ de dimension
m et de classe C* si et seulement si pour tout point x € V, il existe un voisinage ouvert U, de
x dans R", et une fonction ¥ : U, — R"™™, de classe C*, dont a est une valeur réguliére tels
que VNU, =¥ H0}.

Corollaire 2.1. [5] V C R" est une sous- variété de R™ de dimonsion m et de classe C* si et
seulement si pour tout point x € V, il existe un voisinage ouvert U, de x dans R", et n —m
fonctions ; : U, — R, de classe CF, telles que les formes linéaires D, f sont indépendantes, et

que VNO, = ﬂ ¥ H{0}.
i=1

Théoréme 2.3. [3, 9, 15, 16] V C R" est une sous- variété de R™ de dimonsion m et de classe

C* si et seulement si pour tout point x € V., il existe un voisinage ouvert U, de x dans R", un
ouvert O, dans R", et un C*— difféomorphisme ® : U, — O,, tels que ®(V NU,) = O, NR™.

Définition 2.2. Soit V une sous-variété de R™. Le bord de V est OV = V\ V. Une sous-variété
sans bord est une sous-variété V telle que OV = ().

2.2 Exemples

Exemple 2.1. [16] Une sous-variété de dimension 0 de R™ est un ensemble discret.
Exemple 2.2. [16] Un sous-espace vectoriel ou affine de R™ de dimension m est une sous-
variété linéaire.

Exemple 2.3. [16] Un ouvert O d’une sous-variété V de R" est une sous-variété de R", de
meéme classe de régularité, et de méme dimension.

Exemple 2.4. [3, 16] Le cercle C(a,r) de centre a et de rayon r dans R* est une sous-variété
de R?.

Généralement la sphére S™ = {x = (x1, T2, ..., Ty Tr1) € R™T 2 |z| = 1} est une sous-
variété de dimension m, et de classe C'*°

Exemple 2.5. [16] V = [0, +oo[. Tout voisinage ouvert conneze de 0 est de la forme [0,a[,a > 0,
qui n’est jamais homéomorphe a R™.

Exemple 2.6. [16] S = (R x {0}) U ({0} x R). Tout voisinage connezxe de (0,0) dans V est
encore homéomorphe a V. Or V\{(0,0)} posséde 4 composantes connexes, ce qui montre que
V' ne peut étre homéomorphe a un R™.

Exemple 2.7. [16] V = {(t},t*),t € R}. Le point (0,0) est un point de rebroussement de
premiére espece. Qon ne peut pas trouver de paramétrage local en ce point.

Exemple 2.8. [16] V = {(t* — 4t,t* — 4),t € R}. L’application t — (> — 4t,1*> — 4) est une
immersion en tout point, mais l'image n’est pas une sous-variété a cause du point multiple en
(0,0).

Exemple 2.9. [Tore][3, 16] Soit T? le tore d’aze D = {(z,y,z) € R® : x = y = 0}, dont les
distances respectivement minimale et maximale a 'axe sont 1 et 3, défini par :

T2 = {(2,y,2) € R®: (\/22 + 12 —2) + 22 = 1}
2z

V3

variété (calotte sphérique). Son bord est le cercle d’équation { (z,y,2) € R® : 2® + y* + 2° =

Exemple 2.10. V = {(x, y,2) ER? 12?497 4 2% — 0,22 + 12 4+ 2° < 1} est une sous-

, 2

| =

Exemple 2.11. V = {(z,y,2) € R3: 2 = 2% + y*} na pas de bord.
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2.3 Espaces tangents

Définition 2.3. Soit V' une sous-variété de dimension m de R™. On dit que v € R™ est un
vecteur tangent de x € V' s’il y a une courbe paramétrée o : I — R"™, ou I est un intervalle
ouvert de R contenant 0, telle que a(0) = x,a’(0) = v.

On appelle espace tangent a 'V en x, et on le note par T, l’ensemble des vecteurs tangents a V'
en x.

Théoréme 2.4. [3, 16] Soit V une sous-variété de dimension m de R", et soit x € V. Alors,
T, est un sous-espace vectoriel de R™.

Définition 2.4. Soit V une sous-variété de dimension m de R™, T, [’espace tangent a V en
un point x € V. On note T, le sous-espace affine qui passe au point x, est dirigé pat T,. On
appelle T, Uespace affine tangent de V' au point x.

Proposition 2.3. [16] Soient V' une sous-variété de dimension m deR*, x € V, et p:U =V

un paramétrage local de V' en x. Notons u = (uy,...,uy) la variable d’une fonction définie sur
0
U CR™ Soit (eq,...,en) la base canonique de R™. Posons ¢y, (u) = Dyp(e;) = 8S0 (u). Alors
Uy

pour tout u € U, (¢y, (1), ..., Pu, (u)) est une base de T,.

Proposition 2.4. [3, 16| SiV = {(u, f(u))} est une sous-variété de R™, définie par le graphe
d’une application f: U C R™ — R™™™  alors l’espace tangent en x = (u, f(u)) est le graphe de
Duf.

Exemple 2.12. V = {(¢,t?),t € R}.

Proposition 2.5. [3, 16] Si V'S est une sous-variété de R™ définie par V = {x € R" : F(x) =
0}, ot O est valeur réguliére de F, alors pour tout x € v, T, = ker D, F.

Exemple 2.13. V = {(z,y,2) € R? : 2* + 2222 + y* + 222 — 1 = 0}.

2.4 Topologie sur une sous-variété

On définit une topologie sur une sous-variété V' on utilisant les paramétrages locaux. Toutes
paramétrages locaux en un point forment une base de voisinages de ce point, et la réunion de
toutes ces bases de voisinages forme une base de la topologie. On a le théoréme suivant :

Théoréme 2.5. [3, 16] La topologie précédant et la topologie induite de R™ cooncident.

Remarque 2.1. Une sous-variété de dimension m est localement homéomorphe a R™. Elle
est localement connexe par arcs, et donc connexe par arcs si elle est connexe. Elle est aussi
localement compacte, séparé et séparable.

Définition 2.5. Un recouvrement U = (U;)ic; d’un espace topologique X est dit localement
fini si tout point de X posséde un voisinage qui n’intersecte qu’un nombre fini d’éléments du
recouvrement.

Définition 2.6. Etant donné un recouvrement U = (U;);er d’un espace topologique X, on dit
qu’un recovvrement V = (V;),es est subordonné au recouvrement U = (U;);er si chaque V; est
contenu dans 'un des U;.

Définition 2.7. Une partition de l'unité de classe C* d’une sous-variété V de R™ consiste en
la donnée d’un recouvrement owvert U = (U;)ie; de V', et d’une famille de fonctions (1;);cr de
classe C*, telle que :
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i) Pour touti € I :1; >0,
ii) Pour tout i € I, le support Supp(;) de 1; est inclus dans U;,

iii) Le recouvrement U = (U;)ier de V' est localement fin,

iv) Pour tout x € V : Z@D,(m) =1.

Théoréme 2.6. [3, 10] Soient V une sous-variété de dimension m de R™ et W = (W;);er
un recovvrement ouvert de V.. Alors il existe une famille dénombrable de paramétrages locaux
w; : B(0,3) = V,j € J, tel que (¢;(B(0,3))),es forme un recouvrement ouvert localement fini
de V., subordonné a W = (W;)er et telle que les ouverts (p;(B(0,1)));es recouvrent V.

Corollaire 2.2. [16] Soient V' une sous-variété de dimension m de R"™ et W = (W,);er un
recouvrement ouvert de V. Alors il existe une partition de l'unité subordonnée a W = (W, )ier.

Proposition 2.6. [16] Soit © un point d’une sous-variété V de dimension m de R™, et
sotent @1 : Uy — Vipe @ U2 — V deux paramétrages de V au woisinage de x. Notons
W = ¢1(Uy) @2(Us). C’est un wvoisinage de x dans V', et le changement de paramétrage
0= @i ows o3 (W) — ;Y (W) est un homéomorphisme. Si les deuz paramétrages sont
de classe C* (k > 1), le changement de paramétrage est un C*— diféomorphisme.

2.5 Différentiabilité dans les sous-variété

Définition 2.8. Soit f : V — R une fonction définie sur une sous-variété V de dimension m
et de classe CF de R™.

i) On dit que [ est différentiable en x € V' si pour tout paramétrage ¢ : U — V avec x €
o(U) C V, la fonction fop:U — R est différentiable en y = o= *(z).

ii) On dit que f est différentiable surV si elle est différentiable en tout point de V.

iii) On dit que f est de classe C"(r > k) sur V' si pour tout paramétrage o : U — V la fonction
fop:U — R est de classe C" sur U.

Définition 2.9. Soit Vi et V, respectivement deux sous-variétés de R™ et R™, de classe au
moins C"(r > 1), et soit ¢ : Vi — Vo une application continue entre les sous-variétés.

i) On dit que 1) est de classe C" si quels que soient les paramétrages o1 : Uy — Vi, p9 : Uy — V4
de Vi et Vy, Uapplication py* o1 o @y définie sur o7 (™" (p2(Us)) N p1(Uy)) ¢ valeurs
dans Uy est de classe C”

ii) On dit que ) est différentiable en x € Vi si quels que soient les paramétrages @1 : U; —
Vi, 00 : Uy — Vo de Vi et Va, Uapplication o, oo, définie sur oyt (v (02 (Us))Nip1 (Uy))
a valeurs dans Uy est différentiable en x € V.

Exemple 2.14. [10] Les paramétrages locauz d’une sous-variété de classe C" sont des appli-
cations de classes C".

Définition 2.10. Soit ¢ : Vi — V5 une application continue entre les sous-variétés Vi et Vs, et
x un point de Vi ou elle est différentiable. Alors il existe une application linéaire Dy : T, Vi :—
Ty@)Va, caractérisée par l'une des propriétés suivantes :

16



i) Siv e T,Vi s’écrit v = Dyp(w), ot p : U — Vi est un paramétrage local en x tel que
o(x) =y avec w € R™, alors Dyp(v) = Dyd(1) o ) (w).

ii) Siv e T,V sécrit v=¢'(0), ot a: I — V; est une courbe paramétrée de classe C* d’un
intervalle ouvert I contenant 0 dans Vi telle que «(0) = x, alors D,y(v) = f'(0) ou

b=voa:l—V,.
L’application linéaire D, est appelée la différentielle de v au point x.
On note C" (W7, V,) 'espace des applications de classe C" d'un ouvert W, de Vi dans V5.

Définition 2.11. Soit Vi et V5 respectivement deux sous-variétés de R™ et R, de classe au
moins C*(r > 1), et soit 1 : Vi — Vo une application. On dit que v est un C*-difféomorphisme
si c’est un homéomorphisme et si 1 et ™' sont de classe C*. On dit alors que Vy et Vo sont
Ck— difféomorphes.

Proposition 2.7. [16] Soit Vi et V, respectivement deur sous-variétés de R™ et R™, de classe
au moins C*(r > 1), et soit 1 : Vi — Vo un difféomorphisme. Alors pour tout x € Vi, Dy :
T,V = Ty Vo est un isomorphisme, d’inverse Dw(z)w_l F Ty(ay Vo = T V7.

En particulier, les dimensions de Vi et V| sont les mémes.

2.6 Exercices

Exercice 2.1. : Les ensembles suivants sont-ils des sous-variétés :

L SUE &G

(@08 IO ﬁ@i

Exercice 2.2. : Les ensembles suivants sont-ils des sous-variétés (si c’est le cas, on précisera
la dimension) :

A={(z,y,2) €R% 2z =1—2(2* +y*)}.

B = {(t,t?);t € R}.

C ={(z,y) € R*}zy = 0}.

D ={(z,y) € R*};x > 0,y > 0}.

Exercice 2.3. : Soit A, = {(z,y) € R*; 2% — y* = a}.
Pour quelles valeurs de o € R l'ensemble A, est-il une sous-variété de R?.

t
Exercice 2.4. : Soita > 0. On appelle fenétre de Viviani L’ensemble : V = { (a + acost,asint, 2a sin 5) ,
1. Soit M = (0,0,2a) Montrer que V' \ {M} est une sous-variété de dimension 1.
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2. Montrer que V est lintersection de la sphére de centre (0,0,0) et de rayon 2a avec le
cylindre de centre (a,0), l'aze {z = 0,y = 0}, et de rayon a.

3. Montrer que V n’est pas une sous-variété.
Exercice 2.5. : Soit S = {(x,y,2) € R} 22+ 2z + 2y — 2 = 0}.
1. Montrer que S est une sous-variété de R3, de dimension 2.
2. Déterminer le plan tangent a C' en [origine.
Exercice 2.6. : Soit C' = {(z,y,2) € R*dzy + 2x2 + 4y — 2 = vy + 2z — z = 0}.
1. Montrer que C est une sous-variété de R3, de dimension 1.
2. Déterminer le plan tangent a C' en [origine.

Exercice 2.7. : Soit la fonction o, de R dans R?, définie par :

11—t 2t

On pose C' = {p(t),t € R}
1. Calculer ¢'(t) pour tout t € R.

2. Montrer que ¢ est une immersion.

3. Montrez que C' est une sous-variété de R? qui demande d déterminer son dimension et
sa classe.

4. Trouver l’espace tangent de C' au point (1,0).
5. Montrer que S =S'\ {(—1,0)}.

| St ={(z,y) eR?: 2’ +¢y* =1} |

Exercice 2.8. : Soit la fonction 1, de R dans R, définie par :
V(z,y,2) €ER :p(w,y, 2) = 2* +9° — 2% — 1.
On pose : M = =10} (hyperboliide).
1. Calculer V.

2. Montrer qu’il existe un voisinage ouvert U de point (1,1,1) dans R3, un voisinage ouvert
V' de point (1,1) dans R?, et une fonction f de R* dans R tels que : V(z,y,2) € U :

v(z,y,2) =0 2= f(x,y).
Donner l'ensemble E C R? ou 1 est une submersion.

Montrer que O est une valeur réguliere de 1.

Conclure.

S v e

Ecrire l’équation de (m) l'espace tangent de M au point (1,1,1).

18



Exercice 2.9. : Soit la fonction F, de R* dans R?, définie par :
Y(z,y,2,t) €ER*: F(z,y,2,t) = (2> +9* — 1,22 — 2 — 1).
On pose : M = F~1{(0,0)}
1. Etudier la régularité de la fonction F.
2. Ecrire la matrice jacobienne JF' de F'.
3. Calculer rang JF
4. Montrer que F est une submersion sur M.

5. Conclure.

[

6. Donner T ’espace tangent de M au point A = ( IR

ﬁﬁﬁ)

Exercice 2.10. : Soit le fonction F, de R? dans R, définie par :
V(z,y,2) ER : F(x,y,2) = (2* + y* + 2 + 1)* = 8(a® + ),
et soit le tore T? = F~1{0}
1. Etudier la régularité de la fonction F.
Calculer VF'.
Montrer que rangV F(z,y,2) =0 ssi (z,y,2) = (0,0,0) ou [z=0 et 2> +y* —3=0.]

Montrer que F est une submersion sur T?.

Conclure.

Exercice 2.11. : Soit p > 0. On considére la fonction F', de R® dans R, définie par :¥(x,vy, z) €
R3: F(z,y,2) = 2* + y* — 2pz.
On pose : M = F~Y{0} (paraboldide elliptique).

1. Etudier la régularité de la fonction F.

2. Calculer VF'.

3. Montrer que F' est une submersion sur M.

4. Conclure.

5. Donner l'équation de T [’espace tangent de M au point A = (p,p,1).

Exercice 2.12. : Soit a # 0,b # 0. On considére la fonction F, de R dans R, définie par :
2 2
V(z,y,2) € R®: F(x,y,2) = x_2 - % — 2.
a
On pose : M = F~Y{1} (paraboldide hyperbolique).

1. Etudier la régularité de la fonction F.

2. Calculer VF'.
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3. Montrer que F' est une submersion sur M.
4. Conclure.
5. Donner 'équation de T [’espace tangent de M au point A = (a,b,1).

Exercice 2.13. : Soit p > 0. On considére la fonction F, de R® dans R?, définie par :
\V/(l',y,Z) € R? : F(%,y,Z) = (iIZ’Q + Z/2 - 2271'2 + 22).
On pose : M = F~1{(1,5)} .

1. Etudier la régularité de la fonction F.

2. Calculer JF' la matrice jaccobienne de F'.
3. Montrer que F' est une submersion sur M.
4. Conclure.

5. Donner l'équation de T [’espace tangent de M au point A = (1,2,2).

2.7 Correction des exercices

Solution 2.1. : Les ensembles suivants sont-ils des sous-variétés :

XY O R

(B8 Fo ﬁ@?

Premiére ligne (de gauche a droite) :

La premieére, la troisieme, la cinquiéeme et la sixieme sont des sous- variétés.

La deuxiéeme, la quatrieme et la septieme ne sont pas des sous-variétés a cause de points doubles.
Deuziéme ligne (de gauche a droite) :

La premiére et la senquieme sont des sous-variétés.

La troisieme et la septieme ne sont pas des sous-variétés, car elles ont des coins.

Pour les autres, si on n’inclut pas le bord, ce sont des sous-variétés, mais si on inclut le bord,

ce ne sont pas des sous-variétés.

Solution 2.2. :
A = {<xﬂy72> € RS;Z = — 2($2 + yQ)}
Soit la fonction f définie de R* dans R par : f(z,y,2) =z —2(a* + y*) — 2.
1—4x
f est de classe C® et ona : Jf =Vf = —4y
—1
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rangJf = 1, dimension d’ensemble d’arrivée. Alors, l'application [ est une submersion de
classe C*.
D’aprés proposition 2.2, A est une sous-variété de dimension m =3 —1 =2, de classe C'™.

B = {(t,t?);t € R}.
Soit la fonction g définie de R dans R? par : g(t) = (t,t%). g est de classe C™ et on a :
g(t) = (1,20).
Soit tg € R, et I =|tg—r,to+r[€ V(to) Soitt,s € R tels que g(t) = g(s). Donc : (t,1?) = (s, s?),
ce qui donne t = s. Donc : gy, est injective, i.e bijective de I dans g(I) = {(z,y) € R? : y = 2°}.
L’application gt;l de g(I) dans I est définie par : g[ol(x, x?) = x est une application continue.
Donc : gy, est un homéomorphisme de g(I) dans I.
rangg,, = 1 dimension d’ensemble de départ. Alors, lapplication g,, est une immersion de
classe C*°.
D’aprés définition 2.1, B est une sous-variété de dimension 1, de classe C°.

C ={(z,y) € R¥}zy =0}

C n'est pas une sous-variété de R?, car (0,0) est un point double de C.

(0.0)

D = {(z,y) € R*};x > 0,y > 0}.
Supposons que D est une sous-variété de dimension 1. Posons a = (1,1) € D. Il existe alors U,
un voisinage (intervalle) ouvert de 0 dans R, O, un voisinage de a dans R? et @, de U, dans
O, N D une immersion, homéomorphisme de U, sur O, N D vérifiant p,(0) = a. En particulier,
ot doit étre continue. C’est impossible, car elle envoie l’ensemble connexe D N (0,) \ {a} sur
I’ensemble non conneze U, \ {0}.
Supposons maintenant que D soit une sous-variété de dimension 2. Alors, il existe U, un
voisinage de 0 dans R?, O, un voisinage de b = (0,1) dans R? et ¢, de U, dans Oy N D une
immersion, homéomorphisme de U, sur O, N D vérifiant ¢,(0) = b. Mais c’est impossible, car
U, est ouvert alors que O, N D ne [’est pas.
Donc D n’est pas une sous-variété.

Solution 2.3. : A, = {(z,y) € R* z? — y* = a}.

Soit la fonction f définie de R? dans R par : f(z,y) = 2®> —y?. On a : Ay = f1({a})
f est de classe C* et ona : Jf =Vf = ( ;Z )
VJf #0 siet seulement si (0,0) ¢ A, i.e a # 0. Donc :

Si o # 0, est une valeur réguliére de f. D’aprés proposition 2.2, As = f~'({a}) est une
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sous-variété de dimension m =2 —1 =1, de classe C*°.
Sia=0,4 = {z =0} N{y = 0} nlest pas une sous-variété de R?, car (0,0) est un point
double de Ay.

t
Solution 2.4. : Fenétre de Viviani : V = {(a + acost,asint, 2a sin 5) ,—m <t< 7T} M =
(0,0,2a).

e =tEEizie

A
i

t
1. VA{M} = {(a—l—acost,asint, 2asin 5) T <t< 7r}.
t
Soit la fonction f définie de [—m, [ dans R? par : f(t) = | a + acost,asint,2asin 5) :

t
f est de classe C* et on a : f'(t) = | —asint,acost,acos 5 )

Soit ty € [—m, [, on a f'(to) # 0, d’aprés théoréme d’inversion local il existe un voisinage
owvert Uy de ty dans R, un ouvert Oy de R?, une application po = gy,, différentiable
de classe C™, homéomorphisme de U, dans O, NV \ {M}. ¢y # 0, donc rangpy = 1
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dimension d’ensemble de départ. Alors, lapplication pg est une immersion de classe C'*°.
D’aprés définition 2.1, V '\ {M} est une sous-variété de dimension 1, de classe C*.
2. C: Soit (x,y,z) € V. Donc; x =a+ acost,y = asint, z = 2asin%, —r <t<m.
t
2?2 +y? + 22 = a®+2a®cost +a®cos’t + a?sin®t + 4a” sin® 3
t t
= 2a* + 2a* COS(QE) + 4a® sin? 2
t t
= 2a*+ 2a*(1 — 2sin? 5) + 4a* sin® 3
= 4a®
Donce (x,y, z) appartient au sphére de centre (0,0,0) et de rayon 2a.
(z —a)? +y? = a®cos’t + a*sin? = a?.
Donc (z,y, z) appartient au cylindre de centre (a,0), l'aze {x = 0,y = 0}, et de rayon a.
D: Maintenant, soit (x,y,2) tel que x* + y* + 2% = 4a® et (x — a)? + y* = a®. Alors :
22+ 1y2+ 22 = a®+2a%cost +a®cos’t + a’sin?t 4 22
t
= 2a* + 2a* cos(2§) + 22

t
= 2a* + 2a*(1 — 2sin? 5) + 22
= 4a® + 22— 251112%
Comme x> 4+ y> + 22 = 4a?, on a : 2> — 2a® sin?

£=0.
t T T Lo .t
Tenant en compte 3 e [—5, —5] On peut écrire alors z = 2asin 3

3. V' n’est pas une sous-variété a cause de point double M.

Solution 2.5. : S = {(z,y,2) € R% 2z +x2 + 2z + 2y — 2z = 0}.

1. Soit la fonction f définie de R dans R par : f(z,y,2) = 2z +2x +2y — 2. On a :
S = {0}
z+4+2

f est de classe C* et ona : Jf =Vf= 2

r—1
rangJ f = 1, dimension d’ensemble d’arrivée. Alors, l'application f est une submersion
de classe C'™.

D’aprées proposition 2.2, S est une sous-variété de dimension 2, de classe C°.

2. Plan tangent a S en l'origine :
Ona:Dpoof =(2,2,-1) et To0,0S = kerDgo0f = {(z,y,2) € R®: 2z +2y— 2z = 0}.

Solution 2.6. : C' = {(z,y,2) € R% 4zy + 222 + 4y — z = xy + 22 — 2z = 0}.
1. Soit la fonction f définie de R® dans R? par : f(z,y, 2) = (doy+2xz+4y— 2, 2y + 21— 2).
Ona:C= f1(0,0)}. f est de classe C* et ona : Jf = ( dyt2z drtd 2w -1 )

y+2 x —1

dy+2z=a(y+2) ---(1)

rangJ f < 2 si et seulement s’il existe o € R tel que ¢ 4o +4 = ax -+ (2)
2t —1=—a -+ (3)

De (3) on trouve o =1 — 2x.

Substitutions la valeur obtenue de o dans (2) on trouve 2x? + 3z + 4 = 0, non résoluble
dans R.

Donc rangJ f = 2, dimension d’ensemble d’arrivée. Alors, l'application f est une sub-
mersion de classe C°.
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D’aprés proposition 2.2, C' est une sous-variété de dimension m = 3 — 2 = 1, de classe
.

Espace tangent a C' en l'origine :
0 4 —1
Do f = ( 29 0 —1 ) et ToC = kerD o0 f = {(z,y,2) € R3:4y —2=0,20—2 =
0}.
4y —2z=0 z =4y z =4y
{Qx—z:O < 20 =z (i){x:2y
Donc : Tio,00C = {(2y,y,4y),y € R} = vect{(2,1,4)}

Solution 2.7. :

so(t):(l‘tg 2’f) C = {p(t).t € B)

14+t2714¢2

Calculer ' (t) = ( —4t 201 - t2>).

(L+2)2 (142

On a : ¢'(t) # 0 pour tout t € R.
Done, le rang de rangy¢’ = 1, dimension de l’ensemble de départ. Alors : ¢ est une
1mmersion.

Soit I; un voisinage de t, et @; la restriction de ¢ sur I;. p; est un C*°— difféomorphisme,
et immersion.
Donc : C est une sous-variété de R? de dimension 1, et de classe C™.

On a : (1,0) = ¢(0) et ¢'(0) = (0,2). Donc : l’espace tangent de C au point (1,0) est la
droite vectorielle engendrée par (0,2), i.e R x {0}.

11—t 2t (1 —¢2)? 4t

—_— C.x2+y*= =1

NI ceC. xz+y +

(1422 (1+412)?
Il n'existe pas t tel que p(1) = (—1,0).
Donc : S =S"\ {(-1,0)}.

Soit (z,y) =

Solution 2.8. :

1.

Vip(z,y,z) = (2x,2y,2z2).

e
Ona.g

voisinage ouwvert U de point (1,1,1) dans R3, un voisinage ouvert V de point (1,1) dans
R?, et une fonction f de R* dans R tels que :V(z,y,z) € U : (x,y,2) =0& 2 = f(z,y).

¥(1,1,1) = 2 # 0. D’aprés théoreme des fonctions explicites, il existe un

Vi(x,y, z) = (2z,2y,22) = (0,0,0) si et seulement si (z,y,z) = (0,0,0). Si (x,y,2) #
(0,0,0),rang Vi)(x,y, z) = 1 dimension de l’ensemble d’arrivée. Donc : ) est submersion

sur B =R3\ {(0,0,0)}.

On a : (0,0,0) # 0. Donc : rang Vi(z,y,z) = 1 pour tout (x,y,z) € M. Alors, 0 est
une valeur réguliere de ).

On a : v € C™,1 est une valeur réguliére de v et »=1{0}.D’aprés la question précédente :
M est une sous-variété de R® de dimension 2, de classe C™.

7 =kerVi(1,1,1) = {(z,y,2) e R®: z +y + 2 = 0}
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Solution 2.9. :

~

F(x,y,2,t) = (@® +y* — 1,2 =t* = 1), M= F"0,0)}.

F est un vecteur des polynomes, donc de classe C™.

2¢ 2y 0 O
4. _
V(x,y,z,t) € R*: JF(x,y, 2,t) = ( 00 92, 9 ) :
Les deuz vecteurs de JF' sont colinéaires si et seulement six =y =z=1t=0.
Donc : rangJF =0 six=y=2=1t=0, et rang.
Alors : JF =2 sur R*\ {(0,0,0,0)}.

. 1l nexiste pas (x,y,z,t) € M tel quex =y=z=1t=0.

Donc : F est une submersion sur M.

(0,0) est une valeur réguliére de F € C* et M = F~'{(0,0)}.
Donc : M est une sous-variété de R*, de dimension 2, de classe C™.

N (V2 V2 0 0

Donc : T = {(x,y,2) € R®: V22 4+ 2y = 0,72 + /3t = 0}.

Solution 2.10. :

1.

2.

V(z,y,2) ER : F(z,y,2) = (a* +y* + 22 +1)° = 8(2* +3%), T?=F {0}
F est un polynome, donc de classe C.

V(x,y,2) € R3:
VF(x,y,2) = (4z(z? +y* + 22 + 1) — 162, dy(2® + y* + 22 + 1) — 162, 4z (2® + y* + 22 + 1)).

rangVF(z,y,z) =0 ssi :

4r(r? +y* + 22+ 1) — 162 =0,

dy(z? +y? + 22+ 1) — 16y = 0,

dz(®+y?+22+1)=0
La troisieme équation donne z = 0.
Substituons la valeur de z dans les deuzx équations ci-dessus, on trouve [r =0 et y = 0/,
ou [r* +4y*+ 22 -3 =0/
Donc : rangVF (z,y,2z) =0 ssi (z,y,2) = (0,0,0) ou [z=0 et 2> +y*> —3=0/.
Si (z,y,2) = (0,0,0) on a : F(x,y,z) =1%#0. Donc : (0,0,0) ¢ T?.
Siz=0etz*>+y>*—3=0o0na: F(x,y,z) =—8+#0. Donc : (0,0,0) ¢ T%

Alors, pour tout (z,vy,2) € T? on a rangVF(z,y,z) = 1.
Donc : F est une submersion sur T2.

0 est une valeur réguliére de F € C™ et T?> = F~1{(0,0)}.
Donc : T? est une sous-variété de R*, de dimension 2, de classe C™.

Solution 2.11. :

1.

F(C(],y,Z) :$2+y2—2p2, M:F_I{O}

F' est un polynome, donc : F est de classe C*.
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2x
2. V(z,y,2) ER®: VF(z,y,2) = 2y
3. Ona:¥(z,y,2) € R : VF(z,y,2) £ (0,0,0) (carp £0).
Donc : rang JF = 1, dimension de ’ensemble d’arrivé.
Alors : F' est une submersion sur M.

4. 0 est une valeur régulicre de F € C* et M = F~'{0}.
Donc : M est une sous-variété de R3, de dimonsion 2, de classe C*°.

2p
5. T =kerDsF et DaF = VF(A) = 2p
—2p

Donc : T = {(z,y,2) € R : 2px +2py — 2pz =0}, i.e : T:x+y— 2z = 0.

Solution 2.12. :
F(x,y,2) =2* +y* = 2pz, M = F'{0}

1. F est un polynome, donc : F' est de classe C.

2. V(z,y,2) € R*: VF(2,y,2) =

8. Ona:V(ryz2) €R:VF(x,y,2)# (0,0,0).
Donc : rang JF = 1, dimension de l’ensemble d’arrivé.
Alors : F est une submersion sur M.

4. 1 est une valeur régulicre de F € C* et M = F~1{1}.
Donc : M est une sous-variété de R3, de dimonsion 2, de classe C*.

DR | N

5. T =kerDsF et D,F =VF(A) =

RS

1

2 2
Donc .'T:{(x,y,z)€R3:—w+7y—z:0}.
a

Solution 2.13. :
Flz,y,z) = (2®+y* =222 +2°), M=F{(1,5)}

1. F est un polynome, donc : F' est de classe C.

2 2y —22)

2. V(z,y,2) €ER3: JF(z,y,2) = ( 9r 0 22

3. Les vecteurs (2x,2y, —2z) et (2z,0, —2z) sont colinéaires si et seulement si y = z = 0.
Puisque (z,0,0) ¢ M, alors pour tout (x,0,0) € M on a : rangJF = 2, dimension de
l’ensemble d’arrivé.

Alors : F est une submersion sur M.
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4. 0 est une valeur régulicre de F € C* et M = F~{0}.
Donc : M est une sous-variété de R3, de dimonsion 2, de classe C*°.

2 4 -4

2 0 4

Donc : T = {(z,y,2) € R®: 2x + 4y — 42 = 0 et 2z + 42 = 0},
oo +2y—22=0

Z'e'T’{x—l—Zz:O .

. T:kerDAF et DAF:
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Chapitre 3

Formes différentielles et différentielle
extérieure

Soit n,m € N*,p e Net k € NU{oo}. Soit U un ouvert de R™.

3.1 Forme différentielle de degré 1

Définition 3.1. On appelle forme différentielle de degré 1 sur U toute application w de U dans
L(R™) l’ensemble des formes linéaires continues sur R™ (dual topologique de R™).
Si Uapplication w : U — L(R™), on dit que w est de classe C*.

Exemple 3.1. Soit f une application différentiable sur U.

1. Df la différentiabilité de f sur U est une forme différentielle de degré 1 sur U.

2. Si on désigne par dx; la différentiabilité de la fonction x = (x1, 2, ,x,) —> x;, alors
dx; est une forme différentielle de degré 1 sur U.

Proposition 3.1. Soit w,a deuzr formes différentielles de degré 1 sur U, et f une fonction
définie sur U. Alors,

1. w+ « est une forme différentielle de degré 1 sur U.
2. f.w est une forme différentielle de degré 1 sur U.

Théoréme 3.1. Siw est une forme différentielle de degré 1 sur U, alors il existe des fonctions
numériques a; : U — R telles que :

VeeU:w(x) = Zai(x)dxi

i=1

3.2 Forme différentielle de degré p

Définition 3.2. Toute application de U dans ’ensemble des forme p— linéaires alternées de
R"™ est appelée une forme différentielle de degré p sur U.
On note QP [’ensemble des formes différentielles de degré p.

Remarque 3.1. S7 p = 0, les formes différentielles sur U sont des fonctions réelles définies
sur U.
Si p > n, toute forme différentielle sur U est nulle sur U.
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Proposition 3.2. Soit w,a deux formes différentielles de degré p sur U, et f une fonction
définie sur U. Alors,

1. w+ « est une forme différentielle de degré p sur U.
2. f.w est une forme différentielle de degré p sur U.

Définition 3.3. Soit wy,wy deuz formes différentielle de degré py, py successivement. On définit
le produit extérieur wy A wy comme suivant :

Vu € U (wy Awa)(u) = wi(u) Aws(u).
w1 A wy est une forme différentielle de degré p; + po.

Théoréme 3.2. Soit w une forme différentielle de degré p sur U. Il existe une famille
{PiL i, iy Ji1 <'i2 < -+ < /iy des fonctions définies d’une manicére unique suivante :

W = § Pil,i2»“' ﬂ'pdxildxiz e dl.ip
11 <t <--<ip

Exemple 3.2. .

1. Soit U un ouvert de R®. Toute forme différentielle de degré 2 s’écrit d’une maniére unique :

fdxdy + gdxdz + hdydz.

2. Le produit extérieur de deux formes différentielles de degré 1 : wy = fidx + g1dy + hidz
et wo = fodx + gody + hodz est :

w1 Awe = (fi1g2 — g1 fo)dxdy + (frhe — ha f2)dxdz + (g1he — h1g2)dydz

Définition 3.4. Soit ¢ une application différentiable d’un ouvert O de R™ dans U. Si w est
une forme différentielle de degré p sur U, la transposée par ¢ de la forme w est la forme @*w
définie sur 'V par :

Yy e Vigtw(y) = wlp(y)l o Dy

Remarque 3.2. Siw(z) = Z a;(x)dz;, alors p*w = Z(aj 0 ;) (y) Dy,
i=1 j=1
3.3 Dérivabilité et primitive
Définition 3.5. Soit w = Z Py iy, ipdxi dxg, - - - dxg, une forme différentielle de degré

11 <t <-<ip
p, dérivable avec continuité. La forme différentielle de degré p + 1 :

E dP,L'17,L'27... ,ipdxildxig s dl'ip

11 <tg<-<ip
est appelé la dérivée extérieure de w.
Exemple 3.3. .

1. Soit f une fonction différentiable avec continuité, c’est une forme différentielle de degré
0, sa dérivée extérieure est D f.
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2. La dérivée extérieur de la forme différentielle de degré 1 : w = fdx + gdy + hdz est :
dw = Dfdx+ Dgdy+ Dhdz

_ (dg df dh df dh dg
= (dw dy) dxdy + (dx dz) dxdz + (dy 7 dydz

Définition 3.6. On dit q’une orme différentielle w est fermée sur U si dw = 0.

Théoréme 3.3. Soit w une forme différentielle deux fois différentiable avec continuité sur U.
Alors, dw est fermée.

Définition 3.7. Soit o et w deux formes différentielles de degré p et p+ 1 sur U. On dit que
a est une primitive de w si doa = w.
Dans ce cas la, on dit que w est exacte.

Remarque 3.3. Il résulte que w est fermée.

Exemple 3.4. Soit w = ydx — xdy, définie sur R2.
On a : dw = Dydxr — Dxdy = dxdy — dydx = 2dxdy.
Donc; w n‘admet pas une primitive.

Exemple 3.5. Soit w = (322 + 2zy + y*)dz + (22 + 2zy + 3y*)dy, définie sur R2.
On a : dw = D(32%+ 2xy +y*)dx + D(x* + 2zy + 3y?)dy = (22 + 2y)dxdy + (2x + 2y)dydz = 0.
Puisque R? est étoilé ; w admet une primitive F.
OF
= 32% 4 22y + y* implique que F(x,y) = 2° + 2%y + 2y + f(y).
x
OF
o = 2%+ 22y + f'(y). Donc; f'(y) = 3y?, i.e fy) =y + k(k €R).

Les fonction primitives de la forme différentielle w de degré 1 sont :

F(x,y) =2+ 2%y + 2> +¥° + k (k € R).
Définition 3.8. On dit que l'ouvert U est étoilé s’il existe a € U telle que pour tout x € U le
segment |a, x| inclue dans U, i.e :VYx € U : {ta+ (1 —t)z,t € [0,1]} C U.

Théoréme 3.4 (Poincaré). On suppose que U est un ouvert étoilé. Alors, toute forme diffé-
rentielle fermée de degré P, de classe C' sur U est exacte.

3.4 Champs de vecteurs et formes différentielles sur R?
et R3

On note V l'espace des champs de vecteurs, qui sont des fonctions V : R” — R", pour n =
2,3, qu’on peut écrire en coordonnées V = (f(x,y), g(x,y)),ouV = (f(x,y, 2), 9(x,y, 2), g(x,y, 2)).
On note F l'espace des fonctions coordonnées.

I) Supposons que V' = (f, g) est un champs de vecteur de R?, associé a la forme différentielle
dérivable, de degré 1 : wy = fdx + gdy.

1%
|
Foog P o
I | |
o 4 o 4 o
fdz+gdy fdxNdy
|
wy



Proposition 3.3. On a :
1. dw = d(fdzx + gdy) = rotVdz A dy.
2. rotV =0 si et seulement s’il existe f telle que V = gradf.
3. d(xwy) = divVdx N dy.

IT) Supposons que V = (f, g, h) est un champs de vecteur de R?, associé a la forme différen-
tielle dérivable, de degré 1 : w = fdx+ gdy+hdz. On pose : xwy = fdyAdz+gdz Ndz+ hdx Ady

V V
I I
Fogt TE N o F
| I |
o 4 o4 02 g
fdz+gdy+hdz fdyndz+gdzAdx+hdzAdy fdxAdyNdz
I I
wy *Wy

Proposition 3.4. On a :
1. dwy = d(fdx + gdy) = rotVdz A dy.
d(xwy) = divVdx N dy.
dwy = *WyotV -
rot(grad V)=0.

rotV =0 si et seulement s’il existe f telle que V = gradf.

S v e

divV =0 si et seulement s’il existe un champ de vecteur W telle que V = rotW.

3.5 Formes différentielles sur une variété

Soit X une variété différentielle, de degré n, de classe C* (k > 1). Soit p > 1.

Définition 3.9. On appelle vecteur cotangent en un point x de X un élément du dual de T, X .
L’ensemble des vecteurs cotangents en x est l'espace vectoriel T X, dual de l’espace tangent
T,X, Sa dimension vaut n.

On dit que est Ty X [’espace cotangent de X en x.

Définition 3.10. Le fibré cotangent de X est le fibré vectoriel T*X = U T:X.
zeX

Définition 3.11. Une forme différentielle de degré 1 sur X est une application continue w
associant a tout élément x de X un vecteur cotangent en x a X.
Autrement dit : une forme différentielle de degré 1 est une section continue du fibré cotangent.

Définition 3.12. Une forme différentielle w de degré p sur X est une application de X dans
I’ensemble de formes p—linéaire alternée sur le fibré T X, noté PT*X
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3.6 Exercices
Exercice 3.1. : Calculer la dérivée extérieure des formes différentielles suivantes :
wy = cos(zy)dz wo = €*dx — sinydy ws = xyzdxdy
Exercice 3.2. : On note ¢ Uapplication de R dans R? définie par o(t) = (cost,sint) et la

1
forme différentielle w de degré 1 sur U = R*\{0} définie par : w = P (—ydx + zdy).

1. Calculer p*w.
2. Calculer lintégrale de w sur S*.

Exercice 3.3. : On appelle circulation d’un champs de vecteur F' le long d’une courbe ~ de
b
[a,b] dans R™ l’intégmle/ (F(y(t)).'(t))dt.

Calculer la circulation’de champs de vecteur F(x,y) = (y,—x + 1) le long de v le cercle de
centre A(1,0) et de rayon 2.

Exercice 3.4. : Soit la fonction ¢ définie de ]0,1[ dans R? par :
vt €]0,1[: (t) = (t — 1,t* + 1)
. Soit la freme différentielle w définit sur R? par : ¥V(x,y) € R? : w(z,y) = ydr + xdy.
1. Calculer dw. Conclure.

2. Calculer ¢ x w.

3. Calculer ’intégrale /w.

)

Exercice 3.5. : Soit la freme différentielle w définit sur R? par :
V(z,y) € R? : w(z,y) = 2(x + y)dz + 2(x + y)dy.
1. Calculer dw.
2. Conclure.
3. Trouver la forme différentielle o telle que da = w.
Exercice 3.6. : Soit la fonction ¢ définie de ]0,1[x]0, 1[ dans R? par :
V(s,t) €]0,1[x]0,1[: p(s,t) = (st, s* + 12, s°)
. Soit la freme différentielle w définit sur R par : ¥(z,y,2) € R? : w(z,y, 2) = zdxdy + ydxdz.
1. Calculer dw. Conclure.

2. Calculer ¢ x w.

3. Calculer l’intégrale /w.

)
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3.7 Correction des exercices

Solution 3.1. : Dérivée extérieure :

i) wy = cos(xy)dx
dwy, = D(cos(zy))dx
= (—ysin(zy)dr — xsin(zy)dy)dx
= —uxsin(zy)dydz
= xsin(zy)dxdy

ii) wy = e*dx — sinydy
dws = D(e®)dxr — D(siny)dy
= (edz)dzx — (cosydy)dy
=0

iii) w3 = xyzdrdy
dws = D(xyz)dzdy

= (yzdzr + xzdy + rydz)dzdy
(yzdzdzdy) + (rzdy)dxdy + (zydz)dzdy
rydzdxdy
—zydxdzdy
= xydrdydz
x
Solution 3.2. : ¢(t) = (cost,sint), U = R*\{0},w = oy y2d33 + o y2dy = f(z,y)dz +

g(z,y)dy.

1. Calcule de p*w.
dp*wlU = f(cost,sint)D;(cost) + g(cost,sint)D(sint)

sint ) cos t
= —m(— Sin tdt) + (COS tdt)
= dt

= h(t)dt

cos?t + sin’t

2. Intégrale de w sur St :
On sais que S* = {(cost,sint),t €] — m,7|}. Donc :

/w:/:h(t)dt:%r

Solution 3.3. : F(z,y) = (y, —x+1), A(1,0),v = C(A,2),7(t) = (z,y) € R*(1+cost),2sint),t €
| —m, 7.

La circulation de champs de vecteur le long de 7 :

/ (F(y(t)~'(t)dt = / (2sint, —2(1 4 cost) + 1).(—2sint, 2 cost))dt

—T —T

= /[—4sin2t+2cost(1—2cost)]dt

—T

= / [2cost — 4]dt

—Tr

= —8r

Solution 3.4. :
vt €]0,1[: o(t) = (t — 1, + 1) Y(z,y) € R? : w(z,y) = ydx + xdy.
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1. dw = (D@y)(y) ANdx) + (D (x) Ady) = (dy A dx) + (de A dy) = 0.
Conclusion : w est fermée.

2. pxw= (2 +t)Di(t — 1)+ (t = 1)Dy(t* +t) = (> + t)dt + (2t + 1)(¢t — 1)dt = (3t* — 1)dt.

1
3. /w:/(3t2—1)dt:0.
© 0

Solution 3.5. :
Y(z,y) € R? 1 w(z,y) = 2(z + y)dx + 2(z + y)dy.

1. dw = (D@y)(y) Adx) + (D (x) Ady) = 2(dy A dx) + 2(dz A dy) = 0.

2. Conclusion : w est fermée. a est une forme différentielle de degrés 0, i.e a = g(z,y).

0 0
do = 22 (@, y)do + 2 (x,y)dy.

g
.99 _ % —
Done : =~ (2,y) o (z,y) =2(z +y).
Alors : %(L y) = 2(x +y) donne g(x,y) = 2> + 2zy + k(y).
?(x, y) =2z + K (y) = 2(z +y) ce qui donne k(y) = y*> +c.
Y

Alors : g(x,y) =22+ + 22y +c= (v +y)* + ¢

Solution 3.6. :
V(s,t) €]0,1[x]0,1 : @(s,t) = (st, s* + 1>, 5°) Y(z,y,2) € R®: w(z,y) = zdwdy + ydrdz.

1. dw = (Dgy(2) Ndx Ady) + (D(zy,z)(x) Ady Adz).
Alors : dw = (dz Ndx Ndy) + (dy Ndx ANdz) = (de ANdy ANdz) — (de Ady A dz) = 0.
Conclusion : w est fermée.

prw = 83.D(s’t)(st) A\ D(S7t)(82 + %) + (82 + If2).D(s,t)($t) A D(s,t)(s?’)
$3(tds + sdt) A (2sds + 2tdt) + (s* 4+ ) (tds + sdt) A (3s*ds)
= $3(2t%dsdt + 2s*dtds) + 3s3(s? + t?)dtds

s3(5s* + t?)dtds.

11 13
3. /w = / / s*(5s8% + *)dtds = —.
0 o Jo 12
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Chapitre 4

Intégration

4.1 Mesure d’une sous-variété, intégral sur une sous-
variété
Soit V' une sous-variété de dimension m, de classe C* de R™, dont ® = (®y,--- ,®,,) est

une paramétrisation de V', définie sur un ouvert U C R™.

Définition 4.1. On définit une mesure sur V. comme suivant :

[NIES

D((I)jlv"' 7q)jp) ?

D(tl"" 7tp)

dtydty - - - dt,

u(V)—dV—/U >

1<ji<<jp<n

D
= det (8 Ji

D(®j,, -+, ®;) )
i ) 1<i<pji<ii<in

D(tl, . 7tp)

ou

Exemple 4.1. On va donner trois exemples importants :

1. Soit « :]a,b[— R™ une courbe paramétrique de classe C', considérée comme une sous-
variété de dimension 1, de classe C*.

b
La longueur de o est/ & (t)|dt.

2. SoitV = {(1:(9, ©),y(0,¢),2(0,¢)) = (cos b cos p, cos §sin g, sin H); —g <0< Z,O < <2m

2

D s . .

(x,y) _ SI'DQCS)SQO cos fsin ¢ o cosfsing
D(0, ) —sinfsing cosfcos
D(z,z) | —sinfcos¢p —cosfsing | 5,
D0, ) —' cos 0 0 = cos” fsin g
D _ . .

(y, 2) _ ‘ sinfsin ¢ cosf cos p ‘ — o fcos

cos

L’aire de 'V est

2w z
/ /2 \/(3052 0 sin? 0 4 cos* O sin? p + cos? O cos? pdfdyp = 4w
O —

Jus
2
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3. La boule B(0,1) = {(rcos@cosgo,cos@singo,rsin@);O <r< 1,—% <f< g,() <p< 2#} .
Volume de B(0,1) est :

1 27 3
/ / J(r,0,0)d0pdr = 4r?
o Jo J-

[ME]

Remarque 4.1. Sim =n — 1, i.e le cas d’une hypersurface, la mesure de V' est :

av = / IN(ty, - too1)|dty, - dtn
U

61 PR en
0, 0P,
ot P O
ou N = 8‘t1 . 8?1 , le produit vectoriel des vecteurs —, - - - )
: : : oty Oty—1
0, 0P,
atn—l atn—l
; oY oY
Remarque 4.2. Dans le cas d’un graphe x, = (x1,- - ,x,_1), ona: N = (—1)" P + e 5 en_1
T Tp—1

n—1 2
o
D SN =, |1 .
onc; |N| +;<8.’zi)

Exemple 4.2. S = 5% = {(z,y,2) e R3 : 2% + y? + 22 = 1}.
S={(z,y,vV1-(22+y?),0<22+y* <1FU{(z,y,—/1— (22 +9%)),0 <22+ y* < 1} =
S1USs,.

22 y? 1

|N1|:|N2|:\/1+1 ( + = . Alors,

2 4+y?)  1—(2®+y?) 1— (22 +3?)
dmdy 27 r r
as = 2/ = d@/ —dr =
{0<a2+y2<1}y /1 — (22 4+ ?) 0 0o V1—1r?

Définition 4.2. Soit f une fonction définie sur V, a valeurs dans R. On définit l’intégrale sur
V' par rapport a pu(V') comme suivant :

47

2\ 2

D<(I)j1>"' 7(I)jp)
D(t17"' 7tp)

dtydty - - dt,

/Vfdvz/Ufo@@l,.--,tp) 3

1<j1<<jp<n

4.2 Formules de transformation

Soit ¥ une hypersurface de classe C!, orientable de R™, on désigne par v(z) le vecteur
normale unitaire au point = et on suppose que la fonction x — v(x) est continue.
Soit ' un champ de vecteur sur ¥, i.e une application de ¥ dans R". Pour z,y € R", on désigne
par (z.y) le produit scalaire de x et y.
Définition 4.3. Si la fonction x —< F(z),v(x) > est intégrable par rapport a4 d¥2 on appelle

/(F(a:)u(x))dE le flur du champs de vecteurs F' a travers 'hypersurface orienté (X, v).
>
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Théoréeme 4.1. [Formule d’Ostragradski| Soit Q1 un ouvert borné de R", d bord ¥ de
classe C?, et soit v(z) le vecteur normal extérieur d Q,_au point x. Soit ' un champs de vecteur
continument différentiable sur §2 et telle que suppF N2 est compact. Alors, on a :

/Q div F(x)dz — /E (F(2).0(x))dS

Corollaire 4.1. [Formuie de Gauss| Soit g une fonction continiment différentiable de Q
dans R telle que suppf N est compact. Alors, on a :

[ Lo~ [ sornions =1

Théoréme 4.2. [Premiére formule de Green| Soit Q un ouvert borné de R", a bord = de
classe C?, et soit v(x) le vecteur normal extérieur a Q, au point x. Soit f € C*(Q),g € C(Q)
telles que supp(gV f) N Q soit compact. Alors, on a :

of
[ (9091 + @)@t = [ oG )i

Pour g =1, on trouve :

of
Af(x)dx =
| arwie= [ Faa
Théoréme 4.3. [Deuzxiéme formule de Green| Soit Q un ouvert borné de R", d bord 3
de classe C?, et soit v(x) le vecteur normal extérieur a S, au point x. Soit f,g € C*(Q) telles

que suppf N, suppg N Q soient compact. Alors, on a :

dg

(@)A (@) — fx)Dettagdr = [ (90)5L () 1) 22 (x) ) a8
J [ (e - s

by

of
Afdxr =
/Q iz = [ @y

4.3 Intégration d’une forme différentielle sur un ouvert

Pour g =1, on trouve :

Soit n € N*,p € Net k € NU{oc}. Soit U un ouvert de R", w une forme différentielle de
degré p, écrit sous la forme :

W= E , Pil,i2,"',ipdyi1dxi2 T dyip
11 <ig<-<ip

ou P ... i, sont des fonctions boréliennes.

Soit O un ouvert de R? et ¢ une fonction différentiable de O dans U. On peut écrire la transposée
¢*w par ¢ de la forme w sous la forme p*w = fdz; - - - dz,, ou f est une fonction borélienne sur

0.

Définition 4.4. On dit que w est intégrable par rapport a ¢ si f est intégrable sur O, et on

T e [ e

pfois pfO’LS
——
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Exemple 4.3. Soit v la courbe paramétrique définie sur I =] — 1,1] comme suivant : y(t) =
(t,t?). Soit w = xdy — ydx une forme différentielle de degré 1.
On a : v*w = td(t?) — t3dt = 2t3dt — t*dt = t*dt = f(t)dt. Donc :

/w:/lf(t)dt:/llﬁdt:

Exemple 4.4. Soit S la surface paramétrique définie sur O =] — m, 7[x ] —5 5[ comme Sui-
vant : S(p,0) = (cosfcos,cosfsinp,sinf). Soit w = xdydz + ydzdr + zdxdy une forme

différentielle de degré 2
On a : S*w = cos @dpdd = f(p,0)dpdd. Donc :

//w—//fw, dgpdﬁ—/ /ﬂCOS@ngdQIZLﬂ'

Théoréme 4.4. Soient w et o deux formes différentielles de degré p, définies sur U, et soit ¢
une fonction différentiable d’un ouvert O de RP dans U. Si w et o sont intégrables par rapport
a p, alors :

1. w+ « est intégrable par rapport a ¢ et on a : ///(w + «a) // /
®
pfois pfozs

——
pfozs

2. Pour tout nombre réel A\, \w est intégrable par rapport a ¢ et on a : ///)\w =

WA

pfozs

pfois
——

Théoréme 4.5. Soit w une forme différentielles de degré p, définies sur U, et soient ¢ une
fonction différentiable d’un ouvert O de RP dans U, 1 un difféomorphisme d’un ouvert O' dans
O, telle que |jy| > 0. Siw est intégrable par rapport a @, alors w est intégrable par rapport d

e [ ]

pfois pfozs
——

Remarque 4.3. Soit Soit w une forme différentielles de degré p, définies sur U, et soit A une
partie borélienne de RP, contient un ouvert O de RP de sorte que A\ O est négligeable par
rapport d la mesure de RP. Soit p une fonction définie sur A telle que la restriction ¢y de ¢ sur
O est continiment différentiable. Si w est intégrable par rapport a pg, on peut définie l'intégrale
de w par rapport a @ comme suivant :

//[aw://éw

pfois pfois
— ——
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Exemple 4.5. Soit v la courbe paramétrique définie sur I = [0,1] comme suivant : y(t) =
(t2,t + 1). Soit w = ydx + xdy une forme différentielle de degré 1. vy la restriction de v sur
Io =10, 1], et yw = (t + 1)d(t?) + t3d(t + 1) = (3t* + 2t)dt = f(t)dt. Donc :

1
/w = [ ft)dt = / (32 + 2t)dt = 2
o7 Iy 0

4.4 Intégration des formes différentielles sur sur une sous-
variété
Soit V' une sous-variété orientée, séparé, de dimension p, de classe C*, de R", et soit w une
forme différentielle borélienne de de degré p sur un ouvert U qui contient V.

Il existe un ouvert O de R? et une immersion ¢ de O dans A, telle que Im(O) = V, cette
immersion définie & I’aide de l'orientation de R™ 'orientation de V.

Théoréme 4.6. L’intégrabilité de w par rapport a ¢ et la valeur de fsaw est indépendant de la
choix de V' et de .

Définition 4.5. Si w est intégrable par rapport a @, on dit que w est intégrable sur V, et on

[ A1)

pfozs pfozs

Exemple 4.6. Soit V = {(x,y) € R? : y = 2%}, et soit w = xdy — ydz. La sous-variété V peut
représentée par l'immersion @ de | — 1,1[ dans R? définie par : p(t) = (t,t*). Donc :

Joo= e
w = w = —
14 © 3

Théoréme 4.7. Soient w et o deux formes différentielles de degré p, définies sur U. St w et «
sont intégrables sur V, alors :

1. w+ « est intégrable sur V et on a : // /w+a // /w+// /

p 01s p 01s p 018
2. Pour tout nombre réel A\, \w est intégrable surV et on a : // /)\w = // /
pfozs pfozs

Définition 4.6. On dit qu’une partie P de V est une piece de V' si et seulement si : pour tout
x € P, il existe un ouvert O de RP contient x, et une partie W de R"™, un entier q(x) < p, et
un difféeomorphisme 1 de O dans W tels que :

i) ¥(x) =0
i) »(ONV)=WnN(Rx0,,),
iii) Y(ONP)=WN(RE? xR? x 0,,_,).
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On appelle l’ensemble des éléments x ou p — q(x) = 0 Uintérieure de P, et on la note par OP
On appelle l’ensemble des éléments x ou p — q(x) =1 la frontiére de P, et on la note par OP.

Exemple 4.7. Soit 5% = {(z,y,2) € R®: 2?+1y°+22 =1} et P = {(v,y,2) € R?: 2 > 0}. P est
une picce de frontiere OP = {(x,y,2) € R®: 2 = 0}, et d’intérieur P = {(x,y,z) € R®: 2 > 0}.

Théoréme 4.8. [Formule de Stokes :| Soit P une piéce compact de V' a bord orienté OP.
Soit w une forme différentielle de degré p—1, différentiable sur un voisinage ouvert de P . Alors,

w est intégrable sur OP et dw intégrable sur P et on a :

/Odw—/w
P ap

Corollaire 4.2. [Formule de Riemann :] Soit P une piéce compact de R* a bore orienté
OP. Soit f,g deuz fonctions continiment différentiables sur un voisinage ouvert de P. Alors :

dg Of _
/fg (8_1: — (9_y) drdy = /aP(fdx + gdy)

4.5 Exercices

Exercice 4.1. : Soit S la surface paramétrée par Uapplication : ¢ : (u,v) € D — (u,v,uv),
ou D est le disque d’unité de R2.

1. Donner sous forme d’une intégrale sur D [’aire de la surface de S.
2. En utilisant les coordonnées polaires, calculer cette intégrale.
3. Soit f: R® — R, définie par : f(z,y,2) = z — 2%. Calculer // fds.
S
Exercice 4.2. : Trouver le flux du champs de vecteurs F(z,y,z) = (y,—,2) d travers de la
surface conique extérieure z = \/x? + y%;0 < z < 2.

Exercice 4.3. : A l'aide du théoréme d’Ostrogradski calculer Uintégrale [ [o(F.vg)dS du champs
F(x,y,2) = (x,y,2); ot S est une surface entourant le cylindre z* + y* < a® entre les deux
plans z = —1 et z = 1.

Exercice 4.4. : Soit S la surface définie par :
S={(u,v,u* +v*) eR*: 0<u<1,~-1<v<1}

1

V14 422 4 492

et soit ® la fonction définie

Soit la fonction h définie sur S par h(x,y,z) =
sur]0,1[x] — 1,1[ par : ®(u,v) = (u, v, u® + v?).
1. Donner la matrice Jacobienne de la fonction ®.

2. Ecrire sous forme intégrale double la mesure de S.

3. Calculer l'intégrale de surface / hdS.
S
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Exercice 4.5. : Utiliser le théoréme de Stokes pour trouver [ Zintégrale curviligne
/ (yPdx — 23dy + 23dz),
c

ou la courbe C est | ?intersection du cylindre x* + y* = a? et le plan x +y + z = b.
Exercice 4.6. : Soit S la partie du cone définie par :
S ={(u,v,Vu?+v2,0<u<1,0<v <1}

Soit la fonction h définit sur S par h(x,y,z) = V222, et soit ® la fonction définie sur

10, 1[x]0, 1 par : ®(u,v) = (u, v, Vu? + v?).
1. Donner la matrice Jacobienne de la fonction ®.

2. Calculer la mesure de S.

3. Calculer l'intégrale de surface / hdS.
S

Exercice 4.7. : Soit la fonction f, de R? dans R3, définie par :
V(z,y) €R®: f(2,y) = (z,y, Va2 + 1)
On pose : V ={(z,y,2) eR3: 22 =2 + 2,0 < 2 < 1},
1. Calculer Jf la matrice jaccobienne de f.
Montrer que la fonction f est une immersion sur R?\ {(0,0)}.

Montrer que V est une sous variété de R®. Déterminer sa dimonsion et sa classe.

Soit ¢ la fonction de |0, +oo[x] — m, | dans R3, définie par :
V(u,v) €]0,4o00[x]| — 7, 7| : Y(u,v) = (e “cosv,e “sinv, e ).

i) Montrer que v définit une paramétrisation de V.

ii) Calculer Ji la matrice jaccobienne de .
5. Calculer la mesuer de V.
Exercice 4.8. : Soit la fonction f, de R? dans R3, définie par :
V(x,y) € R*: f(x,y) = (v,y,V2? + 4> + 1).
On pose : V ={(z,y,2) eR®: 22 =¢y* + 22 + 1,2 > 1}.
1. Calculer Jf la matrice jaccobienne de f.
2. Montrer que la fonction f est une immersion.
3. Montrer que V est une sous variété de R3. Déterminer sa dimonsion et sa classe.
4. Soit ¥ la fonction de [0, +oo[x] — m, 7| dans R?, définie par :

V(u,v) € [0,400[x] — 7, 7| : Y(u,v) = (shu.cosv, shu.sinv, chu).
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i) Montrer que ¢ définit une paramétrisation de V.

ii) Calculer Ji la matrice jaccobienne de .

5. Calculer / v

v (1+22) /a2 + 2+ 22

Exercice 4.9. : Soit la fonction f, de R? dans R3, définie par :

V(z,y) € R?: f(x,y) = (xy,\ll—%z—yz?>.

2?2
On pose : V = {(m,y,z) cR3: §+Z+Z2 =1,0<z< 1}.
1. Calculer Jf la matrice jaccobienne de f.
22 P
2. Montrer que la fonction f est une immersion sur E = {(.75, y) € R?: 9 + T < 1}.

3. Montrer que V est une sous variété de R®. Déterminer sa dimonsion et sa classe.

4. Soit ¢ la fonction de ]O, g [ x| — 7, 7] dans R3, définie par :

V(u,v) € ]0, g [ x| —m, 7| (u,v) = (3sinu. cos v, 2sinu. sinv, cos u).

i) Montrer que ¢ définit une paramétrisation de V.

ii) Calculer Jvy la matrice jaccobienne de 1.

5. Calculer 'intégrale / v .
v /13 — 22 — y? + 2322

4.6 Correction des exercices

Solution 4.1. : S la surface paramétrée par : v : (u,v) € D +— (u,v,uv), ou D = {(u,v) €
R?: u? + 0% < 1}.

1. L’aire de la surface de S est :

wl,wz D b9)[* | Dt t)[*)
=/ (‘ *’ omn fRd e ) due
‘D(%,wz) _' 10 ‘_1 )D(wl,%) _‘ 1 wu ‘D(%ﬂ/}z) _‘ 0 u
D(u,v) | |0 1] D(u,v) | |0 w D(u,v) | |1 v
—u, donc :

://\/1+u2+v2dudv
D

2. u=rcosh,v=rsind,0<r<1,—w <0 <m, alors :
i ! 21(2v/2 — 1
A:/ de/ rmdr:—”<\g )
- 0
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3. Soit f:R> — R, f(x,y,2) =2z — 2°.

f Lo

/ f(u,v) mdudv
(uv — u? \/mdudv
/ (cos@sin @ — cos® 0)V/1 + r2drdf
(sin26 — cos 20 — 1) d@/ V1 + r2dr
— —W(1+\/§)

I
N | )—‘l\\\

N

Solution 4.2. : F(z,y,2) = (y,—x,2),S = {(z,y,2) € R?: 2 = /2?2 + y%;0 < z < 2}.
S=90V ouV ={(z,y,2) eR3: 0 < a? +y? <2%0< 2 <2}

Le flux du champs de vecteurs F' a travers de S est /(F.l/g)dS.
S

D’apreés la formule d’Ostragradski : /F.VSdS = /(divF)dxdydz = / dzdydz.
s 1%

v
En utilisant les cordonnées cylindriques (r cosf,rsind, z), on trouve :

T 2 z 2
/F.l/sds = / d@/ (/ dr) dz = 27?/ zdz = 47
S - 0 0 0

Solution 4.3. : F(x,y,2) = (z,y, 2),divF = 3,C = {(z,y,2) e R® : 2?+9* < a?, -1 < 2 < 1}.
S=0C={(z,y,2) eR3: 22+ 9> =a? -1 <2< 1}.
D’aprés la formule d’Ostrogradski : / FugdS = /(divF)dxdydz = / 3dxdydz.

c

5 c
En utilisant les cordonnées cylindriques (r cos@,rsind, z), on trouve :

1 a s
/F.VSdS = / / / 3rdzdrdd = 6mwa®.
S —-1J0 -7

Solution 4.4. :
S={(u,v,u* +v*)eR*: 0<u<1,—1<v<l1}

1 0
1. Jo(u,v)=1| 0 1
2u  2v
2. Ona:
B <1>1,<1>2 D(®1,®3)|* | D(®, B3) |
us) = / / \/ ‘ ‘ D, v) D(u.v) | ™%
2 2
0 0 1
o /_1/ \/‘ 2u 20 ’2u 20 dudy

Z//\/HTdudv

3. L’intégrale de surface / hdS :
S
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‘ D(®y, ®3) |

[ s = [ ] e \/‘ngfiff)z Dl v)
/ / \/m\/mCiudv

= //dudv:Q
~1Jo

Solution 4.5. : w = y?dx — 23dy + 23dz.

C=0V={(r,y,2) eR®: 22 +y* =a*’}N{(z,y,2) ER®:x+y+ 2 =10}
avec V = {(x,y,2) e R® : 22 + y? < a*} N {(z,y,2) ER® 12z +y+ 2z = b}
V' est compact car —a < rx <a,—a<y<ab—a<z<b+a.

‘D(@Q, ®s) |2
D(u,v)

dudv

On peut écrire V.= {(rcosf,rsinf,b —rcosf —rsinf);0 <r < a,—m <0 < w}.

D’apres la formule de Stockes : | w= [, dw.
c v

Soit ¢ la fonction de | —a,a|xX|—m,m[ dans V définie par : o(r,0) = (rcosf,rsin@,b—rcosf —

rsinf).

D9y = (cos Odr — rsin 6d6, sin Odr + r cos df, —(cos 6 + sin )dr + r(sin 6 — cos 0)d0)

dw = 3y*dydr — 3x?dxdy = —3(2? + y*)dxdy
p*dw = w(rcosd,rsind, b —rcos —rsind) o D g
= —3(r?cos? 0 + r?sin®0)(cos Odr — r sin 6dB)(sin Odr + r cos 0df)
= —3r?(rcos?Odrdf — rsin® dOdr)
= —3r3drdd
Donc :

/( ddr — 23dy + 23dz) = /dw—/ d@/ —3r3dr = —3—7Ta4

Solution 4.6. :
S={(u,v,u* +v) eR*:0<u<l,-1<v<l1}

1 0
1. JO(u,v) = 8 115
Vuz + 02 Vu2 402
2. Ona :
<1>1,<I>2 D(®y, ®s) > | D(®y, ®3) |
_ dud
u(S) //\/‘ ’Dm,v) D(u,v) | ™"
J . 1 0 2 0 1 2
— // ‘ u v _|_ u v
Vu? +0v? Vu? + 02 Vu? +0? Vu? + 02

= [
_ //\/_dudv—\/_

3. L’intégrale de surface / hdS' :
S
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'D((I)l’ s) 2 dudv

D(®y, ®s) |?
D(u,v) ‘—

D(u,v)

[ [ras - //UL o) W (2129

_ / / o \/_dudv

= / / 18uv?dudv = 2
Solution 4.7. :

flay) = (@y, Va2 +y?)  V={(z,y,2) eR*: 2" =2+ 0< 2 <1}

1 0
2. — 0 1
1. Y(x,y) e R*: Jf(z,y) = x Y

\/x2+y2 \/xQ—i—yQ

2. Pour toute (x,y) € R*\ {(0,0)} les deuz vecteurs (1, 0, L) et (0, 1, L)

/x2 + y2 /332 + y2
sont linéairement indépendants.

Donc : rang JF = 2, dimension de l’ensemble de départ
Alors : f est une immersion sur R*\ {(0,0)}.

3.V est une graphe de la fonction h(x,y) = /22 + 4%, qui est une fonction de classe C*
sur R?\ {(0,0)} (plus précisement sur D(0,1) \ {(0,0)}).
Donc : 'V est une sous-variété de R3, de dimonsion 2, de classe C™.

4. Y(u,v) €]0,4o00[x] —m, 7| : Y(u,v) = (e " cosv,e “sinv,e ).

i) Posons : x—e_ cosv ,y=-e “sinv,z =e .

On a : 2% +y* = 22, et puisque u €]0, +o0|, alors : 0 < z < 1. Donc : (z,y,z) € V.
Réciproquement, pour u=1Inz, ona:z=e" etucl0, +oo,

et pour v €] —m, | on a :

2?2 = e 2 = e 2 (cos’ v + sin®v) = (e % cosv)? + (e Usinv)? = 2% + y2.

Donc : 1 définit une paramétrisation de V.

—e Ycosv —e Ysinw

ii) V(u,v) €]0, 4o0[x]| — m, 7| : JY(u,v) = | —e “sinv e “cosv
—e 0
5 Ona:
D(ap1, 1) | —eT"cosv —e Usinv | 2
D(u,v) | —e “sinv e “cosv | ’
D4, 1)3) —e %cosv —e “sinv —9u .
— = u = —e “sinv
D(u,v) —e 0
D(1),1)3) —e %sinv e “cosv oy,
TR VA ° =e " cosv.
D(u,v) —e 0

+oo —2u +oo
Alors : / / ’2“\/_dudv = 27v/2 [ } =m/2

0
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Solution 4.8. :

flz,y) = (z,y, /22 + 32) V={(r,y,2) eR*: 22 =2* + 1> 0< 2 < 1}
1
0

0

1
1. Y(z,y) € R*: Jf(x,y) = T y

V2 +yr+1 a2t y2+1

2. Pour toute (z,y) € R? les deux vecteurs (1,0, L) et (0,1,L> sont

/£U2 + y2 /5132 + y2
linéairement indépendants.

Donc : rang JF = 2, dimension de ’ensemble de départ
Alors : f est une immersion.

3. 'V est une graphe de la fonction h(xz,y) = \/2? +y? + 1, qui est une fonction de classe
C>. sur R2.
Donc : 'V est une sous-variété de R3, de dimonsion 2, de classe C*.

4. Y(u,v) € [0,400[x]| =, 7| : Y(u,v) = (shu.cosv, shusinv, chu).

i) Posons : x = shu.cosv,y = shu.sinv, z = chu.
Ona:z?>+y*+1=x=sh>u=2% etz>1. Donc:(x,y,2)€V.
Réciproquement, pour u = argchz, on a : z = chu et u € [0, 400,
et pour v €] —m,—7| on a :
22 =ch?u=sh>u+1=h*u(cos®v+sin?v) +1 = (shu.cosv)?+ (shu.sinv)?+1 =
2?2+ + 1
Donc : 1 définit une paramétrisation de V.
chu.cosv —shu.sinv

ii) Y(u,v) € [0, +o0[x] —m, 7] : JY(u,v) = | chu.sinv shu.cosv
shu 0
5. Ona :
D(a1, 1) chu.cosv —shu.sinwv
—_ = . = shu.chu,
D(u,v) chu.sinv  shu.cosv
D(ap1,1p3) | chu.cosv —shu.sinv | <h2usin
D(u,v) - shu 0 N ’
D(t)2,1)3) | chu.sinv shwu.cosv B2y cost.
D(u,v) shu 0 N
D(y1,92)\* (D1, v3)\" | [ D, v3)\*
Do 7 L) A A e e
onc \/( D(u, v) + D( ) + D(u, v) shuvsh*u 4+ ch*u
Alors :

/ dV /+oo / shuv'sh?u + ch? ududv
(14 22)\/2? 4+ y? + 22 —x (L4 ch?u)Vsh?>u+ ch?u
_ 5 /+oo sh udu
- o (1+ ch22u)

v T T
—_ 9 (___):_,
™21 2

Solution 4.9. :

2 2 2 2
flz,y) = (xy 1—%—%) Vz{(l’,y,Z)ERS:%+yz+z2:1,zzo}
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0 1
V(z,y) e R*: Jf(z,y) = — -y
22 2 22 42
Ji-— -2 g1 L
) 9 4 9 4
. Pour toute (x,y) € E les deux vecteurs | 1,0, et | 1,0,

2 2 2 2
o f1-L L pnh-o %
9 4 9 4
sont linéairement indépendants.

Donc : rang JF = 2, dimension de [’ensemble de départ
Alors : f est une immersion sur E.

/ 2 2
. 'V est une graphe de la fonction h(x,y) = 94/1 — % — %, qui est une fonction de classe

C*® sur E.

Donc : V est une sous-variété de R3, de dimonsion 2, de classe C*.
. Y(u,v) € ]0, g [ x| —m, 7] (u,v) = (3sinu. cos v, 2sin . sin v, cos u).

i) Posons : x = 3sinu.cosv,y = 2sinu.sinv, z = cos .
2 2

On a : E%—yz—i-zQ: 1, etpuisque}o,g[, alors : 0 < z < 1. Donc : (x,y,z) € V.

.. us
Réciproquement, pour uw = arccosz, on a : z =cosu et u € }0, 5 [,

et pour v €] —m, | on a :

3si 2 24i : 2 2 2
1—2? = sin® u = sin® u(cos? v +sin’v) = (3sinucosv) + (2sinusinv) =247
) ) 9 4 9 4
Alors, n + yz + 2% =1. Donc : ¢ définit une paramétrisation de V.
- 3cosu.cosv —3sinu.sinv
ii) Y(u,v) € }0, §[X] — 7,7 JY(u,v) = | 2cosu.sinv  2sinwu.cosv
—sinu 0
. Ona:
D(ap1, 1) 3cosu.cosv —3sinu.sinv .
—_— " = . . = 6sinu. cosu,
D(u,v) 2cosu.sinv  2sinu.cosv
D(1)1,1)3) 3cosu.cosv —3sinw.sinv 9.
Y . = —3sin” u. sinv,
D(u7 U) —sInu 0
D(1)q, 1) 2cosu.sinv  2sinu. cosv 9
—_— = . = 2sin” u. cosv.
D(u,v) —sinu 0
D(1,92)\* | (D1, vs)\* | (D2, v3) )
P cK = —_— —_— —_— lors :
0sons \/( D(u, v) + D(u,v) + D(u, v) , alors
K = sinu.v9sin?u.sin® v + 4 sin® u. cos? v 4+ 36 cos? u

= sinu.v13 — 9sin®u. cos2 v — 4sin® u. sin® v + 23 cos? u.

Donc / v :/2/ sinu dudv = 27
v /13 — 22 — y2 4 2322 0o Jon
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Chapitre 5

Variétés abstraites

Soit m € N* et k € NU {oo}. Soit X un espace topologique, séparé, séparable.

5.1 Cartes, Atlas, et variétés

Définition 5.1. Etant donnée un ouvert U de X, et un homéomorphisme ¢ de U dans un
ouvert de R™. (U, p) est appelée une carte de X, de dimension m.
Louvert U est appelé domaine de la carte (U, p).

Remarque 5.1. Soit (U, p) une carte de dimension m sur X, et soit v € U.

1. La carte (U, p) est dite une carte en x, elle est dite centrée en x si p(x) = 0.

1

2. =" est appelée paramétrage de [’ouvert U.

3. Si on pose p(x) = (p1(x), - om(x)), les fonctions ¢y, de U dans R sont appelées s
cordonnées locales associées a la carte (U, ).

Définition 5.2. Soit (U, ), (V1) deuz cartes de X, de dimension m. On dit que (U, p), (V1))
sont Ck— compatibles si 1 o =1 est isomorphisme de classe C* de o(UNV) dans p(UNV).

Définition 5.3. On appelle atlas m— dimensionnel de classe C™ sur X, un ensemble des
couples {(U;, i) bier tels que les trois aziomes suivants sont satisfaites :

i) {Ui}ier est un recouvrement ouvert de X,
ii) pour toute i € I,(U;, ;) est une carte de dimension m sur X,
iii) pour tout couple (i,7), les carets (Us, ¢;), (Uj, p;) sont compatibles.

Définition 5.4. Soit {(U;, p;) bier un atlas sur X, et U C X, ¢ une bijection de U sur R™. La
carte (U, ) est dite compatible avec l'atlas {(U;, ;) }ier si la réunion {(U, )} U {(U;, ;) bier
est encore un atlas sur X.

Deuz atlas tous deuxr m— dimensionnels et de classe C™ sont compatibles si leur réunion est
encore un atlas sur X .

Définition 5.5. On dit que X est une variété de dimension m et de classe C* si on donne une
classe d’équivalence d’atlas m— dimensionnels de classe C* sur X.

Remarque 5.2. Soit X une variété.
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1. Tout atlas de cartes C* de X est contenu dans un unique atlas de cartes C* maximal
pour l’inclusion.

2. Sik>1, on dit que X est une variété différentielle.
Exemple 5.1. [15, 12

1. Soit E un R— espace vectoriel de dimonsion m, et soit {vi,--- v, } une base de E.
L’application ¢ : (x1,+ ,Tm) —> T101 + + -+ + Ty Uy, €St un isomorphism de E dans R™.
on munit E d’une stricture d’espace métrique, dont la distance d est d(V, W) = d(x,v; +
ot T U, 1w +ymwm) = H((aﬁ Y, s Tm ym)H
La collection contient seulement ¢ est un atlas.

Donc, E est une variété de dimonsion m.

2. On note par P lespace des sous-espaces vectoriels de dimension 1 de R*™t. P est une
variété de dimension n de classe C™°.

3. 51 X1, Xy sont deux variétés de dimensions mqy, ma, le produit X, x Xo est une variété de
dimension my + ms.

Théoréme 5.1. [3] Soit X une variété de dimension m, de classe C*. On peut munit X d’une
topologie dite canonique, dont les ouverts sont les réunions des domaines des cartes.

Théoréme 5.2. [5] Soit {(Vi,¥;)}ier un atlas m— dimensionnel de la variété X. Un sous-
ensemble U de X est un ouvert si et seulement si pour tout carte (Vi,v;),v;(U N'V;) est un
ouvert de R™.

Théoréme 5.3. [3] Pour tout carte (U, ) d’une variété X, lapplication ¢ de U de o(U) est
un homéomorphisme pour la topologie canonique de X.

Exemple 5.2. [J]
1. Un ouwvert U d’une variété X, munie de sa topologie canonique est canoniquement une
variété.

2. Les sous-variétés de R™ sont des variétés de facon canonique, et leur topologie de variété
coincide avec la topologie induite de R™.

5.2 Morphismes de variétés

Définition 5.6. Soit X et Y deuw variétés de dimension m,n et de classe C*,C". Soit p <
min{k,r}. On dit qu’une application continue f : X — Y est un C? morphisme, si pour toute
carte (U,p) en x, et pour toute carte (V,1) en f(x), Uapplication 1 o f oo™ est de classe CP

de o(UN f~YV)) dans R™. On notera C?(X,Y) I’ensemble des CP morphismes de X dansY .

Théoreme 5.4. Soit X et'Y deux variétés de dimension m,n et de classe supérieure ou égal
a p. Soit f une application continue de X dans Y. Les conditions suivants sont équivalentes :

1. f est un CP morphisme de X dansY ;

2. .Pour tout x € X, pour toute carte (U, ) en x, et pour toute carte (V,) en f(x), telles
que f(U) CV,po fop™t est de classe CP de o(U) dans R™;

3. Pour tout x € X, il existe une carte (U, @) de X en x, et une carte (V 1) en f(x), telles
que f(U) CV,iho fop™ € CP(p(U);R).
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Définition 5.7. Soit X et Y deux variétés de dimension m,n et de classe C*,C". Soit p <
min{k,r}. On dit qu’une application f : X — Y est un CP— difféomorphisme, si elle est
bijective, f € CP(X,Y), f~1 € CP(Y, X).

Exemple 5.3. [12] On considére la sphére S™. L’injection canonique i : S™ — R est C°—
difféeomorphisme.

5.3 Espace tangent, fibré tangent

Soit X une variété de dimension m et de classe C* (k > 1),z un point de X et (U, p), (V, )
deux cartes de X en X. Soit u,v deux éléments de R™.

Proposition 5.1. [3] La relation R, définie par (U, o, u)R(V, 4, v) si et seulement si Dy (1o
0 1) (u) = v est une relation d’équivalence

Définition 5.8. On appelle vecteur tangent a X en x, une classe d’équivalence de de triplets
(U, ¢, u) pour la relation R.
On appelle espace tangent, et on le note par T, X [’ensemble des vecteurs tangent a X en x.

Remarque 5.3. Si on fize une carte (U, ) de x, on peut lui associer une bijection 0, de T, X
dans R™.

Théoréme 5.5. [3] T, X posséde une structure d’espace vectorielle de dimension m.

Exemple 5.4. [3] Soit X une sous-variété de R™, de dimension m et de classe C*. L’espace
tangent en tant que X est sous-variété, et en tant que X est variété sont isomorphes.

Théoréme 5.6. 3 TX = U T, X peut étre muni d’'une une structure variété de dimension

reX
2m et de classe CF1,

Définition 5.9. T'X est appelée le fibré tangent de X.

Définition 5.10. Un champs de vecteurs de classe C* sur une variété de classe C*' est une
section de classe C* du fibré tangent, c’est a dire une application € : X — TX de classe C¥,
telle que : Vx € X : {(x) € T, X.

Définition 5.11. Soit X,Y deux variétés, f un CP? morphisme de X dans Y et x un point
de X. Soient (U, ) une carte de x, (V,1) une carte de f(x) telles que f(U) C V. On associe
(U, @) a0y, et (V,1) dnyse) (remarque 5.3).

On appelle application tangent a f en x, Uapplication linéaire T, f de T,Y dans Tt)Y , définie
comme sutvant :

Tacf = 77;(;) © Dcp(x)(w © f © 90_1) © 9:5 (51)

5.4 Sous - variétés d’une variété

Définition 5.12. Soit X une variété de dimension m, et de classe C*,Y une partie de X. On
dit que Y est une sous-variété de dimension q de X si pour tout y € Y, il existe une carte

(U, ) de X telle que p(UNY) = p(U) NR

Théoréme 5.7. [3] Soit X une variété de dimension m, et de classe CP)Y une sous-variété
de X. Alors, Y a une structure de variété de classe C*.
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Proposition 5.2. [3] Soit X une variété, Y une sous-variété de X, et Z une sous-variété de
Y. Alors, Z est une sous-variété de X.

Définition 5.13. Soit X,Y deux variétés, et f: X — Y un morphisme.

i) On dit que [ est une immersion on x € X, si T, f est injective.

ii) On dit que f est une submersion on x € X, si T, f est surjective.

iii) On dit que f est une étale on x € X, si T, f est un isomorphisme de T, X dans Ty)Y .

iv) On dit que f est un plongement de X dansY si f est injective, immersion, et un homéo-
morphisme de X sur son image f(X).

Définition 5.14. Soit X une variété de classe C* (k > 2), E un espace euclidien, et f une
immersion de X dans E. On appelle espace normal a (X, f) en x € X l'ensemble suivant :

Ny X = [(gf(ﬂﬁ)(T:Ef(Tﬂc)())]L ={z€F:(2u)=0;Vue ef(x)(Txf(TmX))}

5.5 Orientation

Notons GL(m; R) le groupe des matrices m x m a coefficient réels, et inversibles, ainsi
GL(m; R)" le sous-groupe de GL(m; R) des matrices ayant un déterminant strictement positif.
Fixons deux bases de R™. Il existe un unique élément dans GL(m; R) qui envoie la premiere
sur la seconde. Introduisons sur ’ensemble des bases de R™ la relation d’équivalence ou deux
bases B et By vérifient By ~ By si et seulement si 'unique élément de GL(m; R) qui envoie
By sur By est dans GL(m; R)*.

Définition 5.15. On appelle une orientation de R™ le choiz d’une des deuz classes d’équivalence
de la relation ~.
Une base dans la classe d’équivalence de la base canonique est dite directe.

Remarque 5.4. On dit que GL(m; R) posséde deux composantes connexes, distinguées par le
déterminant.

Définition 5.16. Un homéomorphisme préserve [’orientation s’il envoie une base sur une base
équivalente.

Définition 5.17. Soit X une variété.

i) Un atlas orienté de X est un atlas dont tous les changements de cartes préservent l’orien-
tation.

ii) X est orientable si elle admet un atlas orienté.
iii) X est orientée si elle est munie d’un classe d’équivalence d’atlas orientés.

Proposition 5.3. En chaque point d’une variété orientée X, l’espace tangent T, X est orienté.
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5.6 Variétés a bord

On pose R™ = {(z1, 29, -+ , Tpm); 21 < 0}, 0R™ = {0} x R™, et pour un ouvert U de R™,
on pose OU = U NR™.

Proposition 5.4. Toute difféeomorphisme entre deux ouverts U et V de R™ enwvoie le bord de
U sur le bord de V.

On définit atlas de variété a bord comme un atlas de variété, seulement ¢;(U;) supposée
comme un ouvert de R™~1,

Définition 5.18. X est appelée variété a bord si elle est muni d’une classe d’équivalence d’atlas
de variété a bord.
Le bord 0X de X est 'ensemble des points envoyés dans OR™ par n’importe qu’elle carte.

Définition 5.19. Soit X une variété de classe C*, et de dimension m. On dit que X est
une variété avec bords si pour tout point x de X, il existe un voisinage ouvert U de x et un
homéomorphisme de U dans un owvert V- de R™ = {(a.az, -+ ,am),a; < 0}.

Proposition 5.5. Si X est une variété a bord, alors 0X est une sous - variété de R™, de
dimension m — 1.

5.7 Exercice

Exercice 5.1. : Soient Uy, Vi,Us,Va des sous ensembles du cercle S* composés de points
M = (z,y) pour lesquels y > 0,y < 0,z > 0,2 < 0, respectivement. Soient 1,11, p2, s
des applications de ces ensembles dans R définies par :

pr(z,y) =iz, y) == pa(z,y) = Vo(z,y) =y
1. Montrer que les couples (Uy, 1), (Ua, ©2), (Vi,11), (Va, 1) sont des cartes sur S*.
2. Quelles sont les formules qui déterminent les changements de cartes.
3. Montrer que les cartes mentionnées dans 1. sont compatibles.
4. En déduire que S* est une variété différentiable de classe C°.
Exercice 5.2. :
1. Montrer que le sous-ensemble de R? défini par xy = 0 n'est pas une variété topologique.

2. Montrer que le sous-ensemble de R3 défini par x* + y* — 22 = 0 n'est pas une variété
topologique.

Exercice 5.3. : On considére le sphére S?
1. Ecrire explicitement les projections stéréographiques ¢y de pole nord.

2. Ecrire explicitement les projections stéréographiques pgs de pole sud.

3. Donner la composition R? \ {0} LN \ {N, S} 25 R\ {0}.

4. Déduire.
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Exercice 5.4. : Dans leur livre "Géométrie différentielle”, M. Berger et B. Gostiaux donner
la définition suivante d’une variété abstrais :

Soit X un ensemble, et p > 0 un entier. On appelle atlas d— dimensionnelle de classe CP sur
X, un ensemble des couples {(U;, pi) }ier tels que les trois axiomes suivants sont satisfaites :

i) Le U; sont des sous-ensembles de X et U U =X,
i€l
ii) chaque ¢; est une bijection de U; dans un owvert de R?, et pour tout couple (i, j), p;(U;NU;)
est un ouvert de R,

iii) pour tout couple (i, j), Uapplication p;op; !

dans ¢;(U; N U;).

est un isomorphisme de classe C? de ;(U;NU;)

X est appelé une variété de dimension d de classe CP.

Soit maintenant 9 'ensemble des droites vectoriels de R* (les droites qui passent par
Uorigine). 9, 'ensemble des droites y = ax, (o € R), 2, l'ensemble des droites v = Py, (5 € R).
On définit les fonctions :

0y Dy — a, Ozt D — B

1. Montrer que {(Zy, ¢z), (Zy, py)} est un atlas unidimensionnelle sur 9, de classe C*, au
sens de si-dessus.

2. Conclure.

3. Etudier le cas des droites affines de R2.

Exercice 5.5. : Soit X [’ensemble suivant (Ruban de Mdébius classique) :

X = {((1 + tcoswv) cos(2v); (1 + tcosv)sin(2v);tsinv), —— <t < -, 0<v < W}

DN | —
DO | =

1. Montrer que X est une variété de dimension 2.

2. Montrer que X n’est pas orientable.

5.8 Correction des exercices

Solution 5.1. : 1(z,y) = ¥i(z,y) =2 po(,y) = Pa(z,y) = y.

1. Les fonctions 1, pa, 11,19 sont des bijections de Uy, Us, Vi, Vo dans | — 1,1[, continues,
ainsi que ses réciproque. Donc, @1, ps, 01,1 sont des homéomorphismes de Uy, Uy, Vi, Vs
dans | — 1,1].

Alors : les couples (U, 1), (Ua, 2), (Vi,11), (Va,b2) sont des cartes sur S*.

2. 0nait :U,NUy ={(z,y €S :2>0y>0}LUNVy={(z,yeS":2<0,y>
0O)LVinlUs = {(z,y € St 2 >0y <0)}hLVinVy, = {(z,y € S* : 2z < 0,y <
0)},U10V:U2ﬁ‘/2:@.

23



VE: — ’_UE

|

V.

On a alors les formules de changement des cartes :
-1
Y1

10,1 = UNU, 2 10,1]

r o= (y) — (pow (@) =y=v1-2a?
—10 5 ninv 10, 1]

r = (ry) = (hop)(r) =y=V1-2a
] —1,0] v, wnt, = 10,1]

y = (my) = (et =T =y1-y
1-1,00 Y winwk & | —1,0]

y o (zy) = (oY) =r=—y/1—¢?

3. Les applications précédentes sont C'° difféomorphismes. Donc : les cartes mentionnées
dans 1. sont compatibles.

4. Enfin : ST = U,UU,UU3UUy. On a : construit un atlas unidimensionnel {(Uy, v1), (Ua, 2), (V1,11), (V4
de classe C™. Alors : St est une variété différentiable de dimension 1 classe C*°.

Solution 5.2. :

1. A={(z,y) e R* : zy = 0}.
Au wvoisinage ouvert U de point (0,0) € A, on ne peut pas trouver un homéomorphisme
d’un segment |a,b|C R dans U N A. Donc : A n’est pas une variété topologique.

2. B={(z,y,2) eR*: 22+ y* — 22 = 0= 0} (cone).
Au voisinage ouvert V' de point (0,0,0) € B, on ne peut pas trouver un homéomorphisme
d’un ouwvert O C R? dans V N B. Donc : B n’est pas une variété topologique.

Solution 5.3. : S? = {(z,y,2) e R® : 2 + > + 22 =1}
1. Ona:
onv: SE\{N} — R?

M(;E,y,Z) — P(Oé,ﬁ,—l) = (NM) N {Z = —1}
(NM) désigne la ligne qui passe aux points N et M.
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Puisque P ¢|NM|, il existe k > 1 tel que : P — N = k(M — N), ce qui donne :
(a, B, =2) = (kx, ky, kz — k).

On a alors kz =k — 2.

Comme M € S%, on a : 2® +y> + 22 = 1. Donc : (kx)* + (ky)* + (k2)? = k*.

Donc : (22 + y*)k* + (k — 2)? = k2, alors : (2? + y?)k?* — 4k + 4 = 0.

1— 2+ 2
Tenant en compte k > 1, on trouve k = (2 +y )
x2_|_y2
r+ay/1—(22+9y?) y+yy1— (22 +9?)
Donc : on(z,y,2) = < 22 + 12 ; 22 + 12 ,—1.
On a :
vs: SP\{S} — R?

(SM) désigne la ligne qui passe aux points S et M.

Puisque Q ¢)SM|, il existe k > 1 tel que : Q —S = k(M — S), ce qui donne : («, 3,2) =
(kx, ky, kz + k).

On a alors kz =2 — k.

Comme M € S%, on a : 2® +y?> + 22 = 1. Donc : (kx)* + (ky)* + (k2)? = k°.

95



Donc : (2?2 +y*)k* + (2 — k)? = k%, alors : (2> +y*)k* — 4k +4 = 0.

1 _ 2 2
Tenant en compte k > 1, on trouve k = 3 (332 )
e+ Yy
421 — (22 +42) y+y/1— (22 +4?)
D : = 1].
onc QOS(xayv Z) ( x2—l—y2 ) x2—l—y2 ’

3. La composition R? \ {(0,0)} i S\ {N, S} 25 R2\ {(0,0)} :
On a :¥(z,y) € R?\ {(0,0)} : (ps 0oy (z,y) = (2,9).

4. Posons : Uy =S*\ {N},Us = S*\ {S}. On trouve :
*) S?=UxU Us,
#x) g0y est un O difféomorphisme de R*\{(0,0)} dans R2\{(0,0)}, i.e (Un, vn), (Us, ¢s)
sont deux cartes compatibles, et {(Un, ¢n), (Us, ps)} est un atlas bidimensionnel de classe

.

Solution 5.4. :
P={D:ax+by=0,a,eR}, P, ={D:y=ax,0a € R}, 2, ={D :x = fy, 8 € R},
oy Dy — «, Ozt Dy — B

1. 1) Il est clair que 9, C 9,9, C 2 et D = D, U D,.
ii) Les fonctions ., ¢, sont bijectives de 9, dans R, respectivement 9, dans R,
iii) Ona:2,N%,={D:y=av,a e R*} ={D : 2= Py, € R*}, qui est un ouvert
de R. B
R* 25 2,n9, 2% R*
a — z=ay — (po0;)a) =4

py o, € C™, et de méme , 0 @,
Donc : {(Zw, ¢2), (Dy, py)} est un atlas unidimensionnelle sur 9, de classe C™.

2. D est une variété de dimension 1, de classe C'™.

3. Les droites affines sont des droites D : ax + by + ¢ = 0. On pose :
2 ={D:ax+by+c=0,a,b,ce R}, 9, ={D:y=ar+v,a0aecR}, 2, ={D:z=
By +0,3 € R},
ey Dy — (a,7), Crt Dr — (8,0).
Suivant les étapes précédentes, 'ensemble des droites affines de R? est une variété de
dimension 2, de classe C'°.
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