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Introduction

Les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels modelés par des espaces de
Lebesgue et munis des normes des dérivées jusqu’a un certain ordre.

Un espace de Sobolev est un espace de Banach ou un espace de Hilbert de fonctions
pouvant étre dérivées suffisamment de fois et muni d’une norme qui mesure a la fois la
taille et la régularité de la fonction. En général, les solutions des équations aux dérivées
partielles, appartiennent plus naturellement & un espace de Sobolev qu’a un espace de
fonctions dérivables.

Il est donc nécessaire d’introduire une nouvelle dérivation dite "faible" ou au sens
des distributions, ce qui va étendre la notion ordinaire de dérivée. En placant une telle
définition, toute fonction devient alors indéfiniment dérivable au sens des distributions,
nous permettant ainsi de définir les espaces de Sobolev.

Le mémoire se compose de trois chapitres traitent 1’échelle de Sobolev.

Dans le premiére chapitre, on a étudié I'espace de Sobolev & partir des définitions et
les premiéres propriétés de cet espace, et quelques théories. En plus on citant les espaces
de W™P (Q) et W,” () et leurs propriétés.

Dans le deuxiéme chapitre on a étudié ’echelle fonctionnelle, qui contient 1’echelle de
Sobolev d’originie F, telle que tout sous-espace vectoriel D' (R™). Aussi les caractéris-
tiques et les preuves du dalité de I’echelle de Sobolev et la théorie des D (R™) — mod ules
et contre-exemple.

Pour le dernier chapitre on considére une extension du deuxiéme chapitre ot on pré-

sente quelques définitions et théorémes.



Notation

R Ensemble des nombres réels.

R™ Un espace Euclidien de dimension n.

Q Ouvert de R” muni de la mesure de Lebesgue .

Q La fermeture de 2.

LP () L’espace des fonctions mesurable sur ).

L¥ (Q) Est espace dual de L? () .

P’ Est 'exposant conjugé de p tel que % + ]% =1.

p.p. Presque partout.

U Fonction mesurable définie de {2 dans R.

g—; Dérivée de u par rapport x;.

Vu Gradient de u, Vu = (;—;‘1, 88—;;, oy 8‘%) )

Au Laplacien de u, Au = (gix%‘ + gixg + ...+ %) )

Ce (Q) L’espace des fonctions de classe C*° & support compact
inclue dans 2.

(.,.) Produit scalaire de R"™.

L. (Q) L’espace des fonctions localement intégrable sur (2.

Supp f Support de la fonction f.

.1l La norme sur I’espace vectoriel normé F.

Whr (Q) Espace de Sobolev des fonctions de L (2) dont les dérivées

partielles au sens faible d’ordre 1 sont également dans L? (€2), muni de la norme

[ellwrp = 221105 |l o -

WyP () La fermeture de C§° (2) dans W' (Q).

H'(Q) u e L*(Q) et Vu e L(Q).

wmr () ,H™ () L’espace de Sobolev.

D (R™) L’espace des fonctions indéfiniment dérivable & support

compact dans R" (dit aussi espace des fonctions test).

D' (R™) L’espace des formes linéaires continues sur D (R™) ou
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I’espace des distributions.
- F Est le dual topologique de E ou ’espace des formes
linéaire et continue sur FE.

- FEy La fermeture de C3° (2) en E.



Chapitre 1

Espaces de Sobolev

1.1 L’espace L?

Dans ce que suit, on considére {2 un ouvert de R"

Définition 1.1.1 Soit 1 < p < 00 ;0n pose
LP(Q) = {f :Q — R, f mesurable et/ |f ()P dx < oo} :
Q

Il = | [ \f(x)!”dxr.

muni de la norme

Définition 1.1.2 On pose
LP(Q) ={f:Q — R; f mesurable et il existe une constante c telle que |f (x)| < ¢ p.p sur Q}

muni la norme

[fll oo = inf {c; [|f (2)]| < ¢ p.psur Q.



1.2 Quelques théorémes de convergences
Théoréme 1.2.1 (Fubini)
Soit €2; et 25 des ouverts de R".

On suppose que F' € (§2; x §3) ,Alors pour presque tout = € §2;

F(zy) € L, () et |F (z,y) dy| € L, ().
Q2

De méme, pour presque tout y € 2
F(zy) € Ly () et [ |F(2,y)da| € Ly (D).
Q1

De plus on a

/ da:/ F(x,y)dy:/ dy/ F(x,y)dx:// F (z,y) dzdy.
Q1 Qo Qo Q1 Q1x0o

Théoréme 1.2.2 (Inégalité de Holder)

Soit f € LP et g € L” avec 1 < p < 0.
Alors f,g € L' et on a
I B

Théoréme 1.2.3 (Inégalité de Young )

Soient f € P et g€ L9, alors fxg € L" avec%+1:]%+%1.
Théoréme 1.2.4 (Fischer-Riesz )
LP est un espace de Banach pour tout 1 < p < cc.
Notation 1.2.1 Etant donné x € R", on écrit
x = (2',x,) avec ' € R 2" = (z1,29,... 20 1).



1.3 Espace de Sobolev W7 (Q)

Les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels dont les Dérivées -au sens faible
sont intégrables, ces espaces sont complets ce qui est un avantage considérable pour

I’étude des solutions des équations aux dérivées partielles.

1.3.1 Définitions et quelques propriétés

Soit 2 un ouvert borné ou non de R”, et soit 1 < p < cc.

Définition 1.3.1 L’espace de Sobolev WP (Q) est défini par

0
WP (Q) = {u € LP () ;3g1, g2..-gn € LP () tel que : /uaf = —/gigoi , Vo € ¢ (Q)} :
Q i Q

Pour u € W (Q) on note

ou
gp, = 9 et Vu (91, G2+, Gn)

L’espace WP () est muni de la norme :

"l ou
Jullyrs = ol + 3 55
i=1
Cette norme est équivalente & :
1
p .
ey == (Nl + IVult) $i1<p< oo
Si p= +oo , la norme de I'espace WP (£2) est
“uHWLp(Q) := sup |u| + sup [Vu|.
Q Q



Notation 1.3.1 On pose
H'(Q) =W (Q).

— L’espace H' (Q) est muni par le produit scalaire :

" [ Ou v
(1, 0) 1y = (W 0) 2y + ) (%’ %) '
i=1 i i/ 12(Q)

— La norme associée est donneé par la formule :

" | ou||? :
2
[l g1 0y == <HUHL2(Q) + Z B ) :
i=1 CHL2()
Soit u € L}, () ; La théorie des distributions permet de donner un sens a %.

En effet, on soit que dans D’ (£2) on a
(0°T, ) = ()T, 0%0) , VT €D, YpeD.

Comme L}, (2) n’est autre que I'espaces des distributions réguliéres.

On définit alors WP (Q) par I'ensemble des fonctions u € LY (Q) telle que g—; (au
sens des dérivées de distributions) appartiennent a LP (€2) .

— Lorsque €2 = R™ et p = 2, on peut aussi définir les espaces des Sobolev par la

transformée de Fourier, ceci car on a 1’égalité de Perseval dans L? (Q).
Proposition 1.3.1 L’ espace WP (Q) est :

- Un espace de Banach pour : 1 < p < o0;
- Un espace réflexif pour : 1 < p < oc;
- Un espace séparable pour : 1 < p < .

L’espace H' () est un espace de Hilbert sé¢parable .



Preuve.

1. Soit (uy), cyune suite de Cauchy de W' (2), alors la suite (Vuy,), oy est de Cauchy
dans L? (). Puis que L? (2) est complet, il existe des fonctions : u, uy, us...uyn

de L7 (Q) telle que :

ou,,

X

u, — u dans LP () et — u; dans LP (), Vi=1,..,N.

Pour voir que L? (2) est complet on se référe au théoréme 3.11 du liver de Rudin [7].

Comme LF (Q) C L}

e (€2), on détermine une distribution 7, .

C’est-a-dire :

Vo € Cf° (1), par I'inégalité de Holder on a

T, (0) = Tu ()] < /Q Jun () — u(@)] | (@) do < flun — vl oq) llell,,

Ou p’ est Pexposant conjugué de p.

Et par suite :

A Jup
De méme facon pour T

Touw, () — Ty (p) , Vi=1,..,N.

Ox; n—-+oo

On conclut que : u; = 2% Vi=1,...,N.

ox;’

Douue Wh (Q)et lim |u, — ull o) =0,

n—-+o0o

et par conséquent WP (Q) est complet.



— Pour 1 < p < oo, I'espace WP () est réflexif. En effet I’application :
T: (W (Q)) — (L7 ()"

définit comme suite : u — [u, Vu] est une isométrie.

Donc T (WP (Q)) est un sous-espace fermé de (L? (Q))V*! qui réflexif comme produit
fini d’espaces réflexifs. on en déduit que T (WP ()) est réflexif et donc également

W ()

~ Pour 1 < p < oo, l'espace WP (Q) est séparable. En effet, T (W7 (Q2)) est sépa-

rable, et par l'isométrie de WP (Q) on a la séparabilité.

Le théoréme suivant est une caractérisation des fonctions de W7 ().

Théoréme 1.3.1 Soit u € LP () avec 1 < p < oco. Les propriétés suivantes sont équi-

valentes

1. ue Whr (Q).

2. 1l existe une constante C' telle que

u
o Oz
3. Il existe une constante C' telle que pour tout ouvert W C €0 et tout h € R™ avec

|h| < dist (W,R"/Q) on a :

< Clell Voe CP(Q), Vi=12...,N.

Ju(.+h) — UHLP(Q) < C|hl.

De plus, on peut prendre C': = ||VuHLp(Q) )

Il est importont que la condition 3, n’est autre qu'une condition de Lipschitz.

Preuve. : voir[4]. m



Remarque 1.3.1 Lorsque p = 1, les implications précédentes restent valables : (1) =

(2) < (3). Voirld].

1.3.2 Prolongements

Il est souvent commode d’établir des propriétés des fonctions de W (Q) en commen-
cant par le cas ou 2 = R". Il est donc utile de savoir comment prolonger une fonction

u € WP (Q) en une fonction z € Wh? (R").

Théoréme 1.3.2 On suppose que § est de classe Ctavec 02 borné. Alors il existe un

opérateur de prolongement linéaire :

p: W (Q) — WY (R"Y

u — pu

tel que pour tout v € W (Q) on a
1. Pujg = u;

2. [|[Pull ppgny < Cllull oy s

3. ”PUHWLP(R") <C ||u||W1”’(Q)'

Ou la constante C' dépende seulement de €.

Preuve. : voir[4] page 209. m

1.3.3 Notation de trace :

Pour une fonction u € C' (ﬁ), la trace de u sur 02 est défini par :

y(u): 00 — R

10



Théoréme 1.3.3 On suppose que  est borné et OQ est de classe C*. Alors, il existe un

opérateur linéaire :
T: Wh (Q) — LP (09) , 1 <p<oo.

Tel que les propriétés suivantes sont satisfaites :
—Tu: = U|9Q- SiueWwhr (Q) nC (ﬁ)

- ||TU||Lp(aQ) <C ||U||W1,p(g)-
O la constante C' dépende seulement de p et 0.

Preuve. : voir[5], page 136. m

Théoréme 1.3.4 Soit Q un compact de RY de la classe Ct.Alors la fonction trace v

apprtient o LP (09) .
Preuve.

/ @ de = / uf? da’
o0 Io}

Q
< | |ul’dz

Q

HuHI[),P(Q)

comme 7 est défini sur C* (9Q) .

Le noyau de 'opérateur trace est W, (), c¢’est-a-dire :

Wy (Q) = {u c Wt (Q), v (u) = 0} )

11



1.3.4 Les espaces W7 (Q)
Définition-Remarque
Soient m > 2 un entier et soit p avec 1 < p < co. On défini par récurrence

WP (Q) = {u e Wm P (Q); gg cuecWm™?(Q), Vi=12... N}

On vérifie que u € W™P () si et seulement si u € L? (Q), et pour tout @ € NV tel
que |a| < m, il existe g, € L? (Q2)
tel que
Jupe =0 [ e veecr @,

On note : Du: = g,.
En effet, Vo € C5° (©2) on a

<u’ Da90> - <_1>|a| <Dau7 ()0> 5

C’est-a-dire

[(u, D) < [[D%ull,, Il

Par conséquent on a ’application
L,:Ce () — C, @ — (u, D%)  est continue.
Donc Jg, € L* () telle que
Lu () = (gar ) -

laf ~

On pose alors g, = (—1)'" g,.

12



L’espace WP (§)) avec 1 < p < oo, muni de norme space

||u||WmvP(Q) = Z ||Dau||Lp(Q) ((x,x1))
0<|r|<m
est un espace de Banach.
Pour p = 400, on a

= sup HDauHLN(Q)'

T
loe|<m

La démonstration de la complétude est clasique, elle se fera comme dans le cas des

LP (Q) . Voir par exemple [6].
Théoréme 1.3.5 On pose H™ () = W™?2(Q) avec m > 2.

L’espace H™ muni par le produit scalaire

(u, V) gm = Z (D%, D*v)
0<|a|<m
est un espace de Hilbert.

Preuve. :voir [7], page 86. m
Théoréme 1.3.6 On suppose que Q) est de classe C*.

Soit u € WP (Q) avec 1 < p < oo, alors il existe un suite (u,), .y de C5° (R") telle
que

Unjg — u dans W ().

n—-+00

Autrement dit, les restrictions a © des fonctions de C§° (R™) forment un sous espace
dense de WP ().

Preuve. : voir [4] page 217 =

13



1.3.5 L’espace de IW,”
Propriétés

~ Soit 1 < p < oo, Wy (Q) désigne la fermeture de C} () dans W (Q) .
— L’espace W, (Q) muni de la norme induite par W'? () est un espace de Banach
séparable, il est de plus réflexif si 1 < p < oo.

— On note

Hg () = Wy™ (Q).
L’espace Hj est un espace de Hilbert pour le produit scalaire de H'.

Remarque 1.3.2 Lorsque ) = R™, on soit que C} (R™) est dense dans WP (R™) et par

conséquent on a :

Wy? (R™) = WP (R").

Théoréme 1.3.7 Soient 1 < p < 400 et u € WP (Q) ,avec u est a support compact
dans Q, alors u € W7 (Q).

Preuve. Suppose que u € W () avec supp u est compact sur . Donc ujpn = 0,

puisque le supp u un fermé. Ce qui implique u € VVO1 Q). =

Théoréme 1.3.8 On suppose que € est de classe C'.Soit w € WP (Q) N C (Q) avec

1 < p < +o0o. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. u=0 sur 09);
2. u € Wyt (Q).

Preuve. Si u € W," (Q), il existe une suite (u,) de C (Q) telle que u, — u dans

WP (Q). Donc u, — u uniformement Q et par conséquent u = 0 sur 9. m

14



Théoréme 1.3.9 On suppose que ) est de classe C*.Soit u € LP (Q) avec 1 < p < +00,

alors les propriétés sutvantes sont équivalentes :

1.oue WP (Q);

2. Il existe une constante C' telle que

o
Q uaxi

3. La fonction

u(x) si z el
0  si z€RNQ

Appartient & W? (R") et dans ce cas (% = 3:;.

Preuve. Notons que 'implication 1 = 2 est toujours vraie.

<Clel , Vo € Cf (R™) Vi=1,2,...

— Montre cette implication. En effet, soit u € W, (Q) et (u,) € D (Q) qui converge

vers u dans W17 (). On a

/Qun( 2) O ( ‘ /8un 2) dz

On en déduit le résultat par a la limite.

— Il est claire que 2 = 3, car si ¢ € D (R"), on a

<ﬂ7 ai@) :/u@gpdw;
Q

Et en utilisant 2, on obtient que, si p > 1, alorsw € WP (R"). =

15
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Théoréme 1.3.10 (Inégalité de Poincaré) :

On suppose que €2 est un ouvert borné. Alors il existe une constante C = C (€2, P)

telle que
Hu”Lp(Q) <cC HVUHLP(Q) ’ Vu € Wol’p (), 1<p<oco

Autrement dit, sur W,” (Q) la quantité || Vul| Lr(o) €st une norme équivalente a la
norme de W17 ().

Preuve. : voire [4] .page 218. =
Définition 1.3.2 (L’espace dual de Wy (Q)) :

On désigne par W57 (Q) lespace dual de W, (Q), (1 < p < 00) avec ;1] + z% = 1.
On note par H ' (Q) le dual de H; (Q).

Proposition 1.3.2 Soit F € W5 (Q). Alors il existe fy, fi,..., [, € LP(Q) telle que

u ov
F,v:/ v+ / — Yo e Wit (Q),
(Fo)= | fo ;Qfazi 0" ()

et

max || fill o ) = £l

0<i<n
Si 2 est borné, on peut prendre f, = 0.
Preuve. : voir[4] .Page 220. m

16



Chapitre 2

Echelle fonctionnelle

2.1 Les espaces de Banach des distributions
2.1.1 Définition et premiéres propriétés

L’espace vectoriel des distributions sur un ouvert de R". Présentes entre autres la pro-
priété de rendre indéfiniment dérivable au "sens des distributions" les fonctions continues
sur le méme ouvert.

On dit que F est un espace de Banach de distributions (EBD). Si E un sous-espace
vectoriel de D' (R™) , muni d’une norme compléte rendant continue I'injection canonique
E — D'(R"™). Toute injection canonique £ — F' entre deux EBD est nécessairement
continue. En particulier, un sous -espace donné de D’ (R") posséde au plus une structure

d’EBD, a une équivalence de normes preés.

Proposition 2.1.1 Si E est un EBD incluant D (R™) comme sous-espace dense, alors
E' s’identifie & un EBD. Si E et F' sont des EBD incluant D (R™) comme sous-espace

dense, alors E' = I si et seulement si EE = F.

17



Preuve. Si D (R") est dense dans £, 'application de restriction u —— w |p/(mn) est

linéaire, injective et continue de E’ dans D’ (R™), de sorte qu’on peut identifier £’ avec

le sous-espace suivant de D’ (R") :
{ue D'(R"):3C >0,¥g € D(R"),[(u, 9)| < Cllgllz}-
Si B’ C F', il existe C' > 0 tel que, pour tout u € E’,
lullp < Cllullpr;

puisque

g/l = sup {[{u, g)[ : w € E' [Jull p <1},

il vient ||g|| < C'|lg]| pour tout g € D (R"), par densité, entraine F' C E. m

2.1.2 Echelles de régularité

Définition 2.1.1 Soit (E™), ., une suite d’EBD est une échelle de régularité si elle

satisfait les deux conditions :

() E™Y c E™, VYmecZ

(44) 9; (E™h) < E™, j=1,---,n

E° est appelé I'origine de 1’échelle.
Il existe au moins une échelle de régularité d’orgine E . si E est un EBD donné.

On dit que I’échelle de sobolev définie par :

W (B) = {f € D'(R"): /) € E (o] < m)}, 1)

et

18



W™ (E)=< feD (R"):3f, € B, f=> fV7. (2)

la[<m

On vérifie

W™ (E) = W™ (WF(E)) Y (m, k) € Z? (3)

que W™ (E) et W~™ (E) sont des EBD pour les normes respectives :

1 lwmy = D 15l

laj<m

1fl-mzy = infq D allp: f= D £

laf<m la|<m

Dés que I'espace E est invariant sous ’effet des automorphismes linéaires de R™,’espace

W™ (E) (m € Z), ne dépend pas du systéme de coordonnées par rapport auxquelles sont

calculées les dérivées partielles.

Proposition 2.1.2 On a W™ (E) = W™ (W* (E)), quel que soit E, dés que les en-

tiers m et k sont de méme signe.

Preuve. On montre que
W™ (W*(E)) c W™ (E).

On remarquons élémentaire suivante : si o € N™\ {0}

et si Pentier m vérifie 0 < m < |al, il existe § € N" tel que f < a et |3 = m.
On suppose que m, k € N, sont positifs et méme chose s’ils sont négatifs.
Soit g € W™ (W* (E)) :

Donc ¢ € Wk (E), VY|a| <m.

C’est-a-dire que (g(a))(ﬁ) €E, VI3 <k

19



(9 (4) = (g(a))(@

g e | tel que |a+ G| = |a| + 8] < m+ k.

Donc g € W™ (E) .
Alors
wm (WF(E)) c W™t (E)

Pour démontrer que

W (E) c W™ (W (E))

On pose m =k =1,

Soit f € WHH(E) =W?2(E), alors 8°f =0 (0f) € E,

On prend g = 0f.

Alors 92f = 0g € E, donc g € W (E)

Onadf € W' (FE). Onpose W' (E)=F = 0f € F

Donc 0f € F alors f € W (E). Clest-a-dire f € W' (W' (E)),
Alors W2 (E) Cc WH(W(E)). m

Définition 2.1.2 On appelle l’echelle de sobolev d’origine E est dite invariante si elle

vérifie la propriété suivant :
wWrtk(E) =w™ (W*(E)), V(m,k)€Z’
Ce qui, d’aprés la proposition précédente, est équivalent &

W r(E)=W™ (W (E)) =W (W™ (E)), (m >0, k>0). (4)

20



2.1.3 Dualité de I’échelle de Sobolev

On notera Ey et W™ (E) les fermetures respectives de D (R™) dans F et dans W™ (E) .

Proposition 2.1.3 Soit E un EBD incluant D (R™). Alors :

(4) (W' (B)) = W™ ((Eo)), (m=>0),
(i7) (Wy™(E)) < W™ ((Ey)), (m > 0).

Preuve.

Sige W™ ((Ep)"), alors

g= > g((f) avec ¢, € (EO)'.

laj<m

Alors, pour f € D' (R")

(9. 1) = X (g f)

laj<m

a |§<3 (1) (g, [,
D’ou

g, O < 22 Ngallg 1 F lwm ey »

la|<m

Alors g € (W (E))' . =

Proposition 2.1.4 Soit m > 0. Alors, pour tous f € D (R") et g€ W™ (E), on a

9 Fo1 < 1 lvwm (o N9l ) -
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Preuve. Soit f € W™ ((Ep)') et g € D (R"), on pose

g= > g

|ao|<m

Tel que g € D (R™).

Alors
(f.9) = \|Z<: (f.9%)
Donc
Kl < %[5l el
< S Wl loals
lal<m °
Alors

(5 91 < M N (o) 191l -

Corollaire 2.1.1 Soit m > 0. Si D (R") est dense dans W™ ((Ey)’) , alors
—-m ! m
(W5 (B)) = W™ ((Ew)')
On a, par exemple, la propriété bien connue suivante :

(W (o ) =W (17 (R™))

pour 1l <p<oo,p =p/p—1.
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2.1.4 Les D (R")-modules invariants par translation

Sipour tous g € D (R") et f € E, alors gf € E.On dit que F est un D (R™) —mod ule.
Notons qu’alors I'opérateur linéaire f —— ¢ f est borné sur E alors la fonction g admet

une norme en tant que multiplicateur ponctuel de E :

91131y = sup{llgfllg = Ifllp <1}

Théoréme 2.1.1 Soit E un EBD satisfaisant les les trois propriétés suivantes :

1. (po) D (R™) est un sous-espace dense de E;
2. (p1) pour tout f€e Eettc€ R", onar.f e Eet|rfllz=Iflg:

3. (p2) F est un D (R") — mod ule et, pour tout g € D (R"), on a
sup || hagll yy gy < +o0.
A>1

Alors, pour m € Z,

— F’ posséde les propriétés (p1) et (p2);

— W™ (FE) posséde les propriétés (po) , (p1) et (p2);
- (W (E) =W (E).

Preuve. On a
E={ueD:up)|<clely, YeeD}

Car D = E.
Yu € E'Yo € D on a

[(Tau, )| = [{u, T—ap)| < cllT-ai0llp = cllollp-
En passant au sup quand |||/, <1, on a (p;) pour E',
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Alors

ITaull g = llullg, Vo € R™

Soient u € E' et g€ D. On aVy € D.

D’aprés le propriétés des distributions on a

(gu, p) = (u, gp)

on a

[{gu, o) < cllgellp < ¢ llellp; (33)

la deuxiéme inégalité car 'operateur ¢ —— g est borné de E dans E.
Donc, on utilisé au dans (33) lorsque ||¢||; < 1, on obtient g € E', c’est-a-dire £ est
un D — mod ule.

Soit w € D (R™), on a

vl sy = sup[lghaullp
lgll <1
mais
(ghau, @) = [(g, hau)| < |9l g [[haue|| 5

< Nhaullym llelle < cllellg, YA>1
Donc on a (py) pour E’ puisque on obtient
lhaull ey <6 VAZ L car (||¢l|z < 1).

Nous avons, Va € R"

(1)) (@) = T f ) (z)
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Puisque

d(f(r—a)=0f(x—a), Va e R".

Donc

Iraflwme = D ||

E
|| <m
= 2 et = 22 15l
|| <m la|<m
= I fllwm) -

Donc W™ (E) vérifie (p;)

Soient uw € W™ (FE) et g € D, par la formule de Leibniz on a

(gu)@ = 3 (i) @ yla=h)

18I1<la|

(ﬂ) _ a! - &1!@2!...0&,1!
o) Bla=B) BBl Bl (e = Byl (a2 = Bo)! . (an — B,)!

Mais

lgulwey < 22 > (i) lg a2

la<m |8]<|a]

<X X (D)= £ % e,
la|<m |8|<|al o] <m |y|<]al

< e X JuV, ¥ l=cm+1)" ¥ |u?|,
[v[<m la|<m ly|<m

= I lullymm)-

Donc W™ (E) est un D (R") — mod ule.
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Soit w € D. On a

||hAU||M(Wm(E)) = sup ||9hAU||Wm(E)
llgllym gy <1

mais hyu € D, donc

lghatllyym gy < o llgllwm
Alors on obtien

[Pl ypwm iy < co < +00.
Donc (p2) pour W™ (E). m

Lemme 2.1.1 Si E vérifie (py) et (p1), alors, pour tous g € D(R") et f € E, on a
gxfeEetl|g*fllg <lgllyIfllg;: la méme estimation est satisfaite dans E' et dans
W™ (E)(meZ).

Lemme 2.1.2 Sous les hypothéses du théoréme 2, on a, pour tous f € E et g € D (R"),

k—-4o00

i J () =g 0)F et i K (hpg) < = ( [alo)as) s
dans ’espace de Banach FE.

A Taide du lemme 2, on montre aisément que, pour tous f € W™ (E),

Jm foe=f Jm ok f = f

en norme W™ (E); la densité de D (R") dans W™ (E) en découle aussitot.
il reste & prouver l'inclusion W™ (E') ¢ (W~™(E))’, pour m > 0. Soit f une dis-
tribution & support compact appartenant & W™ (E’) et g € D (R"); on appliquant la

proposition 4 & f * ¢, et g, on obtient

{9 1 < N Fllwm iy N9l wm iy 5
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puisque ¢, * g — g dans D (R™), il vient

1(f,9)] < “fHWm(E’) ||9||me(E) )

autrement dit f € W™ (E)". Si f est un élément quelconque de W™ (E'), on ap-

proche f par les f,; et on conclut comme ci-dessus.

2.1.5 Contre-exemple explicite

Ce contre-exemple existe dans [ |, nous le retacer briévement : Soit

u(z,y) =2z — zlog (2 + y*) — 2y arctan (g) .

Onawue L et

ou

55($7y)=:—40g(x2%-y2);

On pose f (z,y) = —p (z,y)log (z* + y*)alors on peut démontrer que % € W= (L>*(R?))
et 5L e W1 (1> (R?)).
Donc f € W (W= (L*(R?))). Pour voir que f est non dans L* (R?), il suffit de

considérer g une fonction intégrable positive telle que

fg=+o0
R2

(par exemple
p(z,y) )
(22 + y?) log? (42 + y?)

g (x,y) =

est de former la contradiction.
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Chapitre 3

Autre échelle fonctionnelle

3.1 Reésultats positifs en dimension un

Théoréme 3.1.1 Soit E un EBD dans D' (R"), ayant les propriétés :
(po) D (R™) est un sous-espace dense de E
Et (p1) pour tout f € E ett € R", alors ,.f € E et ||1.f|lz = |fll5-

Soit m > 0.Alors
E=W"Wm"(E)) ,  E'=wTm(W™(E").

Si de plus E satisfait(ps) tel que : (p2) E est un D (R") — module et, pour tout
g€ D(R"), on a

sup || hagll yy gy < +oe.
A>1

Alors les échelles de sobolev d’origines E et E’ sont invariantes.

Preuve. L’opérateur défini par
Tf :/ €_t7—tfdt
0

est borné sur FE.
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Soit f € D(R"), alors (T'f) = f — Tf et méme propriété est vraie quel que soit
fek.
SifeFEetgeT™(f),tel que T™ est un opérateur borné de £ dans W™ (FE). Alors

f=>Chg";  avec fe W (W™(E)).
=0
On a aussi défini T" sur E’, de la formule

(Tf,q) = / et (f,7ag) dt

Cela nous donne E' = W~™ (W™ (E")) ; on applique alors le théoréme 2 et la propo-
sition 1 pour obtenir £ = W™ (W~ (E)) et E' = W™ (W =" (E")). Il nous reste a vérifie
la proptiété 5.

Pour m > k, on applique la premiére partie de la preuve a I'espace W™~ % (E) | ainsi

que la proposition 1; il vient
W () = W (WE (W (E))) = W (W (E))
par ailleurs :
W (B) = W (WE (W (B))) = W (WTH(E)).

Le cas m > k se traite de maniére analogue. le méme raisonnement s’applique a E'.
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3.2 Resultats négatifs en dimensions supérieures

3.2.1 La propriété de Mitiagin-Ornstein

Définition 3.2.1 On dit que E posséde la propriété de Mitiagin-Ornstein, si ' un EBD
dans D' (R?).

f est distribution, alors les conditions 8ff € F (j=1,2; k=0,1,2) impliquent
0o, f € E.

Proposition 3.2.1 Si E est un EBD dans D' (R?), alors W' (E) posséde la propriété

de Mitiagin-Ornstein.

Preuve. On suppose que 0;‘7]” € WH(E), pour j = 1,2 et k = 0,1,2. On a en
particulier 9y f € W' (E), d’ot 0,0,f € E. La condition 9?f € W (E) implique

81 (8182f) = 82 (8?]‘") € E;

Et on a en particulier 0, f € W' (E), alors 0,0, f € E.La condition d3f € W (E)
donc

02 (010of) = 01 (05f) € E;

Alors 8102]‘ € Wl (E) .
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons traité quelques propriétés et avons présenté quelques des
théorémes essentiels concernant les espaces de Sobolev d’exposant entier et d’exposants
fractionnaires . Ces espaces jouent un role trés dans la résolution des équations aux
dérivées partielles.

En perspectives, nous envisageons de faire une étude similaire pour d’autres espaces
fonctionnels, comme les espaces de Besov et Lizorkin-Triebel, en introduisant la notion

de I’échelle fonctionnelle pour ces espaces, ou méme ces espaces avec poids.
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Résumé :

Nous introduisons ici les notions théoriques essentielles sur les espaces de Sobolev.

Aussi, pour tout espace fonctionnel de Banach E inclut dans ’espace des distrubitions
D’ (R™) on étudie la notion de I’échelle de Sobolev W™ (E) tel que m € Z. Cette derniére
étude est dit & G. Bourdaud, ot nous avons essayer de la comprendre pour des éventuelles
continuations.

Mots clés : les espaces de Sobolev, espace fonctionnel de Banach, espace des distru-

bitions D’ (R"), échelle de Sobolev W™ (E) .

Abstract :

We introduce here the essential theories notions about the space of Sobolev.

Also, for all functional space of Banach F include in distrubitions of space D’ (R™)
we study the echelon of the notion of Sobolev W™ (FE) despite m € Z. This last study is
di a G. Bourdaud,where we try to understand the continuations of eventualities.

Key words : the space of Sobolev, functional space of Banach, distrubitions of space

D' (R™), the notion of Sobolev W™ (E).
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