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Introduction

Une fonction est appelée une solution auto-similaire d’une équation d’évolution si sa valeur
a un moment donné ty (par exemple a ty = 1), est suffisante pour calculer cette fonction
pour toutes autres valeurs de temps ¢ > 0 par transformation dite auto-similaire. Les
solutions auto-similaires ont toujours joué en role important dans I’étude des propriétés
d’autres solutions pour les équations d’évolution linéaire et non linéaires.

Tres souvent, on peut trouver des solutions auto-similaires explicites qui décrivent des

propriétés typiques d’autres solutions. Par exemple, le noyau Gauss-Weierstrass

G(x,t) = (4mt) "2 lal/ (40

est la solution la plus célébre de I’équation de la chaleur

Uy = Au.

Cette solution explicite apparait dans les développements asymptotiques pour ¢t — o0
d’autres solutions au probléme de la valeur initiale pour I’équation de la chaleur.
L’objectif de ce mémoire est de présenter les méthodes mathématiques qui permettent

d’analysé et de calculer les différentes solutions auto similaires.

Dans Le chapitre 1, on présente le Probleme de Cauchy pour I’équation de la Chaleur,
en développant les différentes solutions du probleme.
Dans le second chapitre, nous étudions le comportement asymptotique des solutions dite

"auto similaire '

" pour le probléme de la chaleur.
En fin, dans le 3éme chapitre le probléme de convection diffusion a condition initiale est
développée une étude mathématique classique de recherche de solution faible et auto similaire

est présentée.



Chapitre 1

Le probléme de Cauchy pour

I’équation de la chaleur

Nous allons étudier dans ce chapitre le probléeme de Cauchy pour ’équation de la chaleur,

I'existence et 'unicité seront abordées.

1.1 Représentation des solutions:

Tout d’abord, nous considérons le probléme de Cauchy pour ’équation de la chaleur
u(z,t) = Au(x,t) pour € R" et t >0 (1.1.1)

u(z,0) = up(x). (1.1.2)

Une solution du probléme de valeur initiale (1.1.1) - (1.1.2) est représenté par:

u(z,t) = | Gz —y,t)up(y)dy avecz € R"ett >0 (1.1.3)
Rn

avec le noyau de Gauss-Weierstrass:

1 o

= Wexp( E) avec z€R"ett >0 (1.1.4)

Pour x € R"” nous avons toujours notée

|z] = (/a2 + ... + 22.



Le théoréeme suivant regroupe les propriétés typiques de la solution u = wu(z,t) définis

dans (1.1.3).
Théoréme 1.1 Supposons que ug € L*(R") et u = u(x,t) définer par (1.1.3).Alors
1. ue C®R" x (0,00)).
2. u satisfaisant des équations (1.1.1) pour tout x € R™ ett > 0.
3. JJu(.,t) —uo()|l;, = 0 tgt— 0.
4. Ju(, Ol < lluw()|l; pour tout t>0.
C’est l'unique solution de probléme (1.1.1) - (1.1.2) satisfaisant ces propriétés.

La preuve de ce théoréme peut étre trouvée dans le livre Evans [8, CH.2.3|.

Figurel.1.1 : Quelques exemples du graphe de G(x,t) en fonction de x pour n = 1 (Figure

copié a partir[9, p.5, laFig.1.1]

ou

—+o0 —+o0
w(xy, ..oy Tp,y t) :/ / Gi(r1 — Y1, T2 — Yo ooy Ty — Yny ) F (Y1, o, Yo ) dyn dya...dy,,.

En utilisant le noyau de Gauss :

1 2
WGXP(—ﬂ) reR" | t>0

Gilent) = At

Si la valeur absolue |f(x)| de la fonction f(x) ne pousse pas trop a la I'infini de I'espace.

Voir la figure 1.1.



G, indique le noyau de Gauss et exp z désigne la fonction exponentielle e*; ol e est la
base du logarithme naturel. Pour z € R", |z|désigne la norme euclidienne (22 + 22+-+12)2
de z. La fonction u de (1.3) est dérivable & tout ordre par rapport a zy,xs, ..., x, et t > 0,
satisfait a I’équation de la chaleur (1.1), et vérifie (1.2) dans le sens delim; o u(z,t) = f(x)
si, par exemple, f est continue et f est égal a zéro en dehors d’'une grosse boule dans R".
On note I’ensemble de ces fonctions f par Cy(R™). Voir Figure 1.2. Dans le chapitre 1, sauf
mention contraire, nous supposons que le données initial f est dans Cy(R"), de sorte que la
solution u de (1.1), (1.2) est représenté par (1.3). Bien qu'il soit important d’examiner s'il
existe d’autres solutions satisfaisantes (1,1), (1,2), nous ne considérons pas un tel probléme

dans cette section.

1.2 Estimation de décroissance de solution:

Les résultats suivants sur la décomposition de solutions de ’équation de la chaleur ont été
copiés a partir de la

récent livre de Giga et al [9, CH.1.p6 ,7].

Proposition 1.1  Soit u la solution (1.3) de l’équation de la chaleur avec des données

initiales f(€ Co(R™)). puis

1
Supseae [u(e )| < s [ 1@l dut > . (1.4

En paticulier :

tlim Supgern |u(z, t)| =0

i.e u(z,t) converge vers 0 dans R™ uniformément que t — oo.

Avant de donner la preuve, mous rappelons la notation sup, qui représente la borne
supérieure d’un ensemble. Pour n’importe quel sous-ensemble A de R, le nombre réel M
qui satisfait aur deux conditions suivantes est appelée la borne supérieure de [’ensemble A,
et est noté sup A (siA est borné par le haut, l'existence d’un tel nombre M résulte de la

définition des nombres réels):

(1) Nous avons un a < M pour tout élément a de A (ie,a € A). (Une telle M est appelé

une limite supérieure de la série A).



(ii) Pour tout M' moins de M (c’est-a-d M' < M), il existe un élément d’une o’ de A tel

que a’ > M'.

En d’autres termes, M est la limite supérieure minimale liée de A. Pour un ensemble A,
sans limite supérieure, nous mettons sup A = oo, et pour l’ensemble vide A nous mettons
sup A = —oo. Si A est l'image d’une fonction h o valeurs réelles définie sur un ensemble U,
au liew d’écrire sup A que sup {h(x) : x € U} on peut écrire

SUp,cpy & € h(z) ou simplement supy; h.

Sa valeur est appelée la borne supérieure de la fonction h en U. Sl ewiste xo € U
satisfaisant supxr € U

h(x) = h(xo)

sup;; h est appelée le maximum de h en U et est représentée par maxy h .

En général, une telle xoy n’existe pas toujours, et méme si elle existe, montrant son exis-
tence peut ne pas étre facile. D’autre part, la borne supérieure est toujours définie pour toute
fonction réelle, ce qui en fait une notion commode. Si supy |h| est finie, h est dite bornée

dans U. De méme, la borne inférieure infy h d’une fonction h sur U est définie par

inf h(z) = —sup(—h(x)).
zelU zelU
Nous écrivons parfois la portée des variables indépendantes d’une fonction h directement
sous "sup” ou "inf" comme au §1.3.3.

Preuve de proposition: par (1.3). Pourt >0, on a:

)| < [ Gla— )£l dy < sup (G~ ) [ 11wl

yER™

Puisque vous avons:

1

Gz —y) < W

(1.4)

Par ce résultat, nous observons que u converge vers 0 uniformément a l’ordre au moins
—n . . . , .
t=2 en tant que t — oo. Nous demandons ensuite si l'intégrale spatiale de |u| ou de son
pouvoir aussi se désintégre. A cet effet, nous définissons d’abord les normes LP et L™ des

fonctions continues f sur R™.

Hf”p = (fRn Lfw)I” dy)g ; 1<p<oo (pestconstant)



I/ lloe = supyern [ (¥)]-

Pour plus de simplicité, | f||, représente ||f|,, avec p = co. Bien oo et —oco ne sont pas
des nombres réels, nous considérons oo, —oo comme des symboles qui satisfont —oo < a < 00
pour tout nombre réel a de sorte que nous sommes en mesure de gérer les différentes inégalités
d’une maniere synthétique. Par ailleurs, nous utilisons la convention é = 0,a + co = o0,
car il est utile pour raccourcir les déclarations. Pour la fonction u(x,t) par la variable
(z,t) € R" x (0,00),|ull, (t) désigne la norme LP de u(x,t) comme une fonction de x, a

sauoir ,
1
(Jon lu(z, 0)F dz) 1<p<oo , t>0

[l () =

SUP,epn Uz, t)] p=occ , t>0

Une estimation plus générale que dans le §1.1.1détient.
Suit on peut également montrer les estimations de décroissance suivant d’autre morme

LP.

Les estimations (7, [? :

Théoréme 1.2 Soit u la solution (1.3) de l’équation de la chaleur avec des données initiales

f,etsoit 1<qg<p<oo, alors:

NS | =

[l () <

T 7, . t>o (1.5)

i
En suite par ce théoréme l’ordre de décroissance de la spatiale norme LP— de u est estimée
par une puissance non positive de t. Lorsque p = oo et ¢ = 1,(1.5) n’est rien d’autre(1.4).
Bien que la preuve de ce théoréme soit plus compliquée que celle de (1.4), il peut étre
prouvé facilement en utilisant le jeune inégalité des circonvolutions. Maintenant, nous
rappelons un résultat sur la désintégration des produits dérivés d’une solution au probléme

(1.1.1).(1.1.2).[9, ch1, p8 — 10]

Derivative [P — [7 Estimates :

Théoréme 1.3 Soit u la solution (1.3) de l’équation de la chaleur avec les données initial
l<gsp=<oo

ne dépendant que de p,q,n tel que



ou C
— < — =1, ... .
p
ou C

Par ailleurs, pour les dérivés supérieurs, il existe une constante C' = C(p,q,n, k, «)

tels que

C

070z ul], () < prwarl U1 PR t>0, (1.8)

L3G-D)
(ici k est un nombre naturel ou 0 et o est un multi-index (ay....ap,) : o; (1 <i<n) esta
un nombre naturel ou 0.
Nous utilisent la convention

02 = 00008

x xr1 “x9 ”°

lal = a1 + ... + ay,
u = u, ONu = u.

En d’autres termes, |a| est de lordre de la dérivée 02 dans la direction de [’espace.)

On remarque que l’on peut choisir les constantes C' a4 (1,6) —(1,8) indépendant de p et q.
Par (1,6),(1,7) et (1,8), nous observons que la puissance de t augmente de% en différenciant
une fois dans les variables spatiales, et qu’il augmente de 1 en différenciant dans la variable
temps. Depuis la preuve de(1,8) pour les cas générauz est un peu de temps, nous allons

prouver (1.6) que sip =00 et ¢ =1.

Preuve. de (1.6) (Dans le cas de p = oo, ¢ = 1). Différencier (1.3) sous la intégrale, nous

avons

Ou(et) = [ (.G~ 1)f(0)dy.

Le symbole ( 0,,G;)(x —y) est la quantité obtenue en différenciant G;(x) & z; nous avons

T —y.



Heureusement

1 2z, ||
00, Gi(z) = W(_E)GXP(_E>
on a )
Lj || 1 2
') Y <« _
5y XP(= )| < 7j%ZGXP( Z°)

est une fonction bornée a z exp(—2%). z > 0 En fait atteint son 2z exp(—z?) maximale

Cy = 1/+/2e a z = 1/+/2, nous obtenons

1 C
H aszt”oo < n _11
(4mt)z t3

méme fagon que dans la preuve de(1.4), nous avons

8u C
- < . <

Haxj < laGil. | wlds < =151,
_ 1

C B Cl (4#)% '

avec prouve (1.6). Nous appelons 'estimation au §1.1.1 une estimation de décroissance en
mettant ’accent sur le comportement des grandes t, toutefois, ’estimation montre aussi une
diminution de la finesse de u lorsque ¢ tend vers 0. Pour cette raison, augl.1.2,§1.1.3, nous
appelons 'estimation n’est pas une estimation de décroissance mais une LP-L%-estimation.

Dans ce qui précede, nous avons observé des ordres de désintégration des diverses normes
pour la solution du probléme de valeur initiale de I’équation de la chaleur (1.1) avec (1.2).
Comment ¢a u(x,t) converge vers 0 quand t tend vers l'infini. Nous savons déja que la
solution se décompose comme |ju < (47t)2 | f|l, par (1.4). Donc, si nous pouvons
trouver un simple et bien connu (non nulle) fonction v telle que la norme L™, |lu — v|| (¢)
tend vers 0 plus vite que ¢t 2 en tant que ¢t — oo, on peut dire que u se comporte comme v
pour les grands t. Dans cette situation, v est appelé un premier terme de la décomposition
de u. Dans la fonction est I'expression d’attaque de la décomposition de la solution de
I'équation de la chaleur (1.1) avec (1.2)7 Nous tenons a choisir la fonction v aussi simple
que possible. Enonce le résultat suivant que I'on peut choisir v comme un multiple constant

du noyau de Gauss. m



1.3 Forme faible du probléme de la valeur initiale de

I’équation de la chaleur:

Notez que, ci-dessous, C§°(R™ x [0,00)) est I’ensemble de toutes les fonctions de C*°(R" x

[0, 00)) avec des supports compacts (R" x [0, 00)). Un tel ensemble est désigné par C§°(R™ x

[0,00)).

Multipliant la chaleur équation
O — Au = 0 pour ¢ € C5°(R" x [0,00))

et puis en intégrant le R” x (0, 00) nous obtenons
0= / / (Opu 4+ Au) dzdt
0 n

En utilisant l'intégration par parties. Pour u € C*°(R" x [0,00)), nous disposons

/ poyudt = [go(x,t)u(x,t)]fio—/ udypdt
n 0
= —p(z,0)u(z,0) —/ uOypdt
0
/ wAudz ——/ <Ve,Vu > dr= / (Ap)u dxdt
n O n

qui rendements L’équation (1.16) détient également si u est continue dans R™ x [0, c0)
et lisse R™ x (0,00) Dans ce cas, nous n’assumons pas la continuité De du ou t = 0
alors fooo wOudt n’est pas nécessairement fini. Donc, nous remplacons 'intervalle de temps
d’intégration (0,00) vers (g,00), (¢ > 0) et intégre par parties on obtient alors (1.16) en

laissant € — 0.

0= —/n o(x,0)u(x,0)dr — /000/” (Orp + Ap)u dxdt (1.16)



Nous ne réalisons pas la justification de commutation des intégrales de ce chapitre, en
fait, la derniére égalité est justifiée par le théoréme de Fubini .

Bien sir, pour u € C*°(R" x [0,00)), il suffit de considérer le Riemann intégrante. Ici,
par définition, ¢ est nulle pour les grands ¢ et pour les grandes |z|, mais nous notons que
©(z,0) peut-étre pas identiquement nulle (mais appartient a C§°(R")

Inversement, si u est lisse dans R" x (0,00) et en continu dans R™ x [0,00) (i,e u €
C>(R" x (0,00)) N CO(R" x [0, 0))

et (1,16) est valable pour n’importe quel ¢ € C§°(R™ x [0,00)), alors u est une solution
de I’équation de la chaleur avec des données initiales

u(z,0). Ainsi, nous définissons des solutions faibles de ’équation de la chaleur suit.

La faiblesse des solutions au probléme de la valeur initiale:

Définition 1.1 Supposons que u est localement intégrable dans R™ x [0, 00).

(1) Supposons que f est localement intégrable dans R™.

Une fonction u est appelé une solution faible de l’équation de la chaleur (1.1) avec des

données initial f , si pour p € C§(R™ x [0, 00))
0= /n o(z,0) f(z)dr + /Ooo/n (O + Ap)u dxdt (1.17)
(i) Au lieu de (1.17), si
0 =mep(0,0) + /000 /n (Owp + Ap)u dxdt (1.18)
vaut pour n'importe quel p € C§°(R™ x [0,00)). alors u est appelée une solution faible de

Uéquation de la chaleur (1,1) avec des données initiales md(m de temps le § distribu-

tion). Ici m est un nombre réel.

10



1.4 Conditions initiales singuliéres:

Nous concluons ce chapitre en considérant ce qui suit valeur initiale

u = Au (1.4.1)

u(z,0) = Moo (1.4.2)

Théoréme 1.4 Le multiple du noyau de Gauss- Weierstrass MG (x,t) est une solution faible

de Uéquation de la chaleur (1.4.1) avec la donnée initiale Mo

Preuve. Evidemment, C' € C®(R" x (0, 00)),pour fixe € > 0, nous répétons les calculs

sur la page précédente (voir(1.16)) obtenir

0= —/ o(x,e)MG(x,e)dx — / / (O + Ap)MGdxdt

Maintenant, nous utilisons la forme auto-similaire:

G(x,e) =e2 G(-+,1)

ol 8

Ainsi, par le changement de variables et le théoréme de convergence dominée de Lebesgue

nous concluons

/ (2, ) G, )do = / oyet,2) Gly, 1)dy — (0,0) comme =, 0

En fait, le noyau de Gauss-Weierstrass G = G(z,t) est 'unique solution de ce probléme.
In ce qui suit, nous avons besoin du théoréme d’unicité fondamentale suivante qui a été copié

ici de[9, ch,4,p, 164 — 166] m

Théoréme fondamental d’unicité:

Théoréme 1.5 si la fonction w € C(R™ x (0,00)) satisfait (i) sup, |w]|, (t) < oo et (ii)

pour tout ¢ € C§°(R"™ x (0, 00)),

Il
o

/ / (&90 + A@)wdfﬂdt =0 alors w
0 n

11



Remarque 1.1 Si oo est remplacé par un T > 0 fini dans chaque intervalle de temps

apparaissant et état (i)par supg.,.p ||w||, (t) < 0o que nous avons w =0 dans R™ x (0,7).

Preuve.Pour les fonctions h; et hy défini dans R x (0, 00), nous définissons le L? intérieure

produit par
< hl, hg >o= / / h1<l’, t)hg(l’, t)d!l?dt,
0 n

Et on écrit (ii) comme
< Ap,w >9=10 avec A=0,+A.

Nous allons montrer que w = 0 si cette égalité est satisfaite pour tout ¢ € C5°(R™x [0, 00))
Ce suivra si nous pouvons prouver que I'image de I'opérateur A appliqué a ¢ty C5°(R" %[0, 00))
est un sous-ensemble dense de L?(R" x [0, 00)).

Alors w est orthogonale & toute fonction dans L*(R™ x [0, 00)), qui implique que w = 0.
En d’autres termes, cela signifie que nous devons montrer que pour tout sous-ensemble dense
Ap = 1 échéant, ’équation est résoluble §4.3.2. Pour cela, nous allons utiliser le théoréme
d’existence pour I’équation inhomogéne prouvé dans ty Pour une démonstration rigoureuse,

cependant, nous devons d’abord introduire des cours appropriés pour ¥ et . m

La premiére étape: D’abord, nous montrons que 'égalité ¢ € C°(R™ x [0, 00)) détient

toujours pour satisfaire

sup; [0l (1) < 00 supsg 1070l (1) <00 (laf <2) et
T>0 e C C°(R" x [0,7)).

Notez que pour ce faire, nous aurons besoin de condition (i).

Montrons que ¢ peut étre approchée par C'* fonctions avec compact

Soutenir dans R™ x [0, 00). Choisissez une fonction telle que # € C*°(R) avec 0 < 0 < 1
et

par exemple

12



puis ¢ € C*(R) et nous pouvons fixer

0=q2-7)/{q2—-7)+q(r—-1);}.

suivante pour j = 1,2, ... nous fixons

0,(x) = 0(1a| /). re R

cela implique §; € CP(R™) et §; = 1 pour converge vers ¢, 1 un point par point

x € R".pour toutes ¢,

w;(x,t) =0;(x) p(x,t), (r,t) €R" x[0,00).

Maintenant nous définissons comme ¢, € Cg°(R™ x [0, 00)) Ensuite, et nous avons

/ / (Orp; + Ap;)wdrdt = 0.
0 n

Ainsi, pour (ii) prouver ¢ pour ¢y Il reste & montrer que

/OOO /n@t@j)wdl’dt — /Ooo /n(ﬁtw)wdazdt, (4.7)
/0°° / (Bpywdedt = /O i / (Ap)wdudt. (4.8)

Comme j — oo par la définition de ¢, toute évidence (0;p;)w — (Jyp)w ponctuelle sur

R"™ x (0, 00) et nous avons

|@rp)wl (z,1) < Jw| (2,1) sup [0yl (1) (z,1) € R" x (0, 00)

Par conséquent, les hypothéses sur ¢ et w le théoréme de convergence impliquent (4.7)

afin de voir (4.8) nous divisons I'intégrale en trois parties LII et III selon ¢
/ / (Ap;)wdrdt = / {(Ap)0; +2 < VO;, Vo >w+ p(Ab;)w} dedt

13



Utiliser (i) et sup;.q [|02¢], (t) < oo (Ja| < 2) analogue & la preuve de (4.7) il s’ensuit I

que je converge vers tg

/0 h / (Apywdadt

Comme j — oo Pour les convergences I observent que

1, |7l
= (j)

il reR", [=1,2,...,n.

x|’
Ce rendements avec C indépendante de .Hafejuoo < C/j(]8] = 1) Par (i) ainsi que les
hypothéses sur

%) 2 C T
|mg/ /2\vejuwuwydxdtg \/jﬁ / / V| [w] dadt
0 R" 0 n

2,/nC

< ———C'T"sup|jwl|, (s) = 0 (j — o0).
] >0

Dans la premiére étape, nous obtenons C’ Ici C Satisfait sup,., ||05¢], (t) < C" pour
tous a avec |a| = 1 D’une maniére trés similaire, il peut étre démontré que 11 — 0 et

J — oo conséquent(4.8) suit.

La deuxiéme étape: Pour ¢ > 0 et ¢ € C5°(R" x R) avec pour sup ¢ C (R" x [0,7))

nous désignons par ¢ la solution de

de+Ap=1, t<T, zeR"
o(x,t) =0 z € R™.

par le remplacement 7 = T' — t le probléme ci-dessus se transforme ¢, en une équation de
la chaleur homogene standard pour les variables (z,7) comme traités dans (§4.3.2) ainsi,, il

existe une solution ¢ € C*°(R™ x [0,7)) au probléme ci-dessus satisfaisant

sup HE)?E)Z“(,@HOO (1) < o0
0<t<T

Pour tout o multi-index et pour tout non négatif K représentation montre qu’il existe
une ¢ > 0 tels que ¢ est nulle sur R” x [T — ¢, T] nous étendons ¢(x;t) = 0 comme pour

t > T. Ensuite, cette longue ¢ satisfait toutes les conditions de la premiére étape alors.

14



Nous pouvons substituer ¢ (ii) en obtenir

0 :/ /(5’t90+Ag0)wdxdt: / Ywdxdt.
0 n 0o Jre

Puisque cela est vrai pour tous. ¢ € C*°(R" x (0,7)) la remarque dans I'exercice (1.8)
implique que R™ x (0, T) est identiquement nulle sur 7" > 0. Par le fait que w est arbitraires.

Est identiquement nulle sur. R™ x (0, 00). La preuve est maintenant terminée
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Chapitre 2

Comportement asymptotique de

solutions auto-similaire

Dans ce chapitre, nous allons chercher les solutions dites "auto similaires" pour le probléme

de Cauchy pour I’équation de la chaleur, une étude détaillée sera présentée.

2.1 Méthode auto similaire:

Définition 2.1  On entend par "Solution auto-similaire” d’une équation aux dérivée par-

tielles une fonction de deux variables qui s’écrit sous la forme :

u(z,t) = twt%). (2.1.2)

Ou les exposant de t sont des constants réels appelés paramétres de la solution et prennent
des valeurs particuliéres déterminées caractérisant la solution d’une EDP donée, p est une
fonction d’une seule variable appelée "profil”, qui est la soluion d’une équation différentielle
ordinaire résultant de I’EDP aprés ['insertion de u.

Pour une équation aux dérivées partielles, ils existent plusieurs profils, solution de la
méme équation différentielle ordinaire, pour une seule détermination des paramétres qui
caractérisent la solution et I’EDP elle méme.

La détermination de la solution revient a déterminer les paramétres et profil, en générale, il

sont trois inconnues a déterminer, on va voir qu’on a deux seulement a déterminer. L’EDQO

qui résulte dépend des paramétres, donc c’est une équation paramétrée, de plus elle est non
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linéaire, on sait que la résolution d’une EDO de coefficients déterminés est si compliquée, et
a priori une EDO qui est paramétrée, d’ou la complexité de ce genre d’équations. Dans la

section suivante on va présenter une caractérisation de ce genre d’équation.

2.1.1 Equations admettant une solution auto-similaire:

Une condition pour qu’une équation aux dérivées partielles admette une solution auto simi-

laire est donné par le théoréme suivant:

Théoréme 2.1 Soit p(x,t,u,u,,..) =0 un équation aux dérivées partielles, alors p admet
une solution auto similaire si et seulement si elle est invariante sous 'action de dilatation.

c’est-a-dire si l'on remplace u par a®u et x par a’x et t par 't on a

P(a’z,a't,a%u...) =0 (2.1.3)
On a la régle de dérivation
La dérivation pourt :
d(at) ot

La dérivation pour x :

L’équation est invariante si :
P(z,t,u,..) =0 = P(d’z,a"t,au,..) =0
Exemple 2.1 Soit [’équation de la Chaleur :
Up = Ugy (2.1.4)

Pour démontrer que cette équation est invariante par dilation, remplacons u et x et t par

a“u, a’x, a’t on a :
2 2
P(a"u)  (4_9p O%u

aafr " (0x)?

et

_ U

d(art) ot
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L’équation (2.1.4) devient :

2
g2 07U (a0l

(Ox)? ot
L’équation est invariante donc :

ale=1) — g@=26)

ce qui entraine v = 203 et a quelconque. Donc ’équation de la chaleur est invariante sous
Uaction de la dilatation de x par a® et t par a®® pour tout a et 5 par suite elle admet une
solution auto similaire. La recherche de la solution sous la forme —u = t%(zt™%) se
déduit de u(z,t) par la changement a®u(a’z,a’t) = a®u(aPx, 1) qui doit étre égale & u(w,t),
on choisit a telle que a”t = 1.

L’équation a't = 1.détermine a, donc a = t%l, ainsi la solution s’écrit :
u(z,t) =t p(at™) (2.1.5)

Détermination des paramétres:

Soit la solution auto similaire :

u= t%(tﬁﬁ) (2.1.8)

L’un des parameétres est déterminé alors que le deuxiéme reste indéterminé.
*Soit I’équation de la chaleur:

Ut = Ugy

Soit le changement { = 5, ona:§, = t%, § = ;ﬁg =0 %, dans ce cas la solution devient

u=1t%p(£), et

up = at® p(€) + %0k,
= at® "l p(€) — BEL T g

et Uzy = 12 2P g, I'équation de la chaleur devient :

ata_190<§) - Bfta_l% = ta_%@gg
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Simplifions par t*~!, I'équation devient :
ap — BE =t1720y" (2.1.9)
Le terme gauche ne dépend pas de t, dérivons I’équation par rapport a ¢, on trouve :
(1—26)t129 " =0 (2.1.10)

pour tout z et t (1-28)=0

ce qui implique que 3 = % L’équation dans ce cas s’écrit :

1
ap — 5590’ =" (2.1.11)

qui dépend du parameétre a c’est une équation de deux inconnues pour la résoudre, on

doit avoir une condition supplémentaire.

Détermination du profil:

Pour la détermination de «, ¢ deux méthodes sont envisagées :
Soit & résoudre I’équation :
1

ap — 5.7530' =" (2.1.16)

Pour I'intégration de cette EDO, on suppose que la fonction est une distribution tempérée
c’est a dire
e L'(R
4 (®) (2.1.17)

¢’ 1) — 0;]z] — o0

De plus la fonction est supposée positive (condition sur la solution). On intégré I’équation

ap — sa¢’ =¢" de —oc0 A

[t = gstonas = [ s

—00 —00

L’intégration par partie du terme gauche donne :

(@+3) [ ls)ds = Jwols) = ¢

—00
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que 'on peut écrire :

1

@+3) [ elsds = )+ oo

Faisons tendre x vers I'infini, le terme ¢’ + %xgp s’annule. Puisque, fj;o ©(s)ds existe, on

(a+ 1)/_ Oogo(s)ds =0

2 o0
et fj;o ¢(s)ds # 0 (sous Phypothese ¢ > 0 ). Ces deux conditions impliquent (4 1) =0
et par suite a = % il résulte

, 1
o +zrp=0
2
On a réussi a diminuer 1'ordre de I’équation : ayp — %mp’ = " qui devient une équation

de premier ordre. L’intégration de I'équation : ay’ + sz¢’ =0 donne :

2
—X
p = kexp(——)

Donc la solution auto similaire de I’équation de la chaleur, en remplacant «, [ par leur

valeur, est :

—72

1
u(x,t) = %GXP(T)
2.2 Comportement asymptotique des solutions pour

t — 00

En utilisant la formule explicite pour u (x,t) de (1.1.3) nous pouvons prouver les résultats

suivants sur le comportement de grand moment de solutions de 1’équation de la chaleur.

Théoréme 2.2 2.1.1. Soit u la solution (1.1.3) de l’équation de la chaleur (1.1.1) avec
initial donnée  f € L'(R").s0it m = M = [, f(y)dy alors
lim 30 |ju(., ) — mg(., )|, =0, (2.2.1)

t—o0 p

Ou g(z,t) = G(x,t) est le noyau de Gauss- Weierstrass.
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Ci-dessous, nous copions la prewve de ce théoréme du livre [9,ch, 1p.10 — 12] dans le cas
particulier de p = oo on doit faire face a d’autres p € [1,00) en fait analogue voie.

Notez que ’étiquette “(1.9)” dans la preuve ci-dessous correspond o “(2.1.1)” du théoréme
2.1.1. Mais d’abord, nous rappelons un résultat classique et importante.

Ce théoréme montre que u a un comportement similaire & celui mg a celle de t — oo

lorsque m = 0. Par conséquent (1.9) est souvent appelé une formule asymptotique, et
nous

écrire u ~ mg(t — o0). Cette notation est bon pour la compréhension intuitive du com-
portement de w, mais

pour une expression rigoureuse nous avons besoin d’une formule comme (1,9). Lorsque
m =0, (1.9) montre

qui ||ul| (t) tend vers zéro plus vite que t~3. Dans ce cas (1.9) ne donne pas une

conduisant terme. Nous prouvons maintenant la formule asymptotique (1.9).

Preuve. pour m = [, f(y)dy on obtenir

(47rt)"/2 {u(z,t) —m g(x,t)}

par

ce qui implique
(4t )~ m g(a.0)] < [ fiola—) = by @] f)dy, € R >0, (222)

n

nous utilisons le théoréme de la valeur moyenne intégrale

|y (=) = hny(2)] <yl /0 ((Vhy)(& = (1= 7)y)| dr. r,y € RY, (2.2.3)
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ou V désigne de gradient, c’est a dir

Vo = (009, 02,9),
pour une fonction sur R".de puis
Vh,(z) = —2nzh,(x),
un argument similaire a celui de la preuve de (1.6) in (1.1.3) rendement

[Vhy ()] < 20"z exp(— |2]%) < 20'2C, Cr=1/V2e

1/2

avec z = n'/? |x|. par cette integralite et (1.11) nous obtenons

(2 — y) — hy(z)] < 2]y n"/2Ch.

I'application de ce a (1.10), nous avons

()" fu(e. )~ mg(a, 0] < [ 20Culyl Fddy = 1% [ ol )y

Etant donné que la partie droite de cette inégalité est indépendant de z, en prenant

Supremum des deux cotés rendement

4

t2 [lu — mgl|, (¢ <—
= moll (< Sy [

Jullf@)ldy, >0, (2.2.4)

Depuis hypothese f € Co(R") garantit que [, |y||f(y)|dy est fini, nous pouvons

prendre la limite ¢ — oo dans (1.12) pour obtenir la formule asymptotique (1.9). =
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Formule intégrante du théoréme de la valeur moyenne :

Théoréme 2.3 Supposons qu’une fonction h est continue dans R™ jusqu’a toute sa premiére
ordre partiel dérivés 0,,h (1 <i < n)i.e, c’est h appartient a la classe C*-sur R".

PULS
h(z) —h(z —y) = /0 (Vh)(x — (1 — 1)y, y) dr, z,y € R" (2.2.5)

Ou < .,. > est le produit scalaire standard dans R™. Application de l’inégalité de Schwarz

sur R™: (|< a,b>| <|a||b],a,b € R") ala droite des rendements

Ih(z — ) — h(z)| < |y] / (Vh)( — (1 — )y dr, 2,y € R"

Ces énoncés sont également valables si R™ est remplacé par un sous-ensemble convere de
R™.

Ce théoréme est trés utile, de méme que la forme différentielle de la valeur moyenne
théoréme pour une fonction d’une seule variable: Il existe 6 € (0,1)

tel que
h(z) = bz —y) = I'(z — Oy)y

\ / P PR IY 27, .
ou h désigne la dérivée de h. La preuve est élémentaire.

Preuve. Nous avons mis en F(s) = h(z — y + sy). Le théoréeme fondamental des rende-

ments de calcul

hz) — hz —y) = F(1) — F(0) = /0 F/(7)dr.

Par la régle de la chaine pour la composition de fonctions, nous avons
Fl(r) =Y ——(z—(1=7)yy; =< (Vh)(x — (1 = 7)y),y >

de sorte que (2.2.5) suit. =
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2.3 Solutions auto-similaires pour I’équation de la

chaleur:

Notons que I’équation de la chaleur

up = Au, r e R" t>0 (2.3.1)
A la propriété suivante:
Si u = u(x,t) est une solution de cette équation, la fonction
_\k 2
ux(z,t) = Nu(Az, A*t)
est une solution pour chacun X > 0. Ici, k£ € R est un parameétre fixe.

Définition 2.2 (2.3.1.) Une solution u = u(x,t) est appelée auto-similaire s’il existe
k € R tels que:
Neu(Aa, Nt) = u(x, t)

avec x € R™ t >0, pour A > 0.

Exemple 2.2 (2.3.2.) Le noyau de la chaleur (également appelé le noyau de Gauss- Weierstrass)
est une Solution

auto- similaire avec k =n de l’équation de la chaleur. En effet, il est facile de voir que

n w1 A’
__ 1 2y _
= exp(— yr ) = G(z,1).

Il a été montré dans le théoréme (2.1.1) que les solutions de [’équation de la chaleur
linéaire avec intégrable les conditions initiales cherche des grandest > 0 en tant que multiple
du noyau de Gauss-Weierstrass G(x,t). Maintenant, nous exprimons ce résultat asympto-

tique dans une facon différentes et de maniére équivalente.

Théoréme 2.4 Notons uy(z,t) = N'u(Ax, \*t) . Les deux suivants p € [1,00] .les condi-

tions sont équivalentes:
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1. limy oo t/2E0) (. t) — MG(.,t]|, = 0.

2. Pour tout tqg > 0,

ux(.,to) — MG(.,tg). comme X\ — oo.

La convergence est a la norme usuelle de la LP(R™).

Preuve. Tout d’abord, il faut remarquer la propriété d’échelle suivante de la norme
Lp
o), = A7 o]l . (2.3.3)

qui peut étre facilement prouvé par 1’évolution des variables dans le intégrante de Ning

la norme.

Maintenant, en utilisant cette propriété d’échelle avec I'identité (2.3.2), on obtient

Jur(-, to) = MG (., toll, = || A"u(X., Nto) — M A"G(X., Nto)]|
p p

_ /e ||u(, Nto) — M G(., AztOHp ( substituions A = /t/ty)

= C(to)t"™2P |lu(., 1) — MG(.,1)]l,

2.4 Meéthode des Quatre étapes:

L’équivalence du théoréme 2.3.3 permet de démontrer la formule asymptotique de Théoréme
2.2.1 de facon différente.
Au cours de ces conférences, cette idée sera appelé le Four Méthode étape et il sera
utilisé pour afficher
Les propriétés asymptotiques des solutions pour non linéaire équations. Maintenant, nous
esquissons

La nouvelle preuve du théoréme 2.2.1 basé sur les quatre étapes Méthode.
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étape 1. Mise a I’échelle. Nous introduisons la famille rescaled des fonctions

uy(z,t) = N"u( Az, \*t) pour A > 0.

C’est généralement la partie plus difficile de cette méthode: nous devons choisir 1’échelle
appropriée du modele, que nous étudions.

étape 2. Les estimations et la compacité. Nous montrons que l'intégration

{U/\(-v t)}»o - Lp(Rn)

Est compact pour tout ¢ > 0.

Ici, nous tirons ces estimations en utilisant I’équation satisfaite par u,.

étape 3. Passage a la limite. Par compacité il existe une suite A, — 0o et une

fonctions u(z,t) tels que

ux(.,t) — u(.,t) dans LP(R"™) pour tout t > 0.

Depuis u), Satisfais L’équation de la chaleur (2.3.1), on peut montrer que u est une solution
faible de ’équation de la chaleur, aussi bien.

étape 4. Identification de la limite. La fonction de limite @ correspond ¢y M &y (Dirac

delta) en tant que condition initiale. Est la conséquence de la lemme suivant.

Lemme 2.1 Soit ug € L' (R™). Pour chaque fonction test ¢ € C§°(R™) nous avons
/ N'ug(Ax)(x)dx — Me(0) et A\ — o0,

ol

M = uo(z)dz.
Rn

Preuve. C’est une conséquence immédiate de la Lebesgue théoréme de convergence dom-
inée,

| uap@ds = [ uaeta/a

par un simple changement de variables.
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Maintenant, le probléme singulier de la valeur initiale (1.4.1)—(1.4.2) a une unique solution

faible par le théoréme 1.4.1, on obtient immédiatement que

u(z,t) = MG(z,t).

En outre, par I'unicité de la limite, nous avons la relation de limite suivante pour I’ensemble
famille

u(.,t) = M G(.,t) dans LP(R™) pour tout ¢ > 0.

Maintenant, il suffit CES & utiliser I’équivalence du théoréme 2.3.3, pour compléter la
preuve de Théoréme 2.2.1.

Conclusion : Cette méthode en quatre étapes est trés utile pour étudier les propriétés
asymptotiques de solutions partielles Equations différentiels non linéaires Nous montrons
détails de ce raisonnement en un cas beaucoup plus général. Preuves détaillées des résultats
indiqués dans les étapes 1-4 dans le cas de ’équation de la chaleur linéaire peut étre trouvée

dans [9cH1]. m
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Chapitre 3

Comportement auto-similaire des
solutions de I’équation de

convection-Diffusion:

Dans ce dernier chapitre nous allons chercher également les solutions "auto similaires" pour
le probléeme de Cauchy pour I’équation de convection diffusion. L’existence locale et globale

seront abordées.

3.1 Le probléme de la valeur initiale:

Nous allons montrer la méthode en quatre étapes " en action ", en I'appliquant au probléme

de la valeur initiale de la diffusion d’équation non linéaire de convection?

U — Ugy + (), pour ze€R, t>0 (3.1.1)

u(z,0) = ug(x) pour z€R (3.1.2)

ol ¢ > 1 est un parameétre fixé.
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3.2 Existence de solutions:

Voyons d’abord une preuve de I'esquisse de ’existence dans le temps global de solution a un

probléme (3.1.1) (3.1.2).

Théoréme 3.1 (3.2.1) (Existence d’une solution dans le temps global). Supposons
que

ug € L'(R) N L°(R) N C(R). (3.2.1)

Supposons également que g > 0, Ensuit, le pb de la valeur initiale non négatif (3.1.1)
(3.1.2) , la solution en temps global u € C*'(R x (0,00)).

Cette solution a la propriété de régqularité suivante:
u € C'((0,00), L*(R)) N C((0, 00), W*?(R))
Pour chaque p € [1,00|, En outre, la solution conserve l'intégrale ("masse”)

M = ||lu(®)|, = /u(az,t)dx = / ug(x)dr = ||ugl|; pour toutt >0 (3.2.2)
R R

Il s’agit d’une solution unique dans la classe des fonction satisfaisant sup,. ||u(t)||; < oo.

3.2.1 Existence locale via le principe de contraction de Banach:

Nous construisons des solutions douces en heure locale (3.1.1) _(3.1.2) qui sont des solutions

de I’équation intégrale suivante

u(t) = G(.,t) * ug +/0 Op(t — 8) xul(s)ds (3.2.3)

Avec le noyau de I’équation de la chaleur

G(z,t) = (4nt) "2 eXp(—%)

Nous utilisons les estimations qui en résultent immédiatement de la jeune inégalité pour

29



le

IGC )« fll, < Ce3GD 7], (3.2
109G 8) % fll, < Ct 3G D4 f]] (3.25)

de convolution pour chaque 1 < g < p < oo, chaque f € Li(R), et C = C(p,q) indépen-
dant de t, f.

Remarquer que C' = 1 dans 'inégalité (3.2.4) pour p = ¢ parce que ||G(.,t)||;1 =1 pour
tout ¢ > 0.

Lemme 3.1 (3.2.1) (Ezistence locale). Supposons que wug € L'(R) N L>®(R) N C(R).
Alors il existe T = T(||uoll; - lwoll,) > 0 tel que U’équation intégrale (3.2.3) est une

solution unique dans l’espace
yr = C([0,7], L'(R)) N C([0, T}, L*(R)),

Complétées par la norme

[ull,, = sup |ul, + sup |ul-
0<t<T 0<t<T

Preuve. Ici, il suffit d’appliquer le principe de contraction de Banach & ’équation interne
(3.2.3).

Pour suffisamment petits T' le coté droit de I’équation définit la contraction dans ’espace
de yr.

Les détails d’un tel raisonnement, dans le cas d’une légeére différente équation peut étre

trouvée dans [13,12]. m

30



3.2.2 Reégularité et le principe de comparaison:

On peut montrer qu’une solution locale dans le temps est positive ou nulle, si I’état initial
est ainsi.

En outre, cette solution a la propriété de régularité suivante
u € C'((0,00), LP(R)) N C((0, 00), W*P(R)).

Pour chaque p € [1, c0].

3.2.3 Solutions en temps global:

Dans la preuve du théoréme 3.3.2, nous montrons que la solution satisfait la suivante esti-
mations a priori pour chaque p € [1, o0]:
Jul, D, < lluoll, pour tout ¢ >0

Ainsi, par un raisonnement standard, nous pouvons montrer que la solution est globale

dans le temps.

3.3 Comportement auto-similaire de solutions pour un
temps assez large:

Le résultat principal sur le comportement de temps de grande auto similaire des solutions
aux problémes (3.1.1) (3.1.2)

est indiqué dans le théoréme suivant.

Théoréme 3.2 (3.3.1) (Asymptotique auto-similaire). Sous les hypothéses du théoréme
3.2.1, chaque solution u = u(x,t) du probléme (3.1.1).(3.1.2) a une auto-similaire asympto-

tique du profil comme t — oco. Plus précisément,

i. si q > 2, nous avons

(1-1/p)

2 flu(t) — M G|, quand t — oo (3.3.1)
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pour tout p € [1,00], ot

M:A%mm

et G(x,t) = \/% exp(—%) est le noyau de la chaleur.

ii. D’autre part, si ¢ = 2, nous avons

a-1/p)

2 [Ju(t) —um(t)|, quand t — oo (3.3.2)

pour tout p € [1,00] , o up(x,t) = \/%UM(—%, 1) dominée par la soi-disant la vague dite
diffusion non-linéaire est definie comme la solution unique auto-similaire de la valeur

wnitiale pour le probléme de ’équation de Burgers visqueux
Uy — Uy + (u?), pour x€R, t>0 (3.3.3)
u(z,0) = Mo, (3.3.4)

O dg est la mesure de Dirac.
Rappelons propriétés des solutions de (3.3.3) — (3.3.4) qui sera utile dans la preuve

du théoréme 3.3.1. Il est bien connu que la transformation de Hopf-Cole nous permet de

résoudre ce probléme de valeur initiale pour obtenir la solution explicite suivante

t2 exp(— |z[* /(4¢)) (3.3.5)

Cu+1i fox/\/E exp(—52/4)d5’

uy = (x,t) =

Chr est une constante qui est déterminée de facon unique comme une fonction de M

par la condition fR upr.a(n,1)dn = M. Le point important & noter ici est que pour chaque

MeR

la fonction uy; est une solution unique de l'équation (3.3.3) dans l’espace C'((0,00); L'(R))

ayant les propriétés

/uM(x,t)dx =M  pourtout t>0
R
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Et
/uM(x,t)go(x)dx — M ¢(0) en t—0
R

Pour tous v € C°(R) ([6,Secd]). Une telle solution est appelée une solution

fondamentale a la théorie linéaire et une solution de source dans le cas non-linéaire.

3.3.1 Famille de fonctions rééchelonnés:

Dans la démonstration du théoréme 3.3.1, nous étudions le comportement, comme A — oo,

de la famille rescaled des fonctions

uy(z,t) = Mu(Az, \*t)  pour chaque A >0 (3.3.6)

Qui satisfont aux problémes de valeurs initiales

Opuy = Ouy — )\2*q8xu?\ (3.3.7)

uy(x,0) = ug () = Aug(Az) (3.3.8)

Notons que si u = u(x,t) est une solution non négative du probléme (3.1.1){(3.1.2) obtenu
dans le Théoréme3.2.1, puis en(3.2.2), et par un simple changement de variables, I'identité

suivante

[lux@)I]; = [fuoll, (3.3.9)

est vrai pour tout £ > 0 et tout A > 0.
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3.3.2 L? -décroissante optimale de solutions:

Théoréme 3.3 (3.3.2) Sous les hypothéses du théoréme 3.2.1, la solution du probléeme
(3.1.1)-(3.1.2) satisfies
lu(, )], < Ct P2 |,

pour chaque p € [1,00], une constante C' = C(p) et tout t > 0.

Preuve.Nous esquissons la preuve pour p = 2, seulement. Autre p € [1,00] peut étre
traité d’une maniére complétement De maniére analogue, voir par exemple. [12, Thm.2.3)et[11, Lemmab

En multipliant 1’équation (3.1.1) par u et en intégrant I’équation résultant sur R nous avoir

ld

— 2d ——/ 2d 3.3.10
5 Ru T R\U! T ( )

Ici, nous avons utilisé une égalité élémentaire

1
/Rug(l',t)?i(l',t)dx = m /]R;(Uqul(ZU,t))xdaﬁ =0
Si u(x,t) — 0 lors de |z| — o0
Maintenant, par 'inégalité de Nash
l10lly < C vl (0]} (3.3.11)

Qui est valable pour tout v € L' (R) telle que v, € L*(R), (depuis la norme L! de la solution

est constante dans le temps par (3.2.2)), nous obtenons 'inégalité différentiel.

d _
7 e (8)][5 + C lfuol;* (Ilua(B)]13)* < 0 (3.3.12)

Ce qui implique ||u(t)|], < Ct~1 pour tout ¢ > 0 et C' > 0 indépendante de . m

3.3.3 Les estimations de la famille rescaled de solutions:

A partir de maintenant, nous supposons toujours que u = u(z,t) est la solution globale a
temps non négatif du probléme de valeur initiale(3.1.1) — (3.1.2) avec ug satisfaisant (3.2.1).

En outre, nous supposons que cette solution satisfait les estimations de décroissance suivantes
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Ju()], < Ct720) (3.3.13)

pour chaque p € [1,00], tout ¢t > 0, et C' indépendant de ¢.

La preuve que le grand comportement dans le temps de la solution u = u(z,t) est décrit
soit par la solution de I’équation fondamentale de la chaleur ou par la solution auto-similaire
de I’équation de Burgers visqueux est basée sur la méthode dite de mise a 1’échelle qui est sou-
vent utilisé dans I’étude des propriétés asymptotiques des solutions a I’équation d’évolution
non linéaire.

Ici, pour chaque A > 0, on désigne par uy(z,t) = Au(\z, A\*), la solution du probléme
de la valeur initiale (3.3.7) — (3.3.8). Dans ce qui suit, nous utilisons systématiquement les
identités (3.3.9)ainsi

que Pestimation de décroissance (3.3.13).

Maintenant, nous prouvons une série de lemmes techniques qui devraient normalement

étre obtenus a appliquer le procédé de mise a 1’échelle.

Lemme 3.2 (3.3.3) pour chaquep € [1,00] il existe C = C(||K||,, ||uol|;) > 0,indépendant
de t et de A, de telle sorte que
lua(@)ll, < €= (3.3.14)

pour tout t > 0 et tout X > 0.

Preuve.Par le changement de variables et d’estimation (3.3.13), nous obtenons

ur(®)l], = N7 [Ju(, X20)] | < O3 (W) T 073 = o707,

Lemme 3.3 (3.3.4) pour chaquep € [1,00) il existe C = C(p, || K'||,, ||uol|,) > 0,indépendant
de t et de \, de telle sorte que

[8,ur(t)]], < Ct = 1073

pour tout t > 0 et tout X > 0.
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Ce lemme peut étre prouvé suivant le raisonnement de deux [12, Lemma5.2] ou‘ & partir
de [11, Lemmab.1] ou de |2, Lemma3.6|. Notez que l'application de approche par Giga &

)

Sawada[10]on peut améliorer le lemme3.3.4 en montrant que H@ﬁm(t)”p <ctz0 7§p0ur

chaque k € N.

La preuve de notre prochain lemme repose sur une forme du résultat de compacité Aubin-

Simon que nous rappelons ci-dessous.
Théoréme 3.4 (3.3.5) ([12, Theorem5]).Soit X, B et Y deux espaces de Banach satis-

faisant X C B C Y avec intégration compact x C B. Supposons, parl < p < oo et

T > 0,qui

o Fest bornée dans L¥(0,T; X),

o {0.f: f € F}est bornée dans LP(0,T;Y).

Alors F' est relativement compact dans LP (0,T; B)(et en C(0,T; B) dans le cas p =

00).

Lemme 3.4 (3.3.6) compacité dans L}, .(R)) pour tout 0 < t; <ty < oo et pour tout R > 0
Uensemble{ur},.o T C([t1,t2], L'([—R, R])) est relativement compact.

Preuve. Nous appliquons le théoréme 3.3.5 avec p = 0o, F' = {uy},., et
X =W"Y([-R,R)), B = L'([-R, R]), Y =W ([~R,R])

tq R > 0 est fixe et arbitraire, et Y est le double de I'espace VVO1 '([~R, R]) .Evidemment,
le plongement X C B est compact par le théoréme Rellich-Kondrashov.

D’apres les lemmes 3.3.3 et 3.3.4 avec p = 1, les ensembles {ur},. o € L®([t1,t2] , L*([— R, R]))

et {0,ur} oo C L([t1,ta] , L' ([—R, R]))sont bornées.

Pour vérifier la deuxiéme condition du critére de compacité de Aubin-Simon, il suf-
fit de montrer qu’il existe une constante positive C' indépendante de qui A > 0 tel que
SUD;efty o) | Orunll, < €, Ici, il suffit d’utiliser 'argument de la dualité, voir [14, Lemmab.5].

Par conséquent le lemme 3.3.6 est démontré. m

Lemme 3.5 (3.3.7) (Compacité en L*(R)). Pour chaque 0 < t; < ty < oo, [’ensemble

{ur},oo € C([t1, 2], L'(R)) est relativement compacte.
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Preuve.soit 1) € C*(R) étre non négatif et satisfaire ¢ () = 0 pour |z] < let ¢ () =1

pour |z| > 2.
Mettez ¢ (z) = (%) pour tout R > 0. Comme u est positive ou nulle, compte tenu

du lemme 3.3.6, en utilisant un argument de la diagonale standard, il suffit de montrer que

SUPzelt 10 ||[Ur (L)Y ]|, — 0 comme R — oo uniformément dans A > 1 (3.3.15)

Par conséquent, en multipliant les deux cotés de I’équation (3.3.7)par 95 et en intégrant

sur R et de 0 & ¢, nous complétons la preuve que dans [12, Lemmeb.6], [2, Lemme3.10] =

Lemme 3.6 (3.3.8) (Eltat initial). Pour chaque fonction de test ¢ € C°(R) il existe C' =

(@, 1Ky, [luoll,)
Indépendant X de telle sorte que

< Ot +1t2) (3.3.16)

/R wr(w,00(a)ds — [ wos(@)o(e)ds

R

Preuve.lci, il suffit & suivre [2, Lemme3.9]et[12, Lemme5.7]

Maintenant, nous sommes en mesure de prouver notre résultat principal sur le comporte-
ment de grand moment de solutions aux problémes (3.1.1) — (3.1.2).

Preuve du théoréme 3.3.1. Par le lemme3.3.7, pour tout 0 < ¢; < ty < 00 , la famille
{un},.qest relativement compact dans C([ty,t2], L' (R)) pour tout 0 < t; < t; < 00

Par conséquent, il existe une séquence de {uy},., (pas rebaptisés) et une fonction

u e C((0,00), L'(R)) tq
uy — u dans C([t;, 5], L' (R)) comme X — oo. (3.3.17)
En passant & une suite, on peut supposer que
uy(x,t) — u(z,t) comme A\ — oo. (3.3.18)

presque partout en (z,t) € R x (0, 00).
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Maintenant, en multipliant I’équation (3.3.7) par une fonction de test ¢ € C2°(Rx (0, 00)).

et en intégrant I’équation résultant sur R x (0, 00),nous obtenons 'identité

— / / up¢,dsdr = / / UG, dsdr + \*71 / / ul e, dsdx (3.3.19)
RJO RJO RJO

Par conséquent, le passage a la limite A — oo a égalité (3.3.19) et en utilisant les propriétés
de la séquence {uy},., indiqué dans (3.3.17) et (3.3.18), on obtient que %(x,t) est une
solution faible de I’équation

U = Ugy _( aZ):p

Si ¢ = 2, Maintenant, remarquez que, par le changement de variables et de la théoréme

de convergence dominée, nous obtenons

/R up A (2)p(z)dx = / uda:)qﬁ(%)dx — M¢(0) comme A — oo

R

Par conséquent, il résulte du lemme 3.3.8 que @(z,0) = Mdy dans le sens de mesures bornées
ainsi,

u est une solution faible du probléme de valeur initiale

Uy = Upy — (W), (3.3.20)

a(z,0) = Md, (3.3.21)

Depuis probléme (3.3.20) — (3.3.21) a une solution unique (voir par exemple [. 6, Sec 4]),
toute la famille {u,},., converge vers @ dans C((0, 00),L'(R)).

Evidemment, si ¢ > 2, cette fonction limite est une solution au probléme linéaire
U = Uyy | (3.3.22)

a(z,0) = M6, (3.3.23)

Donc, c’est le multiple de noyau de Gauss-Weierstrass
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u(x,t) = MG(x,t) =M ——) (3.3.24)

Ainsi, par (3.3.17), nous avons

Tim || ur(1) = @Dl =0

Et, aprés la mise en A = +/t et en utilisant le formulaire d’auto-similaire de @ (z,t)
=tz u(ztz,1)
Nous obtenons

i [ u(t) —a(t), = 0 (3.3.25)

La convergence de u(.,t) vers l'auto-similaire du pro dans les normes L” pour p € (1, 00)
est la conséquence immédiate de inégalité de la Holder, I’estimation de décroissance (3.3.13)

avec p = 00, et(3.3.25). En effet, nous avons

E\»—‘
I
Q
—~
~
|
(V]
S~—
—~
w
@
[\]
(@)
N~—

| u@) = @O, < (I u®)llo+ 1| TON) 7 [ u@) - w®)]

tq t — oo.

Pour compléter la démonstration du théoréme 3.3.1, il reste & montrer la convergence en
I

norme. Ici, cependant, il suffit remarquer le déclin estimation|| u,(t)|, < Ct , & con-
dition par le lemme 3.3.4 avec A = 1, et I'identité |[u(t)|, = tT |u(1)||, résultant de les
formules explicites (3.3.24) et(3.3.5). Ainsi, par le Gagliardo-Nirenberg-Sobolev inégalités et
par (3.3.26) avec p = 2, on obtient

lu(t) = 7Ol < CUl ualt)lly + 1| Tl | ult) = wD)l5 = oft?)
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Conclusion

Dans ce mémoire nous avons étudié les solutions du probléme de Cauchy
pour I’équation de la chaleur et celle de convection diffusion, nous avons dé-
montré I'existence et I'unicité de la solution faible de I’équation de la chaleur
et sa régularité. Nous avons également cherché les solutions dite "auto simi-
laires" pour le probléme de la chaleur, ot les solutions de cette forme apparais-
sent naturellement, car ’équation de la chaleur admet ce type de solutions.

Enfin nous avons étudié l'existence des solutions de type auto similaire
pour I’équation dite de "convection diffusion". L’existence locale et globale

sont abordés.
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