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Introduction

Les équations intégrales constituent aujourd’hui une importante branche de 1’analyse
mathématique, vaste pour qu’on puisse donner, dans une seule conférence, un exposé sys-
tématique de son développement.

Les premiéres équations intégrales furent obtenues par Daniel Bernoulli vers 1730 dans
I’étude des oscillations d'une corde tendue.

Aprés 'introduction du noyau de Green, il fallut attendre les derniéres années du XIXe
siecle, avec les travaux de. Schwarz, Poincaré, Volterra et surtout ceux de Fredholm,
pour disposer de résultats généraux en liaison étroite avec les premiers développements
de I'analyse fonctionnelle. Quelques années plus tard.

L’étude des équations intégrales conduisait D. Hilbert & définir I’espace qui porte son
nom et & poser les premiéres bases de la théorie spectrale, cadre dans lequel Friesz développa
la théorie des opérateurs compacts (1918). Ainsi, les équations intégrales ont joué un role
historique important dans 1’élaboration des principaux concepts de I’analyse contemporaine.

Le but de ce travail est de trouver une approximation numérique de ’équation intégrale
de Volterra de deuxiéme espece par les polyndémes de Legendre. Le mémoire comme suite :

Le premier chapitre aborde des notions sur I’Analyse numérique et Fonctionnelle. On va
définir les polyndémes orthogonaux et les polyndémes de Legendre

Le deuxiéme chapitre présente une introduction & la théorie des opérateurs compacts et
les équations intégrales et leurs classifications et on va traiter I’équation intégrale linéaire de
Volterra de deuxieme espéce, ou on démontrer ’existence et 1'unicité de la solution de cette
dernieére et donnons quelque méthode analytique(méthode des approximation successives,

méthode de développement en séries et méthode de décomposition Adomian).



Introduction

Le troisiéme chapitre et le dernier représente le but de ce mémoire, consiste a la résolution
numérique d’équation intégrale de Volterra de deuxiéme espéce a 'aide quadrature Gauss-

Legendre, on fait la comparaison entre la solution approchée et la solution exacte.



Chapitre 1

Concepts auxiliaires

1.1 Quelques définitions et rappels

L’analyse numérique est une branche des mathématiques appliquées elle s’intéresse au
développement d’outils et de méthodes numériques pour le calcul d’approximations des so-
lutions de problémes de mathématiques qu’il serait difficile, voire impossible, de les obtenir
par des moyens analytiques .

Dans ce chapitre on vise essentiellement a rappeler quelques définitions et propriétés de

base dont nous aurons besoin dans la suite de ce travail.

1.1.1 Espace normé

Définition 1.1.1
soit E un espase vectoriel sur un corps K (K =R ou C), on appelle norme sur E une
application de E dans R habituellement noté || . || vérifiant pour tout u,v € E et tout A €
K les conditions suivantes:

1 Jul|=0 < u=0

2 [[Aull = (A flul]

3 utol < flull + v

Exemple 1.1.1 Soit C([a, b],R), l’espace vectoriel des fonctions continues sur [a, b] & valeurs

réelles.



1.1. Quelques définitions et rappels

Pour tout f €,C([a,b],R) on pose
Iflly = [} f(x)dz et [|fll, = sup |/(a)
z€la,

sont des normes sur C([a,b], R)

Les applications ||.||; et |||l

1.1.2 Espace de Banach

Définition 1.1.2 :
On appelle espace de banach tout espace normé E dont toute suite de cauchy (zy)d’elément

de E convege c-a-d:
(Ve>0)(3 N =21)Vp,q > N = ||z, — 24| < e. = Jx telque ||z, —x||[<¢

Remarque 1.1.1
L’espace des fonctions continues sur un intervalle fermé I = [a,b] a valeurs dans R (ou C),

noté C'[I] et muni de la norme

ol = sup{p (z)}, xe€l,

est un espace de Banach.

1.1.3 Espace de Hilbert

Définition 1.1.3
On appelle produit scalaire sur un espace vectoriel E (réele ou complexe )
une application :< ... >: E x E — C telle que pour tout u,v,w € E et A € k
1<u,u>=0
2<uu>=0<=2=0
3< A u,v >= A< u,v>
4 <u,v+w>=<u,v>+<uw>

O <u,v >=<v,u>



1.1. Quelques définitions et rappels

Exemple 1.1.2

Produit scalaire sur C" : (x,y) = > x;y;
j=1
Produit scalaire sur ly (N) : (z,y) = > x,;7; (ensemble des suites)
j=0

+oo
Produit scalaire sur Ly (R) : (z,y) = [ f(x)g(x)dz.(au sens des fonctions semmables)

Définition 1.1.4
Un espace de Hilbert est un espace complet par rapport a la norme induit par le produit
scalaire. En d’autres termes un espace de Hilbert est un espace de Banach dont la norme

mduite par un produit scalaire

Définition 1.1.5

Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé un espace préhilbertien. .

Espace L,

Les espaces L, sont des espace de fonctions dont la puissance p, au sens de Lebesgue.

b
L, (a,b) - f:/]f(x)]pdx<+oo

Définition 1.1.6

On note par L, (a,b) (1 < p < 00) l'espace des fonctions f mesurables intégrables au sens de

Lebesgue a valeurs réelles dans R telle que la norme ||f||, < +oc0 , ot

P

19, = | [1r@ras)  a<p<o

et pour p =+oo on a || f||,, = sup |f(z)

a<z<b
et L (a,b) est Uespace des fonctions essentiellement bornées sur (a,b)

Proposition 1.1.1
<Lp (@,0) 111, b)> est un espace de Banach. En particulier, si p = 2 alors :

1
2

b
Ly (a,b) =< f: /]f(x)\de < 400



1.2. Les polynémes orthogonaux

(L2 (a,b), ”'HLg(a,b)) est un espace de de Hilbert, ou ||.||, est le produit scalaire définit

comme suite

b
< 119 > naen = / f(@)g(x)da Vf.g € Ly (ab)

Remarque 1.1.2
Ly (1,R) est le seul espace qui est de Hilbert dans ’espace de L, (I,R)

Remarque 1.1.3 (I,R)

Définition 1.1.7
On dit que deux vecteurs u et v d’un espace de Hilbert sont orthogonauz si:

<u,v>=0 Onnoteu L v

1.1.4 Théoréme de Weierstrass

Théoréme de Weierstrass est fondamental en théorie de ’approximation. Ce Théoréme nous

permet d’approcher toute fonction continue dans un intervalle [a, b] par un polynémes

Théoréme 1.1.1
Pour tout fonction continue sur R. Il existe une suite des polynomes qui tend vers f uni-

formément sur R.

Preuve. voir [3] =

1.2 Les polyndomes orthogonaux

Les polynomes orthogonaux jouent le role le plus important dans la méthode spectral ,il est

donc nécessaire de disposer d’une étude approfondie de leurs propriétés

Définition 1.2.1
Soit w : I = [a,b] — R une fonction continue telle que w(x) >0, Yz € I . On considéére
R, [X]2 des polynomes de module carré intégrable pour le poids w(x), muni du produit

scalaire :

V(p.g) €R, [X]? <p.q>= / p()q(z)w(z)dz.



1.2. Les polynémes orthogonaux

Proposition 1.2.1
Soit (P;)iso est une famille de polynomes a degré échelonné donc c’est une famille libre de
R,11 [X] comportant n + 2 vecteurs.

On en déduit que cette famille est une base de R, 1 [X],il existe donc des réels a,,, b,

tels que
Pn+1 - (x_an)Pn_ann—l

Avec

Preuve. voir [7] =

Définition 1.2.2

Soit —oo < a < b < oo et w une fonction sur R telle que application :

V(p.g) ER, X <pg>= / p(a)q(2)w(z)dz.

défnisse un produit scalaire sur R, [X] .

Définition 1.2.3
On dit que la famille de polynomes (F;);en est une famille de polynomes sont orthogonaux
581

1. le degre de P; est i pour tout entier 1.

2.V (p,q) EN? i #j= <p;p; >=0

Proposition 1.2.2
soit (P;)i=0 une famille de polyndmes orthogonaux alors
1. (po,p1, ..., Pn) est une base orthogonale de R, [X| pour tout entier n.

2.¥(n,p) €Nt n>p = p, € (R, [X])*



1.2. Les polynémes orthogonaux

Trois exemples de produit scalaire pour deux polynoémes p et ¢
1

1. <p,qg>= /p(a:)q(a:)da:.

-1
/ 1
2 <pa = [pa)ile) s
I, vV1—=x
+o0

3. <p,q>= /p(x)q(x)e‘thx.

— 00

Avec le premier exemple, on defnit les polynémes de Legendre, puis avec le second les
polynémes de Tchebichev et enfin avec le troisieme les polynomes d’Hermite.
Les familles de polyndémes orthogonaux vérifient toujours deux propriétés particuliére-

ment intéressantes :

Proposition 1.2.3 (Ezistences de racines réelles)

Soit (P)ien est une famille de polynomes orthogonauz alors tout polynémes P, n > 1

admet n racines distinctes, toutes réelles et situées a lintérieur de l'intervalle d’intégration

la, b].

Preuve.
Comme < P,,1 >= 0 le polynémes P, admet au moins une racine réelle avec changement

de signe. Soit ay, ..., a, les racines réelles de P, avec changement de signe, Alors

Pyo)= ][ (z—a)Q)

1<i<p

et ) est un polyndémes de signe constant. On pose R = H (x — a;). On montre que
1<i<P
p = n en raisonnant par I’absurde c’est- a-dire

on suppose que p < n, alors < P,, R >= 0 ce qui est impossible puisque le produit P, R

est de signe constant sur le domaine d’int egration. Donc p=n. =



1.3. Les polynémes orthogonaux de Legendre

1.3 Les polyndmes orthogonaux de Legendre

Les polynoémes orthogonaux les plus simples sont les polynémes de Legendre pour lesquels
'intervalle d’orthogonalité est |—1, 1] avec fonction de poids w(z) =1 .
La formule de récurrence de Bonnet permet rapidement d’obtenir I’expression du polyndéme

de Legendre d’ordre n+1 a partir de ceux d’ordres n et n— 1. Pour tout entier n > 1 voir[2]

Définition 1.3.1

On appelle équation de Legendre de l’équation différentielle suivante :
(1—x2)y” — 2y +a(a+1)y=0
ol v en géméral est un nombre réel.

Définition 1.3.2
On appelle polynéomes de Legendre de degré n le polynéomes suivant
Lo(z)=1,L1(z) =x
(n+1) Ly (x) = 2n+ 1)L, (x) —nLly,—q (x) Vn >1
Théoréme 1.3.1
La suite des polynémes de Legendre L,, est une base orthogonale de l'espace L? ((—1,1), dz)

Toute fonction f de L* ((—1,1),dx) se développe de facon unique sous la forme

(2n+1)

< f, L, >
s </,

f :ch(f)Ln Avec ¢, (f) =
n=0

ou la convergence de la série a lieu en moyenne quadratique

N
im f—Ezjocnan =0

on a de plus I’égalité de Parseval

1

1 s =2y lea

-1

On notera que le polynéme de Legendre de f de degré n donné par
of(x) = cn(f) Lu(®)
k=0

Preuve. voir[2] =



1.3. Les polynémes orthogonaux de Legendre

Remarque 1.3.1
Réalise la meilleure approximation en moyenne quadratique de f par des polynomes de degré
inférieur ou égal a n

On notera aussi que si [ est paire (resp. impaire), son développement ne fera intervenir

que les polynomes de Legendre d’indice pair (resp. impair).

1.3.1 Propriétés générales

1 Fonction génératrice

La fonction génératrice des polynémes de Legendre est donnée par :

3 "L =L =1.
nz::[)y () \/m 2] <

Remarque 1.3.2 Cette expression intervient notamment en physique, par exemple dans le

développement & grande distance du potentiel (développement multipolaire).

Fonction génératrice de polynome de Legendre L3(x)

2.0rthogonalité

10



1.3. Les polynémes orthogonaux de Legendre

les polynomes de legendre sont des polyndémes orthogonaux relativement a la fonction de
la poids w(z) = 1 sur l'intervalle [—1, +1]

+1

/ L (@) Ly () da

-1

2
:—5nm
2n+1 7

ol 0y, est le symbole de Kronecker.

/L;l (z) L, (z) (1—2?)de = 2n2+ |

-1

)\nén,m

En particulier,Le carré de la norme ,Dans Lo ([—1,41]) est

+1 3
2
L= | [ 2@ ] =5
1
[ L@t = 52 L @) = Lo a)) 021

-1

3.Propriété de Symmetric

De plus, nous avons 'uniforme lié
|L, (z)| < 1,Vz € [-1,1],n > 0.

4. Relations de récurrence dérivés

! !

2n+1)Ly(x) = L, (x)—L, (x),n=>1

n—1

Ly(z) = > (2k+1)L(x),

k=0

k+n impair

n—1

L,(x) = Y (k+%>(n(n+1))—k(k+1)Lk(x),
nT(L:;r—l)

(1-a*) L, () = o1 Ln-1(@) = Luga (2))-

11



1.3. Les polynémes orthogonaux de Legendre

5.Les dix premiers polynémes de Legendre sont

Ly(z) = (322 — 1) /2.

L3(z) = (5z® — 3x)/2.

Ly(z) = (352* — 3022 + 3)/8.

Ls(x) = (632° — 7023 + 152) /8.

Le(z) = (23125 — 3152 + 1052 — 5)/16.

Lo(x) = (42927 — 69325 + 3152° — 351)/16.

Ls(x) = (64352% — 120124 + 69302* — 126022 + 35)/128.
Lo(z) = (121552° — 2574027 + 180182° — 46202* + 3151)/128.

Lio(x) = (4618920 — 10939523 + 90090z° — 30030z* + 346522 — 63) /256.

6.Formule de Rodrigues

En prenant pour condition de normalisation Lg(x) = 1, le polynéme L, () peut s’exprimer
en utilisant la formule de Rodrigues :

1@

Lnfw) = 2nn! dzn

[(2* = 1)"]

12



1.3. Les polynémes orthogonaux de Legendre

P (4

? N\'/ \’W"
6 *\ ¢$ 6' b
........................... A

1.5

Les 15 premiers polynémes de Legendre

13




1.4. Formules de quadrature

1.4 Formules de quadrature

Les méthodes d’intégration numériques permettent d’évaluer des intégrales de fonctions dont
les valeurs sont connues en un nombre fini de points.
Soit ¢ une fonction continue sur un intervalle [a, b]. Chaque approximation de

b

- / o()da

a

est dite formule de quadrature. Une formule de quadrature classique contient les valeurs
o(z;) de la fonction ¢ dans le support [a,b] pour i = 1,2,...,n. On note la formule de
quadrature par@®,, (p) = i wip(;)
Les coefficients w; sonZt: zlxppelés les poids de la formule de quadature et les noeuds x; sont
les poids de la subdivision a=mxy <z <..<x, <bdedeintervalle [a, D]
L’erreur de quadrature est donnée par
b

E(¢) = [¢(z)dr — Qn(p) pour ¢ € C([a,b])

a

Définition 1.4.1
On dit qu’une formule de quadrature est d’ordre m, si la formule approchée est exacte pour

tout polynome de degré m ie. si p € P,.

Définition 1.4.2
Une méthode de quadrature (), est dite :
(1) Convergente, si

b
lim@Q, (¢) = /(p(x)dx pour tout p € C([a,b])

n—oo
a

(17) Consistante, s’il existe un sous ensemble dense v C C(la,b]) de fonctions continues
telles que la formule de quadrature Q, () converge vers l'intégrale I.

Qn(p) — /gp(m)da: pour tout v € C([a,b])

n—oo
a

14



1.4. Formules de quadrature

(7ii) Stable, si

sup{2|wi| iEN} < 00

i=0
La norme de la formule de quadrature Q, (@) est

n

1Qn (@) 1= |l

1=0

La condition de stabilité prend alors,la forme

sup{[|@n (¢) |+ n €N} <oo

Théoréme 1.4.1 (de convergence)
Une méthode de quadrature Q,, (p) est dite convergente si et seulement si elle est stable et

consistante.

Preuve. voir ref.[15] m

1.4.1 Quadrature de Gauss-Legendre

Pour le probléeme d’intégration le plus classique, on utilise la méthode de Gauss-Legendre.
Il s’agit d’intégrer la fonction ¢ sur le segment [—1, 1].

Elle prend la forme :
1

[ e@ris = 3w la)

71 i=1

ou

e 1; sont les racines du n — ieme polyndome de Legendre, [L,(z)].
2

e w; les poids : w; = ; , 5 0<i<n.
(1—x7) [Ln-i-l (%ﬂ

Théoréme 1.4.2
On peut obtenir w; et x; a partir la décomposition en valeurs propres de la matrice de Jacobi

suivante

CLO\/E
\/b_lal\/g
Vo
\/WCZM_

15



1.4. Formules de quadrature

ol
)
J

aj:(),bj:m ]GN

les valeurs et les vecteur propres de cette matrice sont les noeuds et poids c’est pour cette

raison qui’on appelle cette méthode( méthode spectrale).
Preuve. voir ref [7] =

Remarque 1.4.1

1l y a d’autres méthodes de quadrature de Gauss: Méthodes de Gauss-Lobatto, Gauss-Radau,voir

2]

16



Chapitre 2

Analyse fonctionnelle des équations

intégrales

2.1 Généralités sur les opérateurs

2.1.1 Opérateurs compacts

Définition 2.1.1

(Opérateur compact) Un opérateur linéaire A : E A, F entre deux espaces normé est dit
compact si [i'mage de la boule unité Bg de E est relativement compacte, ie st m est
compacte. Ceci est équivalent a dire que pour toutes suite bornée (p,,) de E, on peut extraire

de (Ayp,) une suite convergente dans F .

Quelques propriétés

Corollaire 2.1.1
Soit (A,,) une suite d’opérateurs continus de rangs finis de X dans

E et soit A un opérateur linéaire tel que || A, — A|| — 0 . alors A est un compact.

Théoréme 2.1.1
Un opérateur de E dans F' est compact si, et seulement s’il est limite d’une suite d’opérateurs

de rang finis.

17



2.2. Classifications des équations intégrales

Théoréme 2.1.2
Soit (A,,) une suite d’opérateurs compact dans un espace de Banach X ,convergent en norme

vers un opérateur A, alors lopérateur A est aussi compact.

Théoréme 2.1.3

A est un opérateur compact et B un opérateur borné, les opérateurs AB et BA sont compacts.

Preuve. pour les théorémes (2.1.1) et (2.1.2) et (2.1.3) voir [9] =

2.1.2  Opérateurs intégraux compacts sur C(|[a, b))

Soit K : C([a,b]) x C([a,b]) — R une fonction continue, 'opérateur linéaire défini sur Ca, b]

par la formule suivante

o € [a,b] — Ap € Cla,b]

(Ag ./ny () dy

est appelé opérateur intégral & noyau continu K

Remarque 2.1.1
1l existe des opérateurs non compacts comme par exemple les opérateurs d’Abel et opérateurs

Intégro de Wiener-Hoph.

Opérateur adjoint

Définition 2.1.2
On dit que deux opérateur A : Cla,b] — Cla,b] et B : Cla,b] — Cla,b] sont adjoints s’ils
vériffent :

V(p, ) € Cla,b> < Ap,1p >=< ¢, Byp >

et on note l'adjoint de A par A* = B.

2.2 Classifications des équations intégrales

Les équations intégrales ont un caractére fort différent des équations différentielles que ’on

rencontre dans la plus part des phénomenes physiques .

18



2.2. Classifications des équations intégrales

Nous allons voir dans ce chapitre les classifications de les équation intégrales et quelques

méthodes d’approximations .

Définition 2.2.1

Une équations intégrales est une équation de la forme suivante :
o)A [K @) oy = 1(0)  Veyel ¥ AeR (2.2.1)
1

ot f est une fonction donnée, A est un scalaire et p(z) la fonction inconnue, I est un

ensemble fermé ,borné et mesurable et K est le noyau de I’équation intégrale

Remarque 2.2.1

Si f(x) #0 [équation(2.2.1) est dite équation intégrale non homogéne

Si f(z) =0 P’équation(2.2.1) est dite équation intégrale homogéne

1. Equation intégrale de Fredholm

A) Equation de Fredholm du premiére espéce
L’une des équations intégrales les plus simples est ’équation intégrale de Fredholm du

premiere espece :

b
f(x) = / K (2, 9)o(y)dy (2.2.2)

ou ¢ est la fonction inconnue, f et K sont des fonction connues, Les bornes d’intégration
sont constantes. C’est la caractéristique principale d’une équation de Fredholm.

B) Equation de Fredholm du seconde espéce

Si la fonction inconnue apparait a la fois a l'intérieur et a 'extérieur de 'intégrale, alors

il s’agit de ’équation intégrale de Fredholm du second espéce

b
plo) = 1)+ [ K)oty (223
Le parameétre \ est un facteur inconnu, qui joue le méme role que la valeur propre en

algeébre linéaire.
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2.2. Classifications des équations intégrales

2. Equation intégrale de Volterra

Les équations de Volterra sont des cas particuliers de ceux de Fredholm dans lesquelles le
noyau K est tel que
K(x;y) =0 pour x>y
A) Equation de premiére espéce

une équations a inconnue ¢(x) de la forme :

/K(:L', y)e(y)dy = f(z) (2.2.4)

B) Equation de seconde espéce
On appelle équation intégrale linéaire de seconde espéce non homogéne une équation a

inconnue ¢(z) par la form suivante :

o) = f(2) + A / K (. y)e(y)dy (2.25)

3. Equations intégrales de Volterra-Fredholm

Equation intégrale de Volterra-Fredholm, est une combinaison des intégrales de Volterra et
Fredholm disjoints, apparait dans une équation intégrale.

On appelle équation intégrale de volterra-Fredholm une équation de la forme

o (x /K1 z,y)p (y) dy +)\/K2 x,y)e (y) dy (2.2.6)

ou Ki(x,y) et Ks(x,y) sont les noyaux de I’équation.
Notez que la fonction inconnue ¢ () apparait dans les intégrales de Volterra et Fredholm
et & 'extérieur les deux intégrales.

4. Equations intégrales singuliéres

Une équation intégrale singuliere est défini comme intégrale avec les limites d’intégration in-

finies ou lorsquele noyau de I'intégrale devient sans limite & un certain point dans I'intervalle.
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2.2. Classifications des équations intégrales

La forme standare de cette équation est :

o) = f@)+A [ Kooty

5. Les équations intégro-différentielles

Dans ce type d’équation la fonction inconnue ¢(x) se produit dans un co6té comme un dérivé

ordinaire, et apparait de ’autre c6té sous le signe.

e Equations intégro-différentielles de Volterra

o (2) = f(z) + A / K (2, y)e (y) dy (2.2.7)
k
ot o® (z) = %,K =1,2,3..n

e Equation intégro-différentielles de Fredholm

b

o® (2) = f(z) + A / K (2, y)e (y) dy (2.2.8)
k
ol o) (2) = %,K =1,2,3..n.

e Equations Intégro-différentielles de Volterra-Fredholm
T b
P (@) = 1) 4 [Kalew)e ) dy + [ Kalon)o ) dy
0 a

dk
ol o) (z) = d—xf,K =1,2,3..n.

21



2.2. Classifications des équations intégrales

2.2.1 Liaison entre les équations différetielles et les équations de

Volterra

Soit I’équation différentielle ordinaire d’ordre n

dyn dynfl
— + a1 ((L’) W

T + .. Fa, (2)y = F(x) (2.2.9)

avec comme conditions initiales ( n valeurs initiales)

!

y(OZ) = Co, Y (Oé) =C1y -y y(n_l)(a) = Cn—1 (2210)

telles que les fonctions a;(x); i = 1;2;...,n et F sont définies et continues sur [a; b]. Alors

les équations (2.2.9); (2.2.10) sont équivalentes a ’équation de Volterra de deuxiéme

espéece
o) = 1)+ [ K)oty
K(s,t) = — ak(s)%

f(s) = F(3:)+cn 1a1( )+ [(z — x0) Ch1 + Cns] az (s) + ... +

(s =)™
(n—1)!

i.e. nous obtenous une équation intégrale de Volterra de seconde espéce.

—————Cp1 ... + (s —z0) 1+ co| an (9)

Exemple 2.2.1
Soit I’équation différentielle
y// _'_ xy/ + y _ O

et aux conditions initiales

Posons



2.2. Classifications des équations intégrales

Alors

x T

y'=/¢(t)dt+y'(0) — y:/(x—t) o (t)dt + 1.

Portons dans I’équation différentielle donnée, il vient

T x

go(x)+/x<,0(t)dt++/(x—t)gp(t)dt+1:0

0 0

ou
T

(p(x):—l—/(Qa:—t)go(t)dt

0

2.2.2 Existence et unicité de la solution des équation intégrales

de Volterra.

Théoréme 2.2.1

Soit K (x,y) est une fonction continue pour x,y € [a,b] alors l’équation de Volterra
o) = f@) 4 [ Kwhol)dy  a<s<b

admet une solution unique @ pour tout f € dans L* [a;b] et X dans R.

Théoréme 2.2.2

Soit I’équation intégrale de Volterra de premiére espéce
[ K@we )y = @

telles que f, K des fonctions continues, dérivables sur |a, b],si

b b

K(x,z) #0 et//\K(:c,y)\dedy < 400

a

Alors, il existe une solution unique et continue de l’équation de Volterra de premiére

espece
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2.3. Méthodes de résolution analytiques des équations intégrales de Volterra

2.3 Meéthodes de résolution analytiques des équations
intégrales de Volterra

Cette partie, on traite I’équation intégrale non homogéne de Volterra du second espéce de
la forme : i
¢@) = f@)+) [ Koy 0<o<a (2.3.1)
ou le noyau K (x,y), f(z) se sont des fonctions continues, et A un parameétre.La fonction
o(x) doit étre déterminée; = € [0, a
Il existe une multitude de techniques de résolution pour faire face aux équations intégrale
de Volterra. L’équation intégrale de Volterra du seconde espéce peut étre facilement résolue

en utilisant la méthode de Picard

2.3.1 Meéthode des approximations successives

Prenons une fonction ¢, (z) continue dans|0, a]. (Notons qu'un bon choix de I'approximation initiale est st

Substituons ¢, (z) dans (2.3.1)
o(e) = 1)+ [ K@ w)en @)y
0

s () = f(as)ﬂ/jff(x,y)sol(y)dy

En continuant le processus on obtient une suite:

®o (T) ;1,02 (T) .0, ()

on (1) = f(2) + A / K (2) on s (4) dy

Les fonction ¢, 1, ....., p,, sont ainsi définies et continues sur le segment [0, a] d’aprés
la théoreme du point fixe.(voir ref [2]) ¢, (z) converge pour n — oo, vers la solution ¢ ()

de I’équation intégrale.

Exemple 2.3.1

x

Soit ’équation intégrale de Volterra suivante : ¢ (z) =1+ / o (y)dy .
0
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2.3. Méthodes de résolution analytiques des équations intégrales de Volterra

En posant ¢, () = 0 Du moment que ¢, () =0, on a ¢, (x) = 1. puis

T

0, (z) = 1+/1dy:1+:c

0

T
2

o3 (z) = 1+/(1+y)dy:1+x+%

0
T

,y2 332 563
() = 1+ [(QI+y+S)dy=1+a+ 7+
2 2l 3

0

Par récurrence
2 CC'3 n—1 e n

T T

Donc e* est la solution de I’équation.

2.3.2 Meéthode de développement en séries

C’est une méthode simple a mettre en ceuvre par machine Cette méthode, comme sons
le nom : méthode de série de Frobenius, qui on la pratique souvent dans les équations
différentiels (voir ref. [1]) la méthode donne une solution analytique

ie la solution ¢ () admet une développement de T'aylor au voisinage de zéro

la solution peut écrite sous la forme

©, () = Z anx" (2.3.2)

ou les coefficients a et x sont des constantes qui doivent étre déterminés.

Remplacent I’équation (2.3.2) dans 'équation (2.3.1) On trouve
2, ant” = flz) 4 Jo K (z.y) 2 any/"dy

ao + a1z + asx® + azzd + ...+ az” + ... (2.3.3)

= f(2)+A / K (2.) aody + / K (2,) arydy

+/ K(:C,y)aQdey+...+/ K (z,y) a,y"dy + ..
0 0
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2.3. Méthodes de résolution analytiques des équations intégrales de Volterra

Apreés le calcul des intégrales (2.3.1) , En comparent les coefficient des deux membres de

I'équation(2.3.1) on trouve les a, et par conséquente en remplagant dans la solution

oo
= E anx"
n=0

Exemple 2.3.2

Soit I’équation intégrale de Volterra suivante :
o(x) = 1+25inx—/ v (y)dy
0

o0
Nous supposons que la solution sous la forme de série ¢ (x) = > a,x™ remplagant

donc la série dans l’équation et nous avons la série de Taylor de sin x |

(%) 2n+1
> o _1+zz ST /Zany
2n+1 o n+1

1+2§: 2n+1 Za"n+1

n=0

En comparant les coeﬂiczents de la méme puissance de x donnent ’ensemble de valeurs
suivant :
ag — 1

CL1:2—(1,0

a9 = _a_21
_ 2 az
I3 = —3 ~ 3
_ a,
ay4 = —4—?

Etc. Ainsi, les valeurs des coefficients peuvent étre calculées pour étre

1 1

— 1 —
aO_laCLZ__ﬁaaB_ 3|aa'4 —a

Par conséquent , la solution est donnée par

. 1 .132 1’4 ZIJ?’ 275
(,0(1‘) = —§+Z+ + £B—§+§—...

= cos(x) + sin(x)
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2.3. Méthodes de résolution analytiques des équations intégrales de Volterra

2.3.3 Meéthode de décomposition Adomian

La méthode adomian peut étre appliqué dans les équations intégrales linéaire et non linéaire
et méme les équation intégro-différentielle. Cette méthode a été introduite par George

Adomain elle ressemble a la méthode précédente.
o)=Y o, () (2.3.4)

avec ¢, (r) comme le terme en dehors du signe intégral.

donc

Substituer I’équation (2.3.5) dans 'équation (2.3.1) rendements

Y e l@) = fla) +A/OIK($,1/) {Z% (v) }dy

Les composantes ¢, (), ¢ (z), ¢y (z) ..., (z) ...de la fonction inconnue ¢ (z)

peut étre complétement déterminée d’une maniére de récurrence si nous fixons

oo (@) = f(a)
o1 (1) = A/OKu,ym(y)dy

o) = A / K (0, 9) o0 () dy

o (1) = A / K (e, y) o () dy (2.3.5)

etc. Cet ensemble d’équations (2.3.5) peut étre écrit comme systéme de récurrence
o () = f(z)
0

on va illustrer cette technique par I’exemple suivant:

suivante:
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2.3. Méthodes de résolution analytiques des équations intégrales de Volterra

Exemple 2.3.3
Soit ’équation intégrale de Volterra suivante ¢ (x) = x + / (y—x)p(y)dy
0

Considérons la solution sous la forme de la série ¢ (z) = Z ©, (x).
n=0

Ensuite Substituant cette série dans l’équation donnée, nous avons

Zson(l‘)=x+/ow(y—x)290n(y)dy.

Maintenant, décomposant les différents termes de la maniére suivante, nous obtenons un

ensemble de solutions

En continuant de cette fagon, nous obtenons une série p (xr) =x — —+ ——+...=sinx
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Chapitre 3

Résolution numérique des équations

intégrales

Généralement la solution des équations intégrales son tres difficiles a résoudre, voir impos-

sible.

La solution doit étre cherchée dans les espaces C([a,b] , ||.||..) ou L? ([a, b] ) de dimension
infinie

Dans les méthodes de calcul numériques des équations intégrales de type de Fredholm
ou de Volterra apparaissent des intégrales réguliéres qui sont généralement calculées par les
schémas classiques de type quadrature de Gauss ot on peut trouver une discussion sur le
choix du nombres de noeuds a utiliser pourévaluer approximativement une intégrale.

Il existe de nombreuses méthodes de résolution des équations intégrales. On ne cite que

quelques une.

3.1 Généralités sur les méthodes de projection

Les méthodes de projection comprend la méthode de collocation, la méthode des moments,
la méthode de Galerkin et les procédures des moindres carrées Voir ref [4].
Avant d’étudier des méthodes de projection particuliéres, donnons quelques résultats

relatifs & ’approximation par projection. On se donne un opérateur borné
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3.1. Généralités sur les méthodes de projection

A: X — X d’un espace de Banach X, ainsi qu’une suite de sous espaces X,, C X de
dimension finie n. Soit alors P, : X — X, un projecteur sur X,,. Ceci signi e que P,, # 0
vérifie

Yoex, P,po=y
Pour expliciter les systémes linéaires obtenus, il suffira d’écrire ¢, dans la base des
(Li)1g i<nt
on = aiL; (3.1.1)
j=1
Définition 3.1.1 (Méthode de projection)
On considére, pour A : X — X continu et f € X, I’équation
Ap=f, pour e X (3.1.2)

On approxime cette équation par l’équation :

P,Ap, =P, f pour ¢, € X, (3.1.3)

Cette méthode de projection est dite convergente si il existe un rang ng a partir duquel

l’équation (3.1.3) admet une unique solution @, et si p, —> @ ot @ est

'unique solution de (3.1.2)

Meéthode de collocation

Dans la suite de ’énoncé, on note ¢ = ¢ — Ay, ol A est notre opérateur & noyau. On

cherche donc a résoudre, pour f € C'[a,b], le probléme :
p—Ap=f (3.1.4)
o = f (3.1.5)

La méthode de collocation est la méthode la plus simple & mettre en oeuvre. 1l s’agit
de réaliser & 'aide d’une fonction ¢, € X,, une interpolation de la fonction f en n points
1, ..., 2, de [a, b] On force donc la fonction ¢,, a valoir la méme chose que f, mais uniquement

en un nombre fini de points. Cela se traduit par ’équation :

Vie{l,..,n}, ¢, (x;) = Zaiﬁi (z;) = f () (3.1.6)
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3.2. Résolution de I'équation de Volterra par les polynémes de Legendre

De fagon plus théorique, il s’agit juste de la projection de notre équation (3.1.4) sur X,
grace a 'opérateur P,, exactement comme décrit par ’équation (3.1.3).
Une fois écrite ¢,, dans la base des L; comme en (3.1.1), on obtient le systéme linéaire

suivant :

—

Li(z1) .. Ln(z)]| | f(x1)
=] . (3.1.7)

L (z) Lo (zo)| | ()

Preuve. voir 2] =

3.2 Reésolution de I’équation de Volterra par les polyndémes
de Legendre

Notre objectif est de trouver une solution approchée a la solution exacte de 1’équation de
Volterra de 29" espéce en utilisant la méthode du Gauss-Legendre.
Donc on doit utilisant la technique de la méthode de Gauss-Legendre pour trouver une

solution approchée ¢ (z).

Soit I’équation de Voltera de 2°™¢ espéce
o) = 1)+ [Klo)ewdy v 0.1) A= (32.)
0

d’apprés le quadrature de Gauss-Legendre. on a :

o(x) ~ Z a; L; () (3.2.2)

ou L; les polynémes de Legendre et «;,7 = 0,1, ...,n sont inconnus ,on remplace ceci dans

I'équation (3.2.1),on trouve

> asks (o) = f(0) + / K(w,0) > asLis(5) dy (3.2.3)

et

Ru(e) = Y sl (0) - / K(w,0) S el y) dy — f(2) (3.2.4)
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3.2. Résolution de I'équation de Volterra par les polynémes de Legendre

riéme

Pour résoudre Ce systeme, il faut déterminer les racine des j polynomes de Legendre

tel que

lim R, () =0,j =0,1,...,n et les z; sont des racine de j™°

n—oo

alors,

polynomes de Legendre

Z%‘Li (z;) ~ f(z;) + /K(xj,y) Z%‘Lz‘ (y)dy j=0,1..n
i=0 J i=0

Puisque les z; € |—1,1[, donc il faut utilisé un changement de variable.

On pose y (1) = % = dy = %dt
—= 1 v (=1) (3.2.5)

Sit=1 = y(1) =z,

D’apres ce changement on obtient

1
& T — Tz (1+t i (1+t )
> ;L (x5) ~ f(ij)Jr?JZozi/K(% ](2 ))Li< j(2 ))dt,JZUJ,---n
=0 i—0 7

(3.2.6)
En utilisant la méthode de Gauss-Legendre pour approches I'intégrale par une somme finie,
c’est-a-dire
1
z;(1+1) z; (14 (1+ ) x; (1 + )
/K(xj, j 5 )Li< ) Zkax], ;)L j ;

-1

(3.2.7)
On remplace (3.2.7) dans I’équation (3.2.6) on obtient

n

Z%’Lz‘ (xj) ~ f(z;)+ Za,Zka :E], ;xk))Lz (xj <12+$k>> ,7=0,1,..n

=0
(1 (1
ZO&Z x] - _Zka x]?T—i_m)Li <M>] 7j20717"'n .

2

Notons que

Li (w) = Lij f(x;) = f, K (x;, 250 = Ksum, Ly (M) = Lo

n .on n
;ai [LU — %;kajju;k) Lij(1;rk)] ~ f(a:j)
= = J

i—0
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3.2. Résolution de I'équation de Volterra par les polynémes de Legendre

Ainsi cette équation intégrale peut étre convertir un systéme d’équation linéaire

A X =0,

n

. n
J .
An: Li'—— ka.j(1+k)L.j(1+k) y ZZO,l,...n
J 2 ) L
k=1

J=0

b = [f; ]

X' = [ai]?:o

i=0,1,...n

3.2.1 Vérification Numérique

Pour valider notre travail, on doit compare les solution exactes avec les solution approchées
En utilisant le Logiciel MATLAB.

Quelques exemple des équation de Volterra

Exemple 3.2.1

Soit I’équation intégrale de Volterra suivante

gp(x)zl—l—Qsmx—/go(y)dy 0<z<1

0

La solution exacte est p(x) = cosx + sinz Voir exemple (2.3.2)

La solution approché gNO(x) est obtenu par la solution du systéme des équation linéaire

pour n =06

point de x | Solution exacte cosx + sinx | Solution approché | Erreur

0 1 0.999960296453015 | 3.970354698501488¢ — 005
0.1 1.094837581924854 1.094837230964531 | 3.509603230256175¢ — 007
0.2 1.178735908636303 1.178735043562983 | 8.650733198667382¢ — 007
0.3 1.250856695786946 1.250856629543671 | 6.624327508752970e — 008
0.4 1.310479336311536 1.310473269637246 | 6.066674289817442e — 006
0.5 1.357008100494576 1.357227354985632 | 2.192544910559757e — 004
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3.2. Résolution de I'équation de Volterra par les polynémes de Legendre

1.45

14

1.35

i3

1.25

1.2

y=cos(x)+sin(x)

1.15

11

1.05

Par ChIKEUR

Solution exacte *  Solution approché

.........................................................................

.........................................................................

.........................................................................

Exemple 3.2

Figure 3

2

Soit I’équation intégrale de Volterra suivante :

pa) =1+ / o)y =€ 0,1]

0

La solution exacte est p(x) = e* Voir ezemple (2.3.1)

d’apres la méthode de Gauss-Legender pour n = 8

La, solution aprochée p(x) est donné par la formule suivante
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3.2. Résolution de I'équation de Volterra par les polynémes de Legendre

Point de z Solution exacte Solution approché | Erreur

—0.960289856497536 | 0.382781918067413 | 0.450421443288976 | 0.067639525221563
—0.796666477413626 | 0.450829311699727 | 0.506943671545873 | 0.056114359846146
—0.525532409916328 | 0.591240498251127 | 0.628257264452576 | 0.037016766201449
—0.183434642495649 | 0.832406277957011 | 0.845326658851774 | 0.012920380894763

0.1834346424956498

1.201336446493792

1.188416118838307

0.012920327655485

0.52553240991632

1.691359105064642

1.654342148308822

0.037016956755821

0.79666647741362

2.218134389331913

2.162020534186752

0.056113855145162

0.9602898564975362

2.612453600339309

2.544744044943152

0.067709555396157

Par CHIKEUR

Solution approché

Solution exacte

25

15

y=exp(x)

0.5

Exemple 3.2.3

Soit I’équation de Volterra s

— T 1
p)=z+e +a°— iz

Figure 4

wvante

4—x26m+f0$a:2g0(y)dy 0<z<l1

La solution exacte est ¢ () = x + €*

35




3.2. Résolution de I'équation de Volterra par les polynémes de Legendre

La soution approché gNO(x) est obtenu par du systéme des équation linéaires pour n = 6

~

point de x | Solution exacte Solution approchée | Erreur

0 1.000000000000000 | 1.000000000000000 | O

0.1 1.205170918075648 | 1.205145756963043 | 2.516111260497667¢ — 005
0.2 1.421402758160170 | 1.420997779998731 | 4.049781614390291e — 004
0.3 1.649858807576003 | 1.647797347710631 | 0.002061459865372

0.4 1.891824697641270 | 1.885276687676925 | 0.006548009964345

0.5 2.148721270700128 | 2.132661651943934 | 0.016059618756194

Par CHIKEUR

Solution exacte +*

Solution approche

x+exp(x)

y=

0 0.1 02 03 04 0.5 0.6 0.7 08 09 1

Figure 5

Exemple 3.2.4
Soit l’équation intégrale de Volterra suivante :

<p(x):6:c—3:c2—|—/<p(y)dy 0<z<1

0
La solution exacte est p(x) = 6x

La solution approché p(x) est obtenu par la solution du systéme des équation linéaire

pour n = 8
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3.2. Résolution de I'équation de Volterra par les polynémes de Legendre

point de x | Solution exacte 6x | Solution approché | Erreur

0 0 0 0

0.1 0.6 0.6 0

0.2 1.2 1.2 0

0.3 1.8 1.799999999999999 | 1.110223024625157e — 015
0.4 2.4 24 0

0.5 3 3 0

0.6 3.6 3.6 0

0.7 4.2 4.2 0

- Par CHIKEUR

Solution exacte *  Solution approché

1 ] P i [ ] W W i i
5 [FesssssgEsssssgssssss s sssss eSS =s =g s=s=2y===s==s=2speHpe===2p===2=2=223

Figure 6
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Conclusion générale

Conclusion générale

Le but est de présenter la résolution d’équations intégrales, et d’illustrer les techniques
numeériques.

A partir de ce on donne dans ce mémoire on arrive a une idée trés importante qui est
les racines des polynomes de Legendre jouent un role Principa c’est-a-dire donne grande
importante dans ’approximation des équations intégrales .

Cette importante faciliter & la plupart des gens de physique mathématique pour trouver

des solution pour des defaciliter les problémes dans les domaines pratique.
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