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Introduction générale

Soit Ω un ouvert borné de Rn, p ∈ (1,+∞) et s ∈ (0, 1) on définit l’opérateur p-Laplacien
fractionnaire non linéaire.

(−∆)sp u(x) = 2 lim
ε→0

∫
|x−y|>ε

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))

|x− y|n+sp
dy

Pour p = 2 la définition ci-dessus se réduit au Laplacien fractionnaire linéaire (−∆s).

Dans ce travail nous étudions le problème de valeurs propres de l’opérateur Laplacien
p-Laplacien fractionnaires . {

−∆su = λu sur Ω
u = 0 sur ∂Ω

(1)

{
−∆s

pu = λ|u|p−2u sur Ω
u = 0 sur ∂Ω

(2)

L’essentiel de notre travail est consacré à l’étude de l’existence et la régularité des fonc-
tions propres de ces opérateurs ainsi leurs valeurs propres associées. On donne aussi quelques
propriétés sur première fonction propre qui associe à la première valeurs propre qui est le mi-
nimum du quotient de Rayleigh suivant :

λ1 = inf
u∈W s,p

0 (Ω)/{0}

||u||p
W s,p

0 (Ω)

||u||pLp(Ω)

On montre que la première fonction propre qu’une solution faible du problèmes ci-dessus, est
dans L∞(Ω) et de signe constante et simple.

Ce travail est présenté en trois chapitres, la première est consacrée à la présentation des
espaces de Sobolev fractionnaires et leurs propriétés (réflexivité, complétude, séparabilité,
injections, ...ect). Dans le chapitre 2, on étudie le problème aux valeurs propres avec l’opérateur
Laplacien et on démontre l’existence et la régularité des fonctions propres ainsi quelques
propriétés supplémentaires concernant la première fonction propre. Dans chapitre 3, on
généralise l’étude du chapitre 2, pour l’opérateur p-Laplacien.
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CHAPITRE 1

RAPPELS SUR LES ESPACES DE SOBOLEV
FRACTIONNAIRES

Dans ce chapitre, on présente une rappelle sur les espaces de Sobolev fractionnaires ainsi leurs
propriétés fonctionnelles puis on donne la définition des opérateurs laplacien et p-laplacien

fractionnaire et leurs propriétés.

1.1 Espace de Sobolev fractionnaire

1.1.1 Définitions et propriétés

Définition 1.1. Soit Ω un ouvert de Rn,et soient s ∈]0, 1[ et p ∈ [1,+∞[,on définit l’espace de
Sobolev fractionnaire W s,p(Ω) par :

W s,p(Ω) =

{
u ∈ Lp(Ω) :

|u(x)− u(y)|
|x− y|

n
p

+s
∈ Lp(Ω× Ω)

}

c’est un espace vectoriel, muni par la norme :

||u||W s,p(Ω) =
(
||u||pLp(Ω) + [u]ps,p

) 1
p

avec

[u]s,p =

(∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|n+sp

) 1
p

Proposition 1.1. Soit Ω un ouvert de Rn , s ∈]0, 1[ et p ∈ [1,+∞[. On a
– W s,p(Ω) est un espace de Banach et séparable pour tout 1 ≤ p < +∞ et réflexif pour tout 1 < p <

+∞.
– W s,p(Ω) est un espace uniformément convexe pour tout 1 < p < +∞.

Proposition 1.2. Soit Ω un ouvert de Rn, soient p ∈ [1,+∞[ et 0 < s ≤ s
′
< 1, alors nous avons :

||u||W s,p(Ω) ≤ c||u||W s′,p(Ω) ∀u ∈ W s′,p(Ω)

avec c = c(n, s, p) ≥ 1 , en particulier : W s′,p(Ω) ⊂ W s,p(Ω)

4



1.1. ESPACE DE SOBOLEV FRACTIONNAIRE 5

Proposition 1.3. Soient p ∈ [1,+∞[ et s ∈]0, 1[, soit Ω un ouvert borné de Rn de classe C0,1. Alors

||u||W s,p ≤ C||u||W 1,p ∀u ∈ W s,p(Ω)

avec C = C(n, s, p) ≥ 1, en particulier : W 1,p(Ω) ⊂ W s,p(Ω)
tel que : W 1,p(Ω) : l’espace de Sobolev classique.

Définition 1.2. On définit l’espace W s,p
0 (Ω) = C∞0 (Ω) dans W s,p(Ω).

C’est un espace de Banach avec la norme induite de l’espace W s,p(Ω).

1.1.2 Injection de Sobolev

Dans cette partie, on donne la relation entre les espaces de Sobolev fractionnaires et les
espaces de Lebesgue.

Théorème 1.1. (Injection continue cas sp < n)
Soit s ∈]0, 1[ et p ∈ [1,+∞[ tel que sp < n, alors il existe un constant positive c = c(n, s, p) tel
que :pour tout fonction mesurable à support compact f : Rn −→ R nous avons :

||f ||Lq(Ω) ≤ c||f ||W s,p(Ω) ∀q ∈ [p, p∗]

avec p∗ = np
n−sp "exposant critique fractionnaire"

i.e :

W s,p(Ω)↪→Lq(Ω) ∀q ∈ [p, p∗].

On dit que l’espace W s,p(Ω) s’injecte dans Lq(Ω).

Théorème 1.2. (Injection continue cas sp = n)
Soit s ∈]0, 1[ et p ∈ [1,+∞[ tel que sp = n, alors il existe un constant positive c = c(n, s, p) telle que
pour tout f ∈ W s,p, on a

||f ||Lq(Ω) ≤ c||f ||W s,p(Ω) ∀q ∈ [p,+∞]

et on note
W s,p(Ω)↪→Lq(Ω) ∀q ∈ [p,+∞]

Théorème 1.3. (Injection continue cas sp > n)
Soit s ∈]0, 1[ et p ∈ [1,+∞[ tel que sp < n alors il existe un constant positive C = C(n, s, p) tel
que :pour tout f ∈ W s,p(Rn) nous avons :

||f ||
C

0,n− sp (Ω)
≤ c||f ||W s,p(Ω)

et on note
W s,p(Ω) ↪→ L∞(Ω).

De plus

W s,p(Ω)↪→C
0,n− s

p

b (Ω)

BELHOUT K. Problème de valeurs propres pour le Laplacien fractionnaire



1.2. QUELQUES INÉGALITÉS UTILES 6

Théorème 1.4. (Injection compact).Soit Ω un ouvert borné de classe C0,1 de frontière borné, et soit
s ∈]0, 1[ et p ∈ [1,+∞[ et n ≥ 1, alors nous avons :

– si sp < n alors l’injection W s,p(Ω)↪→Lq(Ω) est compact ∀q < np
n−sp

– si sp = n alors l’injection W s,p(Ω)↪→Lq(Ω) est compact ∀q < +∞
– si sp > n alors l’injection W s,p(Ω)↪→C0,α

b est compact ∀α ≤ s− n
p

1.1.3 Espace Hs(Ω)

Dans cette section on s’intéresse au cas particulier où p = 2

Définition 1.3. Soit Ω un ouvert de Rn, alors on définit :

Hs(Ω) = W s,2(Ω) pour 0 < s < 1

Hs(Ω) =

{
u ∈ L2(Ω) tq

|u(x)− u(y)|
|x− y|

n
2

+s
∈ L2(Ω× Ω)

}
Proposition 1.4. L’espace de Sobolev Hs(Ω) muni du produit scalaire suivant

〈u, v〉Hs(Ω) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx+

∫
Ω

∫
Ω

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|n+2s
dxdy

est une espace de Hilbert.

1.2 Quelques Inégalités utiles

1.2.1 Inégalité de Hôlder

Théorème 1.5. Soient u ∈ Lp(Ω) et v ∈ Lp′(Ω) avec 1 ≤ p ≤ +∞. Alors u.v ∈ L1(Ω) et :∫
Rn
|u(x)v(x)|dx ≤

(∫
Rn
|u(x)|pdx

) 1
p
(∫

Rn
|v(x)|p′dx

) 1
p′

tq :
1

p
+

1

p′
= 1

1.2.2 Inégalité de poincaré

Théorème 1.6. Soit Ω un ouvert de Rn, soient s ∈]0, 1[ et p ∈ [1,+∞[ alors il existe C > 0 tel que :

||u||Lp(Ω) ≤ C ‖u‖W s,p
0 (Ω) ∀u ∈ W s,p

0 (Ω)

par conséquent si Ω est borné alors ‖ ‖W s,p
0

est un norme de W s,p
0 (Ω) équivalent à ‖.‖W s,p(Ω)

avec ‖u‖W s,p
0 (Ω) =

(∫
Ω

∫
Ω
|u(x)−u(y)|p

|x−y|n+sp

) 1
p

Lemme 1.1. Soient a ≥ 0, b ≥ 0 et soit 1 ≤ p ≤ +∞ alors nous avons :

(a+ b)p ≤ 2p−1(ap + bp)

BELHOUT K. Problème de valeurs propres pour le Laplacien fractionnaire



1.3. QUELQUES RÉSULTATS DE CONVERGENCE 7

1.3 Quelques résultats de convergence

Soit Ω un ouvert de Rn.

Lemme 1.2. (Lemme de Fatou )
Soit (fn)n une suite des fonctions de L1(Ω) telle que :
(1) pour chaque n , fn(x) ≥ 0 p.p sur Ω.
(2) sup

∫
Ω
fn(x)dx < +∞.

pour chaque x ∈ Ω on pose f(x) = lim inf
n→+∞

fn(x) , alors f ∈ L1(Ω) et :∫
Ω

f(x)dx ≤ lim inf
n→+∞

∫
Ω

fn(x)dx

Théorème 1.7. (Fubini)
Soient Ω1 et Ω2 deux ouverts de Rn, on suppose que F ∈ L1(Ω1 × Ω2), alors pour presque tout x ∈ Ω1 :

F (x, y) ∈ L1
y(Ω2) et

∫
Ω2

F (x, y)dy ∈ L1
x(Ω1)

De même , pour presque tout y ∈ Ω2 :

F (x, y) ∈ L1
x(Ω1) et

∫
Ω1

F (x, y)dx ∈ L1
y(Ω2)

De plus nous avons :∫
Ω1

dx

∫
Ω2

F (x, y)dy =

∫
Ω2

dy

∫
Ω1

F (x, y)dx =

∫
Ω1

∫
Ω2

F (x, y)dxdy

Théorème 1.8. (théorème de convergence dominée)
Soit (fn)n une suite des fonctions de L1(Ω) qui converge presque partout vers une fonction mesurable f.
On suppose qu’il existe g ∈ L1(Ω) telle que , pour tout n ≥ 1 on ait : |fn(x)| ≤ g(x) p.p sur Ω . Alors
f ∈ L1(Ω) et :

lim
n→∞

∫
Ω

|fn − f | dx = 0 et lim
n→∞

∫
Ω

fn(x)dx =

∫
Ω

f(x)dx

Lemme 1.3. E un espace de Banach uniformément convexe, Alors tout suite (un) de E telle que un
converge faiblement vers u dans E Alors

‖u‖E ≤ lim inf
n→+∞

‖un‖E

BELHOUT K. Problème de valeurs propres pour le Laplacien fractionnaire
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1.4 Introduction au Laplacien et p-Laplacien fractionnaire

Définition 1.4. Soit s ∈]0, 1[ et p ∈ [1,+∞[, alors on définit le p-Laplacien
fractionnaire par :

(−∆)sp u(x) = 2 lim
ε→0

∫
|x−y|>ε

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))

|x− y|n+sp
dy

= 2V P

∫
Rn

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))

|x− y|n+sp
dy

Remarque 1.1. 1. si p = 2, on obtient l’opérateur Laplacien fractionnaire linéaire défini par

(−∆)s u(x) = 2C(n, s)

∫
|x−y|>ε

(u(x)− u(y))

|x− y|n+sp
dy

avec une constante de normalisation c = c(n, s)

La proposition suivante donne la relation entre −∆p et −∆s
p

Proposition 1.5. (−∆)sp → (−∆)p quand s→ 1. où la convergence est dans l’espace dual de W s,p
0 (Ω).

Proposition 1.6. Soit s ∈]0, 1[ et p ∈]1,+∞[ Alors :

(−∆)sp : W s,p
0 (Rn)→ (W s,p

0 (Rn))
′

est bien défini, et de plus :

1. ∀u, v ∈ W s,p
0 (Rn) nous avons :

〈
(−∆)spu, v

〉
=

∫
Rn

∫
Rn

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|n+sp
dxdy

2. ∀u, v ∈ W s,p
0 (Rn) : 〈

(−∆)spu, v
〉
≤ ‖u‖p−1

W s,p
0
‖v‖W s,p

0

et par suite :
∥∥(−∆)spu

∥∥
W−s,p′

≤ ‖u‖p−1
W s,p

0

Preuve

1. Comme u ∈ W s,p
0 (Rn) alors l’intégrale dans la définition de (−∆)sp existe donc :

(−∆)sp u(x) = 2

∫
Rn

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))

|x− y|n+sp
dy

alors ∀u, v ∈ W s,p
0 (Rn) nous avons :(on utilise fubini)

〈
(−∆)spu, v

〉
= 2

∫
Rn

∫
Rn

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))

|x− y|n+sp
dyv(x)dx

= 2

∫
Rn

∫
Rn

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))

|x− y|n+sp
v(x)dxdy (1.1)

BELHOUT K. Problème de valeurs propres pour le Laplacien fractionnaire



1.4. INTRODUCTION AU LAPLACIEN ET P-LAPLACIEN FRACTIONNAIRE 9

d’autre part on a :∫
Rn
∫
Rn
|u(x)−u(y)|p−2(u(x)−u(y))

|x−y|n+sp v(x)dxdy =
∫
Rn
∫
Rn
|u(x)−u(y)|p−2(u(x)−u(y))(v(x)−v(y))

|x−y|n+sp dxdy

+
∫
Rn
∫
Rn
|u(x)−u(y)|p−2(u(x)−u(y))

|x−y|n+sp v(y)dxdy

dans le second intégrale nous changeons le role entre x et y∫
Rn
∫
Rn
|u(x)−u(y)|p−2(u(x)−u(y))

|x−y|n+sp v(x)dxdy =
∫
Rn
∫
Rn
|u(x)−u(y)|p−2(u(x)−u(y))(v(x)−v(y))

|x−y|n+sp dxdy

−
∫
Rn
∫
Rn
|u(x)−u(y)|p−2(u(x)−u(y))

|x−y|n+sp v(x)dxdy

et par suite :
2
∫
Rn
∫
Rn
|u(x)−u(y)|p−2(u(x)−u(y))

|x−y|n+sp v(x)dxdy =
∫
Rn
∫
Rn
|u(x)−u(y)|p−2(u(x)−u(y))(v(x)−v(y))

|x−y|n+sp dxdy

et d’après (1.1) nous avons :

〈
(−∆)spu, v

〉
=

∫
Rn

∫
Rn

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|n+sp
dxdy

2. ∀u, v ∈ W s,p
0 (Rn) nous avons par l’inégalité de Holder

〈
(−∆)spu, v

〉
=
∫
Rn
∫
Rn
|u(x)−u(y)|p−2(u(x)−u(y))(v(x)−v(y))

|x−y|n+sp dxdy

≤
∫
Rn
∫
Rn

|u(x)−u(y)|p−1(v(x)−v(y))

|x−y|(n+sp)(
p−1
p )|x−y|(n+sp)( 1

p )
dxdy

≤
(∫

Rn
∫
Rn
|u(x)−u(y)|p
|x−y|n+sp dxdy

) p−1
p ×

(∫
Rn
∫
Rn
|u(x)−u(y)|p
|x−y|n+sp dxdy

) 1
p

= ‖u‖p−1
W s,p

0
‖v‖W s,p

0

Proposition 1.7. Soit s ∈]0, 1[, p ∈]1,+∞[ et soit Ω un ouvert borné de Rn.
W s,p

0 (Ω) = {u ∈ W s,p(Rn) tel que : u = 0 sur Rn/Ω} alors :

(−∆)sp : W s,p
0 (Ω)→ (W s,p

0 (Ω))′

est strictement monotone, c’est-à-dire
pour tout u, v ∈ W s,p

0 (Ω) avec u 6= v〈
(−∆)spu− (−∆)spv, u− v

〉
> 0

Preuve
D’abord nous avons ∀u, v ∈ W s,p

0 (Ω)

〈
(−∆)spu− (−∆)spv, u− v

〉
=
〈
(−∆)spu, u− v

〉
−
〈
(−∆)spv, u− v

〉
=
〈
(−∆)spu, u

〉
+
〈
(−∆)spv, v

〉
−
〈
(−∆)spu, v

〉
−
〈
(−∆)spv, u

〉
≥ ‖u‖p

W s,p
0

+ ‖v‖p
W s,p

0
− ‖u‖p−1

W s,p
0
‖v‖W s,p

0
− ‖v‖p−1

W s,p
0
‖u‖W s,p

0

= (‖u‖p−1
W s,p

0
− ‖v‖p−1

W s,p
0

)(‖u‖W s,p
0
− ‖v‖W s,p

0
)

BELHOUT K. Problème de valeurs propres pour le Laplacien fractionnaire



1.4. INTRODUCTION AU LAPLACIEN ET P-LAPLACIEN FRACTIONNAIRE 10

soit u 6= v ∈ W s,p
0 (Ω) montrons que :〈

(−∆)spu− (−∆)spv, u− v
〉
> 0

nous avons : 〈
(−∆)spu− (−∆)spv, u− v

〉
≥ (‖u‖p−1

W s,p
0
− ‖v‖p−1

W s,p
0

)(‖u‖W s,p
0
− ‖v‖W s,p

0
)

supposons que :
〈
(−∆)spu− (−∆)spv, u− v

〉
= 0, alors :〈

(−∆)spu− (−∆)spv, u− v
〉

= (‖u‖p−1
W s,p

0
− ‖v‖p−1

W s,p
0

)(‖u‖W s,p
0
− ‖v‖W s,p

0
) = 0

et par suit :‖u‖W s,p
0

= ‖v‖W s,p
0

et de plus puisque
〈
(−∆)spu, v

〉
≤ (‖u‖p−1

W s,p
0
‖v‖W s,p

0
) alors :

‖u‖p−1
W s,p

0
‖v‖W s,p

0
=
〈
(−∆)spu, v

〉
et ‖v‖p−1

W s,p
0
‖u‖W s,p

0
=
〈
(−∆)spv, u

〉
cela implique u = v ce qui contradiction avec u 6= v.

Proposition 1.8. Soit s ∈]0, 1[ et p ∈]1,+∞[, Alors :

(−∆)sp : W s,p
0 (Rn)→ (W s,p

0 (Rn))′

est continue i.e :(−∆)sp ∈ C(W s,p
0 (Rn), (W s,p

0 (Rn))′)

Preuve
Soit un → u dans W s,p

0 (Rn) montrons que (−∆)spun → (−∆)spu dans (W s,p
0 (Rn))′, en effet nous

avons d’aprés la proposition précedent :

||(−∆)spun − (−∆)spu||W−s,p′ ≤ ‖un − u‖
p−1
W s,p

0

alors il suffit de montrer que : ‖un − u‖p−1
W s,p

0
→ 0 : nous avons :un → u dansW s,p

0 (Rn alors un → u

dans Lp(Rn) donc pour une sous suite nous avons :∃g ∈ Lp(Rn) telle que :

un(x)→ u(x) p.p et |un| ≤ g(x)

et d’après théorème de convergence dominée nous obtient le résultat souhaité .

BELHOUT K. Problème de valeurs propres pour le Laplacien fractionnaire



CHAPITRE 2

PROBLÈME DE VALEUR PROPRE POUR
LAPLACIEN FRACTIONNAIRE

Nous allons étudier le problème de valeurs propres suivant.{
−∆su = λu sur Ω
u = 0 sur ∂Ω

(2.1)

où s ∈ (0, 1) , Ω un ouvert de Rn.

Définition 2.1. On dit que u est une solution faible de (2.1) si u ∈ Hs
0(Ω) telle que :∫

Rn
∫
Rn

(u(x)−u(y))(v(x)−v(y))

|x−y|n+2s dxdy = λ
∫

Ω
u(x)v(x)dx ∀v ∈ Hs

0(Ω) (2.2)

Définition 2.2. Soit s ∈ (0, 1) , on dit que λ est une valeur propre de l’opérateur laplacien
fractionnaire, s’il existe une solution faible u ∈ Hs

0(Ω) , u 6= 0 du problème (2.2). la solution
faible u s’appelle fonction propre associé à λ.

Remarque 2.1. Remarquons que si on remplace v par u ∈ Hs
0(Ω) dans (2.2) on obtient λ comme

le quotient suivant :

λ =

∫
Rn
∫
Rn

(u(x)−u(y))2

|x−y|n+2s dxdy∫
Ω
|u(x)|2dx

ce quotient est appelé le quotient de Rayleigh.

2.1 Existence de la première valeur propre

Définition 2.3. La première valeur propre de l’opérateur Laplacien fractionnaire notée par λ1

est définie par :

λ1 = inf
u∈Hs

0(Ω)/{0}

∫
Rn
∫
Rn

(u(x)−u(y))2

|x−y|n+2s dxdy∫
Ω
|u(x)|2dx

= inf
u∈Hs

0(Ω)/{0}

||u||2Hs
0(Ω)

||u||2L2(Ω)

Le résultat d’existence de la première valeur propre est donné par le théorème suivant.

Théorème 2.1. Soit s ∈ (0, 1),Ω est un ouvert borné de Rn , alors le problème admit une fonction
propre associe à la première valeur propre λ1 > 0 qui caractérisée comme suit

λ1 = inf
u∈Hs0(Ω)

||u||L2(Ω)=1

∫
Rn

∫
Rn

(u(x)− u(y))2

|x− y|n+2s dxdy (2.3)

11
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Pour montrer ce théorème on utilise la méthode de minimisation d’une fonctionnelle. On
définit la fonctionnelle suivante :

J : Hs
0(Ω) → R

u 7−→
∫
Rn

∫
Rn

(u(x)−u(y))2

|x−y|n+2s dxdy∫
Rn |u|2dx

D’où λ1 représente le minimum de J .

Théorème 2.2. Soit Ω un ouvert de Rn , avec n ≥ 2 alors la fonction J : Hs
0(Ω)→ R est différentiable

sur Hs
0(Ω).

Preuve

– Soit u ∈ Hs
0(Ω) nous avons : u ∈ L2(Ω), alors :

||u||Hs
0(Ω) < +∞ et ||u||L2(Ω) < +∞.

Alors J(u) est bien définie.
– on montre que J : Hs

0(Ω)/ {0} → R est Déffirentiable en u ∈ Hs
0(Ω)/ {0} c-à-d

J(u+ v) = J(u) + Lu.v + o(v) ∀v ∈ Hs
0(Ω)

où L : Hs
0(Ω)/ {0} → R est une application linéaire continue.

En effet, ∀u ∈ Hs
0(Ω) on pose :

I(u) =

∫
Rn

∫
Rn

(u(x)− u(y))2

|x− y|n+2s
dxdy,K(u) =

∫
Rn
|u|2dx

1. pour I(u)
Nous avons :
I(u+ v) =

∫
Rn
∫
Rn

((u+v)(x)−(u+v)(y))2

|x−y|n+2s dxdy

=
∫
Rn
∫
Rn

((u(x)−u(y))+(v(x)−v(y)))2

|x−y|n+2s dxdy

=
∫
Rn
∫
Rn

(u(x)−u(y))2+2(u(x)−u(y))(v(x)−v(y))+(v(x)−v(y))2

|x−y|n+2s dxdy

= I(u) + 2
∫
Rn
∫
Rn

(u(x)−u(y))(v(x)−v(y))
|x−y|n+2s dxdy + ||v||2Hs

0

= I(u) + Lu.v + o(v)
telle que

Lu.v = 2

∫
Rn

∫
Rn

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|n+2s
dxdy

et

o(v) = ||v||2Hs
0

Donc I(u) est différentiable et

〈I ′(u), v〉 = Lu.v = 2

∫
Rn

∫
Rn

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|n+2s
dxdy

BELHOUT K. Problème de valeurs propres pour le Laplacien fractionnaire
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2. Pour K(u).
Nous avons :
K(u+ v) =

∫
Ω
|u+ v|2dx = K(u) + 2 〈u, v〉L2(Ω) + ||v||2L2(Ω)

= K(u) + Lu.v + o(v)

telle que
Lu.v = 2 〈u, v〉L2(Ω)

et
o(v) = ||v||2L2(Ω)

car ||v||L2(Ω) ≤ C||v||Hs
0(Ω), donc ||v||2L2(Ω) ≤ C||v||2Hs

0(Ω) = o(v)

Donc K(u) est différentiable et

〈K ′(u), v〉 = Lu.v = 2

∫
Ω

uvdx

3. Pour J(u),
on a J(u) = I(u)

K(u)
,

d’autre part on a

K(u) = K(u)

(
1 +

2

K(u)
〈u, v〉+ o(v)

)
on pose

X =
2

K(u)
〈u, v〉+ o(v)

donc
K(u) = K(u) (1 +X)

avec X → 0 quand v → 0 donc o(X) = o(v)
d’ou

1

K(u+ v)
=

1

K(u) (1 +X)
=

1

K(u)
(1−X + o(X))

=
1

K(u)
− 2

K(u)2
〈u, v〉+ o(v)

donc

J(u+ v) =
(
I(u) + 2 〈u, v〉Hs

0(Ω) + o(v)
)
×
(

1

K(u)
− 2

K(u)2
〈u, v〉+ o(v)

)
=

I(u)

K(u)
+

2

K(u)
〈u, v〉Hs

0(Ω) −
2I(u)

K(u)2
〈u, v〉L2 + o(v)

Donc J(u) est differentiable en u et

Lu.v =
2

K(u)

(
〈u, v〉Hs

0(Ω) −
I(u)

K(u)
〈u, v〉L2(Ω)

)
.

Remarque 2.2. Tout point critique de J est une solutions faible de (2.1),i.e : toute point critique
u de J nous avons 〈J ′(u), v〉 = 0 ∀v ∈ Hs

0(Ω) et par suite :∫
Rn

∫
Rn

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|n+2s dxdy = λ

∫
Ω

u(x)v(x)dx

BELHOUT K. Problème de valeurs propres pour le Laplacien fractionnaire
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Preuve du Théorème 2.1
D’abord on montre que

λ1 = inf
u∈Hs0(Ω)

||u||L2(Ω)=1

∫
Rn

∫
Rn

(u(x)− u(y))2

|x− y|n+2s dxdy.

on a

λ1 = inf
u∈Hs

0(Ω)/{0}

||u||2Hs
0(Ω)

||u||2L2(Ω)

≤ inf
u∈Hs0(Ω)

||u||L2(Ω)=1

||u||2Hs
0(Ω) (2.4)

car
{
u ∈ Hs

0(Ω), ||u||L2(Ω) = 1
}
⊂ {u ∈ Hs

0(Ω)/ {0}} .
pour u ∈ Hs

0(Ω),
on pose

v =
u

||u||L2(Ω)

∈ Hs
0(Ω), ||v||L2(Ω) = 1

alors
u(x)− u(y) = ||u||L2(Ω)(v(x)− v(y))

donc ∫
Rn
∫
Rn
||u||2

L2 (v(x)−v(y))2

|x−y|n+2s dxdy∫
Ω
|u(x)|2dx

=

∫
Rn

∫
Rn

(v(x)− v(y))2

|x− y|n+2s dxdy.

d’où
||u||2Hs

0(Ω)

||u||2L2(Ω)

= ||v||pHs
0(Ω) ≥ inf

u∈Hs0(Ω)

||u||L2(Ω)=1

||u||2Hs
0(Ω)

ce qui implique

inf
u∈Hs

0(Ω)/{0}

||u||2Hs
0(Ω)

||u||2L2(Ω)

≥ inf
u∈Hs0(Ω)

||u||L2(Ω)=1

||u||2Hs
0(Ω) (2.5)

de (2.4) et (2.5) on obtient :

λ1 = inf
u∈Hs

0(Ω)/{0}

||u||2Hs
0(Ω)

||u||2L2(Ω)

= inf
u∈Hs0(Ω)

||u||L2(Ω)=1

||u||2Hs
0(Ω)

Pour montrer le théorème on utiliser la méthode direct de minimisation.
pour u ∈ Hs

0(Ω),

λ1 = inf
u∈Hs

0(Ω)/{0}

||u||2Hs
0(Ω)

||u||2L2(Ω)

D’après l’inégalité de Poincaré

∃C > 0 : ||u||2L2(Ω) ≤ C||u||2Hs
0(Ω)

Par conséquent λ1 ≥ 1
C
> 0.

Soit {un}n∈N est une suite minimisante , telle que :

BELHOUT K. Problème de valeurs propres pour le Laplacien fractionnaire
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∀n > 0 , ∃un : λ1 ≤
||un||2Hs0(Ω)

||un||2
L2(Ω)

< λ1 + 1
n
.alors

||un||2Hs
0(Ω)

||un||2L2(Ω)

−→ λ1.

c’est-à-dire
||un(x)||2L2(Ω) = 1 et ||un||2Hs

0(Ω) → λ1

alors {un}n∈N est borné dans Hs
0(Ω), donc il existe un sous suite {un}n∈N et u ∈ Hs

0(Ω) telle que :

un ⇀ u faiblement dans Hs
0(Ω)

par le lemme 1.3,on obtient

||u||2Hs
0(Ω) ≤ lim inf

n→+∞
||un||2Hs

0(Ω) = λ1

alors ||u||2Hs
0(Ω) = λ1

d’où
||u||2Hs

0(Ω) = inf
v∈Hs

0(Ω)/{0}
||v||2Hs

0(Ω)

donc u est un point minimum.
posons

I(u) =

∫
Rn

∫
Rn

(u(x)− u(y))2

|x− y|n+2s dxdy,

K(u) =

∫
Ω

|u(x)|2dx,

et nous difinissons le quotient J : Hs
0(Ω)/ {0} → Rn par

J(u) =
I(u)

K(u)

alors
λ1 = inf

u∈Hs0(Ω)

||u||L2(Ω)=1

J(u)

Ainsi ∃u ∈ Hs
0(Ω)/ {0} et J(u) = λ1. et on a la fonction J est differentiable d’après le théorème

2.2,et on a

〈J ′(u), v〉 =
2

K(u)

(
〈I ′(u), v〉 − I(u)

K(u)
〈K ′(u), v〉

)
.

Comme u est un point minimum de J donc J ′(u) = 0, et par conséquent

〈I ′(u), v〉 =
I(u)

K(u)
〈K ′(u), v〉 = λ1 〈K ′(u), v〉 .

alors u est une solution faible de (2.2)

BELHOUT K. Problème de valeurs propres pour le Laplacien fractionnaire
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2.2 Propriété de la premiére fonction propre

2.2.1 Positivité de la première fonction propre

Proposition 2.1. Soit s ∈]0, 1[ et n > 2s , alors il existe une fonction non négative e1 ∈ Hs
0(Ω),qui est

une fonction propre associé à λ1, est le minimum dans (2.3). c’est-à-dire ||e1||L2(Ω) = 1 et

λ1 =

∫
Rn

∫
Rn

(e1(x)− e1(y))2

|x− y|n+2s dxdy (2.6)

Preuve
il suffit de montrer que e1 est de signe constante
D’abord, on montre que
si e est une fonction propre associè à λ1 ,alors e et |e| est le minimum dans (2.3) ; c’est-à-dire
e ≥ 0 ou e ≤ 0.
d’après les formules (2.2) et (2.6) , on obtient :∫

Rn

∫
Rn

(e(x)− e(y))2

|x− y|n+2s dxdy = λ1 =

∫
Rn

∫
Rn

(e1(x)− e1(y))2

|x− y|n+2s dxdy

et d’après l’inégalité triangulaire , ∀x, y ∈ Rn

||e(x)| − |e(y)|| ≤ |e(x)− e(y)|

mais,si x ∈ {e > 0} et y ∈ {e < 0},on a

||e(x)| − |e(y)|| = |e(x) + e(y)| = max {e(x) + e(y),−e(x)− e(y)}

< e(x)− e(y) = |e(x)− e(y)|

alors nous avons ∫
Rn

∫
Rn

(|e(x)| − |e(y)|)2

|x− y|n+2s dxdy ≤
∫
Rn

∫
Rn

(e(x)− e(y))2

|x− y|n+2s dxdy,

et ∫
Rn

∫
Rn

(|e(x)| − |e(y)|)2

|x− y|n+2s dxdy <

∫
Rn

∫
Rn

(e(x)− e(y))2

|x− y|n+2s dxdy,

si |{e > 0}| 6= 0 et |{e < 0}| 6= 0

comme e est le minimum alors : λ1 = ‖e‖Hs
0(Ω) ≤ ‖|e|‖Hs

0(Ω) ce qui implique

‖|e|‖Hs
0(Ω) = ‖e‖Hs

0(Ω) = ‖e1‖Hs
0(Ω) si |{e > 0}| = 0 ou |{e < 0}| = 0

Alors e1 est de signe constante .

BELHOUT K. Problème de valeurs propres pour le Laplacien fractionnaire



2.3. EXISTENCE D’UNE SUITE DE VALEURS PROPRES 17

2.2.2 Simplicité

Nous montrons dans cette section que la fonction propre associée à la première valeur
propre est unique à une constante multiplicative prés.

Théorème 2.3. la première valeur propre λ1 est simple, c’est-à-dire si u ∈ Hs
0(Ω) est une solution faible

de (2.1) alors u = Ce1, avec C ∈ R ;

Preuve
On suppose que f1 ∈ Hs

0(Ω) non nul ,une autre fonction propre associe à λ1 , avec f1 6= e1 , alors
nous avons f1 ≥ 0 ou f1 ≤ 0 . considérons le cas

f1 ≥ 0.

on pose

f̃1 =
f1

||f1||L2(Ω)

et g1 = e1 − f̃1.

on montre que
g1 = 0.

on montrer par l’absurde , on supposant que

g1 6= 0.

on a g1 = e1− f̃1, alors g1 est une fonction propre associé à λ1,alors nous avons g1 ≥ 0 ou g1 ≤ 0.
ce que implique e1 ≥ f̃1 ou e1 ≤ f̃1 , et on suppose que e1 non négative ,donc

e2
1 ≥ f̃ 2

1 ou e2
1 ≤ f̃ 2

1 .

d’autre part ,on a ∫
Ω

(
e2

1(x)− f̃ 2
1 (x)

)
dx = ||e1||2L2(Ω) − ||f̃1||2L2(Ω) = 1− 1 = 0.

alors e2
1 − f̃ 2

1 = 0 donc e1 = f̃1,

d′ou g1 = 0 c′est une contradiction.

donc , on obtient f1 est proportionnelle à e1

2.3 Existence d’une suite de valeurs propres

Dans cette section nous montrons qu’ils existe une suite de valeurs propres positive qui
tend vers l’infini pour l’opérateur Laplacien fractionnaire.

Lemme 2.1. (Orthogonalité) Soient λ, λ̃ deux valeur propre différents de problème (2.2), avec des
fonctions propres e et ẽ ∈ Hs

0(Ω) ,respectivement, alors

〈e, ẽ〉Hs
0(Ω) = 0 =

∫
Ω

e(x)ẽ(x)dx

BELHOUT K. Problème de valeurs propres pour le Laplacien fractionnaire
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Preuve
pour e 6= 0 et ẽ 6= 0

posons f = e
||e||L2(Ω)

, f̃ = ẽ
||ẽ||L2(Ω)

qui sont des fonctions propres aussi , dans (2,2) on remplace u

par f et on remplace v par f̃ , on obtient

λ

∫
Ω

f(x)f̃(x)dx =

∫
Rn

∫
Rn

(f(x)− f(y))(f̃(x)− f̃(y)

|x− y|n+2s dxdy

= λ̃

∫
Ω

f(x)f̃(x)dx

alors
(λ− λ̃))

∫
Ω

f(x)f̃(x)dx = 0.

avec λ 6= λ̃ donc ∫
Ω

f(x)f̃(x)dx = 0

d’ou 〈
f, f̃
〉
Hs

0(Ω)
=

∫
Rn

∫
Rn

(f(x)− f(y))(f̃(x)− f̃(y)

|x− y|n+2s dxdy = 0

Théorème 2.4. L’ensemble des valeurs propres du problème (2.1) consiste en une suite {λk}k∈N avec :

0 < λ1 < λ2 ≤ ... ≤ λk ≤ λk+1 ≤ ...

et
λk → +∞ quand k → +∞

de plus, pour tout k ∈ N, les valeurs propres sont caractérisées comme suit

λk+1 = min
u∈pk+1

||u||L2(Ω)=1

∫
Rn

∫
Rn

(u(x)− u(y))2

|x− y|n+2s dxdy (2.7)

où
Pk+1 =

{
u ∈ Hs

0(Ω) tq 〈u, ej〉Hs
0(Ω) = 0 ∀j = 1, ..., k

}
;

Preuve
On définie λk+1 comme dans (2.7) existe, de plus, pk+1 ⊆ pk ⊆ Hs

0 , on a :

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λk ≤ λk+1 ≤ ...

on montre que,
λ1 6= λ2.

on pose e2 ∈ p2 aussi une fonction propre associé à λ1 donc , d’après le théorème de simplicité
e2 = ce1 , avec c ∈ R et c 6= 0 , et e2 6= 0 , puisque e2 ∈ p2 alors

0 = 〈e1, e2〉Hs
0(Ω) = c||e1||2Hs

0(Ω)

ce que implique e1 ≡ 0. C’est une contradiction
donc

λ1 6= λ2.
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– pour tout ϕ ∈ pk+1,on a∫
Rn

∫
Rn

(ek+1(x)− ek+1(y))(ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|n+2s
dxdy = λk+1

∫
Ω

ek+1(x)ϕ(x)dx

on montre que ek+1 est une fonction propre associé à λk+1 ,pour tout ϕ ∈ Hs
0(Ω).

c’est-à-dire on montrer que la formulation faible est valable pour tout ϕ ∈ Hs
0(Ω) non

seulement dans pk+1

on montrer par récurrence
on supposant que vrai pour 1, ..., k et on montrer pour k + 1
on utiliser la décomposition en somme directe.

Hs
0 = span {e1, ....ek} ⊕ (span {e1, ....ek})⊥ = span {e1, ....ek} ⊕ pk+1

donc , pour tout ϕ ∈ Hs
0(Ω), nous écrivons ϕ = ϕ1 + ϕ2, avec ϕ2 ∈ pk+1 et

ϕ1 =
k∑
i=1

ciei

pour c1, ...ck ∈ R.alors la formulation faible avec ϕune fonction test, nous avons,∫
Rn

∫
Rn

(ek+1(x)− ek+1(y))(ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|n+2s
dxdy − λk+1

∫
Ω

ek+1(x)ϕ(x)dx

=

∫
Rn

∫
Rn

(ek+1(x)− ek+1(y))(ϕ1(x)− ϕ1(y))

|x− y|n+2s
dxdy − λk+1

∫
Ω

ek+1(x)ϕ1(x)dx

=
k∑
i=1

ci

[∫
Rn

∫
Rn

(ek+1(x)− ek+1(y))(ei(x)− ei(y))

|x− y|n+2s
dxdy − λk+1

∫
Ω

ek+1(x)ei(x)dx

]
d’autre part, pour i = 1, ..., k nous avons∫

Rn

∫
Rn

(ek+1(x)− ek+1(y))(ei(x)− ei(y))

|x− y|n+2s
dxdy = λi

∫
Ω

ek+1(x)ei(x)dx,

d’après le lemme 2.1 on obtient∫
Rn

∫
Rn

(ek+1(x)− ek+1(y))(ei(x)− ei(y))

|x− y|n+2s
dxdy = 0 = λi

∫
Ω

ek+1(x)ei(x)dx,

d’où ∫
Rn

∫
Rn

(ek+1(x)− ek+1(y))(ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|n+2s
dxdy − λk+1

∫
Ω

ek+1(x)ϕ(x)dx = 0

alors ek+1 est une fonction propre associé à λk+1 .

– pour h, k ∈ N , k 6= h, alors

〈ek, eh〉Hs
0(Ω) = 0 =

∫
Ω

ek(x)eh(x)dx,

BELHOUT K. Problème de valeurs propres pour le Laplacien fractionnaire



2.3. EXISTENCE D’UNE SUITE DE VALEURS PROPRES 20

Soit k > h, donc k − 1 ≥ h, alors

ek ∈ pk = (span {e1, ..., ek − 1})⊥ ⊆ (span {eh})⊥

cela implique
〈ek, eh〉Hs

0(Ω) = 0

mais ek est une fonction propre donc , en utilisant l’équation (2,2) pour ek avec fonction
test ϕ = eh, on obtient∫

Rn

∫
Rn

(ek(x)− ek(y))(eh(x)− eh(y))

|x− y|n+2s
dxdy = λk

∫
Ω

ek(x)eh(x)dx,

d’ou
〈ek, eh〉Hs

0(Ω) = 0 =

∫
Ω

ek(x)eh(x)dx,

– on montre que
λk+1 → +∞ quand k → +∞.

on suppose que λk → c, tq c ∈ R. alors λk est borné dans R, puisque ||ek||2Hs
0(Ω) = λk, alors

d’après le théorème d’injection compact il existe une sous suite ekj tq :

ekj → e dans L2(Ω)

comme kj → +∞ ,et e ∈ L2(Ω). en particulier,

ekj est une suite de Cauchy dans L2(Ω)

d’autre part on a ekj et eki sont orthogonal dans L2(Ω), alors

||ekj − eki ||2L2(Ω) = ||ekj ||2L2(Ω) + ||eki ||2L2(Ω) = 2

c’est une contradiction

Maintenant, nous montrons que la suite des valeurs propres constructeur en (2.7)
c-à-d toute valeur propre du problème (2,2) écrite sous la forme (2.7) .
On montrer par l’absurde ,supposons qu’il existe une valeur propre λ telle que :

λ /∈ {λk}k∈N

Soit e ∈ Hs
0(Ω) est une fonction propre associé à λ , alors ||e||L2(Ω) = 1.

donc on a : ∫
Rn

∫
Rn

(e(x)− e(y))2

|x− y|n+2s
dxdy = λ.

comme λ1 est le minimum, on a

λ = ||e||2Hs
0(Ω) ≥ ||e1||2Hs

0(Ω) = λ1

on a λ /∈ {λk}k∈N et λk → +∞, implique qu’il existe k ∈ N telle que

λk < λ < λk+1.
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alors
e /∈ pk+1.

si e ∈ pk+1, on déduire que λ = ||e||2Hs
0(Ω) ≥ λk+1.

alors contradiction , donc e /∈ pk+1. ce que implique il existe i ∈ {1, ..., k} telle que
〈e, ei〉Hs

0(Ω) 6= 0. c’est une contradiction , et donc la preuve de λ /∈ {λk}k∈N est faux , alors
toute les valeurs propres appartiennent à la suite {λk}k∈N.

Remarque 2.3. Pour tout k ∈ N, il existe une fonction ek+1 ∈ pk+1, qui est une fonction propre
associé à λk+1 , réaliser le minimum en (2.7), c’est-à-dire ||ek+1||L2(Ω) = 1 et

λk+1 =

∫
Rn

∫
Rn

(ek+1(x)− ek+1(y))2

|x− y|n+2s
dxdy

Théorème 2.5. la suite {ek}k∈N de fonction propre correspondant à {λk} est une base orthonormale de
L2(Ω) et une base orthogonale de Hs

0(Ω) ;

Preuve
D’abord on montre que {ek}k∈N est une base de Hs

0(Ω)
on montre que

si v ∈ Hs
0(Ω) telle que 〈v, ek〉Hs

0(Ω) = 0 pour tout k ∈ N

alors v ≡ 0

On démontrer par l’absurde , on suppose qu’il existe non trivial v ∈ Hs
0(Ω) satisfait :

〈v, ek〉Hs
0(Ω) = 0 pour tout k ∈ N

alors, on peut supposer ||v||L2(Ω) = 1 et on a λk+1 → +∞ si k → +∞ donc il existe k ∈ N telle
que

||v||2Hs
0(Ω) < λk+1 = min

u∈pk+1

||u||L2(Ω)=1

∫
Rn

∫
Rn

(u(x)− u(y))2

|x− y|n+2s dxdy

donc , v /∈ pk+1 et il existe j ∈ N telle que 〈v, ej〉Hs
0(Ω) 6= 0 ce qui contradiction, alors {ek}k∈N est

une base de Hs
0(Ω).

Théorème 2.6. chaque valeur propre λk a une multiplicité finie, plus précisément, si λk est telle que

λk−1 < λk = ... = λk+h < λk+h+1

pour h ∈ N0, alors l’ensemble de toutes les fonctions propres correspondant à λk corresponds à

span {ek, ..., ek+h} .

Preuve
Soit h ∈ N0 telle que λk−1 < λk = ... = λk+h < λk+h+1 est vrai.
on a : chaque élément de span {ek, ..., ek+h} est une fonction propre de problème (2,2) corres-
pondant à λk = ... = λk+h

Donc montrer que tout fonction propre ψ 6= 0 correspondant à λk appartient à span {ek, ..., ek+h}.
on écrite

Hs
0 = span {ek, ..., ek+h} ⊕ (span {ek, ..., ek+h})⊥.
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et donc ψ = ψ1 + ψ2, avec

ψ1 ∈ span {ek, ..., ek+h} et ψ2 ∈ (span {ek, ..., ek+h})⊥.

en particulier,
〈ψ1, ψ2〉Hs

0(Ω) = 0.

puisque ψ est une fonction propre correspondant à λk , alors ψ vérifie la formulation faible et
on pose la fonction teste ψ, on obtient

λk||ψ||2L2(Ω) =

∫
Rn

∫
Rn

(ψ(x)− ψ(y))2

|x− y|n+2s dxdy

= ||ψ||2Hs
0(Ω) = ||ψ1||2Hs

0(Ω) + ||ψ2||2Hs
0(Ω)

donc
λk||ψ||2L2(Ω) = ||ψ1||2Hs

0(Ω) + ||ψ2||2Hs
0(Ω). (2.8)

de plus , on a ek, ..., ek+h sont fonctions propres correspondant à λk = ... = λk+h, et donc

ψ1 est aussi un fonction propre correspondant à λk

alors ψ1 vérifie la formulation faible et on pose la fonction teste ψ2 , on obtient

λk

∫
Ω

ψ1(x)ψ2(x)dx =

∫
Rn

∫
Rn

(ψ1(x)− ψ1(y))(ψ2(x)− ψ2(y))

|x− y|n+2s
dxdy

= 〈ψ1, ψ2〉Hs
0(Ω) = 0

alors ∫
Ω

ψ1(x)ψ2(x)dx = 0

donc
||ψ||2L2(Ω) = ||ψ1 + ψ2||2L2(Ω) = ||ψ1||2L2(Ω) + ||ψ2||2L2(Ω) (2.9)

on écrite

ψ1 =
k+h∑
i=k

ciei

avec ci ∈ R. d’après l’orthogonalité de Hs
0(Ω) et L2(Ω) , on obtient

||ψ1||2Hs
0(Ω) =

k+h∑
i=k

c2
i ||ei||2Hs

0(Ω) =
k+h∑
i=k

c2
iλi = λk

k+h∑
i=k

c2
i = λk||ψ1||2L2(Ω). (2.10)

on a ψ est une fonction propre correspondant à λk , et ψ1 est aussi une fonction propre corres-
pondant à λk ,
Alors on déduire que ψ2 est aussi un fonction propre correspondant à λk alors d’après le lemme
2.1 , on obtient

〈ψ2, e1〉Hs
0(Ω) = ... = 〈ψ2, ek−1〉Hs

0(Ω) = 0.

donc
ψ2 ∈ (span {e1, ..., ek+h})⊥ = pk+h+1.
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On montre que
ψ2 ≡ 0

on suppose que , ψ2 6= 0. alors

λk < λk+h+1 = min
u∈pk+h+1

∫
Rn
∫
Rn

(u(x)−u(y))2

|x−y|n+2s dxdy∫
Ω
|u(x)|2dx

≤
∫
Rn

∫
Rn

(ψ2(x)−ψ2(y))2

|x−y|n+2s dxdy∫
Ω |ψ2(x)|2dx

=
||ψ2||2Hs0(Ω)

||ψ2||2
L2(Ω)

.

(2.11)

Alors d’après (2.8) ,(2.9) , (2.10) et (2.11),on obtient

λk||ψ||2L2(Ω) = ||ψ1||2Hs
0(Ω) + ||ψ2||2Hs

0(Ω)

> λk||ψ1||2L2(Ω) + λk||ψ2||2L2(Ω)

= λk||ψ||2L2(Ω).

c’est une contradiction , alors ψ2 ≡ 0
d’où

ψ = ψ1 ∈ span {ek, ..., ek+h} .
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CHAPITRE 3

PROBLÉME DE VALEUR PROPRE POUR
P-LAPLACIEN FRACTIONNAIRE

Nous allons étudier le problème de valeurs propres suivant.{
(−∆)spu = λ|u|p−2u dans Ω
u = 0 sur ∂Ω

(3.1)

ou s ∈ (0, 1) ,p > 1 , Ω un ouvert de Rn.

Définition 3.1. On dit que u est une solution faible de (3.1) si u ∈ W s,p
0 (Ω) telle que :∫

Rn
∫
Rn
|u(x)−u(y)|p−2(u(x)−u(y))(v(x)−v(y))

|x−y|n+sp dxdy = λ
∫

Ω
|u|p−2uvdx ∀v ∈ W s,p

0 (Ω) (3.2)

Définition 3.2. Soit s ∈ (0, 1) et p > 1, on dit que λ est une valeur propre de l’opérateur p-
Laplacien fractionnaire,s’il existe une fonction u ∈ W s,p

0 (Ω) , u 6= 0 du problème (3.2).
la solution faible u s’appelle fonction propre associé à λ.

Remarque 3.1. Remarquons que si on remplace v par u ∈ W s,p
0 (Ω) dans (3.2) on obtient λ

comme le quotient suivant :

λ =

∫
Rn
∫
Rn
|u(x)−u(y)|p
|x−y|n+sp dxdy∫

Ω
|u(x)|pdx

ce quotient est appelé le quotient de Rayleigh.

3.1 Existence de la première valeur propre

Définition 3.3. La première valeur propre de l’opérateur p-Laplacien fractionnaire notée par λ1

est définie par :

λ1 = inf
u∈W s,p

0 (Ω)/{0}

∫
Rn
∫
Rn
|u(x)−u(y)|p
|x−y|n+sp dxdy∫

Ω
|u(x)|pdx

= inf
u∈W s,p

0 (Ω)/{0}

||u||p
W s,p

0 (Ω)

||u||pLp(Ω)

Le résultat d’existence de la première valeur propre est donne par le théorème suivant.

Théorème 3.1. Soit s ∈ (0, 1) et p > 1 ,Ω est un ouvert borne de Rn , Alors le problème admit une
fonction propre associè à la première valeur propre λ1 qui caractérisée comme suit,

λ1 = inf
u∈Ws,p

0 (Ω)

||u||Lp(Ω)=1

∫
Rn

∫
Rn

|u(x)− u(y)|p

|x− y|n+sp dxdy (3.3)

24
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Pour montrer ce théorème, on utilise le résultat suivant :

Théorème 3.2. Soit Ω un ouvert de Rn , avec n ≥ 2 pour p ∈]1,+∞[ nous définissons la fonction
G : W s,p

0 (Ω)→ R par

u 7−→ 1

p

∫
Rn

∫
Rn

|u(x)− u(y)|p

|x− y|n+sp
dxdy

alors G est différentiable sur W s,p
0 (Ω) et〈

G
′
(u), v

〉
=

∫
Rn

∫
Rn

(|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))(v(x)− v(y)))

|x− y|n+sp
dxdy

Preuve
On montre que G est Gatteux différentiable c’est-à-dire

∀u, v ∈ W s,p
0 (Ω) lim

t→0

G(u+ tv)−G(u)

t
=
〈
G
′
(u), v

〉
.

considérons l’application η 7−→ 1
p

|η|p
|x−y|n+sp , η ∈ Rn, p > 1 est différentiable, sa différentiable est

donné par |η|p−2η
|x−y|n+sp , ∀η ∈ Rn

d’où

∀η, ξ ∈ Rn 1

p
lim
t→0

1

t

(
|η + tξ|p

|x− y|n+sp
− |η|p

|x− y|n+sp

)
=
|η|p−2η.ξ

|x− y|n+sp

par conséquent ∀u, v ∈ W s,p
0 (Ω)

1
p

lim
t→0

1

t

(
|(u(x)−u(y))+t(v(x)−v(y))|p

|x−y|n+sp − |u(x)−u(y)|p
|x−y|n+sp

)
= |u(x)−u(y)|p−2(u(x)−u(y))(v(x)−v(y))

|x−y|n+sp

(3.4)

d’autre part , on pose pour η, ξ ∈ Rn, ψ(t) =
1
p
|η+tξ|p

|x−y|n+sp , ψ est différentiable et

ψ′(t) =
|η + tξ|p−2(η + tξ)ξ

|x− y|n+sp

on applique le théorème des accroissement finis
∃θ entre 0 et t (0 < |θ| < |t|) telle que :

ψ(t)− ψ(0)

t− 0
= ψ′(θ)

d’ou
1

p

1

t

(
1
p
|η + tξ|p

|x− y|n+sp
−

1
p
|η|p

|x− y|n+sp

)
=
|η + θξ|p−2(η + θξ)ξ

|x− y|n+sp

par conséquent

1
p

1
t

(
|(u(x)−u(y))+t(v(x)−v(y))|p

|x−y|n+sp − |u(x)−u(y)|p
|x−y|n+sp

)
=
(
|(u(x)−u(y))+θ(v(x)−v(y))|p−2((u(x)−u(y))+θ(v(x)−v(y)))(v(x)−v(y))

|x−y|n+sp

)
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supposons que |t| < 1, d’où |θ| < 1, et d’après le lemme 1.1 on obtient

1
p

∣∣∣1t ( |(u(x)−u(y))+t(v(x)−v(y))|p
|x−y|n+sp − |u(x)−u(y)|p

|x−y|n+sp

)∣∣∣
≤ |(u(x)− u(y)) + θ(v(x)− v(y))|p−1|v(x)− v(y)|
≤ C (|(u(x)− u(y))|p−1(v(x)− v(y)) + |v(x)− v(y)|p)

on a |u(x)− u(y)|p−1 ∈ Lp′ et |v(x)− v(y)| ∈ Lp
D’après l’inégalité de Hôlder on a |u(x)− u(y)|p−1|v(x)− v(y)| ∈ L1(Ω)
d’où
h = |u(x)− u(y)|p−1|v(x)− v(y)|+ |v(x)− v(y)|p ∈ L1(Ω)
donc ∣∣∣∣1t

(
|(u(x)− u(y)) + t(v(x)− v(y))|p

|x− y|n+sp
− |u(x)− u(y)|p

|x− y|n+sp

)∣∣∣∣ ≤ Ch ∈ L1(Ω) (3.5)

D’après (3.4) et (3.5) et D’après le théorème de la convergence dominée de Lebesgue, on obtient

1
p

lim
t→0

∫
Rn
∫
Rn

1
t

(
|(u(x)−u(y))+t(v(x)−v(y))|p

|x−y|n+sp − |u(x)−u(y)|p
|x−y|n+sp

)
dxdy

=
∫
Rn
∫
Rn
|u(x)−u(y)|p−2(u(x)−u(y))(v(x)−v(y))

|x−y|n+sp dxdy,

Enfin G est Gatteux différentiable et〈
G
′
(u), v

〉
=

∫
Rn

∫
Rn

(|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))(v(x)− v(y)))

|x− y|n+sp
dxdy

D’après la proposition 1.8, G′ est continue. D’où G est différentiable.

Théorème 3.3. Soit Ω un ouvert de Rn , avec n ≥ 2 pour p ∈]1,+∞[ nous définissons la fonction
H : W s,p

0 (Ω)→ R par

u 7−→ 1

p

∫
Ω

|u(x)|pdx

alors H est différentiable sur W s,p
0 (Ω) et

〈H ′(u), v〉 =

∫
Ω

|u|p−2uvdx

Preuve
on montre que H est Gatteux différentiable c’est-à-dire

∀u, v ∈ W s,p
0 (Ω) lim

t→0

H(u+ tv)−H(u)

t
= 〈H ′(u), v〉 .

considérons l’application x 7−→ 1
p
|x|p, x ∈ Rn, p > 1 est différentiable, sa différentiable est donné

par |x|p−2x,∀x ∈ Rn

d’où

∀x, y ∈ Rn 1

p
lim
t→0

(
|x+ ty|p − |x|p

t

)
= |x|p−2x.y

par conséquent ∀u, v ∈ W s,p
0 (Ω)

1

p
lim
t→0

(
|u(x) + tv(x)|p − |u(x)|p

t

)
= |u(x)|p−2u(x)v(x) (3.6)
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d’autre part , on pose pour x, y ∈ Rn, ϕ(t) = 1
p
|x+ ty|p, ϕ est différentiable et

ϕ′(t) = |x+ ty|p−2(x+ ty)y

on applique le théorème des accroissement finis
∃θ entre 0 et t (0 < |θ| < |t|) telle que :

ϕ(t)− ϕ(0)

t− 0
= ϕ′(θ)

d’ou
1

p

(
|x+ ty|p − |x|p

t

)
= |x+ θy|p−2(x+ θy)y

par conséquent
1

p

(
|u+ tv|p − |u|p

t

)
= |u+ θv|p−2(u+ θv)v

supposons que |t| < 1, d’où |θ| < 1, et d’après le lemme 1.1 on obtient

1
p

∣∣∣ |u+tv|p−|u|p
t

∣∣∣ ≤ |u+ θv|p−1|v|
≤ C (|u|p−1|v|+ |v|p)

on a |u|p−1 ∈ Lp′ et |v| ∈ Lp D’après l’inégalité de Hôlder on a |u|p−1|v| ∈ L1(Ω)
d’où
h = |u|p−1|v|+ |v|p ∈ L1(Ω) donc∣∣∣∣ |u(x) + tv(x)|p − |u(x)|p

t

∣∣∣∣ ≤ Ch ∈ L1(Ω) (3.7)

D’aprés (3.6) et (3.7) et D’aprés le théorème de la convergence dominée de lebesgue, on obtient

1

p
lim
t→0

∫
Ω

|(u(x) + tv(x)|p − |u(x)|p

t
dx =

∫
Ω

|u(x)|p−2u(x)v(x)dx,

Enfin H est Gatteux différentiable et

〈H ′(u), v〉 =

∫
Ω

|u|p−2uvdx

Il facile de montrer la continuité de H . D’où H est différentiable.
Preuve du Théorème 3.1
D’abord on montrer que

λ1 = inf
u∈Ws,p

0 (Ω)

||u||Lp(Ω)=1

∫
Rn

∫
Rn

|u(x)− u(y)|p

|x− y|n+sp dxdy.

on a

λ1 = inf
u∈W s,p

0 (Ω)/{0}

||u||p
W s,p

0 (Ω)

||u||pLp(Ω)

≤ inf
u∈Ws,p

0 (Ω)

||u||Lp(Ω)=1

||u||p
W s,p

0 (Ω)
(3.8)
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car
{
u ∈ W s,p

0 (Ω), ||u||Lp(Ω) = 1
}
⊂ {u ∈ W s,p

0 (Ω)/ {0}} .
pour u ∈ W s,p

0 (Ω),
on pose

v =
u

||u||Lp(Ω)

∈ W s,p
0 (Ω), ||v||Lp(Ω) = 1

alors
u(x)− u(y) = ||u||Lp(Ω)(v(x)− v(y))

donc ∫
Rn
∫
Rn
||u||p

Lp
(v(x)−v(y))p

|x−y|n+sp dxdy∫
Ω
|u(x)|pdx

=

∫
Rn

∫
Rn

(v(x)− v(y))p

|x− y|n+sp dxdy.

d’où
||u||p

W s,p
0 (Ω)

||u||pLp(Ω)

= ||v||p
W s,p

0 (Ω)
≥ inf

u∈Ws,p
0 (Ω)

||u||Lp(Ω)=1

||u||p
W s,p

0 (Ω)

ce qui implique

inf
u∈W s,p

0 (Ω)/{0}

||u||p
W s,p

0 (Ω)

||u||pLp(Ω)

≥ inf
u∈Ws,p

0 (Ω)

||u||Lp(Ω)=1

||u||p
W s,p

0 (Ω)
(3.9)

de (3.8) et (3.9) on obtient :

λ1 = inf
u∈W s,p

0 (Ω)/{0}

||u||p
W s,p

0 (Ω)

||u||pLp(Ω)

= inf
u∈Ws,p

0 (Ω)

||u||Lp(Ω)=1

||u||p
W s,p

0 (Ω)

Pour montrer le théorème on utiliser la méthode direct de minimisation.
pour u ∈ W s,p

0 (Ω)

λ1 = inf
u∈W s,p

0 (Ω)/{0}

||u||p
W s,p

0 (Ω)

||u||pLp(Ω)

D’après l’inégalité de Poincaré

∃C > 0 : ||u||pLp(Ω) ≤ C||u||p
W s,p

0 (Ω)

Par conséquent λ1 ≥ 1
C
> 0.

Soit {un}n∈N est une suite minimisante , telle que :

∀n > 0 , ∃un : λ1 ≤
||un||p

W
s,p
0 (Ω)

||un||pLp(Ω)
< λ1 + 1

n
.alors

||un||pW s,p
0 (Ω)

||un||pLp(Ω)

−→ λ1.

||un(x)||pLp(Ω) = 1 et ||un||pW s,p
0 (Ω)

→ λ1

alors {un}n∈N est borné dans W s,p
0 (Ω), donc il existe un sous suite {un}n∈N et u ∈ W s,p

0 (Ω) telle
que :

un ⇀ u faiblement dans W s,p
0 (Ω)
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par le lemme 1.3,on obtient

||u||p
W s,p

0 (Ω)
≤ lim inf

n→∞
||un||pW s,p

0 (Ω)
= λ1

d’où ||u||p
W s,p

0 (Ω)
= λ1 alors le minimum existe.

posons

G(u) =

∫
Rn

∫
Rn

|u(x)− u(y)|p

|x− y|n+sp dxdy,

H(u) =

∫
Ω

|u(x)|pdx,

et nous définissons le quotient F : W s,p
0 (Ω)/ {0} → Rn par

F (u) =
G(u)

H(u)

alors
λ1 = inf

u∈Ws,p
0 (Ω)

||u||Lp(Ω)=1

F (u)

Ainsi ∃u ∈ W s,p
0 (Ω)/ {0} et F (u) = λ1.les fonctions G et H sont différentiable alors il en de

même pour F ,et

〈F ′(u), v〉 =
1

K(u)
(H(u) 〈G′(u), v〉 −G(u) 〈H ′(u), v〉) .

Comme u est un point minimum de F donc F ′(u) = 0, et par conséquent

H(u) 〈G′(u), v〉 −G(u) 〈H ′(u), v〉 = 0.

ce qui implique

〈G′(u), v〉 =
G(u)

H(u)
〈H ′(u), v〉 = λ1 〈H ′(u), v〉 .

alors u est une solution faible de (3.2)

3.2 Régularité de la fonction propre

On montre dans cette partie le résultat suivant :

Théorème 3.4. Soit s ∈ (0, 1), p > 1 et u ∈ W s,p
0 (Ω) est une solution de (3.1),Alors u ∈ L∞(Rn).

Lemme 3.1. Soit (an) une suite réel telle que an > 0 , an+1 ≤ Cna1+α
n , α > 0 alors

lim
n→∞

an = 0 si a0 est assez petit
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Preuve
on a

an ≤ Cn−1a1+α
n−1

a1+α
n−1 ≤ C(n−2)(1+α)a

(1+α)2

n−2

a
(1+α)2

n−2 ≤ C(n−3)(1+α)2
a

(1+α)3

n−3

...

a
(1+α)n−1

1 ≤ C0×(1+α)n−1
a

(1+α)n

0

Par multiplication, on obtient
an ≤ CSna

(1+α)n

0

avec Sn = (n− 1) + (n− 2)(1 + α) + (n− 3)(1 + α)2 + ...+ (1 + α)n−2

alors
Sn =

(1 + α)n

α2

donc
an ≤ C

(1+α)n

α2 a
(1+α)n

0 =
(
C

1
α2 a0

)(1+α)n

alors
an −→ 0 si C

1
α2 a0 < 1

c’est-à-dire
a0 < C

−1

α2

Lemme 3.2. si ||u+||Lp ≤ δ alors ||u+||L∞ ≤ 1
pour certain δ > 0.

Preuve
– pour tout entier K ≥ 1, on considère la fonction wk définie comme suit :

wk = (u− (1− 2−k))+.

tq : wk ∈ W s,p
0 (Ω) et wk = 0 p.p dans Ω.

on remarque que les inégalités suivantes

wk+1(x) ≤ wk(x) dans Rn. (3.10)

et
u(x) < (2k+1 − 1)wk(x) pour x ∈ {wk+1 > 0} , (3.11)

on vérifier cette inégalité

(2k+1 − 1)wk = (2k+1 − 1)(u− (1− 2−k))

≥ (2k+1 − 1)
(
u− 1−2−k

1−2−(k+1) .u
)

= u(2k+1 − 1)
(

1− 1−2−k

1−2−(k+1)

)
= u.
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et on remarque les inclusions

{wk+1 > 0} ⊆
{
wk > 2−(k+1)

}
, (3.12)

on vérifier cette inclusion
pour x ∈ {wk+1 > 0} alors

u(x) > 1− 2−(k+1),

et on a d’après (3.11)
u(x) < (2k+1 − 1)wk,

alors
1− 2−(k+1) < (2k+1 − 1)wk

ce que implique wk > 1−2−(k+1)

(2k+1−1)
= 2−(k+1)(2k+1−1)

(2k+1−1)
= 2−(k+1).

donc
wk > 2−(k+1),

d’ou
x ∈

{
wk > 2−(k+1)

}
.

– si v ∈ W s,p
0 (Ω), alors

|v(x)− v(y)|p−2
(
v+(x)− v+(y)

)
(v(x)− v(y)) ≥ |v+(x)− v+(y)|p,

on vérifier cette inégalité
si x ∈ {v > 0} et y ∈ {v < 0}.

I = |v(x)− v(y)|p−2
(
v+(x)− v+(y)

)
(v(x)− v(y)) > |v+(x)− v+(y)|p,

si x ∈ {v < 0} et y ∈ {v < 0}.

I = |v(x)− v(y)|p−2
(
v+(x)− v+(y)

)
(v(x)− v(y)) = |v+(x)− v+(y)|p,

si x ∈ {v > 0} et y ∈ {v > 0}.

I = |v(x)− v(y)|p−2
(
v+(x)− v+(y)

)
(v(x)− v(y)) = |v+(x)− v+(y)|p,

alors
|v(x)− v(y)|p−2

(
v+(x)− v+(y)

)
(v(x)− v(y)) ≥ |v+(x)− v+(y)|p,

pour v+ = wk+1 et v = u− (1− 2−(k+1)) , on a

||wk+1||pws,p0
=

∫
Rn
∫
Rn
|wk+1(x)−wk+1(y)|p

|x−y|n+sp dxdy

≤
∫
Rn
∫
Rn
|u(x)−u(y)|p−2(u(x)−u(y))(wk+1(x)−wk+1(y))

|x−y|n+sp dxdy

= λ
∫

Ω
|u(x)|p−2u(x)wk+1(x)dx = λ

∫
{wk+1>0} |u(x)|p−2u(x)wk+1(x)dx

≤ λ(2k+1 − 1)p−1
∫
{wk+1>0}wk(x)p−1wk+1(x)dx d′aprs(3.11)

≤ λ(2k+1 − 1)p−1
∫
{wk+1>0}wk(x)pdx d′aprs(3.10)

≤ λ(2k+1 − 1)p−1Uk
avec Uk = ||wk||pLp =

∫
{wk>0}wk(x)pdx

alors

||wk+1||pws,p0
≤ λ(2k+1 − 1)p−1Uk. (3.13)
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d’autre part, nous avons par l’inégalité de hôlder ,

Uk+1 = ||wk+1||pLp =
∫
{wk+1>0}wk+1(x)pdx,

≤
(∫
{wk+1>0}w

αp
k+1(x)dx

) 1
α
(∫
{wk+1>0} 1βdx

) 1
β
, tq : 1

α
+ 1

β
= 1

on choisit α : αp = p∗ ⇒ α = p∗

p
, donc β = n

sp
.

Uk+1 ≤

(∫
{wk+1>0}

wp
∗

k+1(x)dx

) p
p∗

|{wk+1 > 0}|
sp
n

et d’après le théorème d’injection continue de Sobolev (W s,p
0 ↪→ Lp

∗),on obtient :

Uk+1 ≤ c||wk+1||pws,p0
|{wk+1 > 0}|

sp
n . (3.14)

et on a
|{wk+1 > 0}| ≤

∣∣{wk > 2−(k+1)
}∣∣ ≤ 2p(k+1)Uk. (3.15)

on vérifier cette inégalité
d’après (3.12) ,on obtient

|{wk+1 > 0}| ≤
∣∣{wk > 2−(k+1)

}∣∣
d’autre part on a

Uk =
∫
{wk+1>0}w

p
k =

∫
{wk>2−(k+1)}w

p
k +

∫
{wk<2−(k+1)}w

p
k

≥
∫
{wk>2−(k+1)}w

p
k

≥
∫
{wk>2−(k+1)} 2−(k+1)p

= 2−(k+1)p
∣∣{wk > 2−(k+1)

}∣∣
cela implique ∣∣{wk > 2−(k+1)

}∣∣ ≤ 2(k+1)pUk

c’est le résultat souhaité.
on remplace (3.13) et (3.15) dans (3.14),on obtient :

Uk+1 ≤ cλ(2p(k+1)Uk)
1+ sp

n .

d’où
Uk+1 ≤ CkU

1+ sp
n

k

avec Ck =

(
c

1
kλ

1
k 2

p(k+1)(1+
sp
n )

k

)k
Alors

lim
k→∞

Uk = 0.

D’après le lemme 3.1, si
||u+||pLp(Ω) = U0 ≤ C

−1

α2 = δp

avec α = sp
n

on a
Uk = ||wk||pLp(Ω)

k→∞−→ 0
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alors
wk

k→∞−→ 0 (3.16)

d’autre part on a , si k →∞ alors wk → (u− 1)+ p.p
et wk ≤ u+ ∈ Lp. D’après le théorème de convergence dominée.

wk
k→∞−→ (u− 1)+ dans Lp. (3.17)

D’après (3.16)et(3.17) et par l’unicité de la limite,

(u− 1)+ = 0⇒ u ≤ 1.

donc
u+ ≤ 1

d’ou ∥∥u+
∥∥
L∞(Ω)

≤ 1.

donc,on obtient
||u+||pLp(Ω) ≤ δp alors

∥∥u+
∥∥
L∞(Ω)

≤ 1.

Preuve (preuve de théorème 3.4)
Si sp > n on a u ∈ L∞(Rn) d’après l’injection de Sobolev(voir théorème 1.4).
donc, on suppose que sp ≤ n.
pour démontre le théorème , il suffit de montrer que la partie positive u+ ∈ L∞ ,puis on déduire
que u− ∈ L∞ si on pose (−u)+ = u−.
on a

||u+||Lp(Ω) ≤ 1 car ||u||Lp(Ω) = 1.

d’ou
||δ

2
u+||Lp ≤

δ

2
< δ.

d’après le lemme précédent

||δ
2
u+||L∞ ≤ 1

d’ou
||u+||L∞ ≤

2

δ
<∞

donc u+ ∈ L∞

3.3 Propriété de la première fonction propre

3.3.1 Positivité

Nous montrons dans cette section que la fonction propre associée à la première valeur
propre est de signe constante .
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Lemme 3.3. Soit s ∈ (0, 1), p > 1, soient u, v ∈ W s,p
0 (Ω) telle que u, v 6= 0, considérons la fonction σt

définie par :
σt(x) = ((1− t)vp(x) + tup(x))

1
p , ∀t ∈ [0, 1].

Alors∫
Rn
∫
Rn
|σt(x)−σt(y)|p
|x−y|n+sp dxdy ≤ (1− t)

∫
Rn
∫
Rn
|v(x)−v(y)|p
|x−y|n+sp dxdy + t

∫
Rn
∫
Rn
|u(x)−u(y)|p
|x−y|n+sp dxdy, ∀t ∈ [0, 1].

Preuve
On remarque que

σt =
∥∥∥(t

1
pu, (1− t)

1
pv)
∥∥∥
lp
,

où ‖.‖lp la norme dans R2.
Alors, par l’inégalité triangle

|‖ξ‖lp − ‖η‖lp | ≤ ‖ξ − η‖lp .

on pose ξ =
(
t

1
pu(x) + (1− t)

1
pvp(x)

)
et η =

(
t

1
pu(y) + (1− t)

1
pvp(y)

)
on obtient ∣∣∣(tup(x) + (1− t)vp(x))

1
p − (tup(y) + (1− t)vp(y))

1
p

∣∣∣
≤ (t(u(x)− u(y))p + (1− t)(v(x)− v(y))p)

1
p .

alors
|σt(x)− σt(y)| ≤ (t(u(x)− u(y))p + (1− t)(v(x)− v(y))p)

1
p .

donc
|σt(x)− σt(y)|p ≤ t(u(x)− u(y))p + (1− t)(v(x)− v(y))p.

on multiplie l’inégalité par 1
|x−y|n+sp , et on intégré sur Rn × Rn, on obtient :∫

Rn
∫
Rn
|σt(x)−σt(y)|p
|x−y|n+sp dxdy ≤ (1− t)

∫
Rn
∫
Rn
|v(x)−v(y)|p
|x−y|n+sp dxdy + t

∫
Rn
∫
Rn
|u(x)−u(y)|p
|x−y|n+sp dxdy.

Théorème 3.5. Soit s ∈ (0, 1), p > 1 et v ∈ W s,p
0 (Ω) est une solution de (3.2), tel que v > 0 dans Ω.

Alors
λ = λ1.

Preuve
Supposons que v ∈ W s,p

0 (Ω) est une solution strictement positive de (3.2).
Soit u ∈ W s,p

0 (Ω) une solution du problème minimum

λ1 = min
u∈Ws,p

0 (Ω)

||u||Lp(Ω)=1

∫
Rn

∫
Rn

|u(x)− u(y)|p

|x− y|n+sp dxdy.

on pose uε = u+ ε , vε = v + ε et

σεt(x) = (tupε(x) + (1− t)vpε (x))
1
p , x ∈ Ω, ∀t ∈ [0, 1].
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d’après le lemme 3.3 on a :∫
Rn
∫
Rn

|σεt (x)−σεt (y)|p

|x−y|n+sp dxdy −
∫
Rn
∫
Rn
|v(x)−v(y)|p
|x−y|n+sp dxdy

≤ (1− t)
∫
Rn
∫
Rn
|v(x)−v(y)|p
|x−y|n+sp dxdy + t

∫
Rn
∫
Rn
|u(x)−u(y)|p
|x−y|n+sp dxdy

−
∫
Rn
∫
Rn
|v(x)−v(y)|p
|x−y|n+sp dxdy

≤ t
(∫

Rn
∫
Rn
|u(x)−u(y)|p
|x−y|n+sp dxdy −

∫
Rn
∫
Rn
|v(x)−v(y)|p
|x−y|n+sp dxdy

)
alors ∫

Rn

∫
Rn

|σεt(x)− σεt(y)|p

|x− y|n+sp dxdy −
∫
Rn

∫
Rn

|v(x)− v(y)|p

|x− y|n+sp dxdy ≤ t (λ1 − λ) . (3.18)

pour tout t ∈ [0, 1] et ε > 0, par la convexité de la fonction |x|p on a l’inégalité suivant :

|x|p − |y|p ≥ p|y|p−2y(x− y)

par conséquent ∫
Rn
∫
Rn
|σεt (x)−σεt (y)|p

|x−y|n+sp dxdy −
∫
Rn
∫
Rn
|v(x)−v(y)|p
|x−y|n+sp dxdy

≥ p
∫
Rn
∫
Rn
|v(x)−v(y)|p−2(v(x)−v(y))

|x−y|n+sp dxdy

× (σεt(x)− σεt(y)− (v(x)− v(y))) ,

(3.19)

pour u, v ∈ W s,p
0 (Ω) la fonction σεt ∈ W

s,p
0 (Ω), Alors on pose φ = σεt − vε une fonction test, alors

on a ∫
Rn

∫
Rn

|v(x)− v(y)|p−2(v(x)− v(y))

|x− y|n+sp dxdy (σεt(x)− σεt(y)− (vε(x)− vε(y)))

= λ

∫
Ω

v(z)p−1 (σεt(z)− v(z)) dz,

on a v(x)− v(y) = vε(x)− vε(y) , cela implique∫
Rn
∫
Rn

|v(x)−v(y)|p−2(v(x)−v(y))

|x−y|n+sp dxdy (σεt(x)− σεt(y)− (v(x)− v(y)))

= λ
∫

Ω
v(z)p−1 (σεt(z)− v(z)) dz,

(3.20)

et d’aprés (3.18) et (3.19) et (3.20) on obtient :

pλ

∫
Ω

v(z)p−1 (σεt(z)− v(z)) dz ≤ t(λ1 − λ),

alors
pλ

∫
Ω

v(z)p−1 (σεt(z)− v(z))

t
dz ≤ (λ1 − λ),

on pose ft(z) = pλv(z)p−1 (σεt (z)−v(z))

t
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alors

lim
t→0

pλv(z)p−1 ((1− t)vpε (z) + tupε(z))
1
p − v(z)

t

= lim
t→0

pλv(z)p−1 (vε(z)p + t(uε(z)p − vε(z)p))
1
p − v(z)

t

= lim
t→0

pλv(z)p−1 (vε(z)p + t(uε(z)p − vε(z)p))
1
p − (v(z)p)

1
p

t(uε(z)p − vε(z)p)
(uε(z)p − vε(z)p)

= λv(z)p−1(vε(z)p)
1
p
−1(uε(z)p − vε(z)p)

= λv(z)p−1(vε(z)1−p)(uε(z)p − vε(z)p)

= λ
(
v(z)
vε(z)

)p−1

(uε(z)p − vε(z)p),

d’autre part on a

|ft(z)| ≤ pλ |v(z)p−1|

∣∣∣∣∣((1−t)vpε (z)+tupε (z))
1
p−v(z)

t

∣∣∣∣∣
= pλ |v(z)p−1|

∣∣∣∣ (vε(z)p+t(uε(z)p−vε(z)p))
1
p−(v(z)p)

1
p

t

∣∣∣∣
on pose ϕ(t) = (vε(z)p + t(uε(z)p − vε(z)p))

1
p alors

ϕ′(t) = 1
p
(upε(z)− vpε (z)) (vε(z)p + t(uε(z)p − vε(z)p))

1
p
−1

on applique le théorème des accroissement finis
∃θ entre 0 et t (0 < |θ| < |t|) telle que :

ϕ(t)− ϕ(0)

t− 0
= ϕ′(θ)

d’où
(vε(z)p + t(uε(z)p − vε(z)p))

1
p − (v(z)p)

1
p

t

=
1

p
(upε(z)− vpε (z)) (vε(z)p + θ(uε(z)p − vε(z)p))

1
p
−1

et par suite

|ft| ≤ pλ |vp−1|

∣∣∣∣∣(vpε+t(upε−vpε ))
1
p−(vp)

1
p

t

∣∣∣∣∣
≤ λ |vp−1|

∣∣∣(upε − vpε ) (vpε + θ(upε − vpε ))
1
p
−1
∣∣∣

≤ Cλ |vp−1| |upε + vpε | |v1−p
ε + u1−p

ε | par(1.1)

≤ Cλ

(∣∣∣ vvε ∣∣∣p−1

|upε + vpε |+
∣∣∣ vuε ∣∣∣p−1

|upε + vpε |
)
∈ L1(Ω)

D’après le théorème de la convergence dominée de Lebesgue, on obtient

lim
t→0

∫
Ω

pλv(z)p−1 (σεt − v(z))

t
dz =

∫
Ω

λ

(
v(z)

vε(z)

)p−1

(upε(z)− vpε (z))

et par suite ∫
Ω

λ

(
v(z)

vε(z)

)p−1

(uε(z)p − vpε (z)) ≤ (λ1 − λ).
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pour ε assez petit, alors

lim
ε→0

(
v(z)

vε(z)

)p−1

((up(z) + ε)− (vp(z) + ε)) = λ(up(z)− vp(z))

et on a ∣∣∣∣( v(z)
vε(z)

)p−1

((u(z) + ε)p − (v(z) + ε)p)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣( v(z)
vε(z)

)p−1
∣∣∣∣ |(u(z) + ε)p − (v(z) + ε)p|

≤ 1× |C(up + εp) + C(vp + εp)|
≤ C |up + vp + 2| ∈ L1(Ω)

on applique le théorème de la convergence dominée de Lebesgue, on obtient

lim
ε→0

∫
Ω

(
v(z)

vε(z)

)p−1

((up(z) + ε)− (vp(z) + ε)) =
∫

Ω
(up(z)− vp(z))

= 0

alors, on obtient
0 ≤ (λ1 − λ)

d’où
λ ≤ λ1

puisque λ1 est plus petit valeur propre, alors

λ1 ≤ λ

donc
λ1 = λ.

3.3.2 Simplicité

Théorème 3.6. Soit s ∈ (0, 1) et p > 1. Alors la première valeur propre λ1 est simple , c’est-à-dire si
u,v deux fonctions propres associées à λ1 alors u = αv pour certain α.

Preuve
Soient u, v deux fonctions propre associée à λ1, u, v > 0. On rappelle la définition de la fonction
σt :

σt(x) = ((1− t)vp(x) + tup(x))
1
p

Alors, D’après le lemme 3.3 nous avons∫
Rn

∫
Rn

|σt(x)− σt(y)|p

|x− y|n+sp dxdy ≤ (1− t)
∫
Rn

∫
Rn

|v(x)− v(y)|p

|x− y|n+sp dxdy + t

∫
Rn

∫
Rn

|u(x)− u(y)|p

|x− y|n+sp dxdy

et on a

(1− t)
∫
Rn

∫
Rn

|v(x)− v(y)|p

|x− y|n+sp dxdy + t

∫
Rn

∫
Rn

|u(x)− u(y)|p

|x− y|n+sp dxdy = (1− t)λ1 + tλ1 = λ1

BELHOUT K. Problème de valeurs propres pour le Laplacien fractionnaire
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d’où, d’après la définition de λ1, on déduit que∫
Rn

∫
Rn

|σt(x)− σt(y)|p

|x− y|n+sp dxdy = λ1.

Donc
u(x)v(y) = u(x)v(y)

Donc
u(y)

v(y)
=
u(x)

v(x)
= C

ce qui implique
u = Cv

BELHOUT K. Problème de valeurs propres pour le Laplacien fractionnaire
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D ans ce mémoire, nous avons étudié la première valeur propre de l’opérateur Laplacien fractionnaire
et le p-Laplacien fractionnaire, plus précisément, on étudié les deux problèmes suivants{

−∆su = λu sur Ω
u = 0 sur ∂Ω

,

{
(−∆s

p)u = λ|u|p−2u sur Ω

u = 0 sur ∂Ω

où Ω est un ouvert borné de Rn et 1 < p < +∞ Nous montrons l’existence de la première valeur propre
et montrons qu’il est strictement positive et simple .nous montrons aussi que λ1 est la seul valeur propre
associée à une fonctions propre strictement positive.

Mots-Clés : Espace de Sobolev fractionnaire, Laplacien fractionnaire, Problèmes elliptiques linéaires et
non linéaires.

I n this memoir,We studied the first eigenvalue of the fractional laplacian operator and the fractional
p-laplacian more precisely, We studied the two following problems{

−∆su = λu sur Ω
u = 0 sur ∂Ω

,

{
(−∆s

p)u = λ|u|p−2u sur Ω

u = 0 sur ∂Ω

Where Ω is a open bounded domain of Rn and 1 < p < +∞ We have shown the existence of the first
eigenvalue and shown that it is strictly positive and simple. We also show that λ1 is the only eigenvalue
associated with a strictly positive eigenfunction.

Keywords : Fractional space of Sobolev, Fractional Laplacian, Elliptic problem linear and nonlinear.
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