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Introduction générale

Soit Q2 un ouvert borné de R”, p € (1,+00) et s € (0,1) on définit 'opérateur p-Laplacien
fractionnaire non linéaire.

AV ule) =2t [ ) ) )

P e=0 |z—y|>e |l’ - y|n+sp

Pour p = 2 la définition ci-dessus se réduit au Laplacien fractionnaire linéaire (—A*).

Dans ce travail nous étudions le probleme de valeurs propres de l'opérateur Laplacien
p-Laplacien fractionnaires .

—ASu =M u sur (1)
u=0 sur 02

A8y — p—2
Asu = AMul[P~?u sur Q) @)
u=20 sur 0f2

L’essentiel de notre travail est consacré a I'étude de l'existence et la régularité des fonc-
tions propres de ces opérateurs ainsi leurs valeurs propres associées. On donne aussi quelques
propriétés sur premiere fonction propre qui associe a la premiere valeurs propre qui est le mi-
nimum du quotient de Rayleigh suivant :

[l |€VS”)(Q)

Al = 1n NI
wewsm (@0} [ull7nq)

On montre que la premiere fonction propre qu’une solution faible du problémes ci-dessus, est
dans L>°((2) et de signe constante et simple.

Ce travail est présenté en trois chapitres, la premiere est consacrée a la présentation des
espaces de Sobolev fractionnaires et leurs propriétés (réflexivité, complétude, séparabilité,
injections, ...ect). Dans le chapitre 2, on étudie le probleme aux valeurs propres avec I'opérateur
Laplacien et on démontre l'existence et la régularité des fonctions propres ainsi quelques
propriétés supplémentaires concernant la premiere fonction propre. Dans chapitre 3, on
généralise 1’étude du chapitre 2, pour I'opérateur p-Laplacien.

il



CHAPITRE 1

RAPPELS SUR LES ESPACES DE SOBOLEV
FRACTIONNAIRES

Dans ce chapitre, on présente une rappelle sur les espaces de Sobolev fractionnaires ainsi leurs
propriétés fonctionnelles puis on donne la définition des opérateurs laplacien et p-laplacien
fractionnaire et leurs propriétés.

1.1 Espace de Sobolev fractionnaire

1.1.1 Définitions et propriétés

Définition 1.1. Soit 2 un ouvert de R",et soient s €0, 1] et p € [1,4o00[,on définit 'espace de
Sobolev fractionnaire W*P((2) par :

WeP(Q) = {u e LP(Q) - Julz) =)l LP(Q x Q)}

j — gyl

c’est un espace vectoriel, muni par la norme :

1
el = (Il ey + [l7,)”

= ([ [ty

Proposition 1.1. Soit Q2 un ouvert de R" , s €]0,1[ et p € [1,4+00[. Ona
— W*P(Q) est un espace de Banach et séparable pour tout 1 < p < +o0 et réflexif pour tout 1 < p <
+00.
— W#P(Q) est un espace uniformément convexe pour tout 1 < p < 4o0.

avec

Proposition 1.2. Soit ) un ouvert de R, soient p € [1,+o00[et 0 < s < s < 1, alors nous avons :
HUHWS”’(Q) < CHUHWS’,I)(Q) Yu € W‘S/’p(Q)

avec ¢ = c(n, s,p) > 1, en particulier : W*'?(Q) C W*?(Q)
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Proposition 1.3. Soient p € [1, +oo] et s €]0, 1], soit Q un ouvert borné de R" de classe C%'. Alors

[l lwer < Cllullwis Yu € W(S)

avec C' = C(n, s,p) > 1, en particulier : W'*(Q) C W*F(Q)
tel que : WP(Q) : I'espace de Sobolev classiquie.

Définition 1.2. On définit 'espace W (2) = C5°(£2) dans W*P((Q2).

C’est un espace de Banach avec la norme induite de 1’espace W*?((2).

1.1.2 Injection de Sobolev

Dans cette partie, on donne la relation entre les espaces de Sobolev fractionnaires et les
espaces de Lebesgue.

Théoreme 1.1. (Injection continue cas sp < n)
Soit s €]0,1] et p € [1,4o0[ tel que sp < n, alors il existe un constant positive ¢ = c(n, s, p) tel
que :pour tout fonction mesurable a support compact f : R* — R nous avons :

1 fllza) < el fllwsr@) Va € [p.p7]

* _ np ” [ . . ”
avec p* = =5 exposant critique fractionnaire
Le:

WP (Q)=L(Q)  Vq € [p,p].
On dit que I'espace W*P($2) s’injecte dans LI(S2).
Théoréme 1.2. (Injection continue cas sp = n)

Soit s €]0,1[ et p € [1,+00] tel que sp = n, alors il existe un constant positive ¢ = c(n, s, p) telle que
pour tout f € WP, ona

[ fllzay < || fllwsr)  Va € [p, +o<]
et on note
WP (Q)—=LI(Q) VYq € [p, +]

Théoreme 1.3. (Injection continue cas sp > n)
Soit s €]0,1[ et p € [1,+00] tel que sp < n alors il existe un constant positive C = C(n,s,p) tel
que :pour tout f € W*P(R") nous avons :

HfHCOv"*%(Q) < C||f||Ws’p(Q)

et on note
WHP(Q) — L=(1).

De plus

0,n—=2

WP(Q)=C, - ()

BELHOUT K. Probleme de valeurs propres pour le Laplacien fractionnaire
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Théoréme 1.4. (Injection compact).Soit Q2 un ouvert borné de classe C%' de frontiere borné, et soit
s €]0,1[ et p € [1,+00] et n > 1, alors nous avons :

— si sp < nalors l'injection W*P(€2)—L?(S2) est compact Vq < 2E-

— si sp = n alors l'injection WP (Q)— L1(2) est compact Vg < +00

— si sp > n alors Uinjection W*?()<—Cy" est compact Yoo < s — -

1.1.3 Espace H*(1?)

Dans cette section on s’intéresse au cas particulier ot p = 2

Définition 1.3. Soit 2 un ouvert de R", alors on définit :

H*(Q) = W5*(Q) pour 0 <s <1

H*(Q) = {u € L*(Q) tq [ulz) = uly)| € L*(Q x Q)}

|z —y|2 "

Proposition 1.4. L'espace de Sobolev H*(§2) muni du produit scalaire suivant

(1) ey = [ ulopayde s [ [ LEIZHODEDZE0) g,

est une espace de Hilbert.

1.2 Quelques Inégalités utiles

1.2.1 Inégalité de Holder
Théoreme 1.5. Soient u € LP(Q) et v € LP' (Q) avec 1 < p < +o0. Alors u.v € L'(Q) et

1
Y

WW@MMMS(WyMWMY(Wﬁ@WM) e el

1.2.2 Inégalité de poincaré

Théoreme 1.6. Soit Q) un ouvert de R", soient s €]0,1[ et p € [1,4o0[ alors il existe C' > O tel que :
lullr@) < Cllullysrq) Vo€ Wt ()

par conséquent si S est borné alors || ||Ws,p est un norme de Wy (2) équivalent a .||y

‘ P

1
avec HuHWOS,p(Q) - (fﬂ fQ ‘x y|n+w )p

Lemme 1.1. Soient a > 0,b > 0 et soit 1 < p < +oo alors nous avons :

(a+0b)P <2071 (a? + bP)

BELHOUT K. Probleme de valeurs propres pour le Laplacien fractionnaire
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1.3 Quelques résultats de convergence

Soit 2 un ouvert de R™.

Lemme 1.2. (Lemme de Fatou )

Soit (f,)n une suite des fonctions de L* () telle que :

(1) pour chaque n, f,(x) > 0 p.p sur €.

(2) sup fQ fulz)dr < +o00.

pour chaque x € Q on pose f(z) = liminf f,(z),alors f € L*(Q) et :

n—-+4o0o

/Q f(z)dz < liminf /Q fo(2)da

n—-+o0o

Théoréme 1.7. (Fubini)
Soient Q0 et Qy deux ouverts de R, on suppose que F' € L' (2 x Qy), alors pour presque tout x € Qy :

Pla.y) € Ly(@s) et | Fla.ydy € LHS)
Qo
De méme , pour presque tout y € Qs :
F(z,y) € LL(Q) et / F(z,y)dx € L;(Qg)
951

De plus nous avons :

/daz/ F(a:,y)dy:/ dy/ F(az,y)dx:/ / F(x,y)dxdy
o 0y Qs o 0 Jy

Théoreme 1.8. (théoréme de convergence dominée)

Soit (f,,)n une suite des fonctions de L* () qui converge presque partout vers une fonction mesurable f.
On suppose qu’il existe g € L*(Q) telle que , pour tout n > 1 on ait : | f,(x)| < g(x) p.p sur Q. Alors
ferLy(Q)et:

tim [ 1g = slde=0 et Jim [ fu@de = [ fla)da

Lemme 1.3. E un espace de Banach uniformément convexe, Alors tout suite (u,) de E telle que u,
converge faiblement vers u dans E Alors

i
lull p < lim inf {|u, |

BELHOUT K. Probleme de valeurs propres pour le Laplacien fractionnaire
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1.4 Introduction au Laplacien et p-Laplacien fractionnaire

Définition 1.4. Soit s €]0, 1[ et p € [1, +00[, alors on définit le p-Laplacien
fractionnaire par :

[u(z) = uly)">(u(z) — uly)) ,

—A) u(x) =2lim
( )p @) €20 Jig—y|>e Y Y
_ p—2 _
Covp [ M)~y
n |z — y|rtep

Remarque 1.1. 1. sip = 2, on obtient 'opérateur Laplacien fractionnaire linéaire défini par

(—=A) u(z) = 2C(n, 5) / . %@

avec une constante de normalisation ¢ = ¢(n, s)
La proposition suivante donne la relation entre —A,, et —AJ
Proposition 1.5. (—A)) — (—A), quand s — 1. oit la convergence est dans I'espace dual de W™ (€0).
Proposition 1.6. Soit s €]|0,1[ et p €|1, +o0[ Alors :
(=) Wi (B) = (W5 ("))
est bien défini, et de plus :

1. Yu,v € WJP(R™) nous avons :

p 2 — —
) / / y)IP~2 (u(x) — u(y))(v(z) v(y))dxdy
. . |x_y|n+5’p
2. Yu,v € WP (R") :
((=A)u,v) < ||U||p o llvllys
et par suite : H(— )pUHW_S,p/ < ||u||€[;0p

Preuve

1. Comme u € Wy*(R") alors I'intégrale dans la définition de (—A)? existe donc :

(8l ule) =2 [ 1) ) ),

p |l‘ _ y|n+sp

alors Yu,v € Wy (R") nous avons :(on utilise fubini)

(=) =2 [ [ D) =0 s
// e _U|If Tfﬁ(f) ~UD )y (1.1)

BELHOUT K. Probleme de valeurs propres pour le Laplacien fractionnaire
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d’autre partona:

(z)—u p2 T)—u u(x)—u( p2 T v(x)—v
Jon fr P2 ) ul) 1 11 fRnfRn'( DI~ ) () @)@ g

o=y oy
P A OSSR
dans le second intégrale nous changeons le role entre x et y
fu fp M ) 0 oy, 2<u<x>—+u( D) g

yn sp |$_ |n sp

(x) P2 (u(z) —u(
f]Rn fR" |z y\”‘("sg ) (x)daf;dy
et par suite :

u(r)—u —2(u(z)—u u(xr)—u —2(u(z)—u v(x y
2 A A o e T RS e Y A A 1o (oS N CICO RS

R oyl
et d’apres (1.1I) nous avons :
)P~ 2 — —
(o= [ [ M) )= ),
"SR |z —y|rter

2. Yu,v € Wi*(R™) nous avons par 1'inégalité de Holder

u;t—u pzuac—u v(x)—v
(D), 0) = [y [y OGP0 —u) )=o) g1 g,

lz—y[tep

< fRn fRn (=) \pll(v(x) v(y)) —dxdy

|("+5P)( ‘ |(n+SP)( )

u(x)—u p (z)—u
(fR" fRn ||LB )y‘ners)?J dmdiu) (fRn fR” |l’ y‘ngrziJ dl’dy)
—1
= [luller [0l
0 0

Proposition 1.7. Soit s €]0, 1[, p €]1, +oo| et soit Q2 un ouvert borné de R™.
WiP(Q) = {u € WP(R") tel que : u=0 sur R"/Q} alors:

(=A), : We™(Q) = (W5 ()

est strictement monotone, c’est-a-dire
pour tout u,v € Wy () avec u # v

((=A)u— (—A)yv,u—v) >0

Preuve
D’abord nous avons Vu,v € WP (Q)

<(—A)§u - (—A)p > = < u, U — v> — <(—A)§’u7u — v>
— < Su u> + < A)ZU,@I — <(—A);u,v> 1< )av u>
> [lu ||p s+ [0llypee = [ullyes [0llyer = 0] ||U||wsp
= (Hqu HUHP o) (lllyer = [0llyer)

BELHOUT K. Probleme de valeurs propres pour le Laplacien fractionnaire
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soit u # v € Wi*(Q2) montrons que :

<(—A);u — (=A)v,u —v) >0
nous avons :
(=A)pu = (=A)yv,u—v) > (ullfs = ol (ullyer = [vllyen)

p

supposons que : ((—A)iu — (=A)sv,u —v) = 0, alors :

(=A)pu = (=A)yv,u =) = (fullfysr — ”U”WW’)(HUHW“’ — l[vllyz») =0
et par suit :[ullyys» = [[v]lyy:» et de plus puisque ((—A)3u, v) < ||u||p o [[V]lyy;20) alors :
lullfy [Vl = ((=A)uv) et folliyan lullyer = ((—A)50, w)

cela implique u = v ce qui contradiction avec u # v.
Proposition 1.8. Soit s €]0,1[ et p €]1,+oo[, Alors :
(=4); - W (R") — (W (R"))
est continue i.e :(—A); € C(WgP(R™), (WgP(R™))')
Preuve

Soit u, — u dans W"(R") montrons que (—A)%u, — (—A)u dans (W;"(R"))’, en effet nous
avons d’aprés la proposition précedent :

-1
[(=A)5un = (=A)5ull . < llun = ullfe
alors il suffit de montrer que : ||u,, — qu =» — 0:nous avons :u, — u dans W, (R™ alors u,, — u
dans LP(R™) donc pour une sous suite nous avons :3g € LP(R") telle que :

un(z) = u(x) pp et |un| < g(x)

et d’apres théoréme de convergence dominée nous obtient le résultat souhaité .

BELHOUT K. Probleme de valeurs propres pour le Laplacien fractionnaire



CHAPITRE 2

PROBLEME DE VALEUR PROPRE POUR
LAPLACIEN FRACTIONNAIRE

Nous allons étudier le probleme de valeurs propres suivant.

—A%u= A u sur Q
{ u=0 sur OS2 @1)
ous € (0,1), Q2 un ouvert de R™.
Définition 2.1. On dit que u est une solution faible de 1} siu € Hy(Q) telle que :
[y “y> ‘;:;2 YW drdy = A [, u(z)v(z)de Yo € Hy(Q) (2.2)

Définition 2.2. Soit s € (0, 1) , on dit que A est une valeur propre de l'opérateur laplacien
fractionnaire, s’il existe une solution faible v € H(?) , u # 0 du probleme (2.2). la solution
faible u s’appelle fonction propre associé a .

Remarque 2.1. Remarquons que si on remplace v par u € H{(2) dans (2.2) on obtient A comme
le quotient suivant :

fRn fRn dedy
yl
Jo [u(x)|?dz
ce quotient est appelé le quotient de Rayleigh.

A=

2.1 Existence de la premiere valeur propre

Définition 2.3. La premiere valeur propre de 1'opérateur Laplacien fractionnaire notée par A,
est définie par :

(u(z)—u
fRn fRn dedy ) ||U| Hy (9)

A= = in
! uEHQ( )/{0} fQ lu(x)|2dx ue Hg () /{0} ||uHL2

Le résultat d’existence de la premiere valeur propre est donné par le théoréeme suivant.

Théoreme 2.1. Soit s € (0,1),2 est un ouvert borné de R™ , alors le probleme admit une fonction
propre associe a la premiere valeur propre Ay > 0 qui caractérisée comme suit

f d d 2.
uelHns,‘(Q) /n /n . n+25 ray ( 3)

||“||L2<Q)*

11
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Pour montrer ce théoréme on utilise la méthode de minimisation d’une fonctionnelle. On
définit la fonctionnelle suivante :

J:HY(Q) =R
fRn fRn %dwdy
fRn [ul?dzx

U
D’ou \; représente le minimum de J.

Théoreme 2.2. Soit Q un ouvert de R™ , avec n > 2 alors la fonction J : Hj(€2) — R est différentiable
sur H5(2).

Preuve

- Soit u € H$(Q) nous avons : u € L*(Q), alors :

|| Hs() < t00 et |ul| L2 < 4o00.

Alors J(u) est bien définie.
— on montre que J : H{(€2)/ {0} — R est Déffirentiable en u € H{(£2)/ {0} c-a-d

J(u+v)=J(u)+ L,v+o(v) Yve HiQ)

ou L : Hj(2)/ {0} — R est une application linéaire continue.
En effet, Vu € H{(€2) on pose :

) 2
dxdy, K(u) = u|“dx

1. pour I(u)
N
R —
- JRn Rn y

|£E y|n+2s

(u(z)—u +(v(z)—v(
= Jz» fR" = |i/)_2 |£L (5 d:vdy
_ fRn fRn (u(@)—u(y)) > +2(u(@)—u(y)) (v(@)—v(y))+(v(z)—v(y))? dudy

‘93— |n+2.s

_] +2fRn fRn (u(z)— U(y))(v(w) v(y)) drdy + ||v|

oy Hs
= I(u) + L,.v+ o(v)
telle que
() (v(z) — v(y))
L, v—2/n/n ‘x_y‘n+2s dxdy
et
o(v) = [[v][%;
Donc I(u) est différentiable et
v(z) —v(y
(I'(u),v) = L, U—2/n /n |x—)y(|”S“22 ( ))dxdy

BELHOUT K. Probleme de valeurs propres pour le Laplacien fractionnaire
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2. Pour K (u).
Nous avons :
Ku+v) = [glut+vf’de = K(u)+2 <u,v>L2(Q) + ||U||%2(Q)
K(u) + Ly.v + o(v)

telle que

Lyv =2(u,v) 20

et

o(v) = HUH2L2(9)
car [|v||z2(0) < Cllv]|m5(), donc |[v][7zq) < Clloll7 o) = o(v)
Donc K (u) est différentiable et

(K'(u),v) = L,v = 2/ uvdx
Q
3. Pour J(u),
— 1w
onaJ(u) = oL
d’autre part on a

K(u) = K(u) (1 + ?U) (u,v) + o(v))
on pose
2
X = K (a) (u,v) + o(v)
donc

K(u)=K(u)(1+X)

avec X — 0 quand v — 0 donc o(X) = o(v)

d'ou 1 1 1
Kuto) K@+ x KX TeE)
= K?u) — K(QU)Q (u,v) + o(v)
done
Tt v) = () + 2 (u,0) ooy +0(v)) % (Kiu) - K<2u)2 (u, v) + o(v))
Iw) 2 21(u)

=K TR W me T K2

Donc J(u) est differentiable en u et

2 I(u
Lyv= K (u) (<U7U>H5(Q) T K@) (u, U>L2(Q)) :

Remarque 2.2. Tout point critique de J est une solutions faible de (2.1),i.e : toute point critique
u de J nous avons (J'(u),v) = 0 Vv € H3(Q2) et par suite :

/ ) / ) ) _|u WD) = V) gy — / w(w)o()da

x—y| Q

BELHOUT K. Probleme de valeurs propres pour le Laplacien fractionnaire
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Preuve du Théoreme 2.1]

D’abord on montre que
| u())’

||“||L2(Q)—
e 2
UlHg @) : 2
= —_— inf w||5rs 24
ueHS(Q)/{O} ||uH T ueHy (@) ] ||H0(Q) 24)
"U‘HLZ(Q):I
car {u € H5(Q), ||ul|2) = 1} C {ue Hy(2)/{0}}.
pour u € Hj(12),
on pose
u
v= € Hy( Q) [lolliae = 1
lull2@) ~ ° @
alors
u(z) —u(y) = [|ul 2@ (v(z) —v(y))
donc
w@wxv 2
fR" fR” lo—g|" T ray / / )2d p
———5 - — ax .
Jo [u(2)?da w Jrn y|ree 4
dou L3,
HE(Q) . 9
— 0 = sy f .
||u||L2(Q) ||U| H§(Q) = uelHng’(Q) ||’LL| HE(Q)
||u||L2(Q):1
ce qui implique
in % inf ||ull2 (2.5)
weH3 (@40} [[ullF2) —  wemge H3 () '
‘U‘HLQ(Q):l
de (2.4) et (2.5) on obtient :
\ nt [lul s @) b [ul
= —_— = 11n u s
! ueHE () /{0} Hu||L2(Q) uEHS(Q) H5 ()
|“||L2(sz):1

Pour montrer le théoréme on utiliser la méthode direct de minimisation.
pour u € H(2),

B i [Jul[? HE ()
weHg (2)/{0} ||ul[3,
D’apres I'inégalité de Poincaré

30> 0 ¢ [Jullfa) < Cllullz

HE(Q)

Par conséquent \; > £ > 0.
Soit {un},, .y est une suite minimisante , telle que :

BELHOUT K. Probleme de valeurs propres pour le Laplacien fractionnaire
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|lun %
Vn>0,3u, A\ < IIH#(Q) < )\1+%.alors
Unllp2(q)
2
Hun| Hs(Q
20( ) )\1.
HUTLHB(Q)

c’est-a-dire

||Un($)||%2(sz) =1 et [|ul %{g(ﬂ) — A
alors {u, }, .y est borné dans H((2), donc il existe un sous suite {u,}, et u € Hj((2) telle que :
up, — u faiblement dans Hg(Q2)

par le lemme[I.3)on obtient

2 . . 2 o
lullzg @) < Hminf [|un||50) = A
alors |[ul[3sq) = M
d’otu
2 : 2
s - f s
[l HE(Q) veHglgz)/{o} I HE(Q)

donc u est un point minimum.

posons
[ @) )2,
](’LL) - /n /n ‘x_yln—&-Qs d dy’

K(w) = | Juta) e

et nous difinissons le quotient J : H3(Q2)/ {0} — R" par

alors
)\1 = inf J(U)

uEHE (9)
[Ju] ‘LZ(Q):l

Ainsi Ju € H§(2)/ {0} et J(u) = A;. et on a la fonction | est differentiable d’apres le théoreme
2.2let on a

: _ 2 : I(w) [
) 0) = gers (4@ = 105 (7)) )
Comme u est un point minimum de ] donc J'(u) = 0, et par conséquent

(10,0} = 2% (00, 0) = (K (). o)

alors u est une solution faible de (2.2)

BELHOUT K. Probleme de valeurs propres pour le Laplacien fractionnaire
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2.2 Propriété de la premiére fonction propre

2.2.1 Positivité de la premiere fonction propre

Proposition 2.1. Soit s €0, 1] et n > 2s, alors il existe une fonction non négative e, € Hj(2),qui est
une fonction propre associé a \y, est le minimum dans . c’est-a-dire ||e||r2) = 1 et

(&
A = / / 1 ~ MS)) dady (2.6)
Preuve

il suffit de montrer que e, est de signe constante

D’abord, on montre que

si e est une fonction propre associe a A, ,alors e et |e| est le minimum dans 2.3); c’est-a-dire
e>0oue <0.

d’apres les formules (2.2) et (2.6 . , on obtient :

2
e
/ / . n+2s d dy_ )\ = /n /n 1 _ n+25)) dIdy

et d’apres l'inégalité triangulaire , Vz,y € R”
le(@)] = le()l] < le(z) —e(y)]

mais,siz € {e >0} ety € {e <0},ona

lle(x)] = le()I] = le(

€
<

z) + e(y)| = maz {e(x) + e(y), —e(z) —e(y)}
e(r) —e(y) = le(z) — e(y)]

alors nous avons

|—|
/n /n n+25 N " o n+2$ d dy’

et
/n/n n+2s dd</n/n _n+2sddy>
st |{e>0}\7é0 et |{e<0}]7£0
comme e est le minimum alors : \; = HeHHS(Q) < H\e[HHg(Q) ce qui implique
el Ly = llellmscay = ety i 1{e > 0} =0 ou [{e <0} =0

Alors e, est de signe constante .

BELHOUT K. Probleme de valeurs propres pour le Laplacien fractionnaire
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2.2.2 Simplicité

Nous montrons dans cette section que la fonction propre associée a la premiére valeur
propre est unique a une constante multiplicative prés.

Théoreme 2.3. la premiere valeur propre A\, est simple, c’est-a-dire si u € H(S2) est une solution faible
de alors u = Cey, avec C € R;

Preuve
On suppose que f; € Hj(£2) non nul ,une autre fonction propre associe a A, , avec f; # e; , alors
nous avons f; > 0 ou f; < 0. considérons le cas

fi = 0.
on pose
fi= / et gi=e1—fi
fill2 @)
on montre que
91=0

on montrer par 1’absurde , on supposant que

g1 # 0.

ona g, = e; — fi, alors g, est une fonction propre associé a A;,alors nous avons g; > 0 ou ¢g; < 0.
ce que implique e; > f; ou e; < f1, et on suppose que e; non négative ,donc

e%fo ou efﬁff.

d’autre part ,on a
| (6@) = Fr@)) do = el ooy = il =1 = 1= .

alors ¢? — f2 = 0donce; = fi,
d'ou g =0 c'est une contradiction.

donc, on obtient f; est proportionnelle a e;

2.3 Existence d'une suite de valeurs propres

Dans cette section nous montrons qu’ils existe une suite de valeurs propres positive qui
tend vers l'infini pour 1'opérateur Laplacien fractionnaire.

Lemme 2.1. (Orthogonalité) Soient \, \ deux valeur propre différents de probleme , avec des
fonctions propres e et € € Hj(2) ,respectivement, alors

(e,é)Hg(Q) =0= / e(z)ée(x)dx

Q

BELHOUT K. Probleme de valeurs propres pour le Laplacien fractionnaire
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Preuve
poure #0Oetée #0
posons f = T f= Tl 2 AU sont des fonctions propres aussi, dans (2,2) on remplace u

par f et on remplace v par f, on obtient

/f dx—/n/n ;Tfffs)_f(y)dmy

=3 [ f@) i@y
alors
) [ f@) s -
avec A # X donc
/Q F(@)F(x)da =
d’ou _ ~
Y LCES RS P
n Jien — gy

Théoreme 2.4. L'ensemble des valeurs propres du probleme ([2.7) consiste en une suite { A}, avec :
O<)\1<)\2§§)\k§)\k+1§

et
A — +00  quand k — +oo

de plus, pour tout k € N, les valeurs propres sont caractérisées comme suit

Ag+1 = min / / n+28> dxdy (2.7)
UEPE 41 R™ n
|“HL2(Q)*
ou
Py = {u € Hj(Q) tqg (u, €j>H8(Q) =0 Vj=1, ...,k};
Preuve

On définie )\, comme dans (2.7)) existe, de plus, py+1 C pr € H{,ona:
0<)\1§)\2§§)\k§>\k+1§

on montre que,
A1 # Ao

on pose e; € p, aussi une fonction propre associé a A\; donc , d’apres le théoréeme de simplicité
ea =ce;,avecc € Retc#0,etey # 0, puisque e; € p, alors

0= <617€2>H5(Q) = C||€1||?{g(9)

ce que implique e; = 0. C’est une contradiction
donc

A # Do
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— pour tout ¢ € piyi,0na

/ / (ers1(2) = exr1(y) (p(x) — ¢(y))

|z — g+

drdy = >\k+1/€k+1(x)¢($)dl’
Q

on montre que e, est une fonction propre associé a A\, ,pour tout p € H(€2).
c’est-a-dire on montrer que la formulation faible est valable pour tout ¢ € Hj({2) non
seulement dans pj 1

on montrer par récurrence

on supposant que vrai pour 1, ..., k et on montrer pour k + 1

on utiliser la décomposition en somme directe.

H{ = span{ey, ....ex} @ (span {ey, ....ex})" = span{ei, ....ex} ® pri1

donc , pour tout ¢ € H{(2), nous écrivons ¢ = ¢1 + @9, avec vy € pj4q et

k
Y1 = E Ci€;
=1
pour cy, ...c;; € R.alors la formulation faible avec pune fonction test, nous avons,

/n / (ex+1(7) — ers1(y)) ((x) — ()

ddy — N / i (@) () da

|z — y[t2 a
_ / / (exs1() — 6r;1_(yg3|)7f£1(w) =21 gy — Ak+1/gek+1(x)<,ol(:c)dx
-3 [ [ L= =D gy ey [ aa@eonts]

=1
d’autre part, pour i = 1, ..., k nous avons

/ / (err1(®) — ex1(y))(ei(x) — ei(y))dfﬂdy _ )\i/ (e

‘I _ y‘n+2s Q

d’apres le lemme 2.1 on obtient

/ / o _ekﬂ(yw)ﬁiil(” “iriy =0 / exi(w)es(w)da,

Q

d’ou

/n / (k@) = eknn@)0@) = W) § 0 Aot / €1 () o(x)dr = 0

|l — y[nt2s Q

alors ey est une fonction propre associé a A\, .

— pour h,k € N, k # h, alors

(erenhye =0 = [ alwena)ds,

Q
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Soit k£ > h,donc k — 1 > h, alors
ex € pr = (span{ey, ..., e — 1})" C (span {es})"
cela implique
(e, €h>Hg(Q) =0

mais e, est une fonction propre donc , en utilisant I'équation (2,2) pour e, avec fonction
test ¢ = ey, on obtient

/ / (er(r) — ex(y))(en(x) — en(y))

|z —y|+e

dxdy = >\k/ ex(z)ep(z)dz,
Q

d’ou

<€k7eh>H8(Q) =0= / ek(x)eh(x>dxv
Q

— on montre que
Agr1 — +00 quand k — +o0.

on suppose que A\, — ¢, tq ¢ € R. alors \; est borné dans R, puisque ||ek||§18 (@ = A, alors
d’apres le théoréme d’injection compact il existe une sous suite e, tq:

er, — € dans L*(Q)
comme k; — +o0 ,ete € L?(1). en particulier,
e, est une suite de Cauchy dans L*(Q)
d’autre part on a ey, et e, sont orthogonal dans L?(2), alors
llex, — 6ki||%2(9) = ||€kj||%2(sz) + H6k¢||%2(n) =2

c’est une contradiction

Maintenant, nous montrons que la suite des valeurs propres constructeur en (2.7)
c-a-d toute valeur propre du probleme (2,2) écrite sous la forme (2.7) .
On montrer par I'absurde ,supposons qu’il existe une valeur propre A telle que :

A g—f {)‘k}keN

Soit e € H{(€2) est une fonction propre associé a A, alors ||e||;2(q) = 1.

doncona: (e(@) ()
e(r) —e(y B

comme \; est le minimum, on a

A= |le]

%{g(ﬂ) > |les] %13(9) =X\
ona\ ¢ {A\;},cy et Ay = 400, implique qu’il existe k& € N telle que

A <AL )\k+1'
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alors
€ ¢ Pk+1-

si e € piy1, on déduire que A = ||e] %IS(Q) > Ayt
alors contradiction , donc e ¢ piiq. ce que implique il existe i € {1,....k} telle que
(e, €) () 7 0. ¢’est une contradiction , et donc la preuve de A ¢ { A}y est faux , alors

toute les valeurs propres appartiennent a la suite {\;}, -

Remarque 2.3. Pour tout k£ € N, il existe une fonction e;1; € pj41, qui est une fonction propre
associé a A1, réaliser le minimum en (2.7), c’est-a-dire ||ej41|12(0) = 1 et

(erqr(w) — €k+1<y))2
Akt1 = /n /n |z — y|nt2s dxdy

Théoréme 2.5. la suite {e;.}, . de fonction propre correspondant a {\} est une base orthonormale de
L*(Q) et une base orthogonale de H§(S2);

Preuve
D’abord on montre que {e},y est une base de H{(£2)
on montre que
stv € H5(Q) telle que (v, €k)ps() = 0 pour tout k € N

alors v=0

On démontrer par 'absurde , on suppose qu’il existe non trivial v € H(£2) satisfait :
(v, ek)Hg(Q) =0 pour tout k € N
alors, on peut supposer |[v|[;2) = 1 etona Ay — +0osi k — +oo donc il existe k € N telle

que
2 u(y))®
1Ml @) < Awer = min / . / ) n+zs dzdy

|uHL2(Q)_1

donc, v ¢ pi41 etil existe j € N telle que (v, ¢;) H©) # 0 ce qui contradiction, alors {e}, . est
une base de H(12).

Théoréme 2.6. chaque valeur propre A\, a une multiplicité finie, plus précisément, si \, est telle que
A1 < Ak = oo = Ao < Akght
pour h € Ny, alors I'ensemble de toutes les fonctions propres correspondant a Ay, corresponds a

span {eg, ..., Cxyn} -

Preuve
Soit h € Ny telle que A1 < A = ... = Mo < Mpngq est vrai
on a : chaque élément de span {eg, ..., ex1n} est une fonction propre de probleme (2,2) corres-
pondanta A\, = ... = Ay

Donc montrer que tout fonction propre 1) # 0 correspondant a A, appartient a span {ex, ..., €541 }-
on écrite

HE = span {eg, ..., exin} @ (span{ex, ..., erin})" .
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et donc ¢ = i1 + 1)y, avec

Yy € span {eg, ..., exsn} et Wy € (span{ey, ..., epin}) "

en particulier,

<¢1, ¢2>H8(9) =0.

puisque v est une fonction propre correspondant a ), , alors ¢ vérifie la formulation faible et
on pose la fonction teste 1/, on obtient

x| ))2d d
k ¢||L2(Q) g ray

= |[¢] ?{g(m = |[th1] %{3(9) + [ ¥allirs 0
donc

Mel 91172 () = [l¢1] qug(sz) + [[ 42 qug(sz)- (2.8)
de plus, on a ey, ..., ex4p, sont fonctions propres correspondant a A\, = ... = A\y4p, et donc

WYy est ausst un fonction propre correspondant a Ay

alors 1), vérifie la formulation faible et on pose la fonction teste ), , on obtient

[ ot = [ [ Q)00 )

= <¢1, w2>H3(Q) =0

alors
/Q%(Jf)wz(ﬂ‘?)dﬂl? =0
donc
11720y = 11 + 2l 2 i) = [1¥1]172() + |[92l[72(0 (2.9)
on écrite
k+h

= E Ci€;
i=k

avec ¢; € R. d’apres l'orthogonalité de H(Q2) et L*(2) , on obtient

k+h k+h k+h

HE(Q) = 202“62 HE(Q) ZC?)V = M ZCZQ = )\k||¢1||%2(9)- (2.10)
i=k i=k

on a ¢ est une fonction propre correspondant a \; , et ¢; est aussi une fonction propre corres-
pondant a )\,
Alors on déduire que 1, est aussi un fonction propre correspondant a A\, alors d’apres le lemme
, on obtient

|7

<¢2761>H5(9) = ... = (o, ek—1>Hg(Q) = 0.
donc
Yy € (span {e1, ---,€k+h})L = Pk+h+1-
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On montre que

Il
o

(e

on suppose que , 12 # 0. alors

i fn A

Ak < Akphre1 = min

UEPK 4 h+1 fﬂ |U |2dl‘

_ S (2@ —ba W g, (2.11)

- Jo lth2(2)|?dz

_ Hd’QH?{S(Q)

Alors d’apres (2.8) ,2.9) , (2.10) et (2.11),0n obtient
Ml ay = 1911 sy + 12l

> Ml By + Aullel Bage
= el [Pl[72(q)-

c’est une contradiction , alors ¥ = 0
d’ou
=1y € span{ek, ..., €xin} -
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CHAPITRE 3

PROBLEME DE VALEUR PROPRE POUR
P-LAPLACIEN FRACTIONNAIRE

Nous allons étudier le probleme de valeurs propres suivant.

(=A)su = Mul|Pu dans Q
{ u=>0 sur Of) (3.1)
ous € (0,1) ,p>1, Qunouvert de R".
Définition 3.1. On dit que u est une solution faible de (3.1) si u € W;"(Q) telle que :
P2 (u(z)—u v(z)—v — s
Jin Jo AP ZMOD = dirdy = A [, |ulPuvda Vo € WiP(Q) (3.2)

Définition 3.2. Soit s € (0,1) et p > 1, on dit que A est une valeur propre de 1'opérateur p-
Laplacien fractionnaire,s’il existe une fonction v € W’ () , u # 0 du probleme (3.2).
la solution faible u s’appelle fonction propre associé a A.

Remarque 3.1. Remarquons que si on remplace v par ©v € W;*(Q2) dans on obtient \
comme le quotient suivant :
p
o S P2

\ = |z—
Jo lu(z)|Pdx

ce quotient est appelé le quotient de Rayleigh.

3.1 Existence de la premiere valeur propre

Définition 3.3. La premiére valeur propre de I'opérateur p-Laplacien fractionnaire notée par A,
est définie par :

Jen fRn o~ n+sp ~dady . Hqung(Q)
in = in T
ueWS P (22)/{0} Jo lu(z) [Pda ueWS’p(Q)/{O} HuHLP(Q)

)\1:

Le résultat d’existence de la premiere valeur propre est donne par le théoreme suivant.

Théoreme 3.1. Soit s € (0,1) et p > 1,82 est un ouvert borne de R" , Alors le probleme admit une
fonction propre associé a la premiere valeur propre \; qui caractérisée comme suit,

inf / / [u(z Mp Julz) = u) ;g (33)
uEWsP(Q n n —

HUHLP(Q) 1

24
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Pour montrer ce théoréme, on utilise le résultat suivant :

Théoreme 3.2. Soit 2 un ouvert de R"™ , avec n > 2 pour p €]1,+oo[ nous définissons la fonction

G : WP (Q) — R par
)P
ur—r — /n/n |a:— |n+sp —————dxdy

alors G est différentiable sur W;"" (Q) et

= [ L) = ) ) = o) o

o — gl

Preuve
On montre que G est Gatteux différentiable c’est-a-dire

Vu,v € WyP(Q) lim Gluttv) = Gu) = <G/ (u), v> :

t—0 t

considérons l'application n — p%, n € R™ p > 1 est différentiable, sa différentiable est

donné par Ixm‘yW’ Vn e R"
d’ou

Vi€ € R" Llim (\U+ﬁP [n]? :>:|m%%f

pisot \Jo =yt Jo—y[ror ) ~ Ja =y

par conséquent Vu,v € W;"(Q)

1
190, — [(u(@)—u@)+tvE@)—v@)I?  |u(@)—u@)?
e oyl Fop L) (3.4)
_ Ju(@)—u(y) P2 (u(z) —u(y)) (v(z) —v(y))
eyl 7
d’autre part ¢ € R, (1) = 2 ) est différentiable et
autre part, on pose pour 7, , = 1, ¥ est différentiable e

I+ &P (n + t€)E
|x — y[ntep

W) =

on applique le théoreme des accroissement finis
Jd0 entre O et t (0 < |0| < [t]) telle que :

d’ou

jz —ylrror o =yt |z —y[rrer

11 ( IR R 4 >: In -+ 0" 2(n + 6€)¢

par conséquent

2=y =y or

( |(u () —u(y)+0(v (@) —v()P~> ((u(@) —u(y)) +0(v(z) —v(¥)) (v(z) —v(y)) )

[y

11 <Ku@»fu@»+fw¢w7v@»w__ m@»fu@np)
pt
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on obtient

1 (|(U(:v)*U(y))H(v(w)*v(y))Ip _ u@)—u@)®
t

|z—y[nFep lz—y|"tep

(u(z) — u(y)) + 0(v(x) — v(y)P~Ho(x) —v(y)]
C (I(u(z) = u@) P~ (v(x) = v(y)) + v(z) —v(y)I")

ona |u(z) —u(y)P~t € L” et |v(z) —v(y)| € LP
D’apres I'inégalité de Holder on a |u(x) — u(y) [P~ Hu(z) — v(y)| € LY(Q)
d’ou

h = ule) = u()l o) = ()] + o) — o) € 219)
o ‘1cw@wwmm+awm—wwW)|mm—u@W)

supposons que [t| < 1, d’ol1

INIA ==

< CheLY(Q) (3.5)

t
D’apres (3.4) et (3.5) et D’apres le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue, on obtient

o =y o=y

17: ) +tw(@)—v)P _ |u(z)—u
E%E;% fRn fRn t ( |:C gln-&-sp . ‘x y|n+9p )dxdy
u(x)—u P —u v(x
— fo e P l) ) g g,
Enfin G est Gatteux différentiable et
p 2 _ _
Y= [ [ Q) ) o) o),
n n |f[,' —_ y|n+5p

D’apres la proposition G’ est continue. D’ot1 G est différentiable.

Théoreme 3.3. Soit Q2 un ouvert de R" , avec n > 2 pour p €|1,+o0[ nous définissons la fonction
H:W5P(Q) — R par

u—> ! / |u(z)|Pdx
P Ja
alors H est différentiable sur W () et

(H'(u),v) :/Q|u|p_2uvdx

Preuve
on montre que H est Gatteux différentiable c’est-a-dire

Vu,v € WiP(Q) lim H(u+tv) = H(u)

t—0 t

= (H'(u),v).

considérons l'application x — Zl]|x\7’ ;v € R" p > 1 est différentiable, sa différentiable est donné
par |z|P~2x, Vo € R"
d’ou

n L. x+tylP — |z? _
Vr,y € R ]—)HO(’ lt | ’):|x|p 2.y

par conséquent Vu,v € W’ (Q)

llim (|U<x) + t’U($)|p - |U($)|p) _ |u(x)|p_2u(x)v(x) (3.6)

t
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d’autre part, on pose pour z,y € R”, p(t) = §|:c + ty|?, ¢ est différentiable et

¢ (t) = |z +tylP?(x + ty)y

on applique le théoreme des accroissement finis
dentreOett (0 < |0 < [t]) telle que :

d’ou

| =

(!x+ty|” — [zl

R Y

par conséquent

| —

<|U+tv|p— jul”

; ) = |u+ OvP~2(u + Ov)v

p
supposons que [t| < 1,d’ou [f| < 1, et d’apres le lemme[I.1]on obtient

1| JuttolP—|ul?
D t

< |u+ GvP~t|v|

< C(luf~Hol + [vf?)

ona |ulP~' € L¥ et |v| € L? D’apres I'inégalité de Holder on a |u[P~!|v| € L}(Q)
d’ot

h = |ulP~ o] + |v]P € L}(2) donc

|u(x) + to(@)|P — u(x)”

t

< Che LYQ) (3.7)

D’aprés (3.6) et (3.7) et D’aprés le théoreme de la convergence dominée de lebesgue, on obtient

L im /‘ z) + ”p_’“( da:—/]u ) [P-2u(e)o () dz,

p t—=0
v) :/|u|p_2uvdx
Q

Il facile de montrer la continuité de H. D’ou H est différentiable.

Preuve du Théoréme 3.1]
i / / Ju@@) = u@)” | 4
111 .
uEWS P(q) n " n+5p y

Enfin H est Gatteux différentiable et

D’abord on montrer que

HUHLP(Q) 1
e lull?
u 5,p
M= nf 8 < inf [l g, (3.8)
wews P @0} |[ullfpg)y T wewgre 0
[lullLp(@)=1

BELHOUT K. Probleme de valeurs propres pour le Laplacien fractionnaire



3.1. EXISTENCE DE LA PREMIERE VALEUR PROPRE 28

car {u € W5 (Q), ||ul| o) = 1} C {u € W5P(Q)/{0}}.
pour u € W5P(2),

on pose
u S
v = € WyP(Q), [|v|[Lr) = 1
[ul|ze(e)

alors

u(r) — u(y) = [|ul|Lr(e)(v(z) — v(y))
done [[ull}p (v(z)=v(y))?

fR" fR” L\Z yyﬂrsp dzdy / / y))P (v(z) —v)",
xdy.
fQ |U |pd$ n " n+sp Y
o lull
el wse () p . ,
TPy~ Plhgra = 1oL el
[lullLp()=1
ce qui implique
weW P (©)/{0} Hu||LP(Q T wewiP@) WP (Q) .
[lullLp(o)=1
de (3.8) et (3.9) on obtient :
[z
A\ = inf Wot(©@) inf HUHIV)Vs,p o
’U,GVV‘S P(Q /{0} ||u||Lp(Q) ?LEWOS’p(Q) 0 ( )
[|ullLp@y=1

Pour montrer le théoréme on utiliser la méthode direct de minimisation.
pour u € W;*(£2)
|l |€VDS’17(Q)

Al = 11 P
ueWs? () /{0} ||u||LP(Q)

D’apres I'inégalité de Poincaré
EIC>OH”HLP(Q)<C||UHPSP ()

Par conséquent A\, > £ > 0.
Soit {uy}, .y est une suite minimisante , telle que :

P
HUTLI‘W{)SvP(Q)

Yn >0, Ju, A < < A + L.alors

Hu’ﬂHLP(Q)

] e
CWeT®)

a7 ()
|t (2 )||Lp(Q =1 et ||un|ylv’vg,pm) — N\

alors {uy}, .y est borné dans W " (Q2), donc il existe un sous suite {u,}, . et u € W5"(Q) telle
que :
u, — u faiblement dans WP (Q)
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par le lemme [I.3)on obtient

[P < liyllgiorgf HunH%/OS,p( =\

0 (@) Q)

d’ot
posons

s = )\; alors le minimum existe.
WO sP (Q) 1

|u(x
/n /n n+sp d d
/|u )|Pd,

et nous définissons le quotient F' : Wi*(2)/ {0} — R" par

alors
A= inf  F(u)
uewy P (Q)
[lull p2)=1
Ainsi Ju € WiP(Q)/{0} et F(u) = A;.les fonctions G et H sont différentiable alors il en de
méme pour F et

(F'(u),v) = Kiu) (H(u) (G'(u),v) = G(u) (H'(u),v)) .

Comme u est un point minimum de F donc F”(u) = 0, et par conséquent

H(u) (G'(u),v) — G(u) (H'(u),v) = 0.

ce qui implique
(G (), v) = 25 (H' (u), v) = A1 (H'(u),v)-

alors u est une solution faible de (3.2)

3.2 Régularité de la fonction propre

On montre dans cette partie le résultat suivant :
Théoreme 3.4. Soit s € (0,1), p > 1 et u € Wy () est une solution de (3.1),Alors u € L>*(R™).

Lemme 3.1. Soit (a,) une suite réel telle que a, > 0, a1 < C"alt™, «a > 0alors

lim a, =0 si ag est assez petit
n—oo
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Preuve
on a

agl—l-a)"_l < COx(l—&-a)"*laél-l-a)"

Par multiplication, on obtient
a. < Csna(()1+a)n,

avec S, =(n—1)+n—-2)1+a)+(n—-3)14+a)*+ ..+ (1 +a)*?

alors .
5, = Lo
«
donc n
0, < Cuzg)” aél-{-a)" _ (Ccéa())(lm)
alors

1
a, — 0 s1 CaZag <1

c’est-a-dire )
ag < Caz

Lemme 3.2. si ||[u™||» < dalors ||[ut||p~ <1
pour certain § > 0.

Preuve
— pour tout entier K > 1, on considere la fonction wy, définie comme suit :

wp = (u— (1 —27F)T

tq : wy € WP (Q) et wy = 0 p.p dans Q.
on remarque que les inégalités suivantes

Wia1(x) < wi(z) dans R™. (3.10)

et
u(x) < (28 — Dwg(z) pour € {wiy; > 0}, (3.11)

on vérifier cette inégalité
(28 — Dwy, = (287 — 1) (u— (1 —27%))
Z (2k+1 1) (U - 12 Q(kj—l) U)
u(281 — ( R 2(;“))
= u.
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et on remarque les inclusions
{wi1 > 0} C {wy, > 27V (3.12)

on vérifier cette inclusion
pour x € {wy4; > 0} alors
u(x) > 1 — 27 k+D),

et on a d’apres (3.11)
u(z) < (287 = Dy,
alors
1— 2—(k+l) < (2k+l - 1)wk
ce que implique wy > 1(;,§+_f'i+11)) = 2_(k(;;)+(l2i+1;—1) — o~ (k+1)
donc
wy > 2—(1€—|—1)7
d’ou

T € {wk > 2_(k+1)} .
- si v e WGP (Q), alors
[o(z) = v(y)[P~* (v (2) — 0™ (y)) (v(z) = v(y)) = ¥ () — v ()",

on vérifier cette inégalité
siz e {v>0}ety e {v<0}.

I=o(x) —v(y)l* (v (@) —v" () (v(z) — v(y) > [v* (@) — v (Y,
siz e {v<0}etye {v<0}.

I=o(@) —v(y)l* (v (@) —v" () (v(z) —v(y) = [v* (@) — v WP,
siz e {v>0}ety e {v>0}

I=o(@) —v()l* (v (@) —v" () (v(z) —v(y) = v" (@) — v WP,

alors
l(z) = o(y)[P* (07 (2) = v (y)) (v(@) —v(y)) > o7 (z) —oF (y) P,

pour vt = wyetv=u— (1 -2"*+Y) ona

wesallge = Jan fon 22 2 dady
< fon e MO ) s (01 mr) g
= A [ |u(@) [P ?u(@)wyyq (z)de = A f{wk+1>0} |u(x) [P~ 2u(x) w1 (z)d
< (2R — 1)t f{wk+1>0} wi ()P wy g (x)dr d'aprs(3.11 alors
< A\(2FHL — )Pt f{wk+1>0} w(x)Pdx d'aprs(3.10
< )\(2k+1 _ 1>p_1Uk
avec Uy = [|wpllfs = [r,,50y wr(@)Pdx
|[wpet1] fugvp <A2M = 1P (3.13)
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d’autre part, nous avons par 'inégalité de holder,

Uk+1 = ||wk;+1||1£p = f{wk+1>0} wk-{-l(x)sz,
1 1
o a B8 .
< (f{wk+1>0} wkﬁl(m)dx> (f{wk+1>0} 15dx> . tq:

on choisita: ap =p* = a = %,doncﬁ — Sﬂp_

Q=
+

L
¥

U1 < (/ will(x)dx> [{wi1 > O}Fp
{wi4+1>0}

et d’apres le théoréme d’injection continue de Sobolev (W, < LP"),on obtient :

U1 < ellweri|[en {wen > 0} . (3.14)

etona
[{wir1 > 0} < [{wy > 27D} < 2700y, (3.15)
on vérifier cette inégalité
d’apres (3.12) ,on obtient
‘{warl > O}| < !{wk > 27(k+1)}‘

d’autre part on a

Ur = f{wk+1>0} wy, = f{wk>2—(k+1>} wy, + f{wk<2—(k+1>} wy,
2 f{wk>2—(k+1) Wy,
2 f{wk>2—(k+1> 2~ (h+lp
— 9~ (k+1)p Hwk > 2—(k+1)}‘

cela implique
[{w, > 2-0+DY] < 2+,

c’est le résultat souhaité.

on remplace (3.13) et (3.15) dans (3.14),on obtient :

Uk—i—l S C)\(Qp(kJrl)Uk)lJr%.

d’ou "
kyrlta
Uk+1 S C Uk: "
k 1,1, plk+1)(1+3B)
avec CF = | ck Ax2~ ®»
Alors
lim U, = 0.
k—o0

D’apres le lemme[3.1] si
Hu+”ip(g) =Uy < Caz =P

aveca =2
n
on a

k—o0
Uk = HwkHip(Q) =30
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alors
w230 (3.16)

d’autre partona, si k — oo alors wy, — (v —1)" p.p
et w, <wu't € LP. D’apres le théoréme de convergence dominée.

k—o0

wy — (u—1)" dans LP. (3.17)

D’apres (3.16)et(3.17) et par l'unicité de la limite,
(u—1D)"=0=u<l

donc
ut <1

d’ou

Hu—i—HLOO(Q) <L

donc,on obtient
||U+||Z£p(g) < 0" alors H“JrHLoo(m =L

Preuve (preuve de théoreme

Sisp>mnonaue L>*(R")d"apres l'injection de Sobolev(voir théoreme 1.4).

donc, on suppose que sp < n.

pour démontre le théoreme , il suffit de montrer que la partie positive u* € L*> ,puis on déduire
que u~ € L™ sionpose (—u)t =u".

ona
l[uF o) <1 car ||ullw@) = 1.
d’ou
19wl < 5 <6
d’apres le lemme précédent
12l <1

d’ou 5
||u+||L°° S g < 0

doncut € L™

3.3 Propriété de la premiere fonction propre

3.3.1 Positivité

Nous montrons dans cette section que la fonction propre associée a la premiere valeur
propre est de signe constante .
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Lemme 3.3. Soit s € (0,1),p > 1, soient u,v € W3*(2) telle que u,v # 0, considérons la fonction o,
définie par :

oy(z) = (1 — )P (z) + tuP(2))7 , Yt € [0,1].
Alors

fR” fRn Iat(—x) ‘ﬁw drxdy < 1 _t fR" f]R” lv(x)—ﬁﬁ)z!pdxdy +tf]R” fRn L x)—ﬁiysplpdfd?/a Vi € [0 1]

Preuve
On remarque que

J
I

o = |[(tu, (1= 1)30)

ot ||.||,» la norme dans R?.
Alors, par I'inégalité triangle
€l = Nl < l1& = nlls -

on pose { = (t%u(x) +(1- t)%vp(x)> etn = (t%u(y) + (1 - t)%vp(y)>

on obtient )
\(tup(fw + (1= tpP(x)r — (P (y) + (1 — tpP(y))»
< (t(u(@) — u(y))” + (1 = ) (v(z) — v(y))")7 .
alors 1
oy(x) — ov(y)] < (Hu(x) —uly))? + (1 —t)(v(z) —v(y))")? .
donc

lov(x) — or(y)" < t(u(z) —u(y))” + (1 = t)(v(x) = v(y))”

++Sp, et on intégré sur R" x R", on obtient :

on multiplie l'inégalité par |

fRn fRn M—Zi‘spdxdy p— 1 - t fRn fRn .Z "’H—SP d'rdy + tfRn fRn %dl’dy

$

Théoréme 3.5. Soit s € (0,1),p > 1 et v € WP (Q) est une solution de (3.2), tel que v > 0 dans Q.
Alors
)\ - )\1.

Preuve
Supposons que v € W () est une solution strictement positive de (3.2).
Soit u € Wi*(€2) une solution du probléme minimum

|u(z y)IP
= min ———"dxdy.
W) /n /n n+sp

||u||LP(Q) 1

onpose u, =u+€,v. =v + €et

op(x) = (tuf(z) + (1 = t)v¢(x))

L

,x €, Vtelo,1].
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d’apres le lemme[3.3lon a :

fRn fRn M—Zﬁﬁp?dg;dy fRn fRn %dwdy
(1—1) fR" Jan —nmdxdy +t fon Jrn W—dexdy
fRn fR" |w Zgrys)z! dxdy
<t <fR" fRn m:(f—ﬁwdxdy fRn fRn dedy)

|of(z) — o} |v
// ) nisp dudy s w ddy<t()\ A). (3.18)

pour tout ¢ € [0,1] et e > 0, par la convexité de la fonctlon |:1:|p on a l'inégalité suivant :

alors

2P — |y? > ply[PPy(z — y)

par conséquent

fRn fRn % dzxdy — fR" f]R" Wdl"dy
> p J Jpn M) 1y (3.19)

|z

x (o7 (2) = o7 (y) — (v(z) = v(y)))

pour u,v € WP (Q) la fonction of € W;*(§2), Alors on pose ¢ = of — v, une fonction test, alors
ona

[ = ) =0y )~ ) (0) - )

Y|
=aéw@“wﬁ@wwu»w7

onav(z) —v(y) = v(x) —ve(y) , cela implique

v(z)—v(y)|P~2(v(z)—v € €
S S L) iy (o () — o () — (v() = 0(y))

(3.20)
= A fp o) (05(2) — v(2)) d,

et d’aprés (3.18) et (3.19) et (3.20) on obtient :

p/\/ﬂv(z)p_1 (o5(2) —v(z))dz < t(A — N),

alors .
p/\/Qv(z)p_l(Ut(Z)t—_vwdz < (A1 —A),

on pose f(z) = p)\v(z)pflw
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alors
i pau(ept L= DEC >+Zup<>w>—zmz>
= lim pAo(2)" 1 (Ve(2)? + Hue <>t—ve(z>p>>p—v<z>
(2 + tu (2 = v (2P = EP)
= hmp)\v( ) Huc(2)7 — v, (2)7) (ue(2) (2)P)

N
_ /\v( NG ) ) (ue(2)? — ve(2)?)
=2 (23)" ey v,

d’autre part on a

1
((1=t)0? (2)+tul (2)) P —v(2)
t

()] < pAlo(z)P7

(ve(Z)’”rt(Ue(Z)p—ve(Z)p))% —(v(2)")
t

= pAlv(z)"!]

=

on pose (1) = (ve(2)” + t(ue(2)? — ve(2)?))7 alors

@(t) = L(2(2) = v2(2)) (vel=)? + tlue(2)" = ve(z)7))>
on applique le théoreme des accroissement finis
dentreOett (0 < |0 < [t]) telle que :

B %(“f(z) = 02(2)) (Ue(2)P + O(ue(2) = ve(2)7))r ™!

et par suite

Bl

(o8t —oD)) P~ (o?)

|ft’ SP)\’UP_1| t

< Ao | (w2 — o) (v + 02 — o))
< CMoPH [ul + 0P| o7 +u P par(L.1)
p—1 -
SC’)\(UE luf +vP| ) € L'(Q)

€

D’aprés le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue, on obtient

lny | pm(z)p—lwdz - /Q A (”(z) )p_l (WP (2) — vP(2))

t—0 ve(2)

et par suite

[A( jﬁ%)pl (12— 2(2)) < (\ — A).
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pour e assez petit, alors

lim (U(Z) ) ) (uP(2) +€) — (VP(2) +€)) = AMuP(2) — vP(2))

=0 \ Ue(2)

etona

<|(22)" oy + 7 - (w121 + o
<1><\C' (uP 4 €°) + C(vP + €P)|
§C|up—|—vp—|—2| e L'(Q)

on applique le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue, on obtient

M%KMQYAW%HH—@%Hﬂ>IEW@—W@)

e—0 Ue(z)

alors, on obtient
0< (A1 —A)
d’ou
A<\

puisque \; est plus petit valeur propre, alors
AL <A

donc
A= A\

3.3.2 Simplicité

Théoreme 3.6. Soit s € (0,1) et p > 1. Alors la premiere valeur propre A\, est simple , c’est-a-dire si
u,v deux fonctions propres associées a Ay alors u = aw pour certain c.

Preuve
Soient u, v deux fonctions propre associée a Ay, u,v > 0. On rappelle la définition de la fonction
Oy¢ .

ou(z) = (1 =)o) + ()
Alors, D’apres le lemme 3.3 nous avons

o v )|P u(x
/n/n“ ~ n+5p)|ddy< //' ~ n+8p|dd +t/n/n| n+sp ddy

etona
!v Y Iu
. . n+sp dIL’dy + . . _ n+sp d.fEdy = ( — t))\l + t)\l = )\1
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d’ot1, d’apres la définition de \;, on déduit que

low(x) — oy (y)|P
dxdy = \1.
/n /n ‘x_y‘n+sp y 1

Donc
u(z)o(y) = u(z)o(y)
Donc ) ()
wy) _ wr)
oy o) C

ce qui implique
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@ ans ce mémoire, nous avons étudié la premiere valeur propre de 'opérateur Laplacien fractionnaire
et le p-Laplacien fractionnaire, plus précisément, on étudié les deux problemes suivants

—ASu= A u sur (=Ap)u = MulP~2u sur Q
u=0 sur 0 7| u=0 sur OS2

ou 2 est un ouvert borné de R" et 1 < p < 400 Nous montrons 'existence de la premiére valeur propre
et montrons qu'il est strictement positive et simple .nous montrons aussi que \; est la seul valeur propre
associée a une fonctions propre strictement positive.

Mots-Clés : Espace de Sobolev fractionnaire, Laplacien fractionnaire, Problémes elliptiques linéaires et
non linéaires.

U n this memoir,We studied the first eigenvalue of the fractional laplacian operator and the fractional
p-laplacian more precisely, We studied the two following problems

—Au= A u  sur (=AS)u = Au[P~?u sur Q
u=0 sur 00 7| u=0 sur 02

Where (2 is a open bounded domain of R” and 1 < p < 400 We have shown the existence of the first
eigenvalue and shown that it is strictly positive and simple. We also show that \; is the only eigenvalue
associated with a strictly positive eigenfunction.

Keywords : Fractional space of Sobolev, Fractional Laplacian, Elliptic problem linear and nonlinear.

Crllaal) Gojn Gl iy B pg o3 Caipall (A0 A0 Aall Ay Uad ¢ 5 s3al ol B 1 padla
ity
A*u=)u dans Q —Af,u=k|u|'*2u dans Q
{ u=0 sur JQ { u=>0 sur 0Q
dA<p<wo s RY B psiba gagina gl b Q&
Baagll LGl Aadll a4, of Lyl Ujgdl 5, dsle Lalai A Ll Ui 5 (A6 40030 Aalll 250 U

Lkl dp g 4503 Allay agl jall

Aglad Y g aghd (aBU) aaill £ gil) (ha Jlhens ) (5 eeSl) DY | 6yl il gunn plad 143 ClalS



	Rappels sur les espaces de Sobolev fractionnaires
	Espace de Sobolev fractionnaire
	Définitions et propriétés
	Injection de Sobolev 
	Espace Hs()

	Quelques Inégalités utiles 
	Inégalité de Hôlder
	Inégalité de poincaré

	Quelques résultats de convergence
	Introduction au Laplacien et p-Laplacien fractionnaire 

	Problème de valeur propre pour Laplacien fractionnaire
	Existence de la première valeur propre
	Propriété de la premiére fonction propre
	Positivité de la première fonction propre
	Simplicité

	Existence d'une suite de valeurs propres

	Probléme de valeur propre pour p-Laplacien fractionnaire
	Existence de la première valeur propre
	Régularité de la fonction propre
	Propriété de la première fonction propre
	Positivité
	Simplicité



