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Introduction

Les phénomeénes physiques et mécaniques dépendent entiérement de leur transformation en
problémes mathématiques pour les résoudre, Volterra a été le premier & présenter des équations
intégro- différentielles pour résoudre certains problémes mécaniques en 1900. Freholm, Adil et
Lutoka y ont travaillé et se sont spécialisés dans la résolution de problémes de mécanique, de
biologie, ...etc.

Nous cherchons a trouver une solution approximative aux équations intégro-différentielles des
polynémes Bernstein.

Notre thése se compose de quatre chapitres:

Le premier chapitre aborde des notions sur les équations intégrales, définition et classification
des équations integro-différentielles

Le deuxiéme chapitre nous présentons les théorémes du point fixe qui assureront que
I’équation inégrals et ’équation intégro- différentielle admette une solution unique.

Le troisiéme chapitre est consacré a ’étude les méthodes analytiques de résolution exacte de
I’équation integro-différentielle de Volterra et Fredholm linéaire et non linéaire, avec des exemples

Le quatriéme chapitre Consacré a I’étude des méthodes numériques en utilisant le polyndéme

Bernstein a la solution approximative de ’équation intégro — différentielle, avec exemples.
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Préliminaire
Espace de Banach

Définition 0.0.1 Soit E un espace vectoriel sur R. Un application N : E — R est un norme si

seulement si :
1. Vz € E,N(z) > 0 (positive).
2. Vx € E,N(z) =0 < x =0 (définit).
3. Vo € E,VA € R,N(Az) = |A\| N(x) (homogénéité).
4. Vz,y € E,N(z,y) < N(z) + N(y) (inégalité triangulaire).
(E, N) Une espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace vectoriel normé.

Définition 0.0.2 Un espace métrique X est complet si tout suite de Cauchy dans E est conver-

gente.
Définition 0.0.3 Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet.

1. Tout sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Banach est lui-méme un espace de Banach

pour la norme induite.

2. Espace Hilbert et complet est un espace de Banach.

Espace de

Définition 0.0.4 on note L2()) I’ensemble des fonction de carré intégrable sur Q.(Q = [a b))
Une fonction u définie sur € a valeurs comples est dit de carré intégrable si u est mesurable et

u? € L1(Q), on définie alors la norme sur L2 :

1/2
2
lull 2 = / ]
QO

e l'espace £? est complet, c’est un espace de Hilbert.

e L’application £% % £2 — C:

(u,v) — /u(a:)v(a:)da:
Q
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est un produit scalaire que 'on notera (u,v) p2 .

Espace C'([a, b))

L’espace C'([a, b]) est I’espace des fonctions dérivables jusqu’a 'ordre [ sur[a, b] f : [a,b] — R(ou
C ), sa norme est donnée par

l

I171=>7 max |0 (@)] v € C'(fa,b).

k=0"

La convergence dans C! signifiée la convergence uniformement et de ces dérivées

Cl
fo — f=fo — LY O — f.
CS Ccu

(C'S:converge simple, CU : converge unifrmement.)
Définition 0.0.5 (Fonction holomorphe)

Soint U un ouvert de C et f une fonction de U vers C. f est dérivable au sens complexe en

z € U si:

F) — g LN =)

h—0 h

existe.
Si cette limite existe pour tout point z du U et de plus f’ est définie et continue sur U, alors,

on dit que f est holomorphe sur U. La condition de I'existence de la limite s’écrite aussi

flz+h) = f(z) = f(2) —h+a(h)h|

ou lima(h) = 0.
h—0

Définition 0.0.6 (Fonction analytique) Soit zg € U un ouvert de C et une fonction f, U — C.f

est analytique en zy St

1 Existe un nombre r > 0 tel que le disque |z — zg| < 7 soit continue dans U.

2 Existe une série entiere g apw™ de rayon de convergence p > 1 tel que, pour |z — 29| < 7, et

n=>0
on dit

1) = 32 Do)~ 200"
k=0
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On dit que f est analytique sur U si elle est analytique en tout point de w.
Opé intégral
pérateur intégra

Définition 0.0.7 On appelle opérateur intégral tout opérateur linéaire A défini sur un espace

normé F donné sous la forme:
Ap(z) = /K(x, y)e(y)dy, v € G
G

Ou K (z,y) une fonction continue counnue définit sur un ensemble compact G x G et p(y) est
une fonction inconnue définie sur G.La fonction mesurable K (x,y) est dite noyau de l'opérateur

intégral. (voir [9])

Théoréme 0.0.1 (voir [9])soit G est un ensemble compact et la fonction k : G x G — C est

appélée la noyau de l'opérateur et Ay est un fonction définie par, pour tout r € G

Ap(z) = /Gk(w,y)w(y)dy

et l'opérateur est borné de norme ||A|| définie par

Al = max / k()| dy
rzeG el

Opérateur compact

Définition 0.0.8 Soit A un opérateur linéaire d’un espace normé E dans un espace normé F
on dit que A est un opérateur compact s’il en voie tout ensemble borné dans E d’un ensemble

relativement compact dans F' .

Théoréme 0.0.2 (voir [9])(Arzela-Ascoli) A ensemble G C C(K) est relativement compact . Si

et seulement si elle est bornée et équicontinue dire s’il existe une constante M > 0 telle que:
lp(z)| < M Vx e K,p € G
Plus loin, pour chaque € > 0 , il existe § > 0 telle que:

pourtout ¢ € G,on a : |p(z) — ¢(y)| <e,Va,y € K, |z —y| < 9.



Chapitre 1

Introduction a la théorie des
équations Intégrales et

intégro-différntielles

Dans ce chapitre on présente quelques définitions des équations intégrales avec leurs classifcations
avec une petite introduction théorique comme on s’intéresse aussi a la signifcation d’équation

intégro-différentielles.

1.1 Equation intégrale

Tout équation fonctionelle de la forme

o(x) = f(z) + A / K (2, y)0(y)dy. (1.1.1)
FE

Est appele équation intégral, ot ¢ est I'inconne f est une fonction donnée, A € R(ou C), E est
un ensemble fermé, borné et mesurable, d’un espace euclidien et K le noyau.

L’équation intégral devient
f(z) = ¢(z) - A/K(:Lny)w(y)dy- (1.1.2)
E

Qui est dite un équation intégrale linéaire.
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1.2 Classifications des équations intégrales

Les équations intégrales les plus fréquemment utilisées sont sous les deux principales classes, nomées

équations intégrales de Volterra et équations intégrales de Fredholm.

1.2.1 Equation intégrale de volterra

On appelle équation intégrale de Volterra non linéaire de seconde sepéce une équationde la forme

suivante :
xT

p(a) = @)+ A [ Koy, olo)dy (1.2.1)

a

Avec ¢(z) est un fonction inconnue et K(x,y), f(x) sont des fonctions connues, et A nombre
réele.
Si f(x) = 0 équation s’écrit

x

o(z) = A / k(e v, o)) dy (12.2)

a
elle est dit équation intégral de volterra non linéaire de seconde sepéce homogéne. Si dans le
cas contraire.
Si f(x) # 0 elle est dit équation intégral de volterra non linéaire de seconde sepéce non ho-

mogene

e Une équation intégrale de Volterra linéaire de seconde sepéce une équationde la forme:

T

f(@) + A/k(ﬂc, y)e(y)dy =0 (1.2.3)
a
Avec p(z) est un fonction inconnue et K(z,y), f(x) sont des fonctions connues, et A nomber
réele.
Elle est dit équation intégral de volterra linéaire de seconde sepéce homogéne. Si dans le
cas constraire f(xz) = 0 elle est dit équation intégral de volterra linéaire de seconde sepéce non

homogéne.

e Une équation de la forme:

f2) =\ / k(. y)p(y)dy (1.2.4)
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Ou ¢(x) est un fonction inconnue et K(z,y), f(z) sont des fonctions connues, et A parametre
réel.

Est appellée équation intégral linéaire de volterra de preméire sepéce.

1.2.2 Equation intégral de Fredholm

On appelle équation intégrale de Fredholm non linéaire de seconde sepéce une équationde la forme

suivante :
b

(@) = f(z) + A / k(.. 0(y))dy (1.2.5)

a

Avec ¢(z) est un fonction inconnue et K(z,y), f(x) sont des fonctions connues, et A nomber
réel.
Si f(z) = 0 l’équation s’écrit
b
p(a) = A [ bz . olo))dy (1.2.6)

a

elle est dit équation intégral de Fredholm non linéaire de seconde sepéce homogéne. Si dans le
cas constraire.
Si f(z) # 0 elle est dit équation intégral de volterra non linéaire de seconde sepéce non ho-

mogéne

e Une équation intégrale de Fredholm linéaire de seconde sepéce une équationde la forme:

b
F) + A / k(. y)p(y)dy = 0 (1.2.7)

a
Avec ¢(x) est un fonction inconnue et K (x,y), f(x) sont des fonctions connues, et A paramétre
réel.
Elle est dit équation intégral de Fredholm linéaire de seconde sepéce homogéne. Si dans le
cas constraire f(z) = 0 elle est dit équation intégral de Fredholm linéaire de seconde sepéce non

homogéne.

e Une équation de la forme:
b

F2) = A / k(. y)o(y)dy (1.2.8)

a
Ou ¢(x) est un fonction inconnue et K(z,y), f(z) sont des fonctions connues, et A paramétre

réel. Est appellée équation intégral linéaire de Fredholm de preméire espéce.
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1.3 Equations intégrales singuliéres

Une équation intégrale singuliére est définie comme une intégrale avec les limites infinies ou lorsque

le noyau de l'intégrale devient illimité & un certain point dans l'intervalle.(voir [10])

Exemple 1.3.1 (E’quatz’on d’Abel) On appelle équation intégrale d’Abel linéaire une équation de

la forme :
x

1
f(z) = 0/ e 0<a<

On appelle équation intégrale d’Abel non-linéaire une équation de la forme :
x
u(t) = / o — 4% g(u(t))dt 00 < a < 1
—0oQ

et g :]0,+oo[ — |0, +ool, tel que g(0) =0 et g(x) >0

1.4 Relation entre les équations intégrales et les équations dif-

férentielles ordinaires linéaires

Dans cette section, nous allons présenter la technique qui convertit les équations intégrales de
Volterra du second type en équations différentielles équivalentes. Cela peut étre facilement réalisé
en appliquant la régle Leibniz importante pour différencier une intégrale. Il semble raisonnable de
revoir les grandes lignes de la régle. Il y a une relation fondamentale entre les équations intégrales
de Volterra et les équations différentielles ordinaires.(voire [6])
Soit I’équation différentielle du type:
Y @Y )y = Fla) (1.4.1)

" dxn—1

et les conditions initiales:
y(a) = a0,y (@) = a1, y" " D(a) = an (1.4.2)

L’équation (1.4.1) peut étre réduite & une équation intégrale de Volterra du second éspéce
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Pour arriver & cette équation intégrale, on utilise la transformation

d'y
dz™

= u(x)

d’ou, par intégration par rapport & x de a & x; on obtient

dnfl x
dw”}i :/ u(t)dt + gn—1

et les intégrales successives sont

dn—2y
dn73y 2

et en procédant de la méme maniére, on obtient

[ e e, = i/ “(w— by u(t)de

En retournant a ’équation différentielle (1.4.1), on voit qu’on peut I’écrire comme suit

x —I—/O E(z,t)u(t)dt = f(x) (1.4.3)
Ou )
(x—t)I~
Zaj (7 - 1)
et
f(@) = F(z)~gn-101(2) ~[(2—0)gn 1+ Gn2laz(z) — ..~ (g1 E525 -+ + 01 (1) +q0)an(2).

Exemple 1.4.1 L’équation intégrale linéaire de Volterra

z) =23 — —sin(z w$2_
o) (2) + / (22 — 1)p(t)dt

devient aprés les transformations suivantes

dgo( ) = 327 - %cos(a:) + (2% — x)p(z) + 22 /OI ©(t)dt

dx
9 x
Th) = bt sin(e) + (4 — Do) + (02— ) @) +2 | et
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: 2
%(m) =6+ %cos(a?) + 6¢(z) + (62 — 2)%(@ + (22— x)%(x)
’ 2
%(x) ~ Gele) = (62 - 2)%(56) — (2% - x)%(l’) =6+ %Cos(az)
on pose
y = (@)

1.5 Equations intégro-differentielles

Les équations intégro-différentielles (E.I-D) est une branche importante de mathématique mod-
érne et survient fréquemment dans becaucoup de domaines appliqués, qui incluent mécanique de
I'ingénieur, physiques, chimies, astronomies, biologies, économies, théorie potentielle et électrosta-
tique.

Une (E.I-D) est une équation composée de deux opérations intégrales et différentielles qui
impliquent la fonction inconnue ¢.

Nous intéressons dans ce chapitre aux types les plus simples qui concerne les (E.I-D) unidi-
mentionnelle (la fonction inconnue ¢ depende d’un variable ) .

la forme générale d’une équation intégro-différentielle non linéaire d’ordre n est :
" (z) = F(z,0(z),¢' (@), ... " (2)) + A/Ek(a:,t, o), (1), @™ D))t (15.1)
Avec les conditions initiales :
() = B, (@) = By, 9" V(@) = By

Telle que «, 5,n nomber donner, k le noyau de I’équation intégre-differntielle, E est une en-
semble fermé, borné et mesurable d’un espace euclidien de dimention fini, A paramétre réel.

La forme linéaire d’une (E.I-D) d’ordre n est :

La(p) + A / K (. 1) My()dt = f(2) (15.2)
E

10
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n

ou Lx(QO) = Zal(m’)cp( )( et Mt Zb]
7=0

=0

ou a, b, f sonts des fonction connue, ¢ est un fonction inconnue, A paramétre réel.

1.6 Classifications des équations intégro-differentielles

1.6.1 Equations intégro-différentielles de Fredholm

L’équation intégro-différentielle de Fredholm linéaire sous la forme:

b

L.(p)+ )\/K(x,t)Mt(go)dt = f(x) (1.6.1)
o6u Ly(p) = ai(2)e D () et My(p ij
i—0 =0

ou a, b, f sonts des fonction connue, ¢ est un fonction inconnue, A paramétre réel.

L’équation intégro-différentielle de Fredholm non linéaire sous la forme:

b
o (z) = F(IC,SO(ﬂf),SO'(ﬂf)?-'-,SO("1)(33)7)\/ R, b, 0(0) @ (1), ey " (8))dt (1.6.2)

Exemples de équations l'integro-différentielle de Fredholm sont données par

jus

Glz) = sin(z) -z 293’
o) (z) () +A o (1)t

©(0) = 1,¢(0)=0, ¢ (0)=—1.

1 x
pr) = 1- 3x+/ xtp(t)dt
0

©(0) = 0.

1.6.2 Equations intégro-différentielles de Volterra

L’équation intégro-différentielle de Vloterra linéaire sous la forme:

L) 4 A [ K M)t = (o) (1.6.3)

11
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6u Ly( Z a;(x ) et M(p i b]
7=0

L’équation intégro-différentielle de Vloterra non linéaire sous la forme:

oM (z) = F(z, 0(z), ¢ (2), ..., 0" (), A / k(z,t, o(t), @' (t), ..., o™ D (#))dt. (1.6.4)

Exemples des équations l'integro-différentielle de Volterra sont données par

J@) = 1+ /0 " e 2ty

1.6.3 Equations intégro-différentielles de Volterra-Fredholm

L’équation intégro-différentielle de Vloterra-Fredholm linéaire sous la forme:

Lo(9) + M / K (2, ) My(9)dt + A / K (2, ) Mi(p)dt = f(x) (16.5)

n

6u Ly(p) = Zai(x)cp( )(x) et My(y ij
7=0

i=0
ou a, b, f sonts des fonction connue, ¢ est un fonction inconnue, A paramétre réel.
Exemples de équations l'integro-différentielle de Volterra-Fredholm sont données par

1

olz) = 1+ /0 $(x—t)go(t)dt+ /_ (2t)p(t)dt.

1
e(0) = 1.

T 1
¢ (x) = sin(z)+ /O to(t)dt + /0 2o(t)dt.
©(0) = 0.

12
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1.7 Equations intégro-différentielles singuliéres

Une équation integro-différentielle est dite singulier si 'un ou les deux hypothéses suivantes con-

sistent dans (E.I-D) si :

1. L’un ou les deux limites de 'intégration sont infinies .

2. Le noyau devient infinie au voisinage d’un ou plusieurs points de I'intervalle de I'intégration. (voire

[10])

Exemple 1.7.1

u(z) =71 /0+00 v(z) dt, (0<z<+00)

t—x
avec
dr m—1
u = anﬁ + an_lﬁ + ...t app
dn(p dnfl(P
v o= bndivin%—bnflm—*——kbg@

1.8 Conversion une (E.I-D) de Fredholm a une (E.I) de Fredholm

Cette section est préoccupée par une technique qui permettra de réduire (E.I-D) de Fredholm a
(E.I) peut étre facilement faite par l'intégration des deux cotés de I’équation intégro-différentielle
de Fredholm plus de fois que I'ordre de la dérivée dans I’équation de a a x, en utilisant les conditions
initiales pour chaque fois qu’on inteégre .(voir [6])

Soit I'équation intégro-différentielle suivante:

Y (z) = a(z)y(z) + b(z) + [y k(z, t)y(t)dt
y(0) = a, 0<z<1

(1.8.1)

Ou a(z),b(x), et k(z,t) sont des fonctions continues sur [0, 1]

Si on pose :
Y (x) = 2(2)
on obtient :
y(z) =a+ /Ox z(t)dt
on trouve :

T 1 t
z(x) = alx) + (o + /0 z(t)dt) 4 b(x) —i—/o k(z,t)(a —|—/0 z(u)du)dt

13



1.8. Conversion une (E.I-D) de Fredholm a une (E.I) de Fredholm

alors on obtient:

z(x) = g(x) + h(x).

felle que
o(z) = a(@)+b()+a /O k(e t)2(t)dt.
hz) = a(z) /Oxz(t)dt + /01 k(2 1) (/Ot z(u>du> dt
/01 k(z,t) </Otz(u)du> dt = /01 </Ot k(m,u)du) z(t)dt
K(x,t) = /tl k(x,u)du
h(z) = a(z) /Ox z(t)dt + /01 K (x,t)z(t)dt
h(z) = /0 () — Hz— 1) + K. 0) ()t
o H | Beo120
0, z—t<0
on pose

a(x).H(z —t) + K (x,t) = n(x,t)

Soit I’équation intégro-différentielle de Frédholm de second ordre suivantes :

1
& (3) = € — x + g;/o Lo (t)dt, (0) = 0, /(0) = 1

FEn réduisant & une équation intégrale de Frédholm, on intégre les deux cotésde I’équation deux
fois de 0 & x avec les conditions initiales .
On obtient
B RS |

o(r) =e" — 31 + A to(t)dt (1.8.2)

C’est une équation de Fredholm typique par la méthode de calcul directe, cette équation peut

étre écrite comme suite :
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1.8. Conversion une (E.I-D) de Fredholm a une (E.I) de Fredholm

p(x) =e" — FT EThe (1.8.3)

avec

en remplacant ( 1.8.2) dans (1.8.3) on obtient :

1 . t3 t3
a:/U t(e —g—i-goz)dt

Ce qui réduit a céder a = 1, alors la solution peut étre écrite comme ¢(x) = e*.

15



Chapitre 2

Existence et unicité des solutions des
équations intégrales et

intégro-différentielles

Dans ce chapitre, nous étudions ’éxistence et 'unicité de la solution pour les équations intégrales
et les équations d’intégro-différentielles en utilisant des théories et des définitions de lexistence de
la solution (théoreme point fixe, ...)

2.1 Existence et unicité de solution I’équation intégrale

2.1.1 Opérateur de contraction

(voir [7])
Définition 2.1.1 Soit l'opérateur intégral du second ordre

u—Au=f

L’unicité et l’existence de la solution peut étre donnée par la série de “Neumann’pour vu que

Dopérateur A soit une contraction | A|| < 1.

Théoréme 2.1.1 Soit A un opérateur linéaire borné d’un espace de Banach X dans lui méme,

avec ||Al| < 1; et soit I opérateur identique dans X : Alors (I — A) admet un opérateur inverse

16



2.1. Existence et unicité de solution I’équation intégrale

borné donné par la série de Neumann

-7 =34t

de plus

1
-1
=470 = =

Théoréme 2.1.2 Soit A un opérateur linéaire borné d’un espace de Banach X dans lui méme,
avec || Al < 1 et soit I Uopérateur identique dans X: Alors pour toutf € X [approximation
successive

Aun+1 = Aun + f

avec ug un vecteur arbitraire de X; converge vers une unique solution de l’équation.
u—Au=f
Corollaire 2.1.1 Soit K un noyau continu vérifiant la relation mazx

max/ |K (z,y)|dy < 1
G

Alors pour tout f € X, I’équation intégrale du second espéce

ulz) - /G K(z,y)u(y)dy = f(x)

admet une solution unique u € C(G), de plus 'approzimation successive

i () — /G K (2 y)un(y)dy = f(x)

converge uniformément vers la solution u pour tout vecteur arbitraire uy de C(G).

17



2.1. Existence et unicité de solution I’équation intégrale

Théoréme 2.1.3 Soit A un opérateur compact d’un espace normé X dans lui méme, alors pour

que l’équation non homogéne

Tu=u—Au=f (2.1.1)

admette une solution unique u € X pour tout f € X, il suffit que I’équation homogéne

Tu=u—Au=0 (2.1.2)

admette la solution triviale

Théoréme 2.1.4 (Alternative de Fredholm) Soit A un opérateur compact défini sur un espace

de Hilbert X a valeurs dans X et soit l’équation

u—Au=f (2.1.3)

et son adjoint

v—A'v=g (2.1.4)

Alors les équations (2.1.3) et (2.1.4) admettent la solution unique pour tout second membre si

les équations homogénes

u—Au = 0

v—A% = 0

possédent et uniquement les solutions triviales uw = Oet v = 0.

Ou bien les équations homogénes possédent le méme nombre . . . ni des solutions linéairement,indépendantes

18



2.1. Existence et unicité de solution I’équation intégrale

UL, U, ...y Uy €L VT, V2, ..., Uy TESPEctivement et les équations (2.1.3) et (2.1.4) sont solvable si seule-

ment st on a

(fioe) = 0
<gvuk> = 0,Vk=1,2,..,n

La solution générale de (2.1.3) est donnée par

n
U = ug + E QLUL
k=0

Celle de l’équation (2.1.4) est

n
v =g + E LUk
k=0

ot ug, vg sont des solutions particuliéres des équations (2.1.8) et (2.1.3) respectivement et o, g, ..., iy,

des constants arbitraires.

Théoréme 2.1.5 On a l’équation

b
o(z) — A / k(e v, o(x))dy = f() (2.1.5)

Supposons que

/ bk(m,y,m))dyH < M lle)]

et que

|k(z,y,21) — k(z,y, 22)| < N(z,9) [21 — 22
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2.2. Existence et unicité de solution I’équations intégro-différentielles

ou

b b
/ / N (2, y)? dedy = p* < oo

Si f € Lala,b] l’équation on (2.1.5) a une solution unique en Lafa,b] si |A|p < 1.

Théoréme 2.1.6 let f(x) € Lafa,b] (on considére un intervalle fini et sans perte de généralité
laissons le étre [a,b]) et supposons que k(x,y) continous pour x,y € [0,1] et donc uniformément

borné disent |k(x,y)| < M puis l'équation

o - [ ke y)el)dy = f(z)

a une solution unique @, pour tout \ et f(x) en L0, 1]

2.2 Existence et unicité de solution I’équations intégro-différentielles

2.2.1 Théoréme de point fixe

Les théoréemes du point fixe sont les outils mathématiques de base qui aident & établir ’existence
de solutions de divers genres d’équations. La méthode du point fixe consiste & transformer un
probléme donné en un probléme du point fixe. Les points fixes du probléme transformé sont ainsi
les solutions du probléme donné. Dans cette section nous rappelons les théorémes célébres du point
fixe que nous allons utiliser pour obtenir des résultats d’existence variés. Nous commencgons par

la défnition d’un point fixe.([1])

Définition 2.2.1 Soit f une application d’un ensemble E dans lui méme. On appelle point fixe

de f tout point u € E tel que
flu) =wu

Rappelons que le principe de contraction de Banach, qui garantit l’existence d’un point fixe unique
d’une contraction d’un espace métrique complet a valeurs dans lui-méme, est certainement le plus

connu des théorémes de point fize.
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2.2. Existence et unicité de solution I’équations intégro-différentielles

2.2.2 Théoréme du point fixe métrique

Ce théoréeme donne l'existence et 'unicité d’un point fixe pour une contraction sur un espace

métrique complet.

Théoréme 2.2.1 (picard) Soient (E;d) un espace métrique complet et p : E — E une ap-
plication contractante, i.e Lipschitzienne de rapport k < 1. Alors, ¢ admet un unique point fize
a € E. De plus, pour tout point initial xo € E, la suite itérée (xp)pen, avec g € Equelconque et

ZTpy1 = p(xp) converge vers a.

Théoréme 2.2.2 Soit A un opérateur défini dans un espace de Banach X, tel que A™ est con-

tractant sur X, pour un entier positif n, alors A a un point fize unique.

Lemme 2.2.1 Soit l'opérateur A tel que A : C([a,b]) — C([a,b]), u et v € C([a,b])et L € R

est le constant de Lipschitz de la fonction K au troisiéme variable,

k:[a,b] X [a,b] x R — R

Alors

|47 (w) - A(w)], < O

< S vl

et l’équation intégro-différentielle de Fredholm

¢ (2) = g(a) + [7 k(z,t,0(t)dt, x € [a,b]
p(a) =«

(2.2.1)

admet une seule solution ¢ point fixe.

Théoréme 2.2.3 (Schrauder) Soit X un espace de Banach et E C X, E conveze et fermé, et

A: E — E avec A complétement continu, alors A admet un point fize.
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2.2. Existence et unicité de solution I’équations intégro-différentielles

Théoréme 2.2.4 Supposons que f € [J x R", R"], k € [J x J x R" R"| tel que

/tk(r,s,u(s))dr <N

to

Pourty < s <t <ty+a avecu € Hy € {¢p € C[JxR"]: ¢(to) = up et |p(t) —uo| < b}, pour
certain 0 < a < a. Alors léquation intégro-différentielle de Volterra

!

u (z) = f(t,x(t)) + f; k(t,s,u(t))dt
P(to) = uo

admet une solution unique..

Théoréme 2.2.5 (Tychonoff) Soit B un espace complet, localement converxe, et By un sous-
ensemble convexe fermé de B. Soit la cartographie A : B — B continue et A(By) C By : Si la

fermeture de A(Bp) est compact alors A a un point fize dans By.

Théoréme 2.2.6 Supposons que

i f € C[R-HRnaR]vg € C[R?HR-‘FL

g(t,u) monotone non décroissante dans u |f(t,u)| < g(¢,|z]) t,z € Ry xR"

ii ke C[RZxR"R", G € [R2,R,]

G(t, s,u) monotone non décroissante dans u pour (¢,s) € R% et

\k(t,s,x(t))] < G(t, s, |z(t)]), (¢ s,|x(t)| € Ri x R"

iii Pour (ug > 0) I’équation intégro-différentielle

!

u (t) = g(t,u(t)) + fot G(t,s,u(s))ds

u(to) = Uup

(2.2.2)

admet une solution wu(t) pour t > tg.
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2.2. Existence et unicité de solution I’équations intégro-différentielles

iv fl (s,8,2(s))ds < N pour t,s € R,z € C[R4,R"] zyp € R"™ telle que |zg| < xp 1’équation

intégro-différentielle
z (t) = )+ ft (t,x,z(s))ds

(t | (2.2.3)
z(to) = uo,

admet une solution xz(t)satisfie |x(t)| < u(t), t > tp.
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Chapitre 3

Résolution analytique des équations

intégro-différentielles

3.1 Equations intégro-différentielles de Fredholm linéaire de deux-
iéme type
Soit équations intégro-différentielles de Fredholm linéaire donnée sous la forme
o™ (@) = f(x) + A / " K1)t (0) = b0 <k < (- 1)

nous concentrerons notre étude sur les équations intégro-différentielles de Fredholm qui im-
pliquent des noyaux séparables ou le noyau K (x,t) peut étre exprimé sous forme de somme finie

de la forme

K(x,t) =Y gr(z)h(t). (3.1.1)
k=1

Sans perte de généralité, nous ferons notre analyse sur un noyau a un terme K (z,t) du formu-

laire

K(z,t) = g(x)h(t). (3.1.2)

3.1.1 La méthode de calcul direct

La forme des équations intégro-différentielles de Fredholm donne par

oM () = f(z) + A / bK(x,t)gp(t)dt.go(”) (0)=by,0<k<(n—1) (3.1.3)
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3.1. Equations intégro-différentielles de Fredholm linéaire de deuxiéme type

ot ™ (z) indique le nieme dérivé de o(z) par rapport a = et by sont les conditions initiales.

Le remplacement de (3.1.2) par (3.1.3) donne

b
o (x) = fla) + Ag(fﬁ)/ () (t)dt. o (0) = by, 0 <k < (n— 1) (3.1.4)

On peut facilement observer que 'intégrale définie dans I’équation integro-différentielle (3.1.4)
implique un entier qui dépend complétement de la variable £. Cela signifie que I'intégrale définie a

droite de (3.1.4) est équivalente & une constante a. En d’autres termes, nous définissons

b
a= / h(t)p(t)dt (3.1.5)
Par conséquent, ’équation. (3.1.5) devient
P () = f(x) + Ag(@)a. (3.1.6)

Intégration des deux cotés de (3.1.6) n fois de 0 & x, et en utilisant le conditions initiales, nous
pouvons trouver une expression pour ¢(z) qui implique la constante « en plus de la variable x.

Cela signifie que nous pouvons écrire

p(z) = v(z; ) (3.1.7)

Substituer (3.1.7) au coté droit de (3.1.5), évaluer 'intégrale, et résoudre ’équation résultante,
nous déterminons une valeur numérique pour la constante . Cela conduit a la solution exacte ¢(z)
obtenue lors de la substitution la valeur résultante de ¢ en (3.1.7). Il est important de rappeler

que cette méthode meéne toujours a la solution exacte et non aux composants de série.

Exemple 3.1.1 Résoudre l’équation Fredholm integro-différentielle suivante

1"

1
¢ (r) =1—exp+exp(x) +/O o(t)dt. p(0) = ¢ (0) =1 (3.1.8)

Cette équation peut étre écrite comme

"

¢ () =1—exp+exp(z)+ (3.1.9)

telle que

a= /1 o(t)dt. (3.1.10)
0

Intégration des deux cotés de (3.1.9) deux fois de 0 & x, et en utilisant le conditions initiales
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3.2. Equations intégro-différentielles de Volterra linéaire le deuxiéme espéce

que nous obtenons

1—
olr)—z—-1 = %—FQQBQ +exp(x) — 1 —z. (3.1.11)

1 —exp+a
e 30(:17) — 71) .IQ + eXp(fE).

Substitution (3.1.11) en (3.1.10) et évaluation de l'intégrale obtenue

1

1—

a = / o(t)dt = %—i—a +exp—1 (3.1.12)
0

= a=exp—1 (3.1.13)

La solution exacte est donnée par

¢(x) = exp(z).

3.2 Equations intégro-différentielles de Volterra linéaire le deux-
iéme espéce
3.2.1 La méthode de transformation de Laplace

La méthode de Laplace transformée a été utilisé avant pour résoudre Volterra intégrale les détails
et les propriétés de la méthode de transformation Laplace peuvent étre trouvés dans les textes
ordinaires des équations différentielles.

Dans la transformation de Laplace théoréme de convolution,, il a été déclaré que si le noyau

K(z,t) de ’équation intégrale

S (@) = F(z) + A / " K () (), (3.2.1)
0

dépend de la différence = — t, puis il est appelé un noyau de différence. L’équation integro-

différentielle peut donc étre exprimée comme

oM (z) = fz) + A / ’ K(z — t)p(t)dt. (3.2.2)
0
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3.2. Equations intégro-différentielles de Volterra linéaire le deuxiéme espéce

Considérer deux fonctions f1(z) et fa(z) qui possédent les conditions nécessaires pour I’existence
de Laplace transformer pour chacun. Laissez le Laplace transforme pour les fonctions fi(z) et fa(x)

étre donné par

LA{f1(x)} = Fi(s), L{f2(2)} = Fa(s). (3.2.3)
Le produit de convolution Laplace de ces deux fonctions est défini par
(f1= fo)(x / fi(z — 1) fa(t)dt (3.2.4)
ou
(o fi)(a / foler — ) f2(t)dt (3.2.5)
Rappelons que
(f1* f2)(z) = (f2 * f1)(z). (3.2.6)

Nous pouvons facilement montrer que la transformation Laplace du produit de convolution

(f1 * f2)(z) est donnée par
LA(fr*fo)(z)} =L {/0 fi(z — t)fg(t)dt} = Fi(s)Fa(s). (3.2.7)

Pour résoudre les équations Volterra integro-différentielles en utilisant la transformée de Laplace
méthode, il est essentiel d’utiliser les transformées Laplace des dérivés ¢(z). Nous pouvons facile-

ment montrer que

!

L{p"(@)} = s"L{p()} =" 1p(0) = 5" 2 (0) = ... — " D(0), (3.2.8)

Cela donne simplement

@} = sLip@)} - e(0) (3.2.9)

= sU(s) — »(0),

c{'@} = Lip@)}—se(0) - ¢ (0)
= s"U(s) — s0(0) — ¢ (0)

t{e' @} = SLipl@)} -0 - 5¢'(0) - " (0)
= $°U(s) = s°p(0) — 5 (0) — ¢ (0)

c{d@)} = se{p@)} - 6(0) - 520 (0) = 56 (0) = ¢ (0)

= U (s) — s%(0) — % (0) — s (0) — ¢ (0),

et ainsi de suite pour les dérivés d’ordre supérieur.
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3.2. Equations intégro-différentielles de Volterra linéaire le deuxiéme espéce

Nous appliquons d’abord la transformée de Laplace des deux cotés de (3.2.2), utilisons la
transformée de Laplace appropriée pour le dérivé de ¢(x), puis résolvons pour U(s). Nous utilisons
ensuite la transformation inverse de Laplace des deux cotés de ’équation résultante pour obtenir

la solution ¢(x) de I’équation.

Exemple 3.2.1 Utilisez la méthode de transformation Laplace pour résoudre le Volterra integro-

différentiel équation

(0) =1 (3.2.10)

Notez que le noyau K (z —t) = (x —t). Prenant Laplace transformer des deux cotés de (3.2.10)

donne
c (@”(x)) = L(1) = L(2)+L((z—t)*p()) (3.2.11)
pour que , ) ,
S2U(s) — sp(0) — ¢ (0) = —~ -5+ 50) (3.2.12)

obtenu lors de l'utilisation (3.2.9). Utiliser la condition initiale donnée et U(s) nous trouvons

B 1 n s
241 s241

Ul(s) (3.2.13)

En prenant la transformation inverse de Laplace des deux cotés de (3.2.13), l'exact solution est
donnée par

o(x) = sin(x) + cos(z)
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Chapitre 4

Résolution numérique des équations
intégro-différentielles linéaire par les

polyndémes de Bernstien

On utilise les polynoémes de Bernstein pour trouver le solution numérique de certaines équation
intégrales et équations intégro- différentielles en employant la matrice opérationnelle d’intégration

et de dérivation ou on obtient la solution approximative sous forme d’un polynome.

Définition 4.0.1 La formule générale des polynomes de Bernstien du n®"® degré sur l’intervalle

[a,b] est définie par

n (.T—a)i(b—ai)nii

Bin(z) = Goayr st 0<i<n
0, si non
()
R
si [a,b] =1[0,1], on a
" () 1—2)" ", 5i0<i<n
Bin(z) = ;

0, st non
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4.1. Propriétés des polynémes de Bernstien:

4.1 Propriétés des polynémes de Bernstien:

e Partition de 1’unité

Bj,n($> =1.

<
Il
o

e Positivité :
Les polynome de Bernstein sont non négatif sur [0, 1]
Vo € [0,1], Bin(x) >0

e Symétrie :

Si0<i<nalors Bjp(l —x) = Bp_in(x).

e Récurrence :

B; n(x) = (1 - LE)B%n,Z(SC) + Q?Bifl,nfl(x)

avec Boo(xr) = let Bin(z)=0,Vi¢O0,...,n

4.2 La dérivée du polynéme de Bernstein

Lemme 4.2.1 La dérivée d’ordre k > 1 du polynéme de Bernstein est donnée par
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4.2. La dérivée du polynéme de Bernstein

Preuve. démonstration par récurrence pour (k = 1), on a

, s=0 m=1 1
Bz',n(m) = (H(TL - S)) ( (_1)m+2 ( ) Biler,nl(fL'))
s=0 m=0 m

1 1
= n Bi1n-1(v) — Bin-1(z)
0 1

' 1 1
B () = n (( . ) Bi_1n-1(z) — ( X ) Bml(x))

la relation est vraie pour k =1
On suppose que la relation (4.2.1) est vraie pour k € N

Montrons que la relation est vraie pour (k+ 1) on a
k41 k !
B (@) = [BY) )]

(®) T k(k —1)! )
B;, (z) = H (n—8) | (Bi—k,n—k(2)—kBi—pt1,n—k()+ TBi—kJrzn—k(3«“)4‘---‘*‘(—1)7”+ Bin—k(2))

, s=k—1

[BZ(];) (a:)] = ( H (n— S)) (B;_k,n_k(m) - kB;—k+1,n—k($) +
s=0

B, pod@) ot (F1) 2, (@)

on a les relations suivantes

i

B pni(®) = (n—k)(Bi-k-1nk(®) = Biknr-1(x)) (4.2.2)
B;fk+1,nfk($) = (n—k)oo(Bi—kn—k-1(%) = Bi_ps1,n—k—1(2))
B;, (@) (n — k)(Bi—1n—k-1(z) — Bin—k-1(x)

substituant (4.2.2) dans (4.2.3) on obtient

, s=k—1
B @) = ( 11 <n—s>) (n = k) (Bi— (e 1ynt—1(x) — (k + 1) Bi_j, oy () (4.2.3)

s=0

k: m
< sty @) b (DB (@ >)
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4.3. Approximation par les polynémes de Bernstein

on

0 1
k-1 [ k41 [k
20 I A A

B @) = <82k (n—s)

i

k(k—1)! /
B ey (@) F e (CDTEBL L (@)

s=k
_ ( (n— s>> << i ) B sty () — ( i ) B on_gesn) (@)
s=0 0 1

k+1 , k+1 ,
B, o (z) + ... + (=1)™+2
) (k+1)n—(k+1) b1
k

i,n—(k+l)($) )
s=k—1 m=
= ( IT (n- s>> ( (—1)m+2 ( S ) Bmm,nk(x)) =B (2)
s=0 m=0 m

et la relation est vraie pour tout K € N m

4.3 Approximation par les polynémes de Bernstein

4.3.1 Développement d’une fonction en série de Bernstein

Une fonction f € £2(]0,1]) peut étre écrite

f(t) = nhl{loo Z Ci,nBi,n(t)

=0
O, C;p = (f, Bin) et (,) est le produit scalaire standard sur £2([0, 1]).

Si la série est tronquée au n = m, alors nous avons

Ou, C, B(t) sont les matrices (m + 1) x 1 données par

C = [Cg}m, Clomy -y Cmm
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4.3. Approximation par les polynémes de Bernstein

et
B(t) - [bo_m, bl,'rm e bm,m]T

4.3.2 Théoréme de Welierstrass

Définition 4.3.1 le polynome de Bernstein d’ordre n associé a f : [a,b] — R est égal a:

n

Bah) = s [ " ) et —
k T\ k

=0
Les polynomes de Bernstein permettent de démontrer facilement le théoréme de Weierstrass

Théoréme 4.3.1 (Weierstrass) pour toute fonction continue f : [a,b] — R, il existe une suite
(By)de polynomes qui converge vers f uniformément surla, b].

La démonstration que nous allons en donner est due & Bernstein. L’intérét essentiel de cette preuve
est de fournir un procédé constructif d’une telle suite : ce sont les fameux polynémes de Bernstein.
Par un changement de variable afine, nous pouvons ramener notre étude a lintervalle [0;1]. Ce

que nous ferons désormais.

Théoréme 4.3.2 (Bernstein) Pour toute fonction continue f : [0,1] — R la suite (Byf))

converge uniformément vers f sur [0,1].

Preuve. Comme la fonction f est continue sur [0, 1], elle est bornée sur cet intérvalle, il
existe M > 0 tel que |f(x)| < M pour tout z € [0,1] . Puisque f est continue sur[0,1]. Elle est
uniformément continue (théoréme de Heine) autrement dit, pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que,
pour tout z et y € [0,1] , |x — y| implique |f(z) — f(y)| < e.

Donnons-nous € > 0 et le § > 0 correspondant. Pour tout = € [0,1] , on a

> (5@ -1 (£)) Busto

[f(z) = Ba(f)(2)] =

k=0
< ¥ (7@ =1 (2)) Buste) + Ry (@) =7 (£)) Buste)
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4.4. Base des polynémes de Bernstein

la premiére somme est majorée par y ,_€Bj () = € et la seconde somme par

> 2MBg(x) < % 3 (x_ fL)QBn,k(l’) L 2Ma(l-a) M

2 — 2
((@—Fk)n|>6 ((@—k)n|>5 no 2nd

En utilisant les propriétés de polynomes de Bernstein et U'inégalité x(1 — x) < i . On obtient

donc

M
/@) = B()@)] < 55 < 2.

M

Dés que n > [ﬁ

} + 1 (les crochets indiquent la partie entiere ). Comme cette dernniere
quantité est indépendante de = € [0, 1]. On a bien prouvé que la convergence est uniforme sur cet

intervalle. m
4.4 Base des polynémes de Bernstein

4.4.1 Conversion de la base de Bernstein a la base des monoémes

Puis que la base de puissance des mondmes constitue une base pour l'espace dse polynémes de
degré inférieur ou égal a n. Alors tout polynome Bernstein de degré n peut étre écrit en termes
de base des monodmes. Ce la peut étre calculé directement en utilisant la définition des polynomes

de Bernstein et le théoréme binomial,comme suit,

n
Bin(z) = ) a*(x — 1"k
n—=k
n n—k
— .’L’k Z(il)l 2t
k i=0 1
n—k
[ n —k
_ (_1)z xz—i—k
=0 7
n—k
. n n—1 )
S Ser ()
i=0 k 1 — k
n—k

Ot nous avons utilisé le théoréme binomial pour développer (xz — 1)"*.

=0
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4.4. Base des polynémes de Bernstein

Pour montrer que chaque élément de base des monoémes peut étre écrit comme une combinaison
linéaire de polyndmes de Bernstein, nous utilisons les formules d’élévation de degré et I'induction

pour calculer :

=z
1
n k—1
= z Bip—1(x)
i=k—1 n
k—1
1—1
n k—1
= ——2Bi_1p-1(2)
i=k [ n—1
k-1
7
n—1 k—1
= B n(z)
i=k—1 n
k-1
7
n—1 k i
= Y LB
i=k—1 n
k

Ou ’hypothése d’induction a été utilisée dans la deuxiéme étape.

4.4.2 Les polynémes de Bernstein forment une base pour ’espace des polynémes

Pourquoi les polynémes Bernstein d’ordre n forment-ils une base pour ’espace de polynémes de

degré inférieur ou égal a n 7

e Ils couvrent I'espace des polynémes tout polynéome de degré inférieur ou égal a n peut étre

écrit comme une combinaison linéaire des polynomes de Bernstein.
Les polynémes de Bernstein sont une polarisation des polynomes.
e Ils sont linéairement indépendants:

coBon(z) +c1Bip(z)+ ...+ enBpp(z) =0=cy=c1=...=¢, =0
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4.5. Matrice opérationnelle d’intégration

Tient pour tout ¢, alors ¢; doit étre nul.

Si cela était vrai, nous pourrions écrire
0 = coBon(z)+c1Bip(z)+ ... + cnBpp(x)

n . n .
[ n i , . n i .
= ¢ E (—1)" '+ E (—1)t ' x'
=0 1=0

) 0 ) 1
toten Y (1) 't
i=0 i n
1 n n n
= co+ Zci ol 4+ Zci z"
i=0 1 i—0 n n

Puis que la base de puissance est un ensemble linéairement indépendant, nous devons avoir

cela
co — 0
! n 1
> -
i=0 1
n n n
> -
i=0 n n
Ce qui implique que ¢y = ¢; = ... = ¢, = 0 (¢p est clairement nul,en remplacant ceci dans la

seconde équation donne ¢; = 0, en remplagant ces deux par la troisiéme équation...)

4.5 Matrice opérationnelle d’intégration

Dans cette section, la matrice opérationnelle bernstien d’intégration est dérivée. donc commencons

par la propriété intégrale de la matrice opérationnelle de base

[ [ oot = Pty

O o(t) = [po(t), @1 (t), s 0, ()] dans lequel I'élément @y (t), oy (t), ..., @, (t) est la fonction

de base, orthogonal un certain intervalle [a, b] et P est la matrice opérationnelle pour l'intégration

de ¢(t).
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4.5. Matrice opérationnelle d’intégration

noter que P est une matrice constante d’ordre (m + 1) x (m + 1).

L’orthonormale bernstien polynémes matrice opérationnelle d’intégration de 'ordre m x m sera

dérivée maintenant. pour atteindre ce. considérer l'intégrale suivante

/Bm(t)dt = @) =S O B, G =0,1,2,.m
0 J=0

Bom (t) fox Bom (t)dt Z?:o CS,mBLLm ()
) | Bun(®) J3 Brm(t)dt 3250 ClmBm(2)
/ B(t)dt = / dt = =
0 0
Brm(t) Jo Bm,m(t)dt >0 O Bim ()
Ciy Coy .. Cfn
cty ¢pyo.. Cp,
/ B(t)dt = B(z)
0
cry Gy Co

/O "B()dt = Py.1B(x)

Ou -~ _
m m m
Cop Cor - Cim
m m m
oy O o O,
Pm+1 =
m m m
I Cho Cn1 o Chy |
tel que

i . 1 t
Ch— (i Bym), ot Ch = / < / Bl-,m(m)dz> By(t)dt
’ ’ 0 0
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4.5. Matrice opérationnelle d’intégration

Pour (n = 5) le matrice Py est

noter

0.152778
—0.012563
0.002216
—0.000624
0.000242
—0.00099

0.288948
0.125
—0.022048
0.006211
—0.002406
0.000992

r

Vo —t

0.241533
0.242517
0.097222
—0.027389
0.010608
—0.004375

B(t)

0.20663
0.180128
0.191725
0.069444
—0.026896
0.011092

dt = Pm+1B(I)

4.5.1 La matrice opérationnelle de dérivation

La dérivée de B(x) est donnée par

dB(z)

dzx

= DWB(z)

0.159329
0.146743
0.116686
0.134479
0.041667
—0.017183

0.092228
0.082341
0.077868
0.051021
0.065296
0.013889

ott DM est la matrice opérationnelle (n + 1) x (n + 1) du dérivé et est donnée

pM

AVB*

n
(-1)°

0
0
0
0 0 0
1 0 0
0 2 0
0 0 0

n n—2~0 n
(-1
1 0
n n
(_l)nfz
i i
0 (| "
n
—1
Ay
—1
Ap)
,B* =
A*l
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4.6. Application de la méthode

4.6 Application de la méthode

Dans ce section, on utilise les polynémes de Bernstein pour trouver une solution approximative de

quelques types d’équations intégro-differentielles.(voir [6])

On considére I'équation intégro-differentielle de Fredholm donné par :

g1(2)y (z) + ga(@)y(@) + X [ k(z, t)y(t)dt

(4.6.1)
ZZ:O msy(rs) =p,a<r<< b
L’approximation de y(x) par les polynomes de Bernstien est donnée par
n
y(x) = > ¢iBin(z) =CTB(x) (4.6.2)
=0
CT = (607 Cly vy Cn)a B($) = (BU,na Bl,na ) Bn,n)T

ot B; ,, sont les polynomes Bernstien de degré n définis dans ’équation 4.6.1 et ¢;(1 = 0,1,...,n)
sont des parameétres inconnus.

Dérivant ’équation 4.6.2, nous obtenons:
n
= nei(Bi—1n-1— Bin-1) (4.6.3)

substituant 4.6.2 et 4.6.3 en 4.6.1, nous obtenons

n b n
2) Y nci(Bi-in-1— Bin-1) + g2z Z ¢iBin( / k(w,t) Y ¢iBin(x)dt = f()
i=0 @ i=0

b
= [gz(m)Boyn(ZE) - ngl(:U)ngn_l(x))\/ k(ac,t)Bom(a:)dt} o (4.6.4)

n b
+> e [nm(x)(Bi_Ln_l — Bin-1) + g2(z) Bin(z) + /\/ k(z,t)Bin(z )dt]
=1 a
= [fl=)

multiplier les deux cotés en 4.6.4 par B, , et intégrer par rapport & x de a a b on obtient

b b

/ [gg(m)Bom(:n)—ngl(a:)Bom1(:1;))\ / k(m,t)Bo,n(g;)dt] ¢oB; n(x)da
n b b

+ i ng1(z)(Bi—1n—1 — Bin-1) + g2(x)Bin(x) + A k(z,t)B;n(x)dt| Bjn(x)dx
; /a [ g1 Ln—1 1) T g2 /a

b
/ f(x)Bjn(x)dx
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4.6. Application de la méthode

on pose

b b
aj = / [92($)Bo,n(33) —ngl(l’)Bo,n—l(ﬁ))\/ k‘(l“at)BO,n(m)dt] Bjn(x)dx
b b
Bi; = /a [ngl(x)(Bi—Ln—l — Bin-1) + 92(2) By () + A/a k(fﬂat)Bz‘,n(l’)dt] Bjn(v)dz

b
G] = / f(m)B]m(x)dx,Z:O,l,,n,jIO, 1,...,77/_1

La condition peut étre écrite comme suit :
n n n
Ho= Z msy(rs) = st Z CiBi,n(rs)
s=0 5=0 i=0

n
= Z ms(coBon(rs) + c1B1n(rs) + ... + cnBnn(rs))

s=0
n n
= Z(msBO,n(rs))CO + Z(msBl,n(rs))cl
s=0 s=0
n
+oot Y (msBun(rs))en
s=0
on pose
n
W = Z(msBk,n(rs))a k= 07 y 1
s=0

on obtien

u = wopco + wict + ... + wpcy
le systéme général peut étre obtenu comme suit:
cootj + D01 ciBi; =G, =0,1,..,n

Dol ciwi = [

Et ’équation algébrique linéaire est donnée par:

AX =0
et
Qo B1o o Bno o Go
ar By, o Bpa c G1
A == ’X = ’b =
An—1 Bip—1 - Bpn- Cn—1 Grn-1
wo w1 e Wy Cn Gr
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4.6. Application de la méthode

Le systéme linéaire correspondant a la solution de I’équation 4.6.1 dans la condition est donné

par une solution approximative:
y = coBon(z) + c1Bin(x) + ... + cnBpn(z).

Exemple 4.6.1 (voir [6])On considére [’équation intégro-différentielle a condition mixte

23y (2) + ey (x) + 2 [ 2@y ydt = f(z)

,0 < <1
y(0) + y(1) = 0.30860
(@+2) _ p—(x+2)
— (928 4 et)e2e1 _ &
fla) = @+ e —=
La solution exacte
y(x) — e?ac—l
alors, on a
gl(z) = 23, g2(x) = €%, k(x,t) = 2@V N — 9

ey = 61:1, 7‘0:0, 7‘1:1, M:0.30860

on obtient

b b
a; = / [engm(:r)—nx3Bo,n_1(w))\/ ez(xﬂ)t_(x_l)Bo,n(x)dt} Bjn(x)dx

a

b b
Bij = / [n$3(3il,n1 — Bipn-1) + €"Bin(z) + )\/ e2(m+1)t_(x_1)Bi,n(m)dt] Bj,(x)dx
(z+42) _ o—(z+2)

T+ 2

b
G; = / ((2x3 + ex)e%_l _ ¢ )Bjn(x)dz,i=0,1,..,n,j=0,1,..,n—1
a

n
Zciwi = 0.30860
=1
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4.6. Application de la méthode

pour n = 4, la matrice A et le vecteur b est

0.1584 0.1266 0.1235 0.1441 0.1901 0.9458
0.0949 0.1350 0.1627 0.1911 0.2346 1.1459
A= 00560 0.1095 0.1750 0.2428 0.3208 ) b= 1.4402
0.0360 0.0758 0.1470 0.2712 0.4847 1.8654
1.000 0.0000 0.0000 0.0000 1.0000 3.0860

et

T
X = (CLO, a,a,az,as, CL4)

det A #£ 0, ’équation AX = b admet une seule solution

X = (0.3743,0.5165, 0.8987,1.3507,2.7118) "

La solution approximative

y(x) = aoBon(x)+ a1Bin(x)#a2Bap(x) + a3Bsn(x) + asBay(z).

y(xr) = 1.0093z% —0.68082> + 1.440422 + 0.5684x + 0.3743

42



4.6. Application de la méthode

x| Bzact solution | Aprozimate solution | Square error (y(z) — y(x))?
0 |0.3679 0.3743 0.4096 x 104
0.1 | 0.4493 0.4451 0.1764 x 10~*
0.2 | 0.5488 0.5419 0.4761 x 10~
0.3 | 0.6703 0.6643 0.1101 x 10~*
0.4 | 0.8187 0.8145 0.1764 x 10~
0.5 | 1.0000 0.9967 0.1101 x 10~*
0.6 | 1.2214 1.2177 0.1369 x 104
0.7 | 1.4917 1.4869 0.2304 x 104
0.8 | 1.8221 1.8158 0.3469 x 10~
0.9 | 2.2255 2.2186 0.4761 x 104
1 | 27183 2.7117 0.5476 x 10~*

Table 1:solution exacte et solution approzimative et lecarré de I erreur pour (n = 4)

approximative pour (n = 4)

+  Bemstien
analytique

2.5

4

U | | | | 1 | | | |

|
0 01 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
¥

Figurel.La solution exacte et la solution approximative pour (n = 4)
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4.6. Application de la méthode

Exemple 4.6.2 On considére (EDIF) linéaire suivante

(@2 + 1)y () + 2y(z) — 2 [) e y(t)dt = f(x)
Lyd) +y(1) = —0.6947

e
(22 + 2 +2—ee
2 — €2

flz) =

La solution exacte de(4.6.5)

€T

T 92

y()

La solution de (4.6.5) par la méthode précédente et pour (n =

X = (0.1855765,0.2226918, 0.2690726, 0.327809, 0.4016988, ().4947668)T

La solution approximative est

(4.6.5)

5) donne

7(x) = 0.00213837z° — 0.0065302z* — 0.031528723 — 0.0926552x2 — 0.1855765x — 0.1855765
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4.6. Application de la méthode

x| Bzact solution | Aprozimate solution | Square error (y(z) — y(x))?
0 | -0.1856 -0.1856 0.0000 x 104
0.1 | —0.2051 —0.2051 0.0000 x 104
0.2 | —0.2266 —0.2267 0.0001 x 10~
0.3 | —0.2505 —0.2505 0.0000 x 104
0.4 | —0.2768 —0.2768 0.0000 x 104
0.5 | —0.3059 —0.3059 0.0000 x 104
0.6 | —0.3381 —0.3381 0.0000 x 10~*
0.7 | —0.3737 —0.3736 0.0001 x 10~*
0.8 | —0.4130 —0.4129 0.0001 x 10~*
0.9 | -0.4564 -0.4562 0.0004 x 104
1 | —0.5044 —0.5040 0.0016 x 10~*

Table 2:solution exacte et solution approzimative et lecarré de I erreur pour (n =5)

approximative pour (n = 4)

015

-0.55
0

solution approcher | |

+  solution exact

01 0.2

0.3 04

0.5

06 07 0.8 0.9 1

Figure2.La solution exacte et la solution approximative pour (n = 5)
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4.6. Application de la méthode

Conclusion générale et perspectives

Dans ce travail nous avons utilisant les polynémes de Bernstien pour trouver le solution ap-
prochée de quelques types d’équations intégro- différentielles linéaires, en utilisant les polynomes
de Bernstein.

Cette combinaison nous a permis de construire des méthodes numériques, ot on a employé
les propriété de ce polynéme dans un cadre théorique qui nécessite l'existence et 'unicité de la
solution.

Notre but revient a trouver la solution approximative de ces équations sous forme de polynomes.
La comparaison de toutes ces méthodes de solution utilisées au cours de notre recherche, nous a

permis de constater que la méthode de colloctions.
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/ nbstract )

In this paper, we used Bernstein’s polynomials to come up with a rough

solution of integro-differential equations and provided numerical examples

to confirm the method
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éésume ; \

Dans cette mémoire, nous avons utilisé les polynémes de Bernstein pour

trouver une solution approximative des équations intégro-differentielle et

nous avons fourni des exemples numériques pour confirmer la méthode
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