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Intégrales Simples et Multiples
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CHAPITRE 1 : Intégrales simples et multiples

1.1 Rappels sur I’intégrale de Riemann et sur le calcul de primitive

Soit f(x) une fonction définie et continue dans tout I’intervalle[a, b] . On subdivise cet

intervalle en n intervalles égaux de largeur h. Soit x = a+ih on appelle intégrale de

Riemann fabf(x)dx la limite de la somme R, = }.I-, h. f(x;) lorsque n tend vers I’infini
: : b
limyoeo Ry = lim S b f () = [ f()elx (1.1)
L’intégrale est I’aire algébrique entre la courbe, 1’axe et les bornes.
fx) e
N
h
‘ b-a
=

h==—" ,h=Xj41—x

Aire . = hf(Xis1)

n
Aire totale R,, = z h. f(xi41)
i=1

b
L'intégrale = ff(x)dx = lim R,
n—->oo
a

a X, X, X xi+1 b

Remarque : il faut noter que I’intégrale d’une fonction n’existe pas toujours. En d’autres termes
la limite définissant 1’intégrale n’existe pas toujours. Cependant il est possible de démontrer que

si la fonction a intégrée f(x) est continue sur [a, blalors I’intégrale ff f (x)dx existe.
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Théoremel (Chasles) :

Soit c € ]a,b[ ; la fonction f est intégrable sur [a, b] si et seulement si, elle est intégrable

sur [a, c] et sur [c,b] , on a alors :
b c b
ff(x)dx= ff(x)dx+Jf(x)dx (1.2)

Théoréme2 (Linearite) :

Soit 1 € Retf € R; les fonctions fet g sont intégrables sur [a, b] , on aalors :
b b b
[ @@ + pgenax =1 [ r@dx+ [ gGdx (13)
a a a

Rappel sur les Primitives :

> Une fonction continue sur un intervalle admet une primitive sur cet intervalle.

> une primitive de f est une fonction dérivable F telle que F' = f
> les fonctions F telles que F' = 0 sont les fonctions constantes
> si F; et F, sont des primitives de f; et f, respectivement, elles différent d'une constante.
> f:f(x)dx = F(b) — F(a) , avec F est primitive de f
Exemple : Sur R la fonction Arctgx est une primitive de la fonction f(x) = 1sz puisque

pour

vx € R: (Arctgx)’ =

1+ x2

1.1.1 Outils de Calcul d’intégrales

1.1.1.1. Décomposition en somme
Si f est une fonction telle que f(x) = fi(x) + fo(x) et si fi(x) et f,(x) ont des

primitives, on calcule f;f(x)dx en utilisant :

ff(x)dx= ffl(x) dx+ff2(x) dx (1.4)
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Exemple :
1 1 1 1
j <4 —Jx2+4_4d —J( Dax+4 [ L= 23 m
x+277) Txv2z TV X x+2z 2™
0 0 0
1.1.1.2. Intégration par partie
Soit u et v deux fonctions de class C'sur [a, b]ona:
b b
ff(x)dx = [u(x).v(x)]? —fu(x).v’(x) dx (1.5)
a a

Remarque : L’intégration par partie est commode dans le cas ou f(x) est I’'une des formes :
P(x).e**; P(x).sin(wx); P(x).cos(wx); ou P(x).In(ax)

Avec P(x) étant un polynéme.

1.1.1.3. Changement de variables
On suppose que f est une fonction intégrable dans [a, b], que ¢ est une fonction a dérivée

continue réalisant une bijection de [a, B] vers [a, b] telle que {¢(a) = a et ¢(B) = b}, alors :

b b
[ rax = [ rlo@)or@rar (1.6)
a a
(avec x = ((p(t)) et dx = ¢@'(t)dt)
Exemple :
1
X
f dx
x+1
0
o x=p?—1 (x=0>2¢=1
Onpose:p =+vVx+1 :{dx=2(pd(p = x=15¢ =132
1 . \Egoz— 3 V2
dxzf 20dp =2 |—5—
[ oiv=2(5~0|
0 1

1. 2. Intégrales Doubles

1.2.1 Définition: soit D une région R*bornée de et f(x,y) une fonction définie et continue

sur D. on définit I’intégrale double de f sur D :

f f (¢, y)dxdy (1.7)

D
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De telle maniére qu’elle soit égale au volume compris entre la base D et la surface S représentative

de f(x,y) : S ={(xy), f(x,¥) /(xy) €D}

==

1.2.2 Cas Particulier
Sif(x,y) =1, alors [f, dxdy est I'aire de D, ds = dxdy est 1’élément d’aire en coordonnée

cartésiennes.

1.2.3Théoréme de Fubini

> soit D le compact de R? définipar: D = {(x,y) € R?*/x € [a,b],u(x) <y < v(x),}
a, b sont des réels (a < b), u et v des fonctions numériques continues sur [a, b] et vérifiant

u(x) < v(x) pour tout x € [a, b] . Soit f une fonction continue sur D. On alors :
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V(%)
u(x)
v(x)
|| r @ yaxay = fb | remay |ax (18)
D a \u(x

> Si le domaine le permet, on peut permuter les roles de x et de y soit a et B des fonctions
numériques continues sur [c, d] et vérifiant a(y) < S(y) pour tout x € [c, d], notons D

’ensemble des point (x,y) € R*telsquec <y < d eta(y) <x < B(y) ,alors:

) i
o.(y) B
b / B
|| ramaxay=[( | reyax|ay (19)
D a \a(x)
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1.2.4 Changement de Variables

Soit f(x,y) une fonction continue sur le domaine D fermé et borné, en bijection avec un

domaine fermé et borné A au moyen des fonctions de classe C*

(u,v) — {x = o) alors :

y=9yu,v)
j j Fey)axdy = [[ £GeCu, ),y v)idudy (110)
A
D
Ou J appelé Jacobien, es le déterminant de la matrice :
dx Ox
_ |ou ov| _ (a_x 0y _9x G_Y)
/= dy dy “\ou'dv ov ou (111)
Jdu OJv

1.2.4.1 Cas des coordonnées polaires
Le changement de variables en coordonnées polaires est donné par 1’application :

x = pcos6O

G {y = psin

Ou (p,8) € R x [0,2m[ sont les coordonnées des points (x,y) € R? ; cette application a Jacobien :

. cos@ —psinf\ _ 20 20\ _
J = det (sin@ pcosd > = (pcos“6 — psin“f) = p (1.12)
Alors
ff f(x,y)dxdy = fff(pcos&psin@))pdpd@ (1.13)
D A

1. 3. Intégrales Triples

1.3.1 Définition: f étant continue sur un domaine D fermé et borné de R3, on définit I’intégrale

_UJ f(x,y,z)dxdydz = IU f(x,y,2)dv (1.13)
b D

Se definit de fagon analogue aux intégrales doubles et se calcule par intégration successives.

triplée de f sur D :

1.3.2 Cas particulier : Si f(x,y) = 1 alors
JII, dxdydz = Volume de D (1.14)

Ou dv = dxdydz est I’élément de volume en coordonnées cartésiennes.
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1.3.3 Calcul effective : Soit f une fonction définie et continue sur D, § est la projection orthogonal

de Dsur le plan xOy, alors :

ﬂ f(x,y,z)dxdydz=ff Jf(x,y,z)dz dxdy (1.15)

5 \V(xy)

OuV(x,y) = {z/(x,y,2) € D}

En général on utilise cette méthode quand D est une portion de surface comprise entre deux surfaces

z1(x,y)etzy,(x,y):D = {(x,y,2) /] (x,y) € 6,z,(x,y) < z < z,(x,y)}, ce qui donne :

ZZ(x'y)
ff f(x,y,z)dxdydz=ff f f(x,y,2z)dz |dxdy (1.16)
D § \z1(xy)

1.3.4 Changement de Variables

Le théoreme est analogue au cas des intégrales doubles, Soit f(x, y, z) une fonction continue
sur le domaine D fermé et borné, en bijection avec un domaine fermé et borné A au moyen des
fonctions de classe C*

x = @(u,v,w)
(w,v,w) — <y =9(u,v,w) alors:
z=&u,v,w)

.U f(x,y)dxdydz = ff fx(u,v,w),y(u,v,w), z(u,v,w))|J|dudv (1.17)
D A

Ou J appelé Jacobien, es le déterminant de la matrice :
dx Jx O0x

ou v ow
j=|2 9 9y (1.18)

Ju Jdv Jdw
0z 0z 0z

ou ov ow

1.3.4.1 Cas des coordonnées Cylindriques
Le changement de variables en coordonnées cylindriques est donné par 1’application :

X = pcosO
(p,6,2) — y = psind
z=2z




Intégrales simples et multiples S.Bounab | 8
L
Plp.B.2)
-z
- Y
/<1§>\
X -
Cette application donne un Jacobien :
cos@ —psind 0
J = det (sinH pcoso O) = (pcos?*6 — psin®0) = p (1.19)
0 0 1
Alors
(1.20)

gf f(x,y,z)dxdydz = .gf f(pcosB, psind, z)) pdpdOdz

1.3.4.2 Cas des coordonnées Sphériques

Le changement de variables en coordonnées sphériques est donné par I’application :

(r,6,

X = rsingpcos6

@) — {y = rsingsind
Z =71CcosQ

==y

Ou (r,0,¢) € Rf x [0,2] x [0, 7]

Cette application donne un Jacobien J égale a:
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sinpcosf —rsinpsinf rcospcosO
] = det( > = r?sing

singsing@  rsinpcosd rcosesind (1.21)
cosQ 0 —rsing
Alors
fﬂ. f(x,y,2z)dxdydz = fﬂ.g(r, 0, p) r’sinpdrdfde (1.22)
D A

1.4 Exercices

Exercice 1.1 : soit D = [0,1] % [0,2], on veut calculer ffD xe™ dxdy

Exercice 1.2 : on veut calculer le volume d(un solide qui s’éléve sur le domaine D du plan Oxy
délimité par la droite d’équation y = 2x et la parabole y = x*et couverte par la paraboloide
z=x*+y?

Exercice 1. 3 : Calculer ’aire D ; ou D est la zone définie comme suite :

1
D = {(x,y) E]Rzzxzz;xygl ety < x2}

1
1+x2+y2

Exercice 1. 4 : On veut intégrer la fonction f(x,y) = sur le domaine

D= {(xy)€R:0<y <V3xetl < x*+y* < 4) }
x+y
x2+y2

Exercice 1. 5 : Calculer I = [f dxdy sur le domaine

D = {(x,y) ER%:x+y >a etx’+y*> < a’}
Exercice 1.6 : Calculer I = [ff, dxdydz sur le domaine D avec :
D= {(xy,2)ER%x>0,y>0,z=>0etx+y+z<1}
Exercice 1. 7 : Considérons I = [ff 4y3dxdydz sur le domaine D avec :
D= {(x,y,2) ER%x>0,y>0,x’+y’<z*et1<z<2}

Exercice 1. 8 : Calculer [ff ze**+¥'dxdydz , avec :

D = {(x,y,z)e[[{{3:1§w/x2+y2 <2et0< z< 1) }

H - 1 .
Exerciceel. 9 : Calculons fﬂD —mdxdydz , avec :
D = {(x,y,2) ER%:a’< x> +y*+2z*< b’avec0<a<bh) }
Exercice 1. 10 : Calculons [ff (x* + y* + z*)dxdydz , avec :

D= {(x,y,2) ER%:2z>0, x> +y* <z et x’+y’+2z’< 1) }
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1.6 Solutions des exercices

Solution de I’exercice 1.1:

=2
eXy y

1 2 1 1
1

szfxexydxdyzfx fexydy dx=fx<[— )dxzf(ezx—l)dxz—(ez—S)
D 0 0 0 X dy=o 0 2

Solution de I’exercice 1.2 : le domaine D peut étre écrit par :
D = {(x,y) € R?/0<x <2,x* <y < 2x),}

I = !J(xz + y2) dxdy

2x

2
:! f(x2+y2)dy dx

Solution de Exercice 1.3 : On calcule d’abord les points d’intersections des courbes qui délimitent

I’aire D :

_ (. _1

xy =1 |x=5=>xy=1=>y=2=>(§,2)
— A2

y=x 1 1 11
1 x=—=>y=x2:>y:—:>(__

x== | 2 4 724
2 \ xy=1lety=x*=(1,1)

1
1/ x \ 1
are=p=[[asay=[| [ay|ar= [ (E-w)ax=[ine-2] =tn2-]
lre = = xay = k y} X = X X X = |Inx 3x l—n 24
D
X

=1\ y=x* 2

x=§

Solution de I’exercice 1.4 : on passe en coordonnées polaires

1
I = dpdf
.{.fl+p2p P

Avec : A = {(p,9)6R+x[0,27r[:1 <p<2et0<6 Sg) },alors:

0]
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T
2

4
I—f 1 dfde—"ls
)1+ p2PP )T
0

1

Solution de I’exercice 1.5 : on passe en coordonnées polaires

0 + sinf
I = ff pcos o S )pdpde =f (cos@ + sinB)dpd6
A

Avec:A= {(p,0) eR* x [02n[:—2— < p < aet0<6 <5}

cosf+sin6 2
z a
2 T
I = f (f (cosB + sinH)dp) do =a (1 — —)
6=0 L 2
cosO+sin6

Solution de I’exercice 1.6 - ici § = {(x,y) ER*>:x>0,y=>0,z=>0 etx+y <1}
Avec (z;(x,y) =0, z,(x,y) =1—x—y)

1 1-x /l-x-y

I = j j j dz |dy dx=x=f0 f(l—x—y)dy dx

x=0 \y=0 z=0

. N el 1
_ _ 2.2 _ =
= f [(1 x)y 2y ]0 dx 5

x=0

Solution de I’exercicel. 7 : En effet

D= {xyzeR*1<z<20<x<20<y<22—x }

2 z z
1= f f f 4y3dy |dx |dz = .[ f(zz —x%)?%dx |dz
x=0

z=1 \ x=0 z=0 z=1

2
f L1 2 ]Zd_28
) Zx X SZX() Z—5

Solution de I’exercice 1. 8 : on utilise les coordonnées cylindriques :

x = pcosO
y =psind = x*+y*=p> = 1<p<2
z=1z

A= {(p0,z2)ER*:1<p<2;0<0<2met0<z< 1)}

1 21 2 1 21 2
2 2 T
= f f f zeP pdpdfdz = fzdz f de f pePdp = 5(84 —e)
z=06=0 z=0 6=0  p=1

Solution de I’exercice 1. 9 : on utilise les coordonnées sphériques :

11|
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x = rsingcosO
{y = rsingsinf
Z =T1CcosQ
A= {(r,0,p) ERa<r< b0<0O <2met 0< @ <m) }et] =r3sing

21

b T
dxdydz = frdrf d6fsing0d<p = 2n(b* — a®)
a 0 0

12
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CHAPITRE 2 : Intégrales Impropres

2.1 Définition de I’intégrale impropre
L’intégral impropre f; f(x)dx est dite intégrale impropre si :

(Df (x) est continue et si a = —o Ou b = 4o, ol les deux (a = —oo et b = +o0), c'est-a-dire si un

ou les deux bornes d’intégrations est infinie

(@)f (x) n’est pas borné en un ou plusieurs points € [a, b], de tels points sont appelés singularités

de f(x).

Remarque : Les intégrales correspondant a (1) ou a (2)s’appellent intégrales impropres de

premiere ou de deuxieme espéce respectivement.

Les intégrales correspondant aux deux conditions (1) et (2) s’appellent intégrales impropres

de troisieme espece.

Exemples :
1. f0+°o sin®xdx est une intégrale impropre de premiére espéce (b = +00).
*
2. f ﬁ est une intégrale impropre de deuxieme espece (f(x) n'est pas borné en
0
x =3 €[a,b])
1 .
sinx . 7 . . sinx ,
3. j de est une intégrale propre (puisque llmx_,oT = 1 # oo donc f(x) est borné
0
enx = 0)
to
4. j e dx est une intégrale impropre de premiére espece (b = +00).
0

13



Intégrales Impropres S. Bounab

2.2 Intégrale impropre sur un intervalle non borné (1°" espéce)

Définition : Soit f une fonction continue sur [a, +0 [pour tout x appartenant a [a, +oo[ , on

dit que lintégrale impropre de f sur [a,+o [ notée f;oof(x)dx est convergente si et

. b . _
seulement si lim,_, fa f(x)dx existe et elle est finie.

L. Dans le cas ou limM_,+oof;4f(x)dx n'existe pas on dit que lintégrale est
divergente.
I. De méme, per définition f_boof(x)dx=lima_,_oo f;f(x)dx est convergente ou

divergente selon que la limite existe ou n’existe pas.

[II.  D’une maniere semblable, on définit

Tof(x)dx = Jof(x)dx + Tof(x)dx (2.1)

Ou x, est un nombre réel, et I’on dit que 1’intégrale est convergente ou divergente selon que

les intégrales du membre droite de 1’égalité (2.1) convergent ou non, selon les définitions (1)

et ().
Exemple 1:
+00
dx
SRR
X b—+o0 b—>+oo
1 1
Si bien que f converge vers 1
Exemple 2:
0 0
j dx = lim | e¥dx = lim [-e™™]) = -1
a—+0oo a——0oo
Z0 p

- 0o _
Si bien que f_oo e *dx =converge vers -1

Exemple 3:

14|
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+00 b
dx ) dx _ b
— = lim | —= lim [lnx]] = +c0
X b—>+c0 X b—+00

1 1

dx

Si bien que | 1+007 est divergente.

2.2 .1 Criteres de Convergence pour les intégrales impropres de premiere espece

Les critéres suivant sont données pour le cas ou une borne d’intégration est +oo. Des critéres
similaires existent quand une borne d’intégration est —co  (un changement de variable x = —y

change la borne en 4+) .

Nous supposons que f(x) est continue, donc intégrable sur tout intervalle finiea < x < b :

2.2.1.1 Critere de Comparaison

Pour les intégrales d'une fonction positive (non négatif) :

i. Convergence : soit g(x) = 0 pour tout x = a et supposons que fa+oog(x)dx converge,
alorssi: 0 < g(x) < f(x) Vx > a:alors f;mf(x)dx converge également.
ii. Divergence : soit g(x) = 0 pour tout x > a et supposons que fa+°°g(x)dx diverge,

alorssi: 0 < f(x) < g(x) Vx > a:alors f:wf(x)dx diverge également.

Exemples :

1
1+e*

1) Puisque Vx € [0, +oo[: <= et que f0+ooeixdx converge alors f0+°° dx converge

1+eX = e¥

aussi.

2) Puisque Vx € [2, +00[:% > iet que f;ooidx diverge alors f;ooidx diverge également.

2.2.1.2 Critére de Quotient

Pour les intégrales d'une fonction positive (hon négatif) :

i Sif(x)=0etg(x)=0etsi limx_,ooﬁzk # 0 et # oo Alors :

f;m f(x)dx et fa+°° g(x)dx Ont la méme nature c-a-dire convergent toutes deux ou

divergent toutes deux.

15|
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ii. Si k=0 dans (i) etsi fa+°°g(x)dx converge, alors fa+°°f(x)dx converge également.

iii. Sik=oo dans(i)etsi [~ g(x)dx diverge, alors [ f(x)dx diverge également.

2.2.1.3 Critére de Riemann

1 .
Pour g(x) = — etsoit:
lim xP X f(x) =k (2.2)
X—>00
i. Alors f;oof(x)dx converge si p > 1 et si k est finie (k # oo).

ii. fa+°°f(x)dx divergesip < 1l et si k # 0 ( k peut etre infinie k = o)

Exemple : f;ooﬁ dx converge puisque :
. x? 1
lim xP X ——— =— (p=2>1letk=1/4 + )

x00 4x* + 25 4

2.2 .2 Intégrale des fonctions de signe quelconque
2.2.2.1 Convergence Absolue et Semi convergence

4+ On dit que I’intégrale ff f(x)dx est absolument convergente si 1’intégrale ffl f(x)|dx est
convergente.

+ Et si f:f(x)dx converge mais f:lf(x)ldx diverge, on dit que f:f(x)dx est semi

convergente.
Exemple :
L’intégrale f0+°°%dx converge absolument et donc converge puisque :
Vx € [0, +oo[ : Cosxz < ! >
1+x 1+x

cosx

1+x?

+o0 1 . ., +00
Et on a [ adx =§ converge alors par comparaison Iintégrale [, dx converge

cos

1+x’§ dx converge absolument.

. , +o00
également, et par conséquent [,

16
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Remarque :

Tous les criteres utilisés pour les intégrales avec des intégrants non négatifs peuvent étre utilisés
comme criteres de convergence absolue.

2.2.2.2Critere d ‘Abel
Théoréeme (Théoréme d’Abel) -
Soient fet g deux fonctions définies : [a, +oo[ — R,siona:

i.  fest une fonction décroissante sur [a, +oo| et de limite nulle en +co (lim,._,, f(x) = 0).

ii. il existe une constante M telle que, quels que soient x et x' dans [a, +oo[ onait :

x!

fg(x)dx <M (2.3)

X

Alors I’intégrale impropre fa+°°f (x) x g (x)dx converge.
Exemple :

. , . + i
L’intégrale impropre [, == dx est convergente :

En effet on a la fonction f(x) = iest une fonction monotone décroissante sur [1, +oo[

etlim,_ f(x) = 0)

Et d' autre part on a aussi :

X

f sin x dx

1

Vx € [1,+00[ : =|cos1—cosx| <2

si

On a alors la convergence de I'intégralef;roo ;x dx par application du critére d'Abel.

2.3 Intégrale impropre de seconde espéce
Définition :

= Si f une fonction n’est pas bornée (n’est pas continue) seulement a 'extrémité x = a de

'intervallea < x < b, alors on propose par définition :

17
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b b
ff(x)dx = Sllrg;r ff(x)dx (2.4)

ate

Si la limite du membre droite de (2.4) existe, on dit que l'intégrale de membre gauche est

convergente, sinon elle est dite divergente.

= De méme si fune fonction n’est pas bornée seulement a l'extrémité x =b de

'intervalle a < x < b, alors on propose par définition :

b b—¢
ff(x)dx = gll%l—f f(x)dx (2.5)

En pareil cas, I'intégrale du membre gauche de (2.5) est dite convergente ou divergente selon

que la limite de membre de droite existe ou n’existe pas.

= Si fune fonction n'est pas bornée seulement en un point intérieur x = x, de

l'intervallea < x < b, alors par définition on pose:

b -

Xo—E& b
ff(x)dxzsli%l_f f(x)dx+£lir(1)1+ ff(x)dx (2.6)

a Xo+e

L’intégrale du membre gauche de (2.6) converge ou diverge selon que les limites de membre de

droite existent ou n’existent pas.

2.3.1 Intégrales impropres de seconde espéce de fonctions particuliéres

1. L’intégrale impropre (en x = a)f; converge sip < 1 etdivergesi p > 1.

dx
(x—a)P

2. L’intégrale impropre (en x = b) f: converge sip < 1 etdivergesi p > 1.

dx
(b—x)P

On appelle ces intégrales puissances de seconde espéce (remarquons quand p < 0 les

intégrales sont propres.

18
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2.3.2 Critéres de Convergence pour les intégrales impropres de seconde espéce

Les critéres suivant sont données pour le cas ou f(x)n’est pas bornée seulement a
I'extrémité x = a de l'intervalle a < x < b. Des critéres similaires existent si f(x) est non

bornéeenx = boux = xy0u a < xy <b.

2.3.2.1 Critére de Comparaison

Pour les intégrales d'une fonction positive (non négatif) :

1. Convergence : soit g(x) = 0 pour tout a < x < b et supposons que fab g(x)dx converge,
alorssi:0<gx)<f(x) Vx> a f:f(x)dx converge également.
2. Divergence : soit g(x) = 0 pour tout a < x < b et supposons que f:g(x)dx diverge,

alorssi:0< f(x) <glx) Vx> a f:f(x)dx diverge également.
2.3.2.2 Critére de Quotient
Pour les intégrales d'une fonction positive (non négatif) :

Sif(x)=0etg(x)=>0pourtouta < x < b etsi limx_,a+@=k # 0 et # oo Alors :

g(x)

b b n <
fa f(x)dx et fa g(x)dx ont la méme nature c-a-dire convergent toutes deux ou

divergent toutes deux.

1. Sik =0 dans (i) etsi f:g(x)dx converge, alors f:f(x)dx converge également.

2. Sik = oo dans (i) etsi f;g(x)dx diverge, alors f: f(x)dx diverge également.

2.3.2.3 Critére de Riemann

Si en prenant le cas particulier de g(x) = (x—la)p dans le critére de quotient on obtient :
lim (x —a)? X f(x) =k (2.7)
x—-at

v' Alors fa+°°f(x)dx converge sip < 1 et si k est finie (k # o).

v fa+°°f(x)dx divergesip = 1etik # 0 ( k peut etre infinie k = ).

9]
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2.3.3 Convergence Absolue et Semi convergence

. s b s b
= On dit que l'intégrale fa f(x)dx est absolument convergente si I'intégrale fa |f (x)|dx est

convergente.

= Etsi f:f(x)dx converge mais f:lf(x)ldx diverge, on dit que f:f(x)dx est semi

convergente.

2.4 Exercices

Exercice 2.1 : Montrer que l'intégrale fo (1 )

. . . 5 1
Exercice 2.3 : Etudier la convergence de | mtegralef1 T adx

Exercice2.4 : Etudier la convergence de I’intégrale f de

: . L 2 x°
Exercice 2.5 : Etudier la convergence de 1’1ntegralef1 % dx

Exercice 2.6 : Etudier la convergence de I’intégrale fo . x) rz

4T Ssinx
d

Exercice 2.7: Etudier la convergence de I’intégrale f T

2.5 Solutions des exercices

Solution de ’exercice 2.1 :

On integre par parties en posant :

{{ u(x)—lnx:u(x)—%

—1
|V (1+ E = v =1

1 1

Inx 4 _[—lnx]l_l_j 1 p _[ X 1 l +1]1
J 1+ X" 1+« 0x(1+) Tl ™ nx 0

dx converge et calculer sa valeur.

, . .y +oo +oo
Exercice 2.2 : Etudier la convergence des intégrales [ sinxdx et [ sin(x?)dx,

—1ln?2

2]
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Solution de I’exercice2.2 :

> Pour f0+°° sinxdx :

+0o0 b

b—+o00 b—+o0
0 0

Onaf sinxdx = lim | sinxdx = lim [1— cosb]

Cette limite n’existe pas (cette limite prend plus d’une valeur), et donc I’intégrale impropre

f0+°° sin x dx est divergente

+ - . . d
> Pour [ “ sin x dx :on fait le changement de variable t = x> = dx = =

2Vt
+00 +00
o, sint
Ona sinx “dx = —\/_dt
1
+oo | "
En appliquant le Théoréme d’Abel & I’intégrale impropre f %dt :
1

v D’une part la fonctionf (t) = —L_ est décroissante sur [1; +oof et lim;, o f(t) =

2Vt
0).
v' Etd’autre parton a :

X

j sintdt

1

Vx € [1, 4o <2

+ oo

i 4z . int c edee .
Alors I’intégrale impropre f %dt converge ; ainsi I’intégrale impropre
1

+oo 2 7
J; ~ sinx *dxconverge également.

Solution de I’exercice2.3 :

5
etonaaussi |

Ona Vx € ]1,5]: 1\/_

<=

——=dx converge (p == < 1)

ﬂ
I»Pr—x
=

: I 5 1 .
Alors par comparaison I’intégrale | T dx converge également.

Solution de I’exercice2.4 :

1

Ona vVx € [0,1] : ) > (1 e

1
etonaaussi [ — .

dx diverge (p =3>1)

21



Intégrales Impropres S. Bounab

Alors par comparaison f01 " (; 5 dx diverge également.

Solution de ’exercice2.5:

En appliquant le critére de Riemann on a

x?+1 1
i — p — 5 _ Y4 R — —
xllr£1+(x 1) xf(x)—xllr%(x 1) xm—l <p—2 <1etk—1qtoo>

z 241
. , X
alors l'intégrale —=dx converge
g . i1 g

Solution de l’exercice2.6 :

En appliquant le critére de Riemann on a

1
lim (3—x)P X f(x) = lim (3 —x)?P X =1 (@p=1-etk=2%0)
x-37 f) x-3" (B—x)Vx2 +1 P
3
lors U'intégral j dx di
alors l'intégrale iverge
I 3—x)Vx2+1 g
Solution de I’exercice2.7
On va étudier la convergence absolue [ |-oe | dx;ona:
sinx 1
Vx € |m,4n] : |5 |_3
Vx Vx—m

Et on a f \/_dx converge d'aprésle ctitére de Riemann (p —é <letk=1+# OO)alors

sznx 4T sinx

B

par comparaison f

|dx converge également, et par conséquent [~ z—dx converge

absolument.
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Chapitre 3 : Equations différentielles

3.1 Définition

Une équation différentielle ordinaire est une équation contenant une variable x, une fonction b et

une ou plusieurs dérivées de cette fonction. C'est-a-dire toute équation qui peut s’écrire sous la forme

F(x,y,y’,y", ....,y(")) =0 3.1)

Par exemple, les équations suivantes sont des équations différentielles

y'—2y =X
2xy'—3c0s X =6
3x(y)* —2y" =0

» On définit Iordre d’une équation différentielle comme étant le plus élevé des ordres des
dérivées apparaissant dans 1’équation. Le degré d’une équation différentielle est 1’exposant de

la dérivée d’ordre le plus élevé.
Exemple : L’équation y”—X(y’)> =e* est une équation différentielle d’ordre 3 et de degré 1 cary”

est la dérivée d’ordre le plus élevé (3) et que celle-ci est affectée de ’exposant 1.

3.2 Solution d’une équation différentielle

Toute fonction qui satisfait a une équation différentielle est une solution de cette équation. Résoudre

une équation différentielle, c’est trouver toutes les solutions de 1’équation.

Exemple : On peut constater que y=2sinx et y=3cosx sont toutes deux solutions de 1’équation

différentielle y"+y=0

En effet, si y=2sinx alors y'=2cosx ety”=-2sinx.
y'+y==-2sinx+2sinx=0

De méme, si y=3cosx alors y'=-3sinx ety”=-3cosXx.

y"+y=-3cosx+3cosx=0

24
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» |l existe donc plusieurs solutions a une équation différentielle. En fait, il en existe une
infinité. Dans ce cas-ci toute fonction de la forme y = Asin x + B cos x

ou A et B sont des constantes arbitraires, est solution de cette équation.

» On appelle solution générale d’une équation différentielle, I’ensemble de toutes les solutions

(famille de fonctions) qui vérifient I’équation différentielle. Une équation différentielle
d’ordre n comporte n constantes arbitraires.

On peut donc affirmer que y=Asinx+Bcosx ou A et B sont des constantes arbitraires est la

solution générale de I’équation y"+y=0
y =2sinx et y=3cosx sont des solutions particulieres.

3.3 Equations différentielles d’ordre 1

3.3.1 Equations & variables séparables

Une équation différentielle est dite a variables séparables si elle peut s’écrire sous la forme

MOIN (y)dx+P(x)Q(y)dy =0 (3.2)

Les fonctions de x et y multipliant chaque différentielle sont «séparées».

» Pour résoudre cette équation, on doit d’abord séparer les variables puis intégrer chacun des
termes de cette équation.

En divisant par P(X)N(y), on obtient

MOIN(Y) 4, . POIRWY) o

P(X)N(y) P(X)N(y)

M (X) Q) . _

oo Ny Y >

On trouve la solution générale en intégrant
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M(x) QW) 4, _
J PO dx + N(y)dy_ K (3.4)

3.3.2 Equations homogénes
Une fonction f (x,y) est dite fonction homogéne de degré n si il existe un réel k ; telle que :

vn € N : f(kx, ky) =k"f (X, y) (3.5)

Pour toutes les valeurs de Kk, x, y pour lesquelles la fonction est définie.
(multiplier chaque variable par k multiplie la fonction par k")

» Une equation différentielle est dite homogene si on peut 1’écrire sous la forme
M (X, y)dx+N(x,y)dy=0 (3.6)

ou M(x,y) et N(x,y) sont des fonctions homogénes de méme degré.

> Pour résoudre une équation différentielle homogeéne, il suffit de faire le changement de

variable Y =UX (ou u est une fonction de x) pour la transformer en une équation a variables

séparables.

3.3.3 Equations linéaires du premier ordre

Une équation différentielle /inéaire d’ordre 1 est une équation différentielle de la forme

Y L Py =00 37)
dx

Cette équation peut se résoudre a 1’aide d’un facteur intégrant (F.I). C’est un artifice de calcul

permettant d’obtenir une forme plus facilement intégrable.

jp(x)dx

Dans ce cas, le facteur intégrant est € . En multipliant 1’équation différentielle par le F.I., on

obtient

oS Y S iy =l (38)
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Or le membre de gauche de cette équation est la dérivée de yejp(x)dx . On peut donc écrire

i(eIP(x)dx j jP(x)de( X) (3.9)
dx

ol Py | eI P () dx + K (3.10)
y=e 7" ( | /" Qdx+ K) 3.11)

Cette derniére équation est donc la solution générale de I’équation différentielle linéaire d’ordre 1.

3.3.4 Equation de Bernoulli

C’est une équation de la forme :

Y1 yP0o = Qu0y" (3.12)
X

On transforme cette équation en une équation linéaire en la divisant par y" et en faisant le

changement de variable

7= yl—n
dz _dzd . d (3.13)
& =(1-n)y &
dx dy dx dx
Ce qui implique que y™" % = (1—1n)% :
Effectuons ces opérations.
dy n
o T YPO)=Q(y (3.14)
Y iapy
Y Y P(x) =Q(x) (3.15)
1 &, ZP(x) =Q(X) (3.16)
1-ndx
%+z(l—n)P(x) =(1-n)Q(x) (3.17)

Nous avons maintenant une équation linéaire. Nous savons comment résoudre cette équation. Par la

suite, il nous suffira de revenir a la variable y pour avoir notre solution finale.
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3.3.5 Equation différentielle de différentielle exacte (totale)
Une equation différentielle de type :

M (X, y)dx+N(x,y)dy =0 (3.18)

est une différentielle exacte s’il existe une fonction différentiable f(x,y) telle que la différentielle

totale de cette fonction (df ) soit précisément égale au membre de gauche de (3.18).

afd +afd =df =0 3.19

La solution de I’équation est alors donnée par f(x,y)=K.

Une condition nécessaire et suffisante pour que (5.6) soit une équation différentielle exacte est que

M _aN

5o (3.20)

(les dérivées mixtes de f (x,y) sont alors égales)

Une fois cette condition vérifiée, on pose % =M(x,y) eton integre par rapport a x, ce qui donne

f(x,y) = [M(x,y)dx+C(y) (3.21)

Pour déterminer la fonction C(y), on va dériver f(x,y) par rapport ay et comparer la fonction

obtenue avec N(X,Y).

Cas particuliers (équation réductible a une équation exacte)

Les équations de la forme M(x, y)dx+ N(x, y)dy =0 ne sont pas nécessairement exactes. Toutefois

il est possible, sous certaines conditions, d’utiliser un facteur intégrant pour qu’elles deviennent

exactes. Par exemple, si
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22

% = f(X) (une fonction de x uniquement) alors e,[f(x)dx
22

Si 8xM—6y =g(y) (une fonction de y uniquement) alors e_[g(y)dy

3.3.6 Equation de Clairaut

C’est une équation de type :

On larésout en posant y' = p

L’équation (3.22) devienne :

Puis on différentié par rapport a x :

= Soit Z—: = 0 et la solution générale est de type p = ct®

y=xy' +g0")

y=xp+g()

b dp dg(p)
y—p—p+xdx+ dx

O_dp(x+dg_@>

T dx dp

y =xc+g(c)

= Soitx + ﬁ = 0 et on obtient une solution singuliere la solution

x=-g'(p)

y=-pg'(r) +9@)

est un facteur intégrant, et

est un facteur intégrant

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)
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3.3.7 Equation de Lagrange

C’est une équation de type :

y=xfy)+g90") (3.29)

C’est un cas général de 1’équation de Clairaut :

En posant y' = p; et on différentié 1’équation (3.29) devienne :

B dp( df(p)  dg(p)
14 —f(p)+a(x—dp +—dp ) (3.30)
d d d
—(p—f(p))£+x%+%:o (3.31)

Qui est une équation linéaire en x; connaissant x(p) en déduit y(p)

3.4 Equations différentielles linéaire du 2°™ ordre

Définition : une équation différentielle linéaire (EDL) du 2°™ ordre & coefficients constants est une équation

de la forme :
ay" +by' +cy = f(x) (3.32)
Oua,b, c e R(a+0)
L’équation homogeéne (EH), ou sans second membre associée est
ay”" +by'+cy=0 (3.33)
La solution générale de (3.32) est
Y=Y t+Yn (3.34)
yn: est la solution de I’équation homogene associée(EH).

¥p: est la solution de particuliére a I’équation (3.32).
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3.4.1 Résolution de I’équation homogéne (EH)

Théoréme 1: si y, et y, sont deux solutions de 1’équation homogene (EH) alors y, + y, est aussi une
solution de (EH)

ay”" +by. +cy, =0
{yl YiTh (3.35)

ay", + by’2 +cy,=0

Théoréme 2: si y; est une solution de 1’équation homogene (EH) alors c,y; est aussi une solution de
(EH)

Théoréme 3: si y, et y, sont deux solutions de 1I’équation homogéne (EH) alors c,y; + c,y, €st aussi

une solution de (EH)

» On cherche la solution de I’équation (EH) sous la forme :

y=e"™ reR
Onadoncy' =ry ety” =r?y
Donc I’équation (EH) devienne :
y(ar? +br+c¢)=0 (3.36)
Définition :
ar’+br+c=0 (3.37)

L’équation (3.37) se nomme équation caracteristique(EC) de (EH) :

1) SiI’équation caractéristique(EC) admet deux racines réelles distinctes r; # 1, alors
yy=e* et y,=¢e"2* (3.38)
La solution y;, de (EH) est :
Yh = c1e"¥ + e’ (3.39)
2) Si I’équation caractéristique(EC) admet une racine double r € R alors, la solution y;, de
(EH) est:
yn = (c1x +cy)e™ (3.40)

3) Sil’équation caractéristique(EC) admet deux racines complexes conjuguées
n=a+if et nrn=a—if (a,f € Retf #0)

La solution y;, de (EH) est alors:
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yn = e*(c, cos Bx + ¢, sin Bx) (3.41)
Exemple : 1’équation y"" + 2y’ + 5y =0 , I’équation caractéristique(EC) associée a cette

équation est :
r’+2r+5=0=>A=—-4<0
rn=—1+2i et 1r,=-1-—1i2

La solution y;, de (EH) est alors:
Yn = e *(cq cos2x + ¢, sin 2x)
Remarque :
La solution générale a (3.32) est de la forme y, = y, + yp, ou y, est une solution

particuliere de (3.32), et y;, parcourt toutes les solutions de 1’équation homogene (E.H.).

3.4.2 Solution particuliére

3.4.2.1 17 Méthode
On distingue encore deux cas particuliers et une méthode générale :
f(x) =P(x)e™ ou (a € C) et P € C(I)est un polynome

On cherche une solution sous la forme : y, = Q(x)e** ou Q(x) est un polynéme, dont on peut

préciser le degré :

» Si a n’est pas racine de (EC) ; alors degré Q = degré P
» Si a est ’'un des deux racines de (EC) ; alors degré Q = degré P + 1
» Si a est racine double de (EC) ; alors degré Q = degré P + 2

3.4.2.2 2°™ Méthode (Changements des variables)

Soit I’équation ay” + by’ + cy = f(x) , dont la solution homogene est :

Yh = C1Y1 1 Y2 (3.42)

Pour I’équation avec second membre, on considére que c, et c, des fonctions en x ¢, (x) et c,(x)

y = c1(x)y; + c2(x)y, (3.43)
=y =c'1(0Dy1 + 1)y’ + ' 2(0)y, + ()Y, (3.44)

On choisit c; (x) et c,(x) telle que :
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1)y +c'2(x)y, =0 (3.45)
y' =)y’ +c(0)y’, (3.46)
=y" =c 1)y +c1()y" | + ()Y, + c,(x)y”, (3.47)

En substituant y", y’ et y dans 1’équation (3.32)

= a(c1()y', + c1()y" + )y, + 2(0)y",)y" + b(e; ()Y, + c,(0)y',)
+c(c1()y1 + c2(0)y2) = f(%)

a(c1 )y, +c'2(0y',)

+ (acl (x)y"1 + bcl(x)y'1 + cc1()y, +ac; (x)y”2 + bc, (x)y'2 + ccz(x)y2>
=0 =0

=f(x) (3.48)
Par conséquent, il reste :
a(c'1(y ', +2(0)y,) = f(x) (3.49)
Finalement on trouve le systéeme d’équations :

c'1()yy + ¢’ (x)y, =0
) (3.50)

a

C,1(x)y'1 + CIZ(x)yIZ

Qui est un ensemble de deux équations linéaires (c'; (x) et ¢',(x) inconues) , puis par intégration

de ic’; (x) et ¢’,(x), on trouve ¢, (x) et c,(x).
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3.5 Eléments d’équations aux dérivées partielles

3.5.1 Généralités

Une Equation aux Dérivées Partielles (EDP) est une équation fonctionnelle qui met en relation des
dérivées partielles. Typiquement, si u est une fonction a valeurs scalaires des variables

xety, (x,y) € Q ol désigne un ouvert deR?, une EDP est une relation de la forme :

du du
) =0 Pour (x,y) € Q (3.51)

F (x,y,u(x,y),a,@

ou F désigne une fonction définie sur un ouvert de R®.

= L’ordre d’une équation aux dérivées partielles est le plus haut degré de dérivation présent
dans I’équation. L’équation (3.51) est donc d’ordre 1.

= La dimension d’une €quation aux dérivées partielles est le nombre de variables
indépendantes dont dépend la fonction inconnue u. L’équation (3.51) est donc de
dimension 2.

= Résoudre I” EDP consiste donc & determiner toutes les fonctions u définies sur Q
satisfaisant (3.51).

= En général, une EDP est complétée par des conditions sur le bord de Q du type :

Ju du
) =0 Pour (x,y) €T c dQ (3.52)

G (x y,u(x, y),a,@

5.5.2 Définition : Classification des EDP

Cette classification est illustrée dans le cas d’équations du second ordre.

a) On dit qu’une équation aux dérivées partielles est lin€aire si la dépendance par rapport a la

fonction inconnue et ses dérivées partielles est linéaire :

0%u 0%u 0%u ou ou
a(x,y) Pl 2b(x,y) 923y + c(x, y)a—y2 +d(x,y) s e(x,y) P + f(x,y)u
+9(x,y) =0 (3.53)

L’équation est dite homogéne si la fonction g est identiquement nulle sur Q.

b) On dit qu’une équation aux dérivées partielles est semi-linéaire si la dépendance par rapport

aux dérivées partielles d’ordre le plus élevé est linéaire :
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0%u 0%u 0%u ou 6u>

a(x, y)@ + 2b(x,y) 2x3y + c(x, y)a—y2 + F( u,x,y,— ox’ 3y (3.54)

ou a, b, c désignent des fonctions des variables x et y, et F une fonction définie dans un ouvert de
R®.

¢) On dit qu’une équation aux dérivées partielles est quasi-linéaire si elle est de la forme :

( ou 6u> 0%u +2b( ou au) 0%u ( ou 6u> 0%u +F( ou au)
Y 55 ay) ax? WY o ay) axay T\ Y 5 5y) 5y T\ Y 5105y
~0 (3.55)

ol a, b, ¢ et F sont des fonctions définies dans un ouvert deR>.
d) On dit qu’une équation aux dérivées partielles est complétement non linéaire si elle dépend
non lin¢airement de ses termes d’ordre le plus €levé.

3.5.3 Exemples d’équations aux dérivées partielles linéaires

3.5.3.1 Equation de transport

Considérons un contaminant de concentration g dans un fluide en mouvement, ou le champ de

vitesse v, fonction des variables d’espace (x,y) et du temps t, est donné.

En I’absence de source répartie, la conservation de la matiére conduit a 1’équation :

9
6—‘: +div(e ) = 0 (3.56)

Appelée équation d’advection.

Si on suppose que le fluide support est incompressible (div(v) = 0), on obtient V équation de

transport :
d
°r +div(uv) =0 (3.57)
at
d —_
a—l;+ grad(w)v = 0 (3.58)

Considérons le cas unidimensionnel en espace :
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ou au

E-FV& =0 (3.59)

Si on suppose de plus que la vitesse vest constante, il apparait clairement que toute fonction de la

forme :
(x,t) — u(x,t) = i(x — vt) (3.60)
est solution.

3.5.3.2 Equation de la chaleur

Désignons par get T les fonctions « flux de chaleur » et « température », des variables spatiales

(x,v),et du temps t.

D’apres le premier principe de la thermodynamique, une équation d’état et la loi de Fourier, on a

div(@) = aT
V)= ¢ (3.61)

q = —kgrad(T)

ou ¢ > 0 désigne la chaleur spécifique, et k > 0 le coefficient de conductivité thermique. Pour ce
. . k

qui suit, on pose a = -

Par combinaison, on obtient

aT-|' AT =0 3.62

L’¢équation aux dérivées particlles ainsi obtenue est appelée équation de la chaleur. Elle gouverne
tous les phénomenes diffusifs (c’est donc aussi I’équation de la diffusion).
Reprenons I’équation en une dimension d’espace :

oT 0°T

E+aﬁ =0 (3.63)
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3.6 Exercices

Exercice 3.1 : Résoudre 1’équation différentielle : Y’ _X :
y

Exercice 3.2 : Résoudre sur |1, +co[I’équation différentielle : xy'Inx = (3Inx + 1)y

X2 +y?
Xy

Exercice 3.3 : Résoudre 1’équation différentielle y’' =

Exercice 3.4 : Résoudre I’équation différentielle suivante : y'COS X+ ysinx =1

Exercice 3.5 : Résoudre 1’équation différentielle dy +Yo y?

dx x

Exercice 3.6 : Résoudre 1’équation différentielle suivante :

(x—y+2)dx+(y—x+1)dy=0

Exercice 3.7 : Résoudre 1équation différentielle 1 YaX —(X +Yy?)dy =0
Exercice 3.8 : Résoudre 1’équation différentielle : yy' = xy'? + 1

Exercice 3.9 : Résoudre 1’équation différentielle : y = xy'2 + y'°

Exercice 3.10 : Résoudre I’équation différentielle : y"' — 2y’ = e* sinx

Exercice 3.11 : Résoudre I’équation différentielle : y" + 2y’ +y = %ex

Exercice 3.12 : Résoudre I’équation différentielle : y"' —y = ex1+1
Exercice 3.13 : Résoudre I’équation différentielle : y"' +y = Sinl3x

] Ca y s . s ~ror . 0%u(xy) _
Exercice 3.14 : Résoudre I’équation différentielle —a T u(x,y) =0

3.7 Solutions des exercices

Solution de I’exercice 3.1 : Cette équation s’écrit sous la forme :

b _x = ydy-xdx=0

dx vy
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Il ne reste plus qu’a intégrer :

Iydy—jxdx:c

2 2
(V?Jrclj—(%wzj:c

y2

X2

—=C-C-C,
y2—x?=2(C-C,-C,)
y>—x* =K

ou K=2(C—-C —C,) est une constante arbitraire

La solution générale est donc la famille de fonctions y* —x* =K

Solution de I’exercice 3.2 : En divisant par (xyInx) :

!

S =[5 =) G
y xlnx xlnx

= In|y| = 3In|x| + In|lnx| + ¢

Etant donné x € |1, +oo[, on trouve finalement :

y=cx3Inx
Solution de I’exercice 3.3 : Cette équation s’€crit :
dy_ x4y’
dx Xy

xydy = (x* + y?)dx
(x* + y?)dx — xydy =0

Ona M(x,y)=x*+Yy* et N(X,y)=—xy
On vérifie aisément que ces deux fonctions sont homogénes de degré 2.

Posons Y =UX. Onaalors dy =udx+ xdu .
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Notre équation devient

(X% +u®x®)dx — x(ux)(udx + xdu) =0
x2dx +u®x2dx —ux*dx —ux’du =0
x*dx—ux’du=0

dx—uxdu=0

Séparons les variables et intégrons :

dx =uxdu
%:udu
X
2
In|x|=L +k
2

2 2
In(x") =u” +k;
X2 :ekl _euz

2 N -
x* =Ke" ol K =e* est une constante positive

Il ne nous reste plus qu’a remplacer u par y
X

2 /2
X2 = Ke¥/*
Solution de I’exercice 3.4 :Nous devons d’abord mettre cette équation sous la méme forme que

I’équation (5.4).

'y sinx 1
Y Y osx  cosx
dy bt 1
- an x =
dx Y cos X
., d J-sinxdx 1 1
On calcule le facteur intégrant e/ anxdx — gleox®™ = g~Inlcosx| - —
On peut maintenant résoudre
1Ldy, 1 1
-5 an x =
cos x dx y CosS x COS2 X
1 d sinx 1

— 4 —
cos x dx ycoszx cos? x
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d d
a5 (o) = g (an )

=tanx + K
Ccos X

y =sinx + K cosx

Solution de I’exercice 3.5: (c’est une équation de Bernoulli) En divisant par y”on obtient :

=]
’2ﬂ+y_ =1

ydxx

Posons z=y™". Alors = gz _ —y? @
dx dx

L’équation devient

_E_FE:]_
dx x

E—£z=—1
dx X

dx

X :e—lnx _ =

Le facteur intégrant est alors € o

La solution est donc

ldz 1 -1

xdx x° X

Z(E)ZJ_—ldX-i-K

X X

z(l)z—ln X+ K
X

=—xInx+ Kx

=—XIn x+ Kx

_r
—xIn x+ Kx

z

1
y
y
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Solution de ’exercice 3.6 : Nous avons :

OX

oy

On a donc bien affaire a une équation de différentielle exacte. Alors

f(x,Y) = [M(x y)dx+C(y) =[ (x—y +2)dx+C(y)

:X?—xy+2x+C(y)

of
Posons — = N(X, y)
oy

%:—X+C'(y): y—X+1=N(X,Yy).

On en déduit que

C'(y)=y+1
y2
Cly)y=—+
) =Z+y
X2 y2
Donc f(x,y):?—xy+2x+?+y

La solution de 1’équation différentielle est donc

2 2

X y
——Xy+2X+—+y=K
2 / 2 Y
. . oM ON TS
Solution de ’exercice 3.7 : Ona — =1 et > =-1. L’équation n’est pas exacte. Par contre
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(aN_éMj
X v % =[_1_1J=— est une fonction de y seulement. Le facteur intégrant est donc
y y

—2
Sy 1 _ - T .
ejy :ez'”y:—z. Si on multiplie notre equation initiale par ce facteur, on obtient

y

1 X
; dx — (F +1)dy =0 qui est une équation exacte.

Vérifions ceci

M -1 N -1

et —=—=

o vy oox oy
Résolvons maintenant cette équation
1
F003) = [ MO y)eer Q) = Sacecy)

X
=~ +C(y)
y
of
Posons — = N(X, Y)
oy

X X
oL iCy)=—=—1=N(X, V).
Y y2+ (y) v (X,Y)

On trouve

C'(y)=-1
C(y)=-y

Donc f(x,y):g—y

X
La solution de 1’équation différentielle est donc —-y=K
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Solution de ’exercice 3.8 :

I+ 1
y=Xxy +—
y
onposey’ =p
L’équation devienne :
1
y=xp+—
Puis on différentié par rapport a x :
o dp dp1
Yy EPEPTAG dx p?
d 1
0= —p<x - 2)
dx p

= Soit % = 0 et la solution générale est de type p = ct¢

1
=xc+-
Y c

Soit x — = = 0 et on obtient une solution singuliére la solution

1
X = F
2
y=-
c
Solution de I’exercice 3.9 :
y=xy?+y?
onposey’ =p
L’équation devienne :
y = xp? +p?

Puis on différentié par rapport a x :

I — 0 — 2 [“[ [“t
=p=p°+ 2xp + 2p
Y dx dx
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—-p?=2 d—p(x+1)=>1— :zd—p(x+1)
p—D P p=2-"

dx 2

= = d
x+1D) 1-p?

On intégre
=Inlx+ 1| =1 ¢
nix = N7

(1-p)?

C

—x=—1
(1-p)?

Cp?
=y=—"
(1—-p)?
= Soit Z—Z = 0 et la solution générale est de type p = ct®

=XxCc+—
Y c

= Soit x — = = 0 et on obtient une solution singuliére la solution

1
x=—2

Solution de I’exercice 3.10 :

L’équation homogene Ey est:  y" —2y' =0

Qui correspond a une équation caractéristique :

r2—2r=0=r;=0etr, =2

Dont la solution homogene est :

yn = c1e’ + ce?*

On utilise la méthode de changement des constantes

{ c'1(x)y1 +c’2(x)y, =0
a(c'1(0)y', + 2 (0)y',) = f(x)
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{c’l(x)l +c';(x)e* =0 ... (1)
2¢',(x)e?* = e*sinx ... .o e vee e (2)

De I’équation (2) on trouve :
1} 1 .
c'r(x) = Ee"x sinx

On intégre c', (x) par partie deux fois :

u=e*—ou =—-e>*
v' =sinx — v = —cosx
2¢c,(x) = —e ¥ cosx — f e X*cosxdx
2c,(x) = —e ¥ cosx — [e_x sinx + f e *sinx dx]
2¢,(x) = —e ¥ [sinx + cos x] — 2¢,(x)

-1
= c,(x) = Te‘x[sinx + cos x]
Et on d’apres 1’équation (1)
¢'1(x) = —c'5(x)e?*
1 :
=c'1(x) = —Ee” sin x
De la méme fagon on trouve
1 .
= (%) = Ze”[smx — cos x]
Alors on peut écrire la solution particuliere comme :
ex - ] -1
Yo =17 [sinx — cosx] + Tex[smx + cosx] = 7ex[cosx]

Et la solution générale est :
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ex
Vg =Vnt+Yp= =5 [cos x] + ¢, e?*

Solution de I’exercice 3.11 :
L’équation homogéne Eyest: : y" +2y' +y=0
Qui correspond a une équation caractéristique :
r2 4+ 2r + 1 = 0 = une racine doubler = —1
Dont la solution homogeéne est :

yr = (C1x +cp)e™

y1 =xe™”
el ’ _
{y 1=0—x)e

et y, =e*

Xety',=—e*

On utilise la méthode de changement des constantes

{ "1y +c'2(x)y, =0
a(c'1()y', + ¢, (0)y",) = f()

c'i()xe™*+c'(x)e™* =0 .. (1)
1
1) =-x)e ™ = ,(x)e™ = ;e‘x R ¢
(1)+ (2) on trouve :
di(x)e*=2e* = (x) ==
1 - X 1 - X
Par intégration on trouve :
c1(x) =In|x|
Et on d’apres 1’équation (1)
¢'2(x) = —xc';y(x)
= c,(x) = —x
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Alors on peut écrire la solution particuliere comme :

Vp = (XIn|x| —x)e™

Et la solution générale est donnée :

Vg =Yn+ ¥, = &nlx| + xc; —x +c)e™
Solution de I’exercice 3.12 :
L’¢équation homogeéne Eyest: : y"'—y =0

Qui correspond a une équation caractéristique :

2—1=0=r; =—letr, = +1

Dont la solution homogene est :

Yh = cie™* + cye™*

=e ¥ et =e*
:>{’)’1 . }’2, .
yi=—e “ety,=e

On utilise la méthode de changement des constantes

{ c'1(x)y1 +c'2(x)y, =0
a(cll(x)y,]_ + CIZ(x)ylz) = f(X)

c'ix)e*+c'y(x)e*=0...n.... (1)

= 1
—c' x4 cf T = e e (2
C1()e + (et = @

(1)+ (2) on trouve :

e—x

eX+1

1
eX+1

= 2¢'5,(x) =

2c',(x)e* =

26, (%) f e ™ p f e ™ d fe‘x+1—1
= = = —_—_— = -
2\ eX+1 x eX(e™* + 1) x eX(e™* + 1)

—-X

= 2¢,(x) =f (exe(;:_l_ll) - ex(e—lx + 1)) dx :f <eix B (e‘i +1)

dx

)ax
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1 1
= c,(x) =§e‘x +§ln(e"‘ +1)

Et on d’aprés I’équation (1)

ex

¢1(@) = =5 (X)e? = 26, (6) =

X

= 2¢,(x) = J dx

ex+1

On trouve finalement:

1
=c(x) = Eln(ex +1)

Et la solution particuliére est donnée :
1 1 1
Vp = (—ln(ex + 1)) e " + (—ln(e‘x + 1)ex) +=
2 2 2
Et la solution générale est donnée :

1 1 1
Vg =Ynt+Yp = <§ln(ex +1)+ c1) e X+ (EIn(e‘x +1)+ c2> e* + 3

Solution de I’exercice 3.13 :
L’équation homogeéne Eyest: : y"4+y =20
Qui correspond a une équation caractéristique :
24+1=0= r; = —ietr, = +i
Dont la solution homogene est :

Yp = €1€0SX + CSinx

=>{ y1 =cosx et y, =sinx
y'y = —sinx et y', = cosx

On utilise la méthode de changement des constantes
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{ "1y +c'2(x)y, =0
a(c’l(x)y'1 + C’z(x)y’z) = f(x)

c'1(x)cosx +c'5(x)sinx =0 ..........

=

—c'1(x) sinx + ¢',(x) cos x = -

COsS x

{ sinx X (¢';(x)cosx + c',(x)sinx) =0..........

cosx X (—c'y(x)sinx + ¢',(x) cos x) =

(3)+ (4) on trouve :

COS X COosS x

c’2(x) =

= c,(x) =.f

sin3 x sin3 x

-1

= (%) = 2sin? x

Et on d’apres 1’équation (1)

sin x -1

¢'1(x) = —c'5(x) = c'1(x) =

-1
sin? x

=) = f

On trouve finalement:

Et la solution particuliére est donnée :

3 x

sin® x

dx

coSs X -1 2cos?x —1

(1
(2

3)
()

COS X sin? x

cos? x — sin? x

cosx + Sinx =

v = sinx 2sin? x 2sinx

CoS 2x

e = -
Yp = Jsinx

Et la solution générale est donnée :

2sinx
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CcoSs 2x

= + =c;c0sx +c,sinx +
Yg=YnTYp 1 2 2sinax

Solution de ’exercice 3.13 :

Figeons la variable y, et posons v(x) = u(x,y). On doit résoudre 1’équation différentielle :

v'(x)+v(x)=0

Les solutions sont :

v(x) = Asinx + Bcosx

et revenant a u on obtient :

u(x) = A(y) sinx + B(y) cos x
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Les séries
Chapitre 4 : Les Séries
4.1 Séries numériques
Généralité
Soit (Un) une suite de nombre réels, on pose :
n
Sn= UO +U1 +Un =ZUk (41)
k=0

> (Sn) estappelée suite des sommes partielles de la série.
» Lalimite de S, est appelée série de terme générale Up.
> Ry =Xi5 Uk = Upyy + Unyo + -

R,, est appelé le reste d’ordre n de la série.

Notation:

o -y ’ +oo
Une série de terme générale U, est notée (Z oo Un) ou Cnso Un).

4.1.1 Convergence

Définition :
Une série de terme générale U, est dite convergente si la suite des sommes partielles
(S;)nen est convergente. Dans ce cas la limite de la suite (S;,),ey €st appelée somme de la série

est on note :

n—oo

(e0]
lim S, = Z U, (4.2)
n=0

= Une série qui n’est pas convergente est dite divergente
= En d’autre terme, si on note :

l=1limS, (4.3)

n—-oo

On a alors (2,50 Up) converge vers | <

lim, S, =l=Ve>0: INVn eN:n>N= [Sn—1]| < ¢ (4.4)
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© Ve >0:3INEN:VneEN:n>2N=0[X2_,U,—-1 <0 (4.5)

» La série géométrique : une série géométrique est une série dont le terme générale est
de la forme :

U,=ar™, a #0 (4.6)

Pour ce type de série la somme partielle est donnée par :

Sn = aX —— (4.7)

Et on remarque que la limite lim,,_,,, S,, existe si et seulement si : |r| < 1 dans ce cas la série est

convergente eton a:

n_
Za.r =1_7 (4.8)

nz0
Proposition 1 :

Soit (3,51 Un) une série convergente alors lim,,_,,, U,, = 0 la réciproque est fausse

Preuve : Posons

o0
| = Z Un= lim Sn=lim S, (4.9)
n=0
Sn - Sn—l =
W+ U, + e+ Upy +U)— WU+ Uy, +-+e.+Uy_1) = Uy, (4.10)
Etona
lim(Sn—S,_1) = limUn=0 (4.11)
n—-oo n—-oo
Remarque :

La proposition précédente est utile sous sa forme contre posée, c'est-a-dire :
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lim U, #0 = ZUn diverge (4.12)

n—+oo0

- 1 -
» Exemple: la série Y,s1n!, Xps1(=D", Yot 2 cos(;) sont des séries
divergentes.
. - - 1 . . , g 1k 1
Tandis que la série numérique ( Znﬂ; est divergente bien qu’elle vérifie lim,,_, —= 0
Propositions 2 :

Soit Q=1 Up)et st V) deux séries convergentes respectivement vers u et v alors :

1. Lasérie Y,51(U, + V,,)est convergente eton a:

Z(Un+ I/;l)=2Un+ZVn=u+v (4.13)

n=0 n=0 n=0

2. Pourtous a € R,la serie (O, a Un) est convergente eton a:

(aUn) = a ) Un=au (4.14)
2. 2,

nz0 nz0

Définition 2 (Critere de Cauchy):

Une série est dite de Cauchy, si la suite des sommes partielles (S,) est de Cauchy cela revient a

dire qu’elle vérifiée de la propriété suivante :

Ve >0,3N eN:Vp,qg ENVp >2q =N =

p q
2 U= ) b
k=0

k=0

|Sp — Sq| < < e (4.15)

Toutes séries réelles de Cauchy sont convergentes.

4.1.2 Séries a termes positifs
Définition : une série (), Un) est dite série a terme positif si : U, = 0 pour tous n € N

Remarque :
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Une série (), Un) estatermes positifs, la suite des sommes partielles (Sn) est croissante.

Eneffet S,, —S,_.4 = Un = 0 d’ou la proposition suivante :

Proposition : Soit ( ), Un) une série a termes positifs :
z Un Converge = (S,) est majorée.

4.1.2.1 Critére de convergence et de divergence des séries numérique :

4.1.2.1.1 Critére de comparaison
Pour des séries de termes non négatifs (tout série de terme général Un > 0V n € N) soit Un et

Vnde Rt avec0 < Un < Vn.

a) la convergence de la série },,,5oVn = la convergence Y,,,5o Un

b) ladivergence de }.,,5oVn = ladivergence de Y,,,5oUn

4.1.2.1.2 Critére du quotient

- Py . . . un
Pour des séries de termes positifs soit Un>0,Vn =0 etsi onalim,_ = k ,alors:

a. sik = 0et),soVn convergeil est de méme pour ,5oUn.
b. si0<k < +o0 alors X,50Vn et X,soUn sonttoutes deux convergentes.

c. k= +0et),soVn divergeil en estde méme de Y5, Un.

4.1.2.1.3 Critére d’intégrale
Pour des séries de termes positifs si f(x) est positif continue et monotone décroissante pour

x = 1, et si elle est telle que f(x) = Un alors },,soUn converge ou diverge selon que
I'intégrale généralisé

J f)dx = lim j f(x)dx (4.16)

Converge ou diverge.

Les séries de Riemann : Ce sont des séries de la forme
— = —+4 —+ —+ - (4.17)

Ou p est une constante, elle converge pour p > 1 et diverge pour p < 1.
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La série avecp = 1 appelée série harmonique.
Remarque :

se déduit du critere par comparaison et en est souvent une forme alternative tres utile. a partir

des propriétés connus de la série de Riemann la théorie suivante :
4.1.2.3 Régle de Riemann
. . . N 1
Si en prenant dans le critere de quotient le cas particulier V1, = —» nous obtenons le

théoreme suivant :
Silim, ,nPu, =k (4.18)
Alors:

a. Y Unconvergesip>1let0 <k<oo(k+# )
b. Y Un divergesip< 1,k# 0

4.1.2.4 Séries et Equivalents
Soient Y.,50U, et YnsoVpdeux séries numériques a termes positifs telles que Up~gVj.

Alors Y50 Un et Y50V, sont de mémes natures (convergentes ou divergentes).

4.1.3 Séries a termes Quelconques

4.1.3.1 Séries alternées
On appelle série alternée les termes successifs sont alternativement positives U,, = (—1)"| U,|

pour toutn € N.

1) Pour qu’une série alternée converge il suffit (mais n’est pas nécessaire que les deux
conditions suivantes soient réalisées :
1) lim,,_|U,| = 0.

2) Lasuite (U,) ey soit décroissante pour n > 1.

4.1.3.2 Série absolument convergentes et séries semi convergentes

> Lasérie Y, U, est appelée absolument convergente si Y;|U,,| converge.
> Si ), U, converge mais la série }|U,| diverge alors on dit que la série ) U,, est semi
convergente.

Théoreme 2 : Si ),|U, | converge, alors ), U converge. En d’autre terme, une série absolument
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Converge est une série convergente.
Remarque :

Tous les criteres utilisés pour les séries de termes positives peuvent étre utilisés comme

criteres de convergence absolue.

4.1.3.3 Régle d’Alembert
Soit la suite (U,,),,en ON pose :

Un+1

2| = 2 (4.19)

lim,, 4

Alors:

1. Lasérie ), U, est absolument convergente si A<1.
2. Lasérie ), U,est divergente si A>1.

3. Lecritere est en défaut si A=1.

4.1.3.4 Régle de Cauchy
Soit la suite (U,,),,ey Siona :

lim,,_,o 3/ | Uy |=A (4.20)
alors:

1. Lasérie Y, U, converge absolument si A<1.
2. Lasérie ), U,diverge si A>1.

3. SiA=1 Le critere est en défaut.

4.1.4 Produit des séries

Soit (Uy) et (Vo) deux suites de R, on appelle le produit les deux série ), Un et Y, Vn la série de

terme générale Wn :

Wy, = 2k=0 UkVn—k (4.21)

: E : a® E b" (s - [
Exemple : Soient — et — deux séries numériques, alors le terme général de la
nzo ™ n=o ™

série produit ),,,5o W, est
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ak b % (a+b)n

Wo = 2k=0l0 il = m
Théoreme :

Soit (Un) et (Vn) deux suites de R, si la série ) Un est absolument convergente et que la série
Y. Vn est aussi absolument convergente alors la série des produit des deux séries ), W n est

absolument convergente et on peut écrire :

YWn=_QUn)x (XVn) (4.22)

4.2 Suites et séries de fonctions

3.2.1 Suites de fonction

Supposons qu'une suite de fonction (f,) converge vers une fonction f lorsque n — o il faut
motionner que des propretés connues la continuité, la dérivabilité ou 'intégralité ne sont pas
nécessairement préservées pour cette raison, nous allons décrire le type de convergence

existant pour les suites de fonctions.

4.2.1.1 Convergence simple
Soit (f,) une suite de fonction définie sur I'intervalle I de R.

Définition 1: On dit que la suite (f,,) converge simplement (on ponctuellement) vers la fonction

f sur I pour chaque valeur de x € [la suite numérique (f;,,(x))nenconverge vers la fonction

f(x).

On peut reformuler la définition précédente comme suite :

Définition2 :

On dit que la suite (f,,) converge simplement vers f on que f limite simple de la suite (f;,) sur
Isi:

Ve >0,Vx€el,Any(e,x) ENVRn EN= |f,(x) —f(x)| < & (4.23)

Nous remarquerons que dans cette formulation, le nombre n dépend a la fois de € et de x

Exemple :Soit la suite de fonction définie par : fn(x)=sn;nx ,XER
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Etudions la convergence simple de la suite (f,)
on fixe, x € R, et on étudie la limite de suite numérique f;,(x)
Vvn e N,Vvx eER: —1<sinnx < +1

—1 sinnx +1

Vvne N,Vx eR: —< < —
n n n
1 _ sinnx
lim—=0>=lim =0
n-oon n
n—oo

Donc lim f,(x) =0,Vvx €R
n—-o00

On dit que la suite f;,(x) converge simplement vers la fonction nulle f = 0.

Exemple 2:

1-nx
1+nx

Soit f,, définit sur [0,1] par: V x € [0,1]: f,(x) =

On montre facilement que la suite de fonction f,, converge simplement sur l'intervalle [0,1]

six=20

Vx € [0,1]:711_1)130fn (x)=f(x) = {il six =0

Remarquons que dans cet exemple bien que les fonctions f,, soient contenues, la fonction limite

f nel'est pas.

4.2.1.2 Convergence uniforme
Soit f,, une suite de fonction a valeurs réelles ou complexes, définies sur l'intervalle I et soit

f une fonction définit sur I. on dit la suite f,, converge uniformément vers f ou f est limite

uniforme de la suitef,, , sil’on ala propreté suivante :

Ve >0: 3dng(e) eEN: VneN: Vxel,n>ny: |f(x)—f(x)| <e (4.24)
Définition 3 :
On dit que la suite f,, converge uniformément vers la fonction f sur I, si on posant:

Ay = supPxerlfn(x) — f ()] (4.25)

Pour tous n€ N on obtient une suite qui converge vers 0
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(limy 0 a, = 0 0u TILI_II)IO supxeilfn(x) — f(x)| = 0).

De point de vue pratique :
1) On étudie la convergence simple afin de déterminer la limite simple f.
2) Onfixe n € N, on étudié la fonction g, (x) = |f,(x) — f(x)| et on cherche ensuite

A, = SUPyer 9n(x). Et On détermine la limite de lim,,_,,, a;,.

Si la limite lim,,_,, a,, = 0, alors f,, converge uniformément vers f sur I.

Sinon (lim,,_, a,, # 0) la suite de fonctions f,,ne converge pas uniformément vers f sur .
Théoréme 1(continuité d’une fonction limite) :

Soit f, [a,b] = R des fonctions continues qui convergent uniformément sur [a,b] vers une

fonction f:[a,b] — R alors f est continue sur[a, b].
Théoréme 2 (intégration d’'une fonction limite) :

Soit f,, [a,b] = R des fonctions continues sur l'intervalle [a, b] qui convergent uniformément

vers une fonction f [a,b] — R, alors:

b b
f f(x)dx = lim f fa(x)dx (4.26)

On a donc interversion de I'intégrale et la limite

b b
f lim f,, (x) dx = }ll—I}C;lOf frn(x)dx (4.27)

n—-0o

Théoreme 3 :
Soit f;,(x) une suite de fonctions de classe C?! sur un intervalle réel quelconque I de R tell que :

1) Il existe un point x, de I tel que la suite f,,(x,) converge
2) La suite des dérivées f,,'(x) converge uniformément sur tout intervalle fermé |[a, b]
contenue sur 1.

Alors:
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1) Lasuite des ( f,, ) converge simplement sur I vers fonction f.

2) Lafonction f est de classe C? et sa dérive coincide avec la limite de la suite (f,).

3) La suite des ( f;, ) converge uniformément sur tout intervalle [a, b] contenu dans 1.

4.3 Série de fonctions

4.3.1 Convergence simple

Définition 1: Soit )., U,, une série de fonctions définie sur l'intervalle I. on dit que la série est
simplement convergente si, pour tout x de I, la suite des sommes partielle (S, (x)),ey €St une

série convergente.
Sp(x) =U;(x) + Uy (x) + ++- - + U, (x) (4.28)
Et dans ce cas on écrit :

Tlll_r)glo Sp(x) = 85(x) (4.29)

On appelle S(x) somme de la série ), ,-;1 U, , il s’ensuit que }.,>; U,converge simplement vers

S(x) pour toutx de I si:
Ve >0,VvneN,Vx €el:dAny (g, x):in>ny: |S(x)—SE) | < ¢ (4.30)

» Sing ne dépend que de ¢, la série est dite uniformément convergente sur 1.

4.3.2 Convergence uniforme

Définition 2: Soit ),,»; U, une série de fonctions, on dit que la série est uniformément
convergente, si la suite des fonctions somme partielle d’ordre n c.-a-d. la suite de fonction
(S5.(x)) définie par:

Sp(x) = 2R=1 Uk (4.31)
Est une suite de fonctions uniformément convergente.
En d’autre terme, elle vérifié la propriété suivante :

Ve >0,vneNVx €e:dAnyg(e):n>ng: |S(x) —SX) | < ¢ (4.32)
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» Ouny dépend uniquement de &

Remarque :

Si la série de fonctions }},,51 U, est une série qui converge simplement on peut considérer pour

tout x la suite des restes d’ordre n de la série). ;1 U, :

o0
R, (x) = Z Uy (4.33)
k=n+1
Puisque S(x) — S,,(x)=R, (x) et le reste de la série aprés le nieme terme, on peut dire de fagon
équivalente que la série )51 U, est uniformément convergente pour tout x de I si la suite des

restes partiels R, (x)converge uniformément vers la fonction nulle sur 1.

4.3.3 Théorémes sur les séries uniformément convergentes

Si une série de fonctions est uniformément convergente, elle possede en commun avec les
sommes partielles de fonctions de nombreuses propriétés comme le montrent les théoréemes

suivants :

Théoreme 1 :

Si les fonctions (U, ),ey sont des fonctions continues sur [a, b] alors S(x) est continue sur [a, b]

Ex bref, ceci veut dire que la somme d'une série uniformément convergente de fonctions

continues est une fonction continue. Ce résultat est souvent utilisé pour démontrer qu'une

série donnée n’est pas uniformément convergente en démontrant que la fonction somme S(x)

est discontinue en un point, en particulier si x, est dans [a, b] alors le théoréme établit que :

lim > U, (x) = z lim U, (x) = z U, (xo) (4.34)
X—=Xg

X—Xq
nz=0 n=0 n=0

On utilise la limite a droite ou la limite a gauche si x; est a une extrémité de [a, b]
Théoréme 2 :

Si (U,)nen sont des fonctions continues sur [a, b], et si ), U, (x) converge uniformément vers la

somme S(x) sur[a, b] alors :

62



Les séries | 63

fb S(x)dx = Z fb U, (x) dx (4.35)

a nz1gqg

b b
fZUn (x) = ZfUn(x)dx (4.36)

a nz1 nZla

En bref une série uniformément convergente de fonctions continues peut étre intégrée terme a

terme.
Théoréme 3 :

Si (Up)neny sont des fonctions continues et ont des dérivées continues sur [a,b], et si

Yns1 Un(x) converge vers S(x) tandis que Y.,,51 U, (x) est informent convergent sur [a, b] alors

S'(x) = z UL (x) (4.37)
d d
— ;Unm =25 N (4:38)

Ce théoréeme donne les conditions pour qu’une série puise étre dérivée terme a terme.

> Des théorémes semblables au théoréme ci-dessus peuvent étre formulés pour les suites

de fonctions.

> Pour exemple, si la suite U, (x) est uniformément convergente sur [a, b] alors :
b b
lim | U,(x)dx = f lim U, (x) dx (4.39)
n—-oo n-—-oo
a a

4.3.4 Critéres particuliers pour la convergence uniforme des séries de Fonctions

4.3.4.1 Critere de Weierstrass (Convergence Normale)
Si on peut trouver une suite numérique de termes positifs (M,,),,cy, telles que sur un certain

intervalle I on ait :
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a- VvneN,vxel: |U,(x)| <M,
b- Y,s1 M, converge

Remarque :

= Les séries de fonctions qui réalisent le théoréme précedent s’appellent les séries
convergentes normalement.

= (e critere fournit une condition suffisante mais non nécessaire pour la convergence
uniforme c'est-a-dire, qu'une série peut étre uniformément convergente sans que le
critere puisse s’appliquer. A cause de ce critére, on peut étre conduit a croire qu’une
série uniformément convergente doit étre absolument convergente, et inversement

cependant, ces deux propriétés sont indépendantes.

Alors ), U,,(x) est uniformément et absolument convergent sur c’est intervalle 1.

4.3.4 .2 Critere de Dirichlet
Supposons que :

1) La suit {a,} soit une suite décroissante de constantes positives tendant vers zéro (

lim,,,a, = 0)

2) Il existe une constant P, telle que pour tout a< x < b,l’'on ait:
vn=>1:|U(x)+Uy(x)+ U (x)| <P (4.40)

Alors la série Y51 a, U, (x) est uniformément convergente pour a < x <b

4.3.4 .3 Théoréme (le reste de la série)
Si on peut trouver une suite numérique ¢, convergente vers zéro lim,,_,,, &, = 0 telle que :

Vn € N*: Vx € [a,b]:|R, ()| <&, (4.41)
Alors la série }; U, (x) est uniformément convergente.
R, (x) : estlereste de la série Y, U, (x) d’'ordre n R, (x) = 272, 11 Uk (x)

4.4 Séries entieres

Définition : On appelle série entiere d'une variable x une série de la forme :
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+00
z X" =ag+ a;x + ayx? + - ax" (4.42)
n=0

Les coefficients ay, aq, .....a,sont données

4.4.1 Rayon de convergence

» En générale une série entiére converge pour |x| < R et diverge pour|x| > R, pour une
certaine constante R appelée rayon de convergence de la série pour [x| = R la série peut
aussi bien converger que diverger.

» L'intervalle |x| <R on R < x <-R avec inclusions possible des extrémités, s’appelle
l'intervalle de convergence de la série

» Le critere de I’Alembert réussisse souvent pour obtenue cet intervalle, il peut étre on

défaut et on ce cas on doit faire appel a d’autres criteres.

Exemple :

- X" X -
e Lasérie Y%, - d’apres le critere de d’Alembertona:

X1 x n!

= Him (n+ 1! xxm

n—-oo

. ‘Un+1
lim

n—oo n

‘=0<1(six¢0)

X
T ——
n-oo|(n + 1)
Pour x # OLa série converge absolument, et Pour x=0 la série devient 0 Et cette série

Xn
converge= Y%, — converge absolument sur R]—00, 400

e Lasérie )%, x™ est une série géométrique de raison g = x elle converge pour tout |x| < 1

donc l'intervalle |—1, +1[ et le rayon de convergence R=1.
2
e Lasérie %%, fl—z D’apres la regle de d’Alembert :

xn+1 n2

(n+1)2 x

= |x|

U
li | n+1 = lim

n—oo

n
n—o0

Elle converge si |x| < 1, R=1

Calcule du rayon de converge :
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Soit la série Y., @, x™ une série entiere, le rayon de convergence de cette série est donnée par

I"'une des deux relations suivante :

1
R = ——— (Regle de Cauchy) (4.43)
e
R = lim (Regle de d’Alembert) (4.44)
n=0 1y 4q

Théoreme :

Une série entiere converge uniformément et absolument dans intervalle strictement contenu

dans l'intervalle de convergence.

4. 4.2 Fonction somme d’une série entiére

Continuité :

Soit f(x) = X}+%, a,x™ la fonction définie sur I'intervalle de convergence, somme de la série
entiere de rayon de convergence R alors f est continue sur un intervalle strictement contenu

dans l'intervalle de convergence.

Théorémel :

Soit Y%, a,x™ une série de rayon de convergence R > 0 pourtousx:R > |x| = 0ona

X 400 +00 X +00

a
j a,t"dt = z ] apx™ _ z - _:1.x”+1 (4.45)
o0 n=0 n=0o n=0

Théoreme 2 :

Soit »+%, a,x™ une série entiére de rayon de convergence R > 0 par conséquent la série

n+1
> % ap—a le méme rayon de convergence R.

Théoréme 3 :

n

La série entiére Y;% a,x™ et la série dérivée Y;® na,x™! ont le méme rayon de

convergence R

66

66



Les séries
e Une série entiéere est indéfiniment dérivable sur |—R, R[, par récurrence on trouve
o0
O (x) = z nn—1)..(n—k+1)aqx"* (4.46)
n=k
Et on déduit que :
®) 0
a = ! k'( ) (4.47)

Ainsi les coefficients de la série entiere sont définis de maniere unique par la fonction somme

f ).

e Par conséquent, deux série entiere de rayon de convergence non nul sont égales si et
seulement si leurs coefficients sont égaux.
¢ Une série entiére de rayon de convergence non nul est nulle si et seulement si ses coefficients

sont nuls.

Exemple : En dérivant la série géométrique Y45, x™ :

dx R B 1nanx (1 —x)? (4.48)

2 +00 2 +00
d ) dr 1 . 2
| 2 | = g (r=5) = - e = = (449)
n=0 n=2

4.4.5 Développement de fonction en série entiere

Supposant que f(x) et ses dérivées f(x), f'(x), ... ... ™ (x) existent et soient continués dans
I'intervalle fermée[a, b] et que f™*1(x) existe dans I'intervalle ouvert a < x < b. Nous avons vu

précédemment que :

f (@
2!

f™(@

n!

fe) =f(a)+fla) x (x —a) +

X (x—a)?...+

X(x—a)+ R, (4.50)

Ou R,, estle reste est donnée par sous l'une ou I'autre des deux formes :

_ M

R =
" (m+ 1!

(x — a)"*1 (Forme de Lagrange) (4.51)
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M n
R, = O x—-8"(x—a) (Forme de Cauchy ) (4.52)
Ou € qui se trouve entre a et x, est en générale différent dans les deux formes.

Quand x varie, ¢ varie également en générale. Si pour tous x et tout ¢ dans[a, b], nous avons,

lim,,_,, R,, = 0 alors I’équation (4.51) peut s’écrire :

fG)=fla)+fla) x (x—a)+

" ()
@, (x — a)? ! '(a) X(x—a)"  (453)

2! n
Cette série s’appelle la série ou le développement de Taylor de f(x),

» dans le cas ou a = 0, elle est souvent désignée sous le nom de série ou développement de
Maclaurin. On pouvait étre tenté de croire que si toutes les dérivées de f(x) existent au
point x = a, le développement (4.51) est valable. En fait ceci n’est pas nécessairement le
cas, car bien que 'on peut puisse formellement obtenir la série du nombre de droite de
I’équation (4.51), la série résultante peut ne pas convergé vers f(x).

Quelques exemples importants des séries entieres :

On emploie fréquemment dans la pratique, les séries suivantes convergentes vers les fonctions

données dans l'intervalle indiqué :

L —=1+x+x2+x3+ 42" —1<x<1
2. :1x=1—x+x2—x3+---+(—1)”x” -1<x<1
. x3 x5 x7 x2n+1
3. smx=x—;+a+;.....+(—1)"(2n+1)! —00<x <400
g 2ox x Xt
4. cosx=1 Sttt e e+ (=1) o 0 < x < 400
x _ x?  x3 x™
5. e*=14+—4+=—+ +— —0<x < +00
21 31 (n)!
2 3 n+1
6. Inl+x|=x—"+=+ -+ (-1)"= —1<x<+1
2 3 (n+1)
1 1+x x3 x5 X7 x2n-1
7 Eln|r —X+§+;+;.....+(2n_1)! —1<x<+1
x3 x5 x7 x2n+1
8. Arctgx=X—;+E+;.....+(—1)”(Znﬂ)! —1<x<+1

9. 14+x)P =1—px— PO=1) 2 . P@=3)-(pntD) o

2! n!

Cette série est la série de bindme
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a) Si p est entier positif ou zéro, la série un nombre fini de terme.

b) Sip > 0 mais n’est pas entier la série converge absolument pour —1 < x < +1
c) Si—1 < p <0,lasérie converge pour -1 < x < +1

d) Sip < —1, la série converge pour —1 < x < +1

Pour tout p, la série converge certainement pour -1 < x < +1

4.5 Séries de Fourier

4.5.1 Fonctions Périodiques

On dit qu’une fonction f(x) a une période T ou est périodique de période T, ou T est une

constante positive si pourtoutx: f(x) = f(x+T)

_,\('_'F_—\__-"‘w f_ﬂ___,—-____‘\

x\\ - \\‘
rasn=roN___ %,
\ .

4.5.2 Séries de Fourier

Soit f(x) une fonction définie sur I'intervalle ]—L, +L[ et en dehors de cet intervalle par
f(x) = f(x+2L) c'est-a-dire périodique de période 2L, La série de Fourier ou le

développement de Fourier correspondant a f(x) est donné par :

+00
_ % BT b sin™
flx) = > + Z(ancos L X + b,sin L x) (4.54)
n=

Ou les coefficients de Fourier a,, et b,, sont donnés par :
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( +L
- 1 e cos™a
an = 7 f(x)cos [ dx
-k (4.55)

+L
b—lff()'nnxd
kn_LL xsmL X

Si f(x) a la période 2L, les coefficients a, et b, peuvent étre déterminés de maniére équivalente

par:
( c+2L
1 o™
n = T f(x)cos .4
\ ca2l (4.56)

b — 1] ) nnxd
kn_L f(x)sin T4
C

Ou c est n’importe quel nombre réel, dans le cas particulier ou ¢ = —L (4.56) devient (4.55).

Pour déterminer ay dans (4.54), on utilise (4.55) ou (4.56) avec n = 0, par exemple :

ag =% f f(x)dx (4.57)
L

4.5.3 Conditions de Dirichlet
Supposons que :

1. f(x) est définie et univoque sauf peut étre en un nombre fini de points de l'intervalle
|-L,+L].

2. f(x) est périodique en dehors de I'intervalle ]— L, +L[ avec la période 2L.

3. f(x)et f'(x) sont continues par morceaux dans de I'intervalle ]— L, +L[.

Alors la série (I) avec les coefficients (II) ou (III) converge vers :

A. f(x) sixestun point de continuité.

f(x+0)+f(x—-0)
2

B. si x est un point de discontinuité.

Ici f(x+ 0) et f(x —0) sont les limites a droite et a gauche de f(x) au point x

respectivement.
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4.5.4 1>égalité de Parseval
Soit f une fonction 2m-périodique et supposons pour le moment que sa série de Fourier converge
uniformément vers f(x); En multipliant les deux membres de I'équation (4.54) (f(x) = %+

§ (ancos x+b sm—x)) par f(x) et en intégrant terme a terme sur [—m, ], on obtient

I'égalité suivante, dite égalité de Parseval:
1 +L
I f (f())? dx = % + Z(an + b, %) (4.58)
-L

4.6 Exercices
Les Séries Numériques

Exercice 4.1 : démontrer que la série suivante est convergente, en calculant sa somme :

SO =2 () ot () 5

nz1

Exercice 4. 2 : Etudier la convergence de la série ). n>1(—1)"+1

Exercice 4.3 : Etudier la divergence ou la convergence des séries suivantes :

Z 1 _ 1
2n 41’ Inn
n=2

nz1

Exercice 4.4 : Etudier la convergence de la série : Z =

2
n=1m

Exercice 4.5 : Etudier la convergence de la série : z e

nz1"

, . - n Inn
Exercice 4.6 : Etudier la convergence des séries : E oy
ns14n -2 Vn+1

. : - 1 .1
Exercice 4.7 : Etudier la convergence de la série :),,51 In —= In sin -

Exercice 4.8: Démontrer que la série suivante est convergente :
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1 1 1 (-1)n (-1)n
_1+2_3+4_...+ n +..._z "

n=1
Exercice 4.9 : Etudier la convergence absolue de la série :
1 1 1 1 z (—pntt
2 3 47
nz1

="

|
nz1 ™

Exercice 4.9 : Etudier la convergence absolue de la série : z

Exercice 4.10: Etudier la convergence de la série :

1 n
E (a+n_19> avec(a>0,p=>0 )

Exercice 4.11: Soit la suite de fonction définie par : f,(x )—Sm = ,X€ER

Etudions la convergence simple et uniforme de la suite (f;,)

Exercice 4.12: Etudier la convergence simple et uniforme de la suite (f,,) de fonctions définie

sur [0,1] par:V x € [0,1]: f,(x) =

1+nx

Exercice 4.13: Etudier la convergence simple et uniforme de la suite (f,,) de fonctions définie

sur |—1,1[ par:
fox) =14x+-x"1

Exercice 4.14: Soitla série Y,,,51 U,,(x) de terme générale U, (x) définie par:

1 1

vn € N*,vx € [O,l] : Un(x) = x2n+1 — Xx2n-1

Montrer que la série est simplement convergente et non uniformément.

Exercice 4.15: Etudier la convergence absolue et uniforme des séries

Z cosnx z sinnx
nx1 n? ' nx1 32n

Exercice 4.16: Etudier la convergence uniforme de la série définie par le terme générale :
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f:R*>R x:f(x)= (D7

n+x
. ;. n!
Exercice 4.17: Trouver le rayon de convergence de la série Z n—nx"
n>0
. L (_1)n n
Exercice 4.18: Calculer la somme de la série o X
n=1

Exercice 4.19: Soit f(x) = x définie sur ]—n, +T[[ de période 21 ; développer la fonction f(x) en

-~ : L - =" 1
série de Fourier, en déduire les sommes des séries Z ;et =

nzo 2n+1’ n>1 "
4.7 Solutions des exercices
Solution de I’exercice 4.1 :
L. 1n\"
La serie z (—) est une série géométrique, de raison
nx1

q = % (g < 1 = la série est convergente) ; on aalors:

lim S, =1 = la limite existe donc la série est convergente ,et on peut déduire que

n—-oo
1 n
§ (z) =tms.=1

Solution de ’exercice 4.2:

on a z(_l)nﬂ =1 =141 =14 eceeeeen + (=DM 4

n=1

n

Sn = Z(—l)"+1 =1-1+1— .. (D"

k=1
_ 0 sin est pair
lim Sn = { . >t pat
n—0o 1 sinestimpair
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Donc la limite de S, n’existe pas, la série est donc divergente.

Solution de ’exercice 4.3 :

1
* Pour),s; S Ona:

1 < i

> :
va 1 241 T 2n

Et on a déja prouvé que la série Y, est convergente alors par comparaison la série

on

1 .
Yns1 Sno; etaussiconvergente.

1 .
* Pour ), — Puisque::

1
Inn

vn = 2: >

S|

: - 1 . . n 1
Et puisque la série }.,,5 — est divergente, alors il en est de méme de pour ;s T

Solution de ’exercice 4.4 :

Vn > 1:Lafonction f(x) = niz est positive contenue décroissante sur |1, +00]

M

im [ = im (1 1)—111" ;

Jim | —= = Ml_T)T}Q( )= (la limite existe).
1

, 1
= lintégrale impropre est convergente alors la série Z — est convergente .
n

nz1

Solution de ’exercice 4.5 :

. 1 o L
Vn = 1:la fonction f(x) = —est positive contenue décroissante sur |1, + 0]

+00

dx
_— = i M =
J . 1\!{1_1}30[lnx]1 +00
1

, 1
= lintégrale impropre est divergente alors la série Z - est divergente .

nx1
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Solution de ’exercice 4.6 :

n
3-2

= En utilisant la regle de Riemann la série z est Convergente.

n=1*"
n

Puisque lim,,_,,, n? . yrcar i(p =2>1,etk # +00)

;. Inn .
= Lasérieest Z N divergente :

Inn 1
(n+1)1/2 = +0. (p = E <letk +# 0)

. : 1
Puisque lim,,_,,n /2 x

Solution de I’exercice 4.7 : soit: U,, = ln% —In sin%

1 1
sin— = ———=+&(m)(lim e(n) =0, lim — = 0)
n n 6n n—00 n-oon
. 1 1 1 1
Soit Un~ln;—ln(;—§) = U,~—1In (1 _m)

2

Etona:In(1 —x)~,,0—x— %+

1 1 1
n(1-—5)= -5 = Uy~ —
6n? 6n? n - en2
La série ),,,51 U, est équivalente a une série de Rlemannznzom qui est convergente, alors elle

est de méme ),5, (ln% —Insin %)

Solution de ’exercice 4.8 :

(_1)n+1

e La série donnée est une série alternée, nous avons le terme général : Un = , on
vérifié les deux conditions :

1) vn €N : lim,_o|U,| = lim = =0

n-ooon
a|Uy| 1 , .
2) VnEeN: = < 0 = Donc |U,| est décroissant
(_1)n+1

Par conséquent la série Y.,,51 est convergente.

n
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|ﬂ
n

e La série des valeurs absolues

(_1)n+1

X

Solution de I'’exercice 4.9 : En utilisant le critere de d’Alembert, on trouve :

est semi convergente.

. Uﬁ+1 . n!
lim |— = lim |—|=11m =0<1
n—oo n n—oo OP+1)! n-ooon + 1
;o (="
La seérie — st absolument convergente.
nz1 '

Solution de I'exercice 4.10 : En utilisant le critere de Cauchy, on trouve :
. n . 1
lim \/|U,| = lim (a+—]) =2
n—oo n—00 nbP
On a les cas suivants :

e Sip=0=A=lim, 0 +/|Upl=a+1>1

Alors la série est divergente.

e Sip>0=A=lim, L +/|U,l =a

Danscecasona:

» sia<l lasérie est absolument convergente
» sia>1 lasérie est divergente

» sia = 1larégle est en défaut

n 1 Sip:>1
on remerque que : lim U, = (1 + —) = {
n—oo nbP

e sip=1

c'est-a-dire lim,_,,, U, # 0, alors la série est divergente pour a = 1

Solution de I'exercice 4.11 :

+00 sip<1

1. L . -
=), - diverge (série harmonique), alors la série

= La convergence simple : on fixe, x € R, et on étudie la limite de suite numérique

fa(x)

vn € N,Vvx eER: —-1<sinnx < +1

—1 sinnx +1

Vvne N,Vvx eR: —< < —
n n n
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1 _ sinnx
lim—=0=lim =0
n—-oon n

n—->o0

DoncVx €R: limf,(x) =0
n—-o0

On dit que la suite f,, (x) converge simplement vers la fonction nulle f = 0.

= la convergence uniforme :
Connaissant la fonction limite f = 0 de la suite de fonctions f,

On fixe n € N, on cherche si possible a,, = supyerlfn(x) — f(xX)I.

sinnx
an = supyenlfu () = FGO] = supyen [“om ]

sinnx

. 1 1 1
Et Comme |sinnx| < 1alors—;£ <t+-=a,=-.

n

lim o= 0 donc la suite de fonctions f,, limite converge uniformément vers f.
n—oo

1 T
Remarque : On peut prouver que a,, = ; pour la valeur x = Z

Solution de I'exercice 4.12 :
On montre facilement que la suite de fonction f,, converge simplement sur l'intervalle [0,1]

1—nx_

=fe = {1,

six=20
six #0

vx € [0,1]: lim £ (x) = lim -———

Remarquons que dans cet exemple bien que les fonctions f,, soient contenues, la fonction limite

f nel'est pas, par conséquent la convergence n’est pas uniforme sur [0,1]
Solution de I'exercice 4.13 :

La suite de fonctions f,,(x) estune somme d’une série géométrique, alors on a

1-xm

vx €]-11[ f(x) =14+ x+--x"1=1x

1-x

Vx € =LA lim £, (o) = f(x) = ﬁ

n

1—x

Vx € [-1,1[: gn(x) = fu(x) — f(x) =
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SUPxe[-1,1] gn(x) = Xsup = 0=limy, e a, = Tlli_r)?o.gn(o) =0

Alors la suite de fonctions converge uniformément sur |—1,1[

Solution de I'exercice 4.14 :
n
5200 = ) Up() = Uy () + Up () + -+ Uy ()
k=1

=(x1/3 - x) + (x1/5 — x1/3) + -+ (xl/Zn—l — x1/2n+1)
S, (x) = xV2n+1 — x
Etona
0 six=20
Six) = nETwS”(X) =

1—x six#0

La limite de S, (x) existe alors la série converge simplement vers S(x) sur [0,1], mais on

remarque que cette limite S(x) n’est pas continue en x = 0

limS(x) =1+ S(0)=0
x—-0%

= La série donnée Z U, (x) n’est pas uniformément convergente sur [0,1]
nz1
Solution de I'exercice 4.15 :

7o cosnx
* Laserie E 2
n
nz1

cosnx

1
n

OnaVx ER: Vn eN*:

n2

Et on a aussi la série anlﬁ est convergente (série de Riemann n=2) = la série),——

cosnx
ny

converge uniformément et absolument (converge normalement) sur R

- sinnx
* Laseérie E >
3Z2n
nz1

sinnx
3211

1
32n

OnaVx ER: Vn eN*:
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: L 1 - L 1
Et on a aussi la série Znﬂﬁ est convergente (série géométrique avec ¢ =5 < 1)

= la série Z converge uniformément et absolument (converge normalement)sur R

Solution de I'exercice 4.16 :

= On étudie la convergence simple de cette série :

La sérié donnée est une série alternée vérifions les deux conditions :

1- Vvn>1,Vx € R*: lim,_, |( - | -

d

2- vn=>1,Vx €ER al nl—m

< 0 = |U,| est décroissante sur R*

(GOl

Les deux conditions sont vérifiées, alors ;51 —— — —est simplement convergente sur R*, par

conséquent et étant donné que la série est alternée et convergente on peut écrire :
vn > 1,Vx € R*: R, (x) < |Up41l

1 1
<
n+l+x n+1

Vn=>1Vx € R R,(x) <

. ) 1 . 1 . . ,
Donc il suffit que &, = — ou lim,,,, —— = 0 alors la série est uniformément convergente
n n+1 n=0ni1

sur R.

Solution de I'exercice 4.17 :

On utilise la regle de Riemann :

R = lim

n—->o00

o (n! (n+ 1) o om+1\"
=lim|—X———— =hm< ) =e

Apsqrl moo\n" (n+1)! n-o\ n

Donc le rayon de convergence de cette série est R = e (et l'intervalle de convergence est

X € |—e, +el.

Solution de I'exercice 4.18 : on trouve l'intervalle de convergence ; en calculant le rayon de

convergence :

On utilise la regle de Riemann :
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R = lim
n—-oo

. nx(3)”Jr1 . <3n)_3
Anst ~ o\ 31 (n+1) T ate\n+1) T

Donc le rayon de convergence de cette série est R = 3 (et l'intervalle de convergence est

x € |-3,+3[.

Alors il existe un intervalle I c ]—3, +3[ telle que :

vx el: Z (_Sil)nnxn = S(x)

n=1

(_?x)nde raison q = =

On remarque la sérié géométrique Z .

n=0

VxE]—3,+3[‘2(_§)n:1_(1_§):3ix

n=0

n
En dérivant la série géométrique Y%, (— 5) :

LX) ) - 2 -

n=0

- _12 -D"n 3
x L 3m (B +x)?
f(—l)"n n —3x
Fo] 3n (3 + x)?

Solution de I'exercice 4.19 :

On a f(x) est une fonction impaire = ay =a, =0

+1 +
1 . 2 ,
b, = — | xsinnxdx = — | xsinnxdx
s s
0

-1

On intégre par partie on trouve :
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( e
2 | —x 1 —2 -

11'
b, =— | —cosnx] + — j cosnxdx | = 7cosnn = 7(—1)"

T n o n
0
———

=0
Par conséquent le développement de Fourier correspondant de f(x) est
+00

flx) = Z _72 (=1)"sinnx

n=1

» En déduire pour x = % € ]—n, +71'[, f (x) vérifier les conditions de Dirichlet et x = %est un

point de continuité alors :

+ oo + oo
T -2 T 2 T
— | = ——1n' —=2 —1n=—
f(z) Zn( )'sinn 1D =3
n=1 n=0
D'ou:
< (D"«
2n+1 4
n=0

» En appliquant I'égalité de Parseval on trouve :

+71T + 00

+00

1f 2 g 24 1
— — — = - =
) * n? n? 6

- n=1 n=1
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CHAPITRE 5 : Transformation de Laplace

5.1 Définition de la Transformée de Laplace et conditions d’existences

Définitions Préalables :

1. Une fonction est dite continue par morceau (sur un domaine finie t € [a, b]) :
»  Siil est possible de subdiviser le domaine en un nombre fini d’intervalles dans
lesquels la fonction est continue.
»  Sif(t) possede une limite a droite et a gauche a chaque limite d’un intervalle.
2. Une fonction est dite « d’ordre exponentiel » si on peut trouver des constantes réelles
M ety > Otelles que |f(t)] < Me¥® VYt > T, ondit f(t) est d’ordre exponentiel y quand
t - oo
Il est équivalent de dire que I'on peut trouver une constante § > 0 telle que lim;_,; e Bt x

|f(t)| — 0 (il suffit de choisir B > y)
Ainsi f(t) = et n’est pas d’ordre exponentiel.

5.2 Définition de la Transformée de Laplace

Si f(t) désigne une fonction a valeurs réelles ou complexes de la variable réelle t, définie
sur le domaine t € |0, +o[ et nulle pour t < 0, on appelle Transformée de Laplace de f(t) la

fonction :

F) = £(f©0) = | f@ear M
0

Ou p est une variable complexe (parametre) et F(p) est une fonction complexe.

- Lexistence de F(p) suppose la convergence de I'intégrale.
- On appelle F(p) I'image de f(t).

Conditions d’existence de F(p) :

- f(t) doit étre continue par morceau.

- daavec0 < a <1:telquelim.ot* X |f(t)|—>0
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- f(t) doit étre d’ordre exponentiel.
Conséquence : Certaines fonctions ne possédent pas de Transformée de Laplace, par exemple la

fonction f(t) = - (qui ne respecte pas la deuxiéme condition d’existences) ou f(t) = et (quine

respecte pas la 3°™ condition d’existences).

Exemple 1: la fonction f(t) =t

+0o0

L(t) =f te Ptdt

0

On intégre par partie on trouve :

+00
—t too 1 -1 1
L) = [—e‘pf] + —f e Pldt = — [e™P]{” = —
p 0 p s p p
_=,0_/
Exemple 2: |a fonction f(t) = t"
to ~ (on faitle cha:gement pt=u) to u\™ B du 1 to B
L(tY) = | ttre Pldt = (—) e —=—0o| u'edu
; ; p p p J
=ITL
Alorson a:
+00 +o
In:f u"e‘”duz}»lozf e %du=1
0 0
400 +oo
I, = f ue ¥du = [—uTe "]¢” + f nu" e % du =nl,_,
0 =0 0

( Iy =1

| L=1

4 I, =2x%1

| :

k1n=1><2><3x...><n=n!

Finalement on trouve :
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=> L(t") =

pn+1

Exemple 3: |a fonction f(t) = e%t

400
L(eat)=f et e Ptdt =
0

p—a
Exemple 4:

p elwt+e—1wt

L(coswt) = (on utilise cos wt = >

p2+w2

iwt_g—iwt

20 )

L(sinwt) = e (on utilise sin wt =

5.3 Propriétés de la Transformée de Laplace

On note F(p) = L(f(t)) la fonction image de f(t) = L™1(F(p)) dite original de F(p) :

1. Linéarité :Si F,(p) = L(fl(t)) et F,(p) = L(fz(t)) alors :
L(Af1(t) + Bf,(t)) = Aﬁ(f1(t))3£(fz ()
Exemple: L(2 + 3t — 5t%) =2 (%) +3 (pl) —5 (%)
2. £(f(at)) ==F (%)

u
(changement de variable tza

+00 1+oo .
L) = | flanear L@ = [ fae” au
0 0

3. L(etf())=F(p—oc) :

L(etf(t)) = f f(t)e Pt gt
0

n!

Exemple : L(eft™) = oo

4. L(t"f(D) = (—1)"F™(p)

8s |
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5.4 Transformée de Laplace de la fonction dérivée

Si f(t) est continue de classe C* sur ]0,+oo[, alors :
L) = pF(@) — F(0%)  ouf(0) = lim £(©)
On peut itérer ce résultat, et si f est de classe C! sur ]0,+e[, alors :

L(f™@) = p"F(p) —p" 1 f(07) —p" 2f'(0*) — oo = f71(0F)

Donc
L(f"(t)) = p?F(p) —pf(0*) — f'(0%)

5.5 Transformée de Laplace de ’intégral

Soit
h(t) = ff(u)du donc h'(t) = f(t)
0
On pose : L(h(t)) = H(p) et L(f(t)) = F(p)

h +
L (®) = pHP) = h(07) = H(p) = 8, ROD

p
Exemple :
. . 1 1 2 -1
L(sin 2t) :p2+4:> L(fstuduz—EcosZt):Ep2+4+%
b
= L 2t) =
(cos 2t) 14

5.6 Table de transformées de Laplace usuelles

86

De méme qgu'’il existe des tables de primitives usuelles, des tables de développements limités

usuels, il existe des tables de transformées de Fourier et des tables de transformées de Laplace

de fonctions usuelles. Dans la table ci-dessous, il faudrait en toute rigueur indiquer les abscisses

de convergence.

86



Transformation de Laplace | 87

0 F(p) = J:“e—ﬂ f0).dt
1
1 ou Ht) P
_1
e ou e H(t) P&
cos(ot)  sin(ot) pzfa)g pzf_)a)z
ch(mt) sh(wmt) sz 7 Pz(i)a)g
" ou t"H() };ﬂ—l
] ) n'
" e ou t" exH(t) (p—c)

5.7Exercices

Exercice 4.1 : Pour chacune des fonctions F(p) suivantes, trouver une fonction causale f telle

que L(f(t) = F(p) :

p

2 I DP T D

1
“pioe-Dn - W=

Exercice 4.2 : En utilisant la Transformée de Laplace de la fonction dérivée. Calculer la transformée
de Laplace de : f(t) = sin 2t

5.7.1 Applications de la Transformée de Laplace a la résolution des équations différentielles
Exercice 4.3 : Résoudre I'équation différentielle suivante :

y"(t) + 6y'(t) + 9y(t) = 3e7 3t , avecy(0) =y'(0) =0

Exercice 4.4 : Résoudre I'’équation différentielle suivante :

y"'(t) + 5y'(t) + 6y(t) =0, avecy(0)=3ety' (0)=-7

Exercice 4.5 : Résoudre I'équation différentielle suivante :

y'0O+3y'®)+2y(t)=1, avecy(0)=y'(0)=0
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5.8 Solutions des exercices

Solution de ’exercice 3.1 :

z 1z . 1 1 1 1
1) Décomposons en éléments simples F(p) = PG5 3 (E - p:)
LYF@)) = (1) = 3 (et —e72)
n . Y . _ p _1(p+1 1
2) De méme, décomposons en éléments simples F(p) = PIDGTTD 2 (p2+1 p+1)

L (F(@) = f(©) =5 (cost +sint —e™)

Solution de I’exercice 3.2 : Nous avons la transformee de Laplace de la fonction : cos wt

L(cos2t) = pzizz

Par définition on a aussi :

L((©) = pF@) — f(01)  ou f(0*) = lim f(t)

2
p —4 .
L 2t)) = —1= = —2L(sin 2t
((cos 2t)") 12 714 (sin 2t)

= in2t) =
L(sin 2t) 14

Solution de ’exercice 3.3 :

La transformée de Laplace de I'équation différentielle est :

1
p?Y(p) + 6pY (p) + Y (p) =3——

p+3
D'ou:
Y =
(») 13
Et en utilisant la formule
n! 2!
L tn ct — :L tZ -3t —
(the) =G gmm = L) ="
3 2 3
_> _2i2,-3t
Y(p) 200 £ 3)° =y() =t

88

88



Transformation de Laplace

Solution de I’exercice 3.4 : La transformée de Laplace de |'équation différentielle est :

p?Y(p) —3p+7+5pY(p) — 15+ 6Y(p) =0
D'ou:
3p +8 3p +8 2 1
p2+5p+6=(p+2)(p+3)=p+2+p+3

Y(p) =

Par conséquent on trouve

y(t) = 2e72t + 3¢

Solution de I’exercice 3.5 : La transformée de Laplace de I'équation différentielle est :

1
p?Y(p) + 3pY(p) + 2Y(p) = >
D'ou :
1 ~ 1 1 1, 1
p(@*+3p+2) plp+D{@P+2) 2p p+1 2(p+2)

Par conséquent on trouve

Y(p) =

1 1
— _ _ -t — ,—2t
y(t) e +Ze
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Chapitre 6 : 6. Transformations de Fourier

La transformation de Fourier est une extension, pour les fonctions non périodiques, du

développement en série de Fourier des fonctions péeriodiques.
La transformée (continue) de Fourier (également appelée intégrale de Fourier) associe a une fonction

F(x) (& valeurs dans R ou C) une autre fonction notée F(F (x))(w) ou plus simplement F(w); w est

une variable indépendante de x, appelée variable duale.
F: F(x) — F(w) = F(F(x))(w) (6.1)

Lorsque la fonction F (x) représente un signal, une image, une onde sonore, électromagnétique
(x désignant la variable de temps ou d’espace), sa transformée de Fourier F(w) est son spectre avec

w qui représente la fréquence ou la pulsation.

6.1 Définition de la transformée de Fourier F(-)

Définition : Soit une fonction F(x) a valeurs dans C(ou R), F intégrable sur R au sens F € L'(R):
L’intégrale genéralisee ff; |F (x)] dx est finie c.-a-d. convergente.

La transformée de Fourier de F est la fonction F(F) = F définie par :

+o00

FF):w+— Flw) = f F(x)e ““*dx (6.2)

— 00
Ol e désigne I’exponentielle complexe.
Notons que méme pour F a valeurs dans R, F est (a-priori) & valeurs dans C.

La transformation de Fourier F est un opérateur qui transforme une fonction F(x) sur R, intégrable,

en une autre fonction F(w); w est appelée variable duale.

Remarques

= |l est possible de choisir une définition Iégerement différente pour la transformation de Fourier;

cela n’est qu'une question de convention dont les conséquences ne se sont que des facteurs
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multiplicatifs dans les formules a venir (notamment dans I’expression de la transformée de
Fourier inverse). Typiquement selon les communautés scientifiques, e.g. mécaniciens,

électroniciens, physiciens quantiques etc., on considérera les définitions suivantes :

+00 +oo
o . . 1 .
Flw) = f F(x)e™?™*dx ou encore F(w) = T f F(x)e™ 2™ dx (6.3)

= On peut définir la transformée de Fourier pour une fonction F a plusieurs variables :

n

F(x4,...,x,). Sionnote (:,-) le produit scalaire de R" , (x, w) = Z xj wj ,alorsona:
j=1

Flw) = f F(x)e H@Xdx (6.4)
RTL
Typiquement en traitement d’images, on effectue des transformations de Fourier a deux

dimensions.
Par ailleurs la transformée de Fourier d’une fonction radiale est radiale.

= Lessituations types sont les suivantes :

a. la variable primale x est le temps (s) ; dans ce cas, la variable duale wa la dimension
d’une fréquence (Hz). F(w)représente alors le spectre fréquentiel du signal F (x).

b. la variable primale x est une position (m) ; dans ce cas, la variable duale w a la
dimension de I’inverse d’une longueur. ¢ désigne ce que ’on appelle le vecteur
d’onde.

c. Un exemple physique remarquable sont les phénomenes de diffraction qui donnent
une image de 1’espace dual du réseau ; ils sont en quelque sorte une « machine

naturelle a transformation de Fourier ».

6.2 La transformée inverse

Si F(w) est intégrable sur R, on peut on peut obtenir F ( x) a partir de F(w) par la

transformation inverse (dite formule d'inversion de Fourier):

F(x)=F Y(F)(x) = % f F(w)et™dw (6.5)
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6.3 Propriétés de la transformée de Fourier

6.3.1 Linéarité

Par construction, ’opérateur transformé de Fourier F(-) est linaire. En effet, pour (f,g)(x)

fonctions satisfaisant les conditions d’existence de leurs transformées de Fourier respectives, et pour

tout (a,b) € R?:

Flaf (x) + bg(x)) = aF(f(x)) + bF(g(x)) = af +bg (6.6)

6.3.2 Symétrie du graphe de|F(w)|

Ona
2 2
|F"(a))|2 = f F(x)coswxdx| + f F(x) sin wx dx (6.7)
R R
~ 2 ~ 2
Donc Yw € R, |F(—w)|” = |F(w)|
Le module de F(w) est une fonction paire.
6.3.3 Translation
Pourtouta € R,ona:
F(F(x — a))(w) = e7F(w) (6.8)
A une translation de F (x) correspond un déphasage de F(w); le terme Im(e~'“%) = — sin wa étant
un facteur de phase.
6.3.4 Modulation (translation fréquentielle)
Pourtouta € R,ona:
F(eHF (1)) (w) = F(w - a) (6.9)

6.3.5 Changement d'échelle - dilatation dans le « domaine temporel »

Pourtouta € R*,ona:

93

93



Transformation de Fourier

F(F(ax)) () = F (=) (6.10)

1 ®
la] \a
6.3.6 Dérivation dans le domaine temporel
Si F est intégrable sur R et dérivable, si sa dérivée F' est intégrable sur R alors la transformée de
Fourier de la dérivée de F est :
F'(w) = iwF (w) (6.11)

Par récurrence pour F de classe C* et si chaque fonction dérivée est intégrable sur R, on obtient :

FO® () = (iw)*F(w) (6.12)

6.3.7 Dérivation dans le domaine fréquentiel
Si F est dérivable, on a :

F'(w) = —ixF (x)(w) (6.13)
Par récurrence pour F de classe C* , on obtient :

F®(w) = (=)*xFF (x)(w) (6.14)

6.3.8 Convolution

Le produit de convolution des fonctions réelles ou complexes f et g est la fonction f * g définie

comme suit :

(f * )@ = f fx = y)g)dy (6.15)

On dit que f est convoluée avec g.

On voit que la convolution est commutative :

(f *9)(x) = (g ) (x) (6.16)
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La transformée de Fourier du produit de convolution de deux fonctions est le produit des

transformées :

F(f * 9)0)(w) = f(w).§(w) (6.17)

6.4 Tableau de transformées de Fourier usuelles

La plupart des transformées de Fourier peuvent étre trouvées en utilisant les propriétés de la
transformée de Fourier de la section 6.3 A partir de des propriétés de la transformée de Fourier, une

liste des paires de transformée de Fourier importantes est donnée dans le tableau suivant :

Fonetion f Transformée de Fourier

f=X—aa sin(2mwap)
acR.. a<h P

f=Xan =4t sin (w(b—a))

— iy L
g~ Zamp

abheR. a<bh wp

k

i T —ar i
flz) = e X[0,+=0]lE) 1
' (a + 2imp)k+l
a =10
A .
f'.JJ _ Ff'ur'\._x-”:“j B 1
' ]| (2imp — a)k+1
a = |
f(z)=e " 2a
T L qniy?
a =0 il 4 »

sin’(wp)

f(z) = (1 = |a)x-1, (=) (wp)?

- b
— LIz —a w
=

[:

1
flw) = o=
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6.5 Application de la transformée de Fourier a la résolution des équations différentielles

6.5.1 Résolution des équations différentielles linéaires a coefficients constants

Soit £ une fonction intégrable sur R a valeurs dans C, telle que F(f) = F Alorsona:
F(f'(x) = ioF(w) etF(f"(x)) = (iw)*F(w) (6.17)

En générale :
F(FO@) = (w)F(w) (6.18)

Exemple : En appliquant la transformée de Fourier trouver une solution de I’équation différentielle

suivante :
SAORSIOET (6.19)
Appliquons la transformée de Fourier , on obtient
F(=y" () + Fy(x) = F(e™)
Soit la transformée de Fourier de la fonction y(x)est
F(y(x)) = Y(w) alors F(y"(x)) = (iw)?*Y(w) = — w?Y(w)
L’équation (6.17) devient :
= (02 + 1P () = Fle™")

- 1 2
Y(a)) = (wz—_l_l)g:(e_x )

Iox)y = 1
Etona}"(ze )_(w2+1)

Alors

W@=T@dﬂjw—ﬁ)

Ainsi :

—x2

1
y(x) = ele
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6.6 Exercices

Exercice 6.1 : Montrer que : [ e™®dx = \E a>0
Exercice 6.2 : Montrer que : .‘F(e‘axz) = \/%e_ﬁ a>0
Exercice 6.3 :

a) Calculer la transformée de Fourier de la fonction porte définie par :

1 si x| <
(x) =
0 si |x| =

N =R DN =

b) Méme question pour la fonction triangle

_(1— x| six] <1
A = {0 silx| =1
c) Exprimer A'(x) a l'aide de I1(x).
d) En utilisant la relation obtenue dans c), retrouver le résultat de b}.

e) Déterminer le produit de convolution IT = ITet en déduire le résultat obtenu dans la question b).

Exercice 6.4 : sachant que la transformée de Fourier de la fonction !

est donné par :

1+x°
T( ! ) = el
1+ x*

Déterminer la transformée de Fourier de la fonction (1:;2)2
Exercice 6.5 : Résoudre 1’équation de la chaleur :

ou 0*u

—=c— avec u(x,0) = f(x),—o0 < x < © ,t > 0

at d0x
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6.7 Solutions des exercices

Solution de ’Exercice 6.1 :

+ oo
Soit ] = j e~ %’ dx on peut ecrire
-0
+ oo + oo
I = f e~ %% dx f e~ dy
—00 —00

On procede par changement de variables. Soit la substitution :

x =rcosf ,y =rsinb

D’ou

x>+ y*=1r* ,dxdy = drdf

+00 400 +00 400
12 — f e—axzdx f e—ayZdy — f f e_a(x2+y2) dydx
+00 21 400 21
2 2 T
Izzf f e~ rdr d9=f e~ rdrf do ==
0 0 0 0
Finalement on trouve
+00
2 T[
J e~ dx =\/i
a
Solution de I’Exercice 6.2 :
+o00
F(w) = f g =X’ gmiwx gy

Par integration par partie on trouve :
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+00
N -1 5 . 4o 1 5 .
Flw)=—e ¥ .e“‘*’x| +— f e ™ (—2ax)e ¥ dx
lw —®  jw
+00
~ 2a 2 .
Flw) = - e (—ix)e ¥ dx
=%(w)
. —2adF
Flw)=—7—(w)
w dw
On obtient donc I’équation différentielle séparable :
dF -1
—=—wdw
F 2
Inf=—aw?+k
4a

N

A —w”
= F(w) =ke4a

Pour déterminer la constante k on pose :

k =F(0)

+00 +o
= f e o mI0x gy — f e~ dx = \[i
a

Solution de I’Exercice 6.3 :
a) Ona:

+00

F(M(x)(w) = M(w) = f M(x). e wxdx
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b) Notons que la fonction A(x)est paire, on a pour w # 0,

+00 1 1
Alw) = J A(x).e 1 @¥dyx = f(l — |xDe iwxdx =2 J(l — x) cos wx dx
— -1 0

On intégré par partie on trouve :

1
Alw) =2 1-x)

1
. 11 .
sinwx| +— | sinwxdx
W
0

0

Bw) = 2(= V=2 - cosw) = osin?2
w) = wZCOS(UxO —wz Cos w —wZSIrl >

c) On Vérifie aisément que:  A'(x) = 11 (x + %) —1I (x - %)

B B =F@Ww)=7(n(x+)-7(n(x-2))

= e“%?-"( H(x)) — e_i%}"(l'[(x))

w
= 2isinET(l'[(x))
—~ 4i w
A (w) = —sin®*—

w 2

Oron a aussi : A'(w) = iwF(A(x))

4 w) 4i S w
= —sin“—

A(w) = iw (—2 sin? — 2
w

2 2
e)
I+ TI(x) = f (). M(x — y)dy

2

IM=*I(x) = fl'[(x — y)dx
1
2
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N

IM=I(x) = f [(s)ds enposants =x —y

1

x+§

1+x si—1<x<0
H*H(x):[l—x si 0<x<1
0 silx| =1
M*I(x) =A(x) Vx€eR

on sait aussi que :

FAA+T(x)) = FII(x)F(T(x))

FM +I(x)) = F(AX)) = %sinzg

Solution de ’Exercice 6.4 :

On remarque que

Solution de I’Exercice 6.5 :

La transformée de Fourier de 1’équation de la chaleur par rapport a la variable x est une équation

différentielle séparable en t avec parametre w :

ou(x,t) B 0%u
T( ™ >(a)) = c%F (ﬁ) (w)

%?(u(x, 1) (@) = ¢*(—iw)*F(u(x, 1))

ot ot
— =c?(~iw)lil > — = —w?c?0t
dat i
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Infi = —c?w?t+k
U = ke~ @t
On emploie la transformée de Fourier de la condition initiale :

u(x,0) = f(x) = 1i(x,0) = f(w) =k

Onadonc:
o = flw)e e’

Le second membre est le produit de deux fonctions de ®, donc sa transformée de Fourier inverse sera

une convolution
u(x, t) = F(f(w)) *.F1 (e"cz“’zt)

ulx, t) = F(f(w)) *.F1 (e_cz“’zt)

+oo
4c*t _G=y?
utxn = [0 [ e gy
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