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Résumé

D ans ce mémoire, nous avons étudié une classe d’équations intégro-différentielles fractionnaires
mixets avec des conditions aux limites de type intégrale . nous présentons quelques résultats sur

l’existence, l’unicité et la stabilité d’Ulam-Hyersde solution positive d’équations différentielles fraction-
naires mixtes non linéaires avec frontière intégraleconditions en utilisant le théorème de point fixe de
Guo-Krasnoselskii et la carte de contraction de Banach-principe de ping. Nous discutons de divers types
de stabilité Ulam-Hyers. Cette étude peut être un nouvelle façon pour les chercheurs de discuter de
problèmes intéressants dans le domaine de l’analyse mathématique.

Mots-Clés : calcul fractionnaire ,Équation intégro-différentielle fractionnaire de type Freedholm,
Méthode de point fixe,stabilité de Ulam-Hyers

I n this memoir, we have studied a new class of mixes fractional differential equations with intégral
boundary condition. First,In this paper, we present some results about existence, uniqueness and

Ulam-Hyers stability of positive solution of nonlinear mixed fractional differential equations with inte-
gral boundary conditions by using Guo-Krasnoselskii’s fixed point theorem and Banach’s contraction
mapping principle. We discuss various types of Ulam-Hyers stability. This study may be provide a new
way for the researchers to discuss interesting problems in the mathematical analysis area.

Keywords : calcul fractionnaire Fractional, freeholm integro-differential equation, Fixed point theorem,
Ulam-Hyers stability
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Introduction générale

L
e calcul fractionnaire a connu une croissance rapide ces dernières années et de plus en
plus utilisé dans une variétédes domaines de la science et de l’ingénierie (physique ma-
thématique, biologie, bio-ingénierie, contrôlethéorie, hydrologie, thermodynamique,

mécanique et finance ) ; voir [10].La plupart d’entre eux utilisaient une forme intégrale pour
la dérivée fractionnaire. Les plus populaires sont« Dérivé fractionnaire de Riemann-Liouville »
ou « Dérivé fractionnaire de Caputo ». Cependant, une nouvelldérivé fractionné a été introduit
par Khalil et al. dans [9] à savoir "le conformedérivé fractionnaire » qui satisfait à toutes les exi-
gences du dérivé standard.Les conditions aux limites intégrales des problèmes fractionnaires
sont abordées par divers chercheursen appliquant différents théorèmes de point fixe, technique
itérative et solutions supérieures et inférieuresméthode. Nous renvoyons le lecteur à une série
d’articles [12][13]. Un autre aspect de l’analyse de stabilité a été repris par un certain nombre de
mathématiciensappelé « Stabilité Ulam-Hyers », ce concept a été introduit au milieu du 19 ème
siècle etrécemment, c’est l’un des sujets les plus importants dans le domaine de l’analyse ma-
thématique. Pourdétails, voir [10] et les références qui y sont citées.Récemment, des équations
différentielles fractionnaires comprenant à la fois des dérivées fractionnaires gauche et droite-
tives attirent également beaucoup d’attention, il existe de nombreux résultats sur les problèmes
de valeurs limites concernant les dérivés fractionnaires mixtes de différents types. Par exemple
Ntouyas et al. [14]a étudié l’existence et l’unicité des solutions de frontière simple et multiva-
luéeproblèmes de valeur impliquant à la fois les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville
et Caputo, et non-conditions aux limites intégro-différentielles fractionnaires locales. Dans [11]
les auteurs ont prouvé l’existencetance des solutions pour un problème aux limites impliquant à
la fois Riemann-Liouville gauche età droite les dérivées fractionnaires de Caputo en appliquant
le théorème du point fixe de Krasnoselskii. Béchiret al. [3] ont étudié la théorie de l’existence
de problèmes de valeurs limites non locaux à trois points pouréquations différentielles et inclu-
sions impliquant à la fois Caputo gauche et Riemann-Liouville droitdérivées fractionnaires en
utilisant les théorèmes du point fixe de Banach et Krasnoselskii et leAlternative non linéaire de
Leray-Schauder. L’existence de solutions pour le problème multivalué concernant les cas semi-
continu supérieur et Lipschitz est prouvée en appliquantalternative pour les cartes de Kakutani
et le théorème du point fixe de Covitz et Nadler. Chatzarakis et Al.[5] a été présenté le premier
travail sur conformable et Riemann-Liouville gauchedérivées fractionnaires apparaissant dans
le problème d’oscillation d’ordre fractionnaire mixte non linéaireéquations différentielles en
utilisant la technique de Riccati généralisée et la moyenne intégraleméthode pour établir de
nouveaux critères d’oscillation.
Dans cet recherche, nous étudions l’existence, l’unicité de la solution positive et la stabilité
d’Ulam-Hyers.ité au problème de valeur limite fractionnaire mixte suivant (en abrégé MFBVP)
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avec l’intégrale conditions aux limites :

Dβ
1− = (cDα

0+x)(t) = f(t, x(t)) 0 < t < 1. (1)

x(0) = γ

∫ 1

0

x(t)dt. (2)

cDα
0+x(1) = 0 (3)

où α, β ∈]0, 1], γ ∈]0, 1[, Dβ
1− désigne la dérivée fractionnaire conforme à droite, cDα

0+ dénotons la
dérivée fractionnaire de Caputo gauche, x est la fonction inconnue et f : [0, 1]× R+ −→ R+est
une fonction continue.
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Notations

– R : L’ensemble des nombres rééles.

– C : L’ensemble des nombres complexees.

– N∗ = N \ {0}
.

– N : L’ensemble des nombres rééles.

– Γ(•) : la fonction de Gamma .

– β(·, ·) : la fonction de Bêta .

– K = 1, . . . , n− 1.

– Lp[a, b] : espace des fonctions mesurables de puissance p ∈ [1,+∞].

– L∞[a, b] : espace des fonctions mesurables essentienllemt bornés sur [a, b].

– C([a, b], X) : espace des fonctions continues sur [a,b] à valeurs dans un espace de Banach
X.

– Jαb−x :intégrale fractionnaire à droite de Riemann-Liouville d’ordre 0 < α ≤ 1.

– Jαa+x : intégrale fractionnaire à gauche de Riemann-Liouville d’ordre 0 < α ≤ 1.

– D
(β)

a+ :dérivée fractionnaire à gauche conformable d’ordre 0 < β ≤ 1.

– D
(β)

b− :dérivée fractionnaire à droite conformable d ’ordre0 < β ≤ 1.

– cDα
a+ : dérivée fractionnaire à gauche au sens de Caputo dordre 0 < α ≤ 1.

.
– cDα

b− : dérivée fractionnaire à droite au sens de Caputo dordre 0 < α ≤ 1.

– Iβb−x :intégrale fractionnaire à droite conformable d’ordre 0 < β ≤ 1.

– Iβa+x :intégrale fractionnaire à gauche conformable d’ordre 0 < β ≤ 1.

9



CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES

Dans le premier chapitre intétule" Prélimimaire"nous rappelons quelques définitions et
proprietés de base calcule frationnaire,la méthode de point fixé et la théorème de Fu-

bini,l’equation intégrale de Fredholm.
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1.1. FONCTION DE GAMMA 11

1.1 fonction de Gamma

la fonction Gamma de (Euler) est fonction complexe qui généralise la fonction factorielle,Elle
a été obtenue par Euler en 1729.

Définition 1.1. la fonction de Gamma est définie par l’intégrale :

Γ(x) =

∫ ∞
0

e−ttxdt

’ou x est nombre complexe quelque telque (Re x > 0)

Propriétés 1.1. Nous avons les proprietés suivants :
1. Γ(x+ 1) = xΓ(x) (Re x > 0).

2. Γ(1) = 1.

3. Γ(−m) = ±∞.
4. si n ∈ N : Γ(n+ 1) = n! et Γ(n+ 1

2
) = 2n!

√
Π

4nn!
.

Exemple 1.1. montrez que :

Γ(
1

2
) =
√

Π

on par la définition

Γ(
1

2
) =

∫ ∞
0

e−tt−
1
2 dt

on pose
t = u2

donc
dt = 2udu

I’l s’ensuit

Γ(
1

2
) =

∫ ∞
0

1

u
e−u

2

2udu

= 2

∫ ∞
0

e−u
2

2udu

l’ntégrale de Gauss : ∫ ∞
0

e−u
2

du =
1

2

√
Π

donc
Γ(

1

2
) =
√

Π

c©2021, I. GUENDOUZ Étude une classe d’équations différentielles fractionnaires mixtes



1.2. FONCTION DE BÊTA 12

Lemme 1.1. la fonction de Gamma est fonction de clacce C∞surR∗+(respectivment holomorphe sur le
demi plan x ∈ C, (Re(x) > 0))et ∀K ∈ N∗∀x ∈ R∗+(respectivment holomorphe sur le demi plan
x ∈ C, (Re(x) > 0)) :

ΓK(x) =

∫ ∞
0

(ln t)tx−te−tdx

Corollaire 1.1. la détermination de la fonction Gamma pour les valeur négatif non entiers par la
formule :

Γ(x) =
Γ(x+ n)

x(x+ 1) + (x+ 2) · · · (x+ n− 1)
0 ≤ x+ n ≤ 1

1.2 fonction de Bêta

Définition 1.2. la fonction de Bêta définie par :

β(x,w) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)w−tdt (Re x > 0;Re w > 0)

Remarque 1.1. la fonction de Bêta est liée à la fonctin Gamma par :

β(x,w) =
Γ(x)Γ(w)

Γ(x+ w)
(Re x > 0Re w > 0)

1.3 calcul fractionnaire

Définition 1.3. – voir [1][9]la dérivé fractionnaire conformable gauche à partir d’une
fonction x : [0,+∞[−→ Rd’ordre0 < β ≤ 1est définie par :.

D
(β)

0+ x(t) = − lim
ε→0

x(t+ ε(t1−β)− x(t)

ε
pourtout t > 0

.
siD(β)

0+ x(t)exite sur]0, 1[alors D(β)

0+ x(0) = limt→0+ D
(β)

0+ x(t)
– la dérivé fractionnaire droite d’ordre 0 < β ≤ 1terminant 1dex est par :.

D
(β)

1− x(t) = lim
ε→0

x(t+ ε(1− t1−β))− x(t)

ε
pourtout t > 0

.
siD(β)

1− x(t)exite sur]0, 1[alors D(β)

1− x(0) = limt→1− D
(β)

1− x(t)
– l’intégrale fractionnaire conformable gauche et droite d’une fonction d’ordre 0 < β < 1

définie recpectivement par :

Iβ0+ =

∫ t

0

(s− 0)β−1x(s)ds (1.1)

I
(β)

1− =

∫ t

0

(1− s)β−1x(s)ds (1.2)

c©2021, I. GUENDOUZ Étude une classe d’équations différentielles fractionnaires mixtes



1.3. CALCUL FRACTIONNAIRE 13

Définition 1.4. la dérivé fractinnaire de Caputo gauche d’ordre0 < α ≤ 1de une fonction abso-
lument continu x : [0, 1] −→ Rest donné par :

cDα
0+x(t) =

1

Γ(1− α)

∫ t

0

(t− s)−αx′(s)ds (1.3)

la dérivé fractionnairede Caputo droite d’ordre0 < α ≤ 1terminant en 1dexest défie par :

cDα
1−x(t) = − 1

Γ(1− α)

∫ 1

t

(t− s)−αx′(s)ds

les intégrale gauche et droite de Rimane-Lioviled’ordre0 < α ≤ 1d’une fonction x sont :

Jα0+x(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1x(s)ds (1.4)

Jα1−x(t) =
1

Γ(α)

∫ 1

t

(s− t)α−1x(s)ds (1.5)

ou′Γ(.)est la fonction Gamma d’Euler

Lemme 1.2. voir[1][9][10]Nous avons : (i)Sixest fonction continue sur]0, 1[alors :

D
(β)

1− (Iβ1−x(t)) = D
(β)

0+ (Iβ0+x(t)) =c Dα
1−(Jα1−x(t)) =c Dα

0+(Jα0+x(t)) = x(t) (1.6)

(ii)SiD(β)

0+ x,D
(β)

1− x,
cDα

0+x,
cDα

1−xsont continues sur]0, 1[alors :

Iβ0+(D
(β)

0+ x(t)) = Jα0+(cDα
0+x(t)) = x(t)− x(0) (1.7)

Iβ1−(D
(β)

1− x(t)) = Jα1−(cDα
1−x(t)) = x(t)− x(1) (1.8)

(iii)Si xdefferentiale sur]0, 1[alors :

D
(β)

0+ x(t) = (t− 0)1−βx′(t). (1.9)

D
(β)

1− x(t) = −(1− t)1−βx′(t) (1.10)

de plus nous représentons les théoéremes de point fixe suivants serent dans l’étude de nous
principaux résultas.

Théorème 1.1. (Principe de cartogrophie de contraction [2][6].Soit(E, ‖.‖)un espace de Banach ,P ⊆ E
a sous ensemble fermé non vide.SiT : P −→ P est contraction strictement,c’est -à-dire :

∃L ∈]0, 1[,∀x, y ∈ P : ‖Tx− Ty‖ ≤ L‖x− y‖

Puis T est point fixe inique dans P.

Théorème 1.2. (Théoreme du point fixe de Guo-KrasnoselsKii’s[8]).Soit(E, ‖.‖) un espace de
Banach.P ⊂ E est cone etΩ1etΩ2 sont deux-ensembles ouverts bornés dans E telque0 ∈ Ω1 ⊂ Ω̄1 ⊂ Ω2.
Soit l’opérateurT : P ∩ (Ω̄2 \ Ω1) −→ P etre complement continu.Supposons quel’une des deux
conditions :

(H1)‖Tx‖ ≤ ‖x‖∀x ∈ P ∩ ∂Ω1and‖Tx‖ ≥ ‖x‖∀x ∈ P ∩ ∂Ω2

c©2021, I. GUENDOUZ Étude une classe d’équations différentielles fractionnaires mixtes



1.3. CALCUL FRACTIONNAIRE 14

and
(H2)‖Tx‖ ≥ ‖x‖∀x ∈ P ∩ ∂Ω1and‖Tx‖ ≤ ‖x‖∀x ∈ P ∩ ∂Ω2

est satisfait.AlorsT au moins un point fixe dansP ∩ (Ω̄2 \ Ω1) Soitε un nombre réel
positif,f : [0, 1]× R+ −→ R+une fonction continue et ϕ[0, 1] −→ R+ :
Pour MFMVB(1)(3) ,nous avons les ingalités suivantes :

|D(B)

1− (cDβ
0+y)(t)− f(t, y(t))| ≤ ε, t ∈ [0, 1]. (1.11)

|D(B)

1− (cDβ
0+y)(t)− f(t, y(t))| ≤ ϕ(t), t ∈ [0, 1]. (1.12)

|D(B)

1− (cDβ
0+y)(t)− f(t, y(t))| ≤ εϕ(t), t ∈ [0, 1]. (1.13)

Définition 1.5. (voir[16][19])le MfBVP(1)(2)(3) Ulam-Heyers stable s’il exicte les
constantsλ < 0telque pour tout chaque ε < 0et pour tout chaque solutiony ∈ Ede l’in-
galité(1.11)il exicte un solutionx ∈ Edu MEBVP(1)(2)(3) tel que :

|y(t)− x(t)| ≤ λε, t ∈ [0, 1]

Définition 1.6. (voir[16][19])le MfBVP(1)(2)(3)est genéralise Ulam-Heyers stable s’il ya existe
θ ∈ C(R+,R+), θ(0) = 0 tel que pour chaque ε > 0et pour chaque solution y ∈ Edu l’ingalité
(1.11),il existe une solution x ∈ Edu MEBVP(1)(2)(3) tel que ;

|y(t)− x(t)| ≤ θ(ε), t ∈ [0, 1]

Définition 1.7. [16][19]le MfBVP(1)(2)(3)est Ulam-Heyers -Rassis stable pae rapport àφs’il
existe un reélc > 0 tel que pout tout chaqueε > 0 et pour chaque solutiony ∈ E du ingalité
(1.13)il existe un solutio x ∈ E du MfBVP-(1)(2)(3)tel que :

|y(t)− x(t)| ≤ cεφ(t), t ∈ [0, 1]

Définition 1.8. voir([16] [19])le MfBVP(1)(3)est Ulam-Heyers-Rassis stable par rapport àφ
s’il existe un reél c > 0 tel que puor chaque solution y ∈ E du ingalité(1.12) il existe un
solutionx ∈ Edu MfBVP(1)(2)(3)tel que :

|y(t)− x(t)| ≤ cφ(t), t ∈ [0, 1]

Remarque 1.2. ([20])il est clair que :
(i) Définition 1.5⇒ Définition 1.6.
(ii) Définition1.7⇒ Définition 1.8.
(iii) Définition 1.5 puor φ(.) = 1⇒ Définition1.5.

Remarque 1.3. (voir[16][19]) (1)une fonctiony ∈ Esolution d’ingalité(1.11)si et seulment si là
existe une fonctionw ∈ C([0, 1],R)tel que :
(a)|w(t)| ≤ ε, t ∈ [0, 1].
(b)|D(β)

1− (cDα
0+y)(t) = f(t, y(t)) + w(t), t ∈ [0, 1]

(2)Aussi une fonctiony ∈ Eest une solution d’ingalilé(1.12)si et seulment si ,il existeh ∈
C([0, 1],R)tel que :
(a)|h(t)| ≤ φ(t), t ∈ [0, 1].

c©2021, I. GUENDOUZ Étude une classe d’équations différentielles fractionnaires mixtes



1.4. THÉORÈME DE FUBINI 15

(b) D(β)

1− (cDα
0+y)(t) = f(t, y(t)) + h(t), t ∈ [0, 1].

(3) de meme pour(1.13) il exicteune fonction Φ ∈ C([0, 1],R)tel que :
(a)Φ(t) ≤ εφ(t), t ∈ [0, 1]

(b)D(β)

1− (cDα
0+y)(t) = f(t, y(t)) + Φ(t), t ∈ [0, 1].

1.4 théorème de fubini

Soit R[a, b] × [c, d](a < b, c < d)un rectangle fermé du planR2etf :Fuibini une fonction
continue. Pour x ∈ [a.b] fixé , la fonction f(x, •) : [c, d] −→ Rdéfinie parf(x, •)(y) = f(x, y)est
intégrale sur[c, d].le nombre

∫ d
c
f(x, •)(t)dt depend de x.On a donc une fonctinA : [a, b] −→ R

définie par :

A(x) =

∫ d

c

f(x, t)dt.

En intégrant la fonctionAl’intervelle [a,b],on a la formule

∫ b

a

A(x)dx =

∫ b

a

[

∫ d

c

f(x, y)dy]dx (1.14)

Définition 1.9. Dans l’expréstion
∫ b
a
[
∫ d
c
f(x, y)dy]dx de la formule (1.14) ci-dessus, on dit que

l’on a d’abord intégré par rapport à y ,et ensuite par rapport à x.Demanière analogue ,dans
l’expréssion

∫ d
c

[
∫ b
a
f(x, y)dx]dy on dit que l’on intégré d’abord par à x.puis pae rapport y.

Exemple 1.2. consédérons le rectangleR = [1, 2]× [0, 3] ⊂ R2(1 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 3)et la fonction
f définie surR par f(x, y) = xy + y2 + 1 .Ici ,a = 1, b = 2, c = 0 etd = 3.

Ona

∫ d

c

f(x, y)dy

=

∫ 3

0

(xy + y2 + 1)dy

= [
1

2
xy2 +

1

3
y3 + y]y=3

y=0

=
9

2
x+ 12

En intégrant d’abord par rapport à y :
Intégrant maintenant le résultat présent par rapport à xon obtient :∫ b

a

[(xy + y2 + 1)dy]dx =

∫ 2

1

(
9

2
x+ 12)dx

= [
9

4
x2 + 12x]x=2

x=1

= 33− 12− 9

4

=
75

4
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1.4. THÉORÈME DE FUBINI 16

Aprésent commonçons par intégrér cette même fonction par rapport à x,puis continuons le
calcul en intégrant par rapport ày
on :

∫ b

a

f(x, y)dx =

∫ 2

1

(xy + y2 + 1)dx

= [
1

2
x2y + (y2 + 1)x]x=2

x=1

= y2 +
3

2
y + 1

En intégrant le résultat ci-dessus par rappot à y,on obtient :

∫ 3

0

[

∫ 2

1

(xy + y2 + 1)dy] =

∫ 3

0

(y2 +
3

2
y + 1)dy

= [
1

3
y2 +

3

4
y2 + y]y=3

y=0

= 12 +
27

4

=
75

4

Dans l’exemple (1, 2)nous remerquent que les deux intégrations successives donnent le même
résultat .
Ceci n’est pas le fait du hasard mais est dû au le théorème suivant que admettrons.

Théorème 1.3. (le théorème de Fubini pour les rectangle fermés) SoitR = [a, b]× [c, d](a < b, c < d)un
rectangle fermé du planRetf : R −→ R une fonction continue,alors fest intégrable sur Ret on a :∫ ∫

R
f(x, y)dxdy =

∫ b

a

[

∫ d

c

f(x, y)dy]dx =

∫ d

c

[

∫ b

a

f(x, y)dx]dy

Exemple 1.3. Soit R = [1, 2]× [0, 2] ⊂ R2f : R −→ R définie par parf(x, y) = yexy.
Calculons I =

∫ ∫
R f(x, y)dxdy.

Daprés le théorème de Fubini ,on a I =
∫ 2

0
[
∫ 2

1
(yexy)dx]dy.Or :∫ 2

1

(yexy)dx = [exy]x=2
x=1

= e2y − e1y

=

∫ 2

0

(e2y − ey)dy

= [
1

2
e2y − ey]20

=
1

2
e4 − e2 +

1

2
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1.5. EQUATION INTÉGRALE FREDHOLM : 17

1.5 equation intégrale fredholm :

L’équation intégrale est une équation dans laquelle la fonction inconnue apparaît sous un
ou plusieurs signes intégraux.
Une équation intégrale standard prend généralement la forme :

Φ(x) = f(x) + λ

∫ b

a

K(x, t)φ(t)dt (1.15)

Où λ est un paramètre réel ou complexe, k(x, t) est le noyau (noyau) du équation intégrale,
Φ(x) est la fonction inconnue,α, β sont les limites de la la intégration ,qui peuventêtre à la
fois.des constantes des varibeles ou mixites et elles peuvent être dans dimension dens ou plus
.voir réferences[19][17][15]

1.5.1 Types d’equation intégrales

Pour équation intégrale :

h(x)Φ(x) = f(x) + λ

∫ b

a

K(x, t)Φ(t)dt (1.16)

il existe trois types d ’equation intégrales en fonction de la valeur deh(x)voir
réfernces[17][15][18]

Equation intégrale de premier type :

f(x) + λ

∫ b

a

K(x, t)Φ(t)dt

la valeur deh(x)dans (1.16)est égale à zéro.

Equation intégrale de deuxième type :

Φ(x) = f(x) + λ

∫ b

a

K(x, t)Φ(t)dt

la valeur de h(x) dans (1.16)est égale à un.

Equation intégrale de troixième type :

h(x)Φ(x) = f(x) + λ

∫ b

a

K(x, t)Φ(t)dt

la valeur de h(x)dans(1.16) n’est zéro ni un.

c©2021, I. GUENDOUZ Étude une classe d’équations différentielles fractionnaires mixtes
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1.5.2 Classification d’équation intégrale :

Ils’ agit de classiffiction la plus courant pour les équation intégrales .Il ya de types sont
Volttera et Fredholm .voir réffrence [15][18]
Equation intégrale de Volttera :

un équatuin intégrale standard de Volttera prend forme :

Φ(x) = f(x) + λ

∫ x

a

K(x, t)Φ(t)dt

Ou’ la limite superieure d’intégration est variable et la limite inferieure est constant .

Equation intégrale de Fredholm

:
un équatuin intégrale standard de fredholm prend généralment la forme :

Φ(x) = f(x) + λ

∫ b

a

K(x, t)Φ(t)dt

Ou’ limites de l’intégration sont constants .

1.5.3 Linéarité et homogénietré d’équation intégrale de Fredholm :

léquation intégrale de Fredholm être classées de pluisieurs .teles que la lineairité et homo-
géneité . voir les references [4],[17],[20],[15]

Linéarité des équation intégrales de Fredholm :

(i)l équation intégrale :

Φ(x) = f(x) + λ

∫ b

a

K(x, t)Φ(t)dt

est linéaire,ou’ seules des opérateurs linéaires sont effectuives sur l’inconnu fonction sous le
signe intégrale
(ii)l’equation intégrale :

Φ(x) = f(x) + λ

∫ b

a

K(x, t)Φ(t)dt

Si la fonction inconu Φ(x) aun exposant non linéaire comme sinh cosh · · · il est dit non
linéaire.Pour explique ce concept consultez ce exemple :

Φ(x) =

∫ 1

0

(x− 1)eΦ(x)dt

est ograveu il agit d’un Fredholm non linéaire
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Homogéneité des équation intégrales de Fredholm :

les équation intégrale de Fredholm de sécond types ssnt classées en homogènes etéquation
intégrale non homogène dépondant de la valeur de la fonction f(x) :
(i) si la fonction f(x) dans l’equation intégral du sécond est indique à zéro , l’equation est dite
homogène . Pour plus d’observation ce exemple

Φ(x) =

∫ 1

0

xΦ(x)dt

est Fredholm homogène linéaire
(ii) si la fonction f(x) dans l’equation intégral du sécond n’est pas à zéro , l’equation est appellé
non homogène . Pour plus d’observation ce exemple

Φ(x) = x+

∫ 1

0

(x− 1)2eΦ(x)dt

est Fredholm non homogène non linéaire
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CHAPITRE 2

EXISTENCE ET UNICITÉ

D ans ce chapitre est consacrée à donner des résultats d’existence, d’unicité d’un résultat
positif solution pour le MFBVP (1)(3).

20
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2.1 Position du problème

nous étudions l’existence, l’unicité de la solution positive au problème de valeur limite frac-
tionnaire mixte suivant (pour MFBVP court) avec intégrale conditions aux limites du problème :

D
(β)

1− 1(cDα
0+x)(t) = f(t, x(t)), 0 < t < 1

x(0) = γ

∫ 1

0

x(t)dt,

(cDα
0+x)(1) = 0,

oùα, β ∈]0, 1], γ ∈]0, 1[, D
(β)

1− désigne la dérivée fractionnaire conforme droite, cDα
0+ désigne la

dérivée fractionnaire de Caputo gauche,x est la fonction inconnue et f : [0, 1] × R+ −→ R+

est une fonction continue.nous définons l espace de Banach E = C([0, 1], R+) et la
norme‖x‖ = maxt∈[0,1] |x(t)|

2.2 Probleme d’équivalence

Dans cet section, nous donnons le premier résultat principal qui concernant le problème
d’équivalence du MFBVP (1)(2)(3) .

Théorème 2.1. voir[7] Soit α, β ∈]0, 1], γ ∈]0, 1[ etf : [0, 1] × R+ → R+ est une fonction continue.
Alors,x ∈ E est la solution du MFBVP (1)(2)(3) si, et seulement si, x ∈ E satisfait la non-linéaire
équation intégrale homogène de Fredholm du second type :

x(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(s, x(s))ds. (2.1)

ou’ G est une fonction de Grenn donné par :

G(t, s) =

{
[ γ
(1−γ)(α+1)

(1− (1− s)α+1) + tα − (t− s)α] (1−s)β−1

Γ(α+1)
si0 ≤ s ≤ t ≤ 1

[ γ
(1−γ)(α+1)

(1− (1− s)α+1) + tα] (1−s)β−1

Γ(α+1)
0 ≤ t ≤ s ≤ 1

(2.2)

Preuve :
(i) Premièrement, nous prouvons la nécessité. On applique l’intégrale fractionnaire droite Iβ1− défini
par(1.2) sur l’équation (1), en utilisant (1.8) et (3), on obtient :

cDα
0+ = Iβ1−f(t, x(t)) (2.3)

et nous appliquons l’intégrale fractionnaire gauche Jα0+ défini par (1.4) on (2.3), en utilisant (1.8) et(1.8)

x(t) = γ

∫ 1

0

x(t)dt+ Jα0+I
β
1−f(t, x(t))
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2.2. PROBLEME D’ÉQUIVALENCE 22

.D’autre part, en utilisant(1.2) et (1.4), on obtient :

Jα0+I
β
1−f(t, x(t)) =

1

Γ(α)

∫ t

0

(1− r)α−1Iβ1−f(r, x(r))dr

=
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− r)α−1[

∫ 1

r

(1− s)β−1f(s, x(s))ds]dr

=
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− r)α−1[

∫ t

r

(1− s)β−1f(s, x(s))ds

+

∫ 1

t

(1− s)β−1f(s, x(s))dsdr

=
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− r)α−1

[∫ t

r

(1− s)β−1f(s, x(s))ds

]
dr

+
1

Γ(α)
[

∫ 1

t

(1− s)β−1f(s, x(s))ds]dr

et avec le theoreme de Fubini,on obtient :

Jα0+I
β
1−f(t, x(t)) =

1

Γ(α)

∫ t

0

(

∫ s

0

(t− r)α−1dr)(1− s)β−1f(s, x(s))ds

+
1

Γ(α)

∫ 1

t

(

∫ t

0

(t− r)α−1dr)(1− s)β−1f(s, x(s))ds

=
1

Γ(α + 1)

∫ t

0

(tα − (t− s)α)(1− s)β−1f(s, x(s))ds

+
1

Γ(α + 1)

∫ 1

t

tα(1− s)β−1f(s, x(s))ds

=
1

Γ(α + 1)
[

∫ 1

0

tα(1− s)β−1f(s, x(s))ds−
∫ t

0

(t− s)α(1− s)β−1f(s, x(s))ds]

qui donne :

x(t) = γ

∫ 1

0

x(t)dt+
1

Γ(α + 1)
[

∫ 1

0

tα(1− s)β−1f(s, x(s))ds−
∫ t

0

(t− s)α(1− s)β−1f(s, x(s))ds]

(2.4)

Maintenant, nous intégrons (2.4) sur[0, 1] des deux côtés et en utilisant le théorème de Fubini, on
obtient :
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(1− γ)

∫ 1

0

x(t)dt =
1

Γ(α + 1)

∫ 1

0

[

∫ 1

0

tα(1− s)β−1f(s, x(s))ds]dt

− 1

Γ(α + 1)

∫ 1

0

[

∫ t

0

(t− s)α(1− s)β−1f(s, x(s))ds]dt

=
1

Γ(α + 1)

∫ 1

0

∫ 1

0

tαdt

∫ 1

0

(1− s)β−1f(s, x(s))ds

− 1

Γ(α + 1)

∫ 1

0

[

∫ 1

s

(1− s)αdt](1− s)β−1f(s, x(s))ds

=
1

Γ(α + 1)

∫ 1

0

[(1− s)β−1 − (1− s)α+β]f(s, x(s))ds (2.5)

Remplacer (2.5) dans (2.4) donne :

x(t) =

∫ t

0

[
γ

(1− γ)(α + 1)
(1− (1− s)α+1) + tα − (1− s)α]

(1− s)β−1

Γ(α + 1)
f(s, x(s))ds

+

∫ 1

t

[
γ

(1− γ)(α + 1)
(1− (1− s)α+1) + tα]

(1− s)β−1

Γ(α + 1)
f(s, x(s))ds

=

∫ 1

0

G(t, s)f(s, x(s))ds

et ainsi la nécessité est prouvée.
(ii) Soit x ∈ Ela solution de l’intégrale homogène non linéaire de Fredholm (2.1). Montrons d’abord que
x satisfait la condition aux limites (2). À partir de (2.1) ,(2.1) et théorème de Fubini, on obtient :

x(0)− γ
∫ 1

0

x(t)dt = G(0, s)f(s, x(s))ds

− γ

∫ 1

0

[

∫ t

0

G(t, s)f(s, x(s))ds+

∫ 1

t

G(t, s)f(s, x(s))]dt

=

∫ 1

0

G(0, s)f(s, x(x))ds

− γ

∫ 1

0

[

∫ 1

s

G(t, s)dt+

∫ s

0

G(t, s)dt]f(s, x(s))ds (2.6)

D’autre part et de (2.2), on a∫ 1

s

G(t, s)dt =
γ(1− s)

(1− γ)Γ(α + 2)
[(1− s)β−1 − (1− s)α+β]

1

+
Γ(α + 2)[1− sα+1 − (1− s)α+1](1− s)β−1

(2.7)

et ∫ s

0

G(t, s)dt =
γs

(1− γ)Γ(α + 2)
[(1− s)β−1 − (1− s)α+β] +

1

Γ(α + 2)
sα+1(1− s)β−1 (2.8)
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remplacer(2.7)et (2.8)dans(2.6) ;utiluse(2.2)on obtient :

x(0)− γ
∫ 1

0

x(t)dt =

∫ 1

0

G(0, s)f(s, x(s))ds

− γ

(1− γ)Γ(α + 2)

∫ 1

0

[1− (1− s)α+1](1− s)β−1f(s, x(s))ds

=

∫ 1

0

G(0, s)f(s, x(s))ds−
∫ 1

0

G(0, s)f(s, x(s))ds

= 0

Maintenant, nous montrons que x ∈ E satisfait la condition aux limites (3). Utiliser(2.1), (2.3) et(1.2)
on a

cDα
0+x(1) =

1

Γ(1− α)

∫ 1

0

(1− s)−αx′(x)ds

=
1

Γ(1− α)

∫ 1

0

(1− s)−α
∫ s

0

∂G

∂s
(s, r)f(r, x(r))drds

+
1

Γ(1− α)

∫ 1

s

(1− s)−α
∫ 1

s

∂G

∂s
(s, r)f(r, x(r)drds

=
1

Γ(α)Γ(1− α)

∫ 1

0

∫ s

0

(1− s)−α[sα−1 − (s− r)α−1](1− r)β−1f(r, x(r))drds

+
1

Γ(α)Γ(1− α)

∫ 1

0

∫ 1

s

(1− s)α−1sα−1(1− r)β−1f(r, x(r))drds

=
1

Γ(α)Γ(1− α)

∫ 1

0

∫ 1

0

(1− s)−αsα−1(1− r)β−1f(r, x(r))drds

− 1

Γ(α)Γ(1− α)

∫ 1

0

∫ s

0

(1− s)−α(s− r)α−1(1− r)β−1f(r, x(r))drds

utiluse théorème de Fubini :

cDα
0+x(1) =

1

Γ(α)Γ(1− α)
[

∫ 1

0

(1− s)−αsα−1ds][

∫ 1

0

(1− r)β−1f(r, x(r))dr

− 1

Γ(α)Γ(1− α)

∫ 1

0

[

∫ 1

0

(1− s)−α(s− r)α−1ds](1− r)β−1f(r, x(r))dr (2.9)

utilise la relation entre Bêta et fonction de Euler Gamma,voir[10]p26

B(α, β) =

∫ 1

0

(1− s)α−1sβ−1ds =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
(2.10)

et utilise le changement de varaibleµ = s−r
1−r on obtient :

∫ 1

r

(1− s)−α(s− r)α−1ds = B(α, 1− α) (2.11)
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De (2.9),(2.10) et(2.11) on obtient (3).
Il reste à montrer que x ∈ E satisfait léquation (1). Ápartir de(2.3) , (2.1),(2.2) etThéorème de Fubini
nous obtenons

cDα
0+x(t) =

1

Γ(α)Γ(1− α)

∫ t

0

∫ s

0

(t− s)−α[sα−1 − (s− r)α−1](1− r)β−1f(r, x(r))drds

+
1

Γ(α)Γ(1− α)

∫ t

0

∫ 1

s

(t− s)−αsα−1(1− r)β−1f(r, x(r))drds

=
1

Γ(α)Γ(1− α)

∫ t

0

∫ 1

0

(t− s)−αsα−1(1− r)β−1f(r, x(r))drds

− 1

Γ(α)Γ(1− α)

∫ t

0

∫ s

0

(t− s)−α(s− r)−α−1(1− r)β−1f(r, x(r))drds

=
1

Γ(α)Γ(1− α)

∫ 1

0

[

∫ t

0

(t− s)−α(s− r)α−1ds](1− r)β−1f(r, x(r))dr

− 1

Γ(α)Γ(1− α)

∫ t

0

[

∫ t

r

(t− s)−α(s− r)α−1ds](1− r)β−1f(r, x(r))dr (2.12)

utilise le changment de varaibleµ = s
t

etµ = s−r
1−r nous avons :

∫ t

0

(t− s)−αsα−1ds =

∫ t

r

(t− s)−α(s− r)α−1ds = B(α, 1− α) (2.13)

Par (2.12),(2.13)et(2.10)on obtient :

cDα
0+x(t) =

∫ 1

0

(1− r)β−1f(r, x(r))dr −
∫ t

0

(1− r)β−1f(r, x(r))dr (2.14)

En appliquant le bon drivé conformable défini par (1.9) des deux côtés de(2.14) , on obtient (1). Ceci
complète la preuve.
Maintenant, nous prouvons plusieurs propréités importantes de la fonction de Green G dans(2.3) .

Lemme 2.1. voir[7] Pout tout t ∈]0, 1[ets ∈ [0, 1[ nous avons :
(1)G(t, s) > 0
(2)tαG(1, s) ≤ G(t, s) ≤ G(1, s)
Preuve :
(1)pour toutt ∈]0, 1[ et par(2.2) nous avons :

∂G(t, s)

∂t
=

1

Γ(α)

{
tα−1 − (t− s)α−1(1− s)β−1 si0 ≤ s < t < 1
tα−1(1− s)β−1 si0 ≤ t < s < 1

Clairement que ∂G(t,s)
∂t

≥ 0pour toutt ∈]0, 1]ets ∈ [0, 1[ , alorsG(t, s) augmente avec par rapport à
t ∈]0, 1]. Donc, pour toutt ∈]0, 1] et s ∈ [0, 1[ , on a :

G(t, s) ≥ G(0, s) = [
γ

(1− γ)Γ(α + 2)
(1− (1− s)α+1](1− s)β−1 > 0.
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(2)En utilisant l’augmentation de la fonction de Green G(t, s) par rapport à t, on obtient pour
toutt ∈]0, 1] ets ∈ [0, 1[ :

G(t, s) ≤ G(1, s) =
1

Γ(α + 2)
[

γ

(1− γ)(α + 1)
(1− (1− s)α+1) + 1− (1− s)α](1− s)β−1

D’autre part, De (2.2) on :

∂G(t, s)−tαG(1, s) =

{
γ(1−tα)(1−s)β−1

(1−γ)Γ(α+2)
[1− (1− s)α + 1] + tα(1−s)β−1

Γ(α+1)
[(1− s)α − (1− s

t
)α] si s ≤ t

γ(1−tα)(1−s)β−1

(1−γ)Γ(α+2)
[1− (1− s)α+1] t

α(1−s)α(1−s)β−1

Γ(α+1)
si s ≥ t

Par conséquent, tαG(1, s) ≤ G(t, s) ≤ G(1, s)

2.3 Existense et Unicité

2.3.1 Existence d’une solution positive

Dans cette sous-section, nous prouvons l’existence de so-lution du MFBVP (1) (3). A cet effet,
soitΩr ∈ E est le sous-ensemble ouvert borné défini par :

Ωr := x ∈ E, ‖x‖ < r, r > 0

et P est le cône défini par :

P := x ∈ E, x(t) ≥ tαx, t ∈ [0, 1].

De plus, définissez l’opérateur T : E −→ E tel que :

Tx(t) :=

∫ 1

0

G(t, s)f(s, x(s))ds (2.15)

où G défini dans (2.2) L’opérateur T a les propriétés suivantes.

Lemme 2.2. voir[7] Nous avons :
(1)T (P ) ⊂ P
(2)L’opérateur T : P −→ P est complètement continu.
Preuve :
(1) Soit x ∈ P. D’aprés le lemme (3.1), on a :

Tx(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(s, x(s))ds

≥ tα
∫ 1

0

G(1, s)f(s, x(s))ds

≥ tα
∫ 1

0

G(t, s)f(s, x(s))ds
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Alors, pour tout t ∈ [0, 1] on a :

Tx(t) ≥ tαmaxt∈[0,1]

∫ 1

0

G(t, s)f(s, x(s))ds = tα‖Tx‖

D’ où Tx ∈ P
. (2) Soit Ω ⊂ p borné défini par :

Ω := x ∈ P : x ≤M,M > 0

Définissez maintenant :

LM := max
t∈[0,1],x∈Ω

f(t, x).

Alors, pour tout x ∈ Ω on a :

‖Tx‖ = max
t∈[0,1]

∫ 1

0

G(t, s)f(s, x(s))ds ≤ LM

∫ 1

0

G(1, s)ds

ce qui implique que T (Ω)est bornée dansP .
Pour chaquex ∈ Ω, on a :

|(Tx)′(t)| = |
∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)f(s, x(s))ds|

= |Γ(α)

∫ t

0

[tα−1 − (t− s)α−1](1− s)β−1f(s, x(s))ds

+
1

Γ(α)

∫ 1

t

tα−1(1− s)β−1f(s, x(s))ds|

= | 1

Γ(α)

∫ t

0

tα−1(1− s)β−1f(s, x(s))ds

− 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1(1− s)β−1f(s, x(s))ds|

≤ LM
Γ(α)

∫ 1

0

(1− s)β−1ds+
LM
Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1ds

≤ (α + β)

βΓ(α + 1).

Par conséquent ,pour tout t1, t2 ∈ [0, 1], t1 < t2, on a :

|(Tx)(t2)− (Tx)(t1)| = |
∫ t2

t1

(Tx)′(s)|ds ≤
∫ t2

t1

|(Tx)′(s)|ds ≤ (α + β)LM |t2 − t1|
βΓ(α + 1)

Alors, |Tx(t2) − Tx(t1)| −→ 0comme t1 −→ t2 ce qui implique que l’ensemble T (Ω)est équicon-
téincelant.
Maintenant, à partir du théorème d’Arzel‘a-Ascoli, voir [10], nous concluons que T (Ω) est compact,
c’est-0-dire T : P −→ P est un opérateur complètement continu.
Nous donnons quelques notations importantes comme suit :
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f 0 = lim
x→0

maxt∈[0,1]
f(t, x)

X
, f∞ = lim

x→+∞
max
t∈[0,1]

f(t, x)

X
,

f0 = lim
x→0

mint∈[0,1]
f(t, x)

X
, f∞ = lim

x→+∞
min
t∈[0,1]

f(t, x)

X
.

Λ1 =

∫ 1

0

G(1, s)ds,Λ2 = ρα
∫ 1−ρ

ρ

G(1, s)ds

où, ρ ∈]0, 1
2
[ et la fonction G est définie comme dans (2.2). Maintenant, nous donnons le

deuxième principal résultat.

Théorème 2.2. Supposons que l’une des trois conditions suivantes :
(i) Il existe r2 > r1 > 0, tel que ∀x ∈ [r1, r2], ∀t ∈ [0, 1] : r1

Λ2
≤ f(t, x) ≤ r2

Λ1
.

(ii)Λ1f
0 ≤ 1

2
etΛ2f∞ ≥ 2.

(iii)Λ2f0 ≥ 2etΛ1f∞ ≤ 1
4
.

est accompli. Ensuite, le MFBVP (1) (3) a au moins une solution positive.
Preuve :
(i) Soit x ∈ P ∩ ∂Ωr1 , c’est-à- dire x ∈ P et ‖x‖ = r1. Utilisation du lemme (2.1), on a :

‖Tx‖ = maxt∈[0,1]

∫ 1

0

G(t, s)f(s, x(s))ds ≥
∫ 1

0

G(t, s)f(s, x(s))ds

≥ tα
∫ 1

0

G(1, s)f(s, x(s))ds

≥ r1

Λ2

tα
∫ 1

0

G(1, s)ds

≥ r1

Λ2

tα[

∫ ρ

0

G(1, s)ds+

∫ 1−ρ

ρ

G(1, s)ds+

∫ 1

1−ρ
G(1, s)ds]

≥ r1

Λ2

tα
∫ 1−ρ

ρ

G(1, s)ds

≥ r1

Λ2

(
t

ρ

)α
ρα
∫ 1−ρ

ρ

G(1, s)ds, t ∈ [ρ, 1− ρ]

≥ r1

Λ2

ρα
∫ 1−ρ

ρ

G(1, s)ds = r1

alors ‖Tx‖ ≥ ‖x‖
.Pour x ∈ P ∩ ∂Ωr2 , c’est-à-dire x ∈ P etx = r2 , en utilisant le lemme 3.1, on a :

Tx(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(s, x(s))ds ≤
∫ 1

0

G(1, s)f(s, x(s))ds ≤ r2

Λ1

∫ 1

0

G(1, s)ds = r2

Alors, ‖Tx‖ ≤ ‖x‖. L’application du théorème 1.2donne que T a au moins un point fixe
x ∈ P ∩ (Ω̄r2 \ Ωr2) avec r1 ≤ x ≤ r2. Il découle du théorème 2.1 que le MFBVP(1) (3) a au
moins une solution positive x.
(ii) D’aprés la définition def 0 , il exister1 > 0, tel que :
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f(t, x) ≤ (f 0 + ε)x, pour tout t ∈ [0, 1], 0 < x ≤ r1 , où ε > 0 vérifieΛ1ε ≤ 1
2
.

Soit x ∈ P ∩ ∂Ωr1 , c’est-à-direx ∈ P et‖x‖ = r1 . En utilisant le lemme 2.1, nous obtenons :

Tx(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(s, x(s))ds ≤
∫ 1

0

G(1, s)f(s, x(s))ds

≤ (f 0 + ε)

∫ 1

0

G(1, s)x(s)ds

≤ (f 0 + ε)‖x‖
∫ 1

0

G(1, s)ds

≤ Λ1(f 0 + ε)‖x‖
≤ ‖x‖.

Par conséquent, ‖Tx‖ ≤ ‖x‖.
Par la définition de f∞, il existe r3 > 0, tel que :

f(t, x) ≥ (f∞ − ε)x, pourtoutt ∈ [0, 1], x ≥ r3, ou
′ε > 0vérifieΛ2ε ≤ 1 (2.16)

Soit x ∈ P ∩ ∂Ωr2 , soitx ∈ P et‖x‖ = r2 avecr2 = max (2r1,ρ−αr3) . Nous avons :

x(t) ≥ tα‖x‖ ≥ ραr2 ≥ r3, pour t ∈ [ρ, 1− ρ]

,et donc, par l’inégalité (2.16)f(t, x) ≥ (f∞ − ε)x, pourt ∈ [ρ, 1− ρ], x ∈ P ∩ ∂Ωr2et Λ2ε ≤ 1
. Utilisation du lemme 3.1, on a :

‖Tx‖ = max
t∈[0,1]

∫ 1

0

G(t, s)f(s, x(s))ds

≥
∫ 1

0

G(t, s)f(s, x(s))ds

≥ tα
∫ 1

0

G(1, s)f(s, x(s))ds

≥ tα
∫ 1−ρ2

ρ2
G(1, s)f(s, x(s))ds 0 < ρ < 1/2

≥ tα(f∞ − ε)
∫ 1−ρ2

ρ2
G(1, s)x(s)ds

≥ t2α

ρ2α
(f∞ − ε)‖x‖ρ2α

∫ 1−ρ2

ρ2
G(1, s)xds

≥ Λ2(f∞ − ε)‖x‖
≥ ‖x‖

D’aprés le théorème (1.2), l’opérateur T a au moins un point fixe x ∈ P∩(Ω̄r2\Ωr1) avec r1 ≤ ‖x‖ ≤ r2.
Il découle du théorème (2.1) que le MFBVP (1)(3) a au moins unsolution positive x.
(iii) D’aprés la définition def0 , il exister1 > 0, tel que :
f(t, x) ≥ (f0 − ε)x, pour tout t ∈ [0, 1], 0 < x ≤ r1 , ou‘ε > 0 satisfait Λ2ε ≤ 1.

c©2021, I. GUENDOUZ Étude une classe d’équations différentielles fractionnaires mixtes



2.3. EXISTENSE ET UNICITÉ 30

.Soit x ∈ P ∩ ∂Ωr1 .c’est-à-dire x ∈ Pet‖x‖ = r1 . Utilisation du lemme (2.1), on obtient :

‖Tx‖ ≥
∫ 1

0

G(t, s)f(s, x(s))ds

≥ tα
∫ 1

0

G(1, s)f(s, x(s))ds

≥ tα(f0 − ε)
∫ 1

0

G(1, s)x(s)ds

≥ t2α(f0 − ε)‖x‖
∫ 1

0

G(1, s)ds

≥ t2α

ρ2α
(f0 − ε)‖x‖ρ2α

∫ 1−ρ2

ρ2
G(1, s)dst ∈ [ρ, 1− ρ]

≥ Λ2(f0 − ε)‖x‖
≥ ‖x‖

Par la définition de f∞, il existe r4 > 0, tel que :
f(t, x) ≤ (f∞ + ε)x , pour tout t ∈ [0, 1], x ≥ r4, où ε > 0 vérifie Λ1ε ≤ 1/4.
Il s’ensuit qu’il existe δ > 0, tel que :
σ = maxt∈[0,1] f(t, r4) , pour tout t ∈ [0, 1].
Puis :

f(t, x) ≤ (f∞ + ε)x+ δ, pourtout t ∈ [0, 1] , x ≥ r4

Soit x ∈ P ∩ ∂Ωr2 , c’est-à-dire x ∈ P et x = r2 avec r2 = max(2r1, 2σΛ1) . UtilisantLemme
(2.1), on a

Tx(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(s, x(s))ds

≤
∫ 1

0

G(1, s)f(s, x(s))ds

≤
∫ 1

0

G(1, s)[(f∞ + ε) + x(s) + δ]ds

≤ (f∞ + ε)

∫ 1

0

G(1, s)x(s) + δ

∫ 1

0

G(1, s)ds

≤ Λ1(f∞ + ε)‖x‖+ δΛ1

≤ ‖x‖
2

+ δΛ1

≤ ‖x‖
2

+
r2

2
≤ ‖x‖

Par conséquent, ‖Tx‖ ≤ ‖x‖. L’application du théorème (1.2) donne que T a au moins un point
x ∈ P ∩ (Ωr2 \ Ωr1) et le théorème (2.1) garantissent que le MFBVP (1) (3) à au moins une
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solution positive x.Par les deux et trois parties du théorème (3.2), on obtient directement le
corollaire suivant.

Corollaire 2.1. . Supposons que l’une des deux conditions suivantes :
(i) f 0 = 0 et f∞ = +∞
(ii) f 0 = +∞ et f∞ = 0.
est accompli. Ensuite, le MFBVP (1) (3) a au moins une solution positive.

Exemple 2.1. voir[7] Considérez le MFBVP suivant :{
D

(β)

1− (cDα
0+x)(t) = f(t, x(t)) 0 < t < 1,

x(0) = γ
∫ 1

0
x(t)dt,Dβ

0+x(1) = 0
(2.17)

où α = β = γ = 1/2.
(i)Si f(t, x) = (1 + t)x ln(1 + x) , on a :

f 0 = lim
x→0

max
t∈[0,1]

f(t, x)

X
= 0 et f∞ = lim

x→+∞
min
t∈[0,1]

f(t, x)

X
= +∞

Ainsi, par la première partie du corollaire (2.1), nous pouvons comprendre que le problème
(2.17) a au moins unsolution positive.
(ii) Si f(t, x) = (2t+ 1)e−x cosx, nous avons :

f0 = lim
x→0

min
t∈[0,1]

f(t, x)

X
= +∞ et f∞ = lim

x→+∞
max
t∈[0,1]

f(t, x)

X
= 0

puis par la deuxième partie du corollaire (2.1), nous pouvons comprendre que le problème
(2.17) a au moinsune solution positive

2.3.2 Unicité de la solution positive

Dans cette sous-section, nous donnons le troisième résultat principal.Théorème (2.3).
Supposons qu’il existeL > 0 tel que :

|f(t, x)− f(t, y)| ≤ L|x− y|, Pourpresquetousles t ∈ [0, 1] ettout x, y ∈ P (2.18)

Si :

0 < LΛ1 < 1 (2.19)

puis, le MFBVP(1)(3) Présente exactement une solution positive à P
. Preuve : Soit x, y : [0, 1] −→ R+, x 6= y, deux solutions positives du MFBVP (1)(3) . Utili-
sant(2.18) et le lemme (2.1), on a :
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|Tx(t)− Ty(t)| ≤
∫ 1

0

G(t, s)|(f(s, x(s))− f(s, y(s)))|ds

≤ L

∫ 1

0

G(1, s)|x(s)− y(s)|ds

≤ LΛ1‖x− y‖.

Par conséquent, ‖Tx − Ty‖ ≤ LΛ1‖x − y‖ . Par la condition(2.19), l’opérateur T est un
contraction.À partir du théorème (2.1)et du théorème(2.1), le MFBVP (1)(3) a exactement un
solution positive à P.
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STABILITÉ

D ans ce chapitre,nous avons étudié la stabilité de Ulam-Hyers pour le MFBVP(1) (3)
.
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3.1 stabilité Ulam-Heyrs

Théorème 3.1. voir[7] Supposons que f : [0, 1] × R+ −→ R+ est continu et satisfaisant (2.18) et
(2.19).Ensuite nous avons :
(i) Le MFBVP(1) (3)est Ulam-Hyers stable et par conséquent généralisé Ulam-Hyers stable.
(ii) Si ϕ : [0, 1] −→ R+ est fonction différentiable et croissante telle que ϕ(0) 6= 0, alors leMFBVP
(1)(3) est stable à Ulam-Hyers-Rassias. Plus loin le MFBVP (1)(3) est écurie Ulam-Hyers-Rassias
généralisé.
Preuve :
(i) Soit y ∈ E toute solution de l’inégalité (1.11), puis par Remarque (1.2), on :

D
(β)

1− (cDα
0+y)(t) = f(t, y(t)) + ω(t), t ∈ [0, 1].

Utilisation du théorème (2.1), nous pouvons écrire :

y(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(s, y(s))ds+

∫ 1

0

G(t, s)ω(s)ds.

qui donne :

y(t)−
∫ 1

0

G(t, s)f(s, y(s))ds ≤ Λ1ε. (3.1)

Maintenant, soit x ∈ E une solution unique du MFBVP(1)(3) , du Lemme (2.1) nous avoir
pour tout t ∈ [0, 1] :

|y(t)− x(t)| =

∣∣∣∣y(t)−
∫ 1

0

G(t, s)f(s, x(s))ds

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣y(t)−
∫ 1

0

G(t, s)f(t, y(s))ds

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫ 1

0

G(t, s)(f(s, y(s))− f(s, x(s)))ds

∣∣∣∣
De (3.1)(2.18) et le lemme (2.1 )nous avons

‖y − x‖ ≤ εΛ1 + LΛ1‖y − x‖

ce qui implique en outre :

‖y − x‖ ≤ λε

où λ = Λ1

1−LΛ1
> 0 . Ensuite, le MFBVP (1)(3) est stable à Ulam-Hyers. De plus,si nous posons

θ(ε) = λε , alors le MFBVP (1)(3) est une stabilité Ulam-Hyers généralisée.
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(ii) Soity ∈ E toute solution de l’inégalité (1.13), puis par Remarque (1.2), on a :

D
(β)

1− (cDα
0+
y)(t) = f(t, y(t)) + φ(t), t ∈ [0, 1]

Utilisation du théorème (2.1), on obtienty :

y(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(s, y(s))ds+

∫ 1

0

G(t, s)φ(s)ds

De la remarque (1.2) on a :

|y(t)−
∫ 1

0

G(t, s)f(s, y(s))ds ≤
∫ 1

0

G(t, s)|φ(s)|

≤ ε

∫ 1

0

G(t, s)ϕ(s)ds

≤ ε[

∫ t

0

G(t, s)ϕ(s)ds+

∫ 1

t

G(t, s)ϕ(s)ds]. (3.2)

ϕ : [0, 1] −→ R+ est une fonction croissante, alors par le lemme (2.1) on obtient :

s ≤ t =⇒ ϕ(s) ≤ ϕ(t)

G(t, s) ≤ G(1, s)

}
=⇒

∫ t

0

G(t, s)ϕ(s)ds ≤ ϕ(t)

∫ t

0

G(1, s)ds (3.3)

et

s ≤ t =⇒ ϕ(s) ≤ ϕ(t)

G(t, s) ≤ G(1, s)

}
=⇒

∫ 1

t

G(t, s)ϕ(s)ds ≤ ϕ(1)

∫ 1

t

G(1, s)ds (3.4)

De (3.2), (3.3) et (3.4), on obtient :

|y(t)−
∫ 1

0

G(t, s)f(s, y(s))ds| ≤ ε[ϕ(t)

∫ t

0

G(1, s)ds+ ϕ(1)

∫ 1

t

G(1, s)ds]. (3.5)

Soit µ : [0, 1] −→ R+ une fonction définie par :

µ(t) = ϕ(t)

∫ 1

0

G(1, s)ds+ ϕ(1)

∫ 1

t

G(1, s)ds− ϕ(1)

ϕ(0)
Λ1ϕ(t)

La fonction µ est différentiable sur ]0, 1[ et pour tout t ∈]0, 1[, on a :

µ′(t) = ϕ′(t)[

∫ t

0

G(1, s)ds− ϕ(1)

ϕ(0)
Λ1] + (ϕ(t)− ϕ(1))G(1, t)

. ϕ est différentiable et croissant, alors µ′(t) ≤ 0 . Par contre, on a µ(0) = 0. Puis, de (3.5) on
obtient :

|y(t)−
∫ 1

0

G(t, s)f(s, y(s))ds| ≤ ϕ(1)

ϕ(0)
εΛ1ϕ(t). (3.6)
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|y(t)− x(t)| = |y(t)−
∫ 1

0

G(t, s)f(s, x(s))ds|

≤ |y(t)−
∫ 1

0

G(t, s)f(t, y(s))ds|

+ |
∫ 1

0

G(t, s)(f(s, y(s))− f(s, x(s)))ds|.

De (3.6), (2.18) et le lemme (2.1) nous avons :

‖y − x‖ ≤ cεϕ(t)

où c = Λ1ϕ(1)
(1−LΛ1)ϕ(0)

> 0. Ensuite, le MFBVP (1) (3) est Ulam-Hyers-Rassias sta-ble. Par
conséquent, d’après la remarque 1, le MFBVP (3)(3) est généralisée Ulam-Hyers-Rassias stable,
ce qui complète la preuve :

3.2 Exemples

voir[7] Dans cette sous-section, nous présentons deux exemples pour expliquer l’applicabi-
lité de la résultats de stabilité.

Exemple 3.1. Considérez le MFBVP suivant :{
D

(1/2)

1− (cD
1/2

0+ x)(t) = cos(x(t))
t+3

0 < t < 1

, x(0) = 1
2

∫ 1

0
x(t)dt,cD

1/2

0+ x(1) = 0.
(3.7)

La fonction f(t, x(t)) = cos(x(t))
t+3

est continue pour toutt ∈ [0, 1] et tout x > 0. Alors, on a :

|f(t, x)− f(t, y)| ≤ 1

3
|x− y|, L =

1

3
,Λ1 =

∫ 1

0

G(1, s)ds =
28− 3

√
π

6
√
π

etLΛ1 ≈ 0, 71 < 1.

D’aprés le théorème (2.3), le MFBVP (3.7) a exactement une solution positive x sur[0, 1].

Maintenant, soit y ∈ E une solution d’inégalité :

|D(1/2)

1− (cD
1/2

0+ y)(t)− cos(y(t))

t+ 3
| ≤ ε t ∈ [0, 1].

Puis, selon le théorème (3.1), le MFBVP(3.7)est Ulma-Hyers stable avec :

λ =
Λ1

1− LΛ1

=
84− 9

√
π

21
√
π − 28

> 0

. D’un autre côté, considérons l’inégalité :

|D(1/2)

1− (cD
1/2

0+ y)(t)− cos(y(t))

t+ 3
| ≤ εϕ(t) t ∈ [0, 1]
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où ϕ(t) = et . Par le théorème (3.1) le MFBVP (3.7) est Ulam-Hyers-Rassias stable avec :

c =
ϕ(1)Λ1

(1− LΛ1)ϕ(0)
=

(84− 9
√
π)e

21
√
π − 28

> 0

Exemple 3.2. voir[7]Considérez le MFBVP suivant :{
D0,8

1− (cD0.2
0+x)(t) = x(t)

11πet+x(t)
, 0 < t < 1

x(0) = 98
100

∫ 1

0
x(t)dscD0.2

0+x(1) = 0
(3.8)

La fonction f(t, x(t)) = x(t)
11πet+x(t)

est continue pour tout t ∈ [0, 1] et tout x > 0 .Alors, on ont :

|f(t, x)− f(t, y)| ≤ 1

11π
|x− y|, L = 1/11π et Λ1 =

∫ 1

0

G(1, s)ds ≈ 33, 63etLΛ1 ≈ 0, 97

D’aprés le théorème (2.3), le MFBVP(3.8) a exactement une solution positive x sur[0, 1].Soit
y ∈ Eune solution de l’inégalité

|D0,8
1− (cD0.2

0+x)(t)− x(t)

11πet + x(t)
| ≤ ε t ∈ [0, 1]

Utilisation du théorème (3.1), le MFBVP(3.8) est Ulma-Hyers stable avec :

λ = Λ11− LΛ1 ≈ 1121

Soit y ∈ E une solution de l’inégalité :

|D0,8
1− (cD0.2

0+x)(t)− x(t)

11πet + x(t)
| ≤ εϕ(t), t ∈ [0, 1]

où ϕ(t) = et . Par le théorème(3.1) le MFBVP (3.8) est Ulam-Hyers-Rassias stable avec :

c = λ
ϕ(1)

ϕ(0)
= λe > 0
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons étudié une classe d’équations différentielles fractionnaires
mixtes avec des condition aux limites de type intégrales . Ce travail se déroule en deux étapes :

1. Existence et unicité : nous avons démontré un résultat d’existence et d’unicité de la solu-
tion du problème (1)(3) en utilisant le théorème de point fixe.

2. Stabilité :nous avons etudié la stabélité de Hlam-Heyers pour le MFBVP(1) (3) etnuos
avons donné quelques des exemples.
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D ans ce mémoire, nous avons étudié une classe d’équations intégro-différentielles fractionnaires
mixetes avec des conditions aux limites de type intégrale. D’abord, nous présentons quelques

résultats sur l’existence, l’unicité et la stabilité d’Ulam-Hyersde solution positive d’équations différen-
tielles fractionnaires mixtes non linéaires avec frontière intégraleconditions en utilisant le théorème de
point fixe de Guo-Krasnoselskii et la carte de contraction de Banach-principe de ping. Nous discutons
de divers types de stabilité Ulam-Hyers. Cette étude peut être un nouvelle façon pour les chercheurs de
discuter de problèmes intéressants dans le domaine de l’analyse mathématique.

Mots-Clés : calcul fractionnaire,Équation intégro-différentielle fractionnaire de type Freedholm,
Théorème de point fixe ,stabilité de Ulam-Hyers

I n this memoir, we have studied a new class of mixes fractional differential equations with intégral
boundary conditions. First,In this paper, we present some results about existence, uniqueness and

Ulam-Hyers stability of positive solution of nonlinear mixed fractional differential equations with inte-
gral boundary conditions by using Guo-Krasnoselskii’s fixed point theorem and Banach’s contraction
mapping principle. We discuss various types of Ulam-Hyers stability. This study may be provide a new
way for the researchers to discuss interesting problems in the mathematical analysis area.

Keywords : calcul fractionnaire,Fractional Freedholm integro-differential equation, Fixed point
theorem. Ulam-Hyers stability
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