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introduction

Les travaux de ce mémoire s’inscrivent dans le domaine de la théorie des espaces
de Banach et se concentrent principalement sur les théorémes de caractérisation de ces
espaces. Il existe de nombreux théorémes qui caractérisent certains types d’espaces de
Banach. L’une des caractérisations les plus célébres est celle de James pour les espaces
réflexifs : un espace de Banach X est réflexif si, et seulement si, toute forme linéaire
sur X ™ atteint sa norme. Le théoréme de Kwapien de 1970 fournit une caractérisation
des espaces de Hilbert, basée sur la factorisation de Pietsch des opérateurs linéaires
2-sommants par un espace de Hilbert, cette factorisation étant la clé de la démonstration
de Kwapien. Ce mémoire propose certaines généralisations non linéaires des théorémes
précédents ainsi qu’un autre théoréme caractérisant les espaces de type Espaces L .
Les deux cas non linéaires considérés ici sont les cas multilinéaire et polynomial. Une
caractérisation multilinéaire implique 1'utilisation des opérateurs multilinéaires au lieu
des opérateurs linéaires.

Le mémoire est structuré en trois chapitres.

Le premier chapitre offre un apergu général des espaces de Banach, notamment les
espaces £, et L,. Ensuite, il présente un panorama des opérateurs multilinéaires et des
polynoémes homogeénes de degré m, en fournissant une série de propriétés et de résultats
concernant ces deux types d’opérateurs.

Le deuxiéme chapitre traite des versions multilinéaires et polynomiales du théoréme

de James. Pour le cas multilinéaire, au lieu de considérer les formes linéaires, on examine
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les formes multilinéaires qui se présentent comme produit de formes linéaires. Le théoréme
de James se formule alors ainsi : les espaces X1, ..., X,, sont réflexifs si, et seulement
si, toute forme multilinéaire de £ (X1,..., X,,) de la forme ¢ = 2] ® ... ® x}, atteint
sa norme. Pour les polyndémes, deux versions sont proposées : la premiére considére
les polynomes de la formeP,-(z) = z*(x)™ et la deuxiéme les polyndmes de la forme

Le troisiéme chapitre s’intéresse a la caractérisation des espaces L,. Un survol de
certains concepts est donné, notamment les opérateurs linéaires intégraux, p-sommants,
ainsi que les opérateurs multilinéaires multi p-sommants, intégraux et p-dominés. Dans
le cas linéaire, un espace X est un L..si, et seulement si, pour tout espace de Banach
Y et tout opérateur linéaire 1-sommant 7' : X — Y, T est intégral. Pour le cas
multilinéaire, deux types de théorémes généralisent le cas linéaire. Le premier type utilise
les opérateurs multilinéaires multi 1-sommants a la place des opérateurs linéaires 1-
sommants. Le deuxiéme type utilise les opérateurs multilinéaires 1-dominés. Concernant

le cas polynomial,les polynémes 1-dominés et intégraux sont utilisés.



Généralités et théo-

remes fondamentaux

1.1. Introduction

Dans ce chapitre ,on présente quelques résultats principaux a propos des espaces

vectoriels :

1.2. Opérateurs linéaires bornés

Définition 1.1.
Soient K un corps et X, Y deux K — espaces de Banach et T': X — Y un Opérateur.

Elle est linéaire si :
L. Ve,ye X :T(z+y)=T(x)+T(y).

2. Ve e X,VA € K: T(\x) = \T'(z).

On note L(E, F') 'ensemble des Opérateurs linéaires, on le muni de deux opérations

algébriques suivantes
1. Ve e X : (T1 + TQ) (CL’) = Tl(ZL') + TQ(ZL’)
2. Ve e X,VA e K: (\T)(z) = \T'(x).

SiY =K, L(F, K) est dit le dual algébrique de X et noté généralement X’
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Définition 1.2.
Soit T'€ L(X,Y) , T est continu s’il existe C' > 0 tel que

Vo€ E: ||T(2)| < C)zl. (1.2.1)

On note B(X,Y) I'espace de Banach des Opérateurs linéaires continues ou sa norme

des opérateurs est donnée par

171 sup 1T
o ]
= sup |I7()]
=<1

On a aussi

Ve e X [T()| < [[Tlf|]-

Cas particulier

SiY =K, B(X,K) est dit le dual topologique de X, on le note généralement X*.
OnaX*cCX’

1.3. Espaces de Banach classiques

Dans cette section, on fait rappel aux certains espaces de Banach qui sont les petits

?, et les espaces L, (en anglais £,-espaces).

1.3.1. Les espaces de suites /,

Définition 1.3.
Soient (z,,),.y une suite d’éléments de R et 1 < p < +o00. On définit I'ensemble £,
par

by = § (@n)peny CR: <Z|mn|p> < 00

neN
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Si p = oo, on défini /., par

loo = {(xn)neN CR:suplz,| < oo} :

neN
On munit ¢, de la norme suivante

1) Sil<p<oo:||(@n)yenll, = (Z |a;n|p> §

neN

2) Sip= o0, ||(a:n)n€N||OO = sup |z,
neN

Théoréme 1.

Uy est un espace de Hilbert dont le produit scalaire est

<$, y) = Z TnYn

neN

Théoréme 2.
Soit H un espace de Hilbert séparable (i.e., admet une base orthonormale dénombrable)

alors H est isomorphe a (5.

Théoréme 3.

(Espace dual). Soit 1 < p < +00. On a

1
avec p* est le conjugué de p, i.e., — + — = 1.
p

Proposition 1.

Soit 1 < p < +oo. L’espace ¢, est reflexif, i.e.,

(gp)* = Lpx.

Proposition 2.
(Comparaison entre les espaces des suites)

Soit 1 < p < q < 00. Nous avons les inclusions suivantes

b C...Cl, ClyC ...l
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1.3.2. Espaces (,

Soient 1 < p < 0o et A > 1. Un espace de Banach X est dit espace £,  si pour tout
sous espace de dimension finie £ C X contenu dans un sous espace de dimension finie
F C X il existe un isomorphisme u : F — (9™ " satisfaisant [|ul ||u™"]] < A.

On dit que X est un espace L, si c’est un espace £,y pour un certain A > 1.
Soit (£2; 1) un espace mesuré ; pour 1 < p < 00.
Par exemple : les espaces de Lebesgue L,(u) sont des espaces L,. L'espace C'(K) des

fonctions continues sur un compact K est un espace L.

Définition 1.4.
[L'T77] Soit X un espace de Banach et Y un sous espace fermé de X. On dit que Y

est complémenté de X s’il existe un sous espace fermé 7 tel que

X=YpZ
Le sous espace fermé Z s’appel le complément de Y.

Théoréme 4.
Un sous espace ferme Y d’un espace de Banach X et complementé de X si, et

seulement si, il est ['image d’une projection continue de X .

Exemple 1.3.1.
1. Tout sous espace fermé d’un espace de Hilbert H est complémenté dans H.

2. Les [ sont complémentés dans [,,.

Proposition 3.

[Bou81]

1. Sil <p<ooetX estun espace L, , alors X est isomorphique a un sous espace

complémenté de L,(p).

2. St X est un espace Ly (resp. Lo ), alors Xx est isomorphique a un sous espace

complémenté de Li(u) (resp. C(K) ).

4
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Inversement, si X est un sous espace complémenté de L,(1 < p < 00), alors X est

un epace £, ou bien isomorphe & un espace de Hilbert.

Proposition 4.
[Bou81]
1. Si X est un espace L, pour tout X > 1, alors X est un L,(u).

2. Tout espace de Hilbert est un espace Lo\ pour tout X > 1.

1.4. Polyndbmes homogenes et opeérateurs

multilinéaires

1.4.1. Applications multilinéaires

Soient X1,...,X,,,Y des espaces de Banach. L’opérateur T": X; x ... x X,, =Y

est dit multilinéaire ou m-linéaire s’il est linéaire par rapport a chaque composante. Il

est borné (continu) s’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout (xy,...,z,,) €
X1 X ... x X,
on a
T (1, ..., z0)|| < Cllz1]| - - ||Tm]| (1.4.1)
On note £ (X1,...,X,,;Y) l'espace des opérateurs m-linéaires bornés lequel est un

espace de Banach dont sa norme est la plus petite constante positive C' vérifiant (1.4.1).

Elle peut s’exprimer par

T = sup T (x1,. .., zm)]| -

lz;]I<L1<5<m

Opérateur adjoint

I'opérateur adjoint de I'opérateur multilinéaire 7" : Xy X ... x X,, — Y est 'opérateur

T Y* = L(X1,..., Xn)
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défini par
v =T () Xy x ... x X, = K
K=RouC.

Produit tensoriel projectif

| | Soient X7, ..., X,, des espaces de Banach. On note X; ® ... ® X,, le produit
tensoriel algébrique de X,..., X,,. On définit la norme projective par
Joll = inf {Z 11 IIxZH}
i=1 j=1

ou I'infimum est porté sur toutes les représentations possibles de v de la forme
n
v:Z$}®...®xT
i=1

On note X;®y ... ®,X.m le produit tensoriel projectif des espaces X, ..., X,, i.e.;
le complété de X7 ® ... ® X,, pour cette norme. Si X; = ... = X,, = X on écrit
simplement ®. X.

Par ®@7'X = X ®; (m) @, X, on note le produit tensoriel symétrique et par QAQMX

on note la fermeture de ®™X dans &, X.

Produit tensoriel injectif

la norme injective est définie par

Joll = sup {Zﬁ ; (wz’)l} 7

i=1 j=1
ou le supremum est porté sur toutes les representations possibles de v de la forme

n
v = E IR ... QT
i=1

On note X;Q. ... ®.X,, le produit tensoriel injectif des espaces X1, ..., X,, i.e.; le

complété de X;®...® X, pour cette norme. Si X; = ... = X,,, = X on écrit simplement

-~m

X,
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Produit tensoriel de Hilbert

Soient Hy, ..., Hy des espaces de Hilbert,On peut munir le produit tensoriel algébrique

H, ®...® H,, du produit scalaire défini par
Vhi=h®...0hy)  k=k®...0ky,) € Hi®...QH,, : (h, k) = (h1,k1) ... (hm, km)
On note ||.||2 1a norme correspondante et Hy &, . . . ®2H,, espace de Hilbert complété

de Hl®®Hm
Soit (e

k) p.cy, une base orthonormale de H;(1 < j < m). On peut voir aisement que le
J J
systéme
{er, ® ... R ey, } kiel;
1<gsm

forme une base orthonormale de H{®s ... X9 H,,.
Remarque 1.1. Les trois normes sont raisonnables et vérifient
e(v) < lvllz < 7(v)

pour tout v € H1 ® ... ® H,,.

Opérateur linéarisé

La linéarisation de I'opérateur multilinéaire 7": X; x ... x X,, = Y est 'opérateur

linéaire T : X1®, ... 3, X,, — Y défini par

(er; ) ZT (1, ...,2").

Il est bien défini, car il ne dépend pas de repesentatlon choisie.

De plus, T est unique et ||T|| = |T||. On a aussi
L(X1,.. . Xy Y) =B(Xi®r...0: X} Y)
car ’application
O L(Xp,. ., X} Y) = B(Xi®r ... @: X0 Y)
T = ®T)=T

est une isométrie surjective.
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Cas particulier

Le dual de X 1® e ® X, s'identifie a I'espace des formes multilinéaires bornées
™ ™

(X1®r e ®nXon) = L( X1y, Xi) (1.4.2)

1.4.2. Polyndmes homogenes de degré m

Dans ce paragraphe on présente tout d’abord les opérateurs multilinéaires symé-

triques.

Définition 1.5.

Soient X, Y deux espaces de Banach et T : X x ... x X — Y un operateur multili-
—_——

m
néaire ; 1" est dit symétrique si

Too(xy,...,Tm) ::T(ata(l),...,xa(m)) =T (x1,...,%)

pour toute permutation o. On note Lg (™ X;Y') 'espace des opérateurs multilinéaires
symétriques.
A chaque opérateur multilinéaire " € L (™X;Y) on peut associer un opérateur

symétrique Ts € Lg("X;Y). En effet, soit T : X x ... x X — Y un opérateur m-
~————

m
linéaire, posons

TS—%ZTOU

L’opérateur Ts s’appelle opérateur symétré de 7. On a
(1) SiTe L("X;Y)alors Ts € L5 ("X;Y).
(2) Ts =T si et seulement si T' est symétrique.
(3) L’opérateur linéaire S : L("X;Y) — Ls("X;Y) : T — S(T) = Ts est une

projection.

Définition 1.6.

Soient X,Y deux espaces de Banach. L’application P : X — Y est un polynéme



GENERALITES ET THEOREMES FONDAMENTAUX1.4. POLYNOMES HOMOGENES ET OPERATEURS MULTILINEAIRES

homogene de degré m, s’il existe un opérateur multilinéaire symétrique Ter s (MX;Y)

tel que

On note P (™X;Y), I'espace des polynoémes homogénes de degré m de X dans Y

muni de la norme
I1PIl = sup{[|P(2) ]|/ llz]] < 13
=inf{C: ||P(z)|| < Cljz||™ pour tout z € X}
SiY =K, on écrit simplement P ("X). Si P € P (™X;Y), on définit sa linéarisation
P: (:)ﬂm’sX — Y par
P (ixz ® (m) ®x,~) = zn:P(arl)
=1 i=1

ol (xi>1<i<n e X.

Exemple 1.4.1. L’opérateur bilinéaire
T:RxR—R (x,y)—zy
est symétrique car :
V(z,y) € Rx R, T(x,y)=azy=yx="T(y,x)
D’ou :
P(x) = T(r,7) = vx = 2
est un polynéme homogeéne de degré 2

Proposition 5.

La correspondance P < T établit un isomorphisme entre P ("X;Y) et Ls(MX;Y).
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Proposition 6.
(Formule de polarisation) pour tout T € Lg (™ X;Y)

T(:pl,...,xm):ﬁ Z €1...€nPr (Zejxj>.

ei=+1 j=1

1<i<m
ot Pr est le polynome associe a T'. De plus, Pr est borné sur la boule unité de X si et
seulement si T est borné. Les deux normes vérifient l'inégalité suivante (cf, [Mu)S0]).

mm
1Pl < T < 22 (P

Opérateurs diagonaux

On introduit les plongements naturels de X dans X x ... x X et @):X , notés A,,
—_——

m
et 0,, respectivement. Ils sont définis par

Ap:X = Xx..xX 6,:X =& 'X
r —(z,...,7) r Sr®..Q

Il est clair que le diagramme suivant commute

ie, i, 0 A, = O, OU 1, est opérateur multilinéaire canonique, de X; x ... x X,,, dans
X1®y...®,:X,, défini par
I (X1, T) =21 @ . Q Ty

Avec cette notation nous avons aussi le diagramme suivant

Xy x...x X,
im 4
Xi®p ... @x X TY
T

10
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Proposition 7.
Un opérateur P : X — Y est un polynome de degré m, si et seulement si, il existe
T e L(MX,;Y) tel que le diagramme suivant commute
X AmoXx.xX
omd P T
X — Y
T

Preuve. Soit Ts 'opérateur symétrique de T'. Par définition et le diagramme ci-dessus,
on a

Sr(z,...,z)=T(x,...,z) =T o A, (x) = P(x)

11



Espaces réflexifs et

théoremes de James

On s’utéresse dans ce chapitre aux théorémes de caractérisation de James version
mul-tilinéaire et polyndémiale. Dans le cas linéaire,James a donné une caractérisation d’un
espace réflexif en utilisant leurs formes linéaires,autrement dit,un espace X est réflexif
si et seulement si toute forme linéaire de X ™ atteint sa norme.dans notre travaille,pour
La version multilinéaire on prend les formes multilinéaires qui s’écrivent comme produit

des formes linéaires ainsi que le cas de polyndéme.

2.1. Espaces réflexifs

Dans cette section ,on présente les espaces réflexifs et ses caractérisations

Définition 2.1 (plongement canonique).
Soit X un espace normé sur le corps K . On définit le plongement canonique noté

Jx, de X dans son bidual X™* par :
Jx(SL’) X — K

avec Jx(z) (z*) = x*(z)
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L’application Jx est toujours isométrique. En effet, soit x € X alors :

[Jx(2) = sup [Jx(z) (z")]
T*EB*

= sup |z"(z)]
T*EB, *

= [l
I'opérateur Jx n’est pas stirement surjective.

si Jx est surjectif , nous présentons la définition suivante.

Définition 2.2.
Soit X un espace de Banach

L’espace X est réflexif si son plongement canonique Jx est surjectif

Remarque 2.1. Si X est réflexif,On obtient I'identification isométrique entre X et son
bidual X™**.La réciproque n’est vrai.En effet,un contre exemple a été donné par| |
montrant qu’il existe un espace non réflexif X admet une identification avec son bidual
X Pour cette raison, il est indispensable d’utiliser dans la définition d’une espace

réflexif le plongement .

Exemple 1.
[ |

1. Tout espace de Hilbert est réflexif.
2. Les espaces de Lebesgue L, (€2, u) et les petits £, pour 1 < p < oo sont réflexifs.

3. Les espaces L1(Q, i), Loo(82, 1), €1, o et C(K) ne sont pas réflexifs.

Théoréme 5.

L’espace X est réflexif si et seulement si X™ est réflexif.
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2.2. Caractérisation topologique

Définition 2.3 (topologie faible).
Soit X un espace de Banach et X™ son dual on définit ta topologie faible de X comme

étant ta topologie la moins fine qui rend toutes les formes linéaires de X™ continues.

La converge dans cette topologie se caractérise par :

z, tend faiblement vers x < Va* € X* : (z*,2,,) — (2", ).

Proposition 8.

Si X est réflexif,la boule unité de X* est faiblement compacte .

Voici maintenant un Théoréme trés important montre que cette propriété caractérise

les espaces réflexifs .

Théoréme 6 (KaKuTani).
Un espace de Banach est réflexif si et seulement sa boule d’unité fermée est compacte

pour la topologie faible.

Démonstration : pour la preuve de ce Théoréme voir [Breg7].
Définition 2.4 (topologiex-faible).

Soit X un espace de Banach, dans I'espace X™ on définit la topologie

x-faible comme étant La topologie La moins fine rendant continues Les applications

suivantes
r: X" —K
La convergence dans cette topologie se caractérise par

x; tend = -faiblement vers 2* < Vo € X = (z,2]) — (z,27)

14
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Théoréme 7 (Banach-Alaoglu).
soit X un espace normé. la boule unité fermée de X* est compacte pour la topologie

x-faible .

Remarque 2.2. Sil'espace de Banach X posséde un pré-dual (ie 3G espace de Banach
tel que X = G*, généralement G n’est pas unique), on peut dans ce cas définir les trois
topologies dans X, forte, faible et x-faible. On note aussi que la topologie *-faible est
moins fine que la topologie faible et par conséquent, la convergence faible implique la

convergence x-faible.

Théoréme 8.
[Jam63] Un sous ensemble C' fermé et conveze d’un espace de Banach X est faiblement

compact si et seulement si toute forme linéaire de X* atteint sa nome sur C.

Théoréme 9.
[Bre87] Un espace de Banach X est réflexif si et seulement si sa boule d’unité fermée

By est faiblement compacte.

Théoréme 10.

Soit X un espace de Banach, les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(a) L’espace X est réflexif.

(b) La topologie faible et x-faible . sont coincides dans X* et qui est l'unique prédual
de X

2.2.1. Théoreme linéaire de James

Définition 2.5.
Soit X un espace de Banach, la forme linéaire x* de X™ atteint sa norme s’il existe
o de By tel que

[2* ]} = sup [2"(2)| = |27 (20)].
rEBx

15
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Le théoréme suivant est une caractérisation de la réflexivité de James.

Théoréme 11.
Un espace de Banach X est réflexif si et seulement si toute forme linéaire de X*

atteint sa norme.

Démonstration : Soit X un espace réflexif, donc, sa boule By est faiblement
compacte. Soit x* € X™ une forme linéaire, elle est continue pour la topologie faible,

alors son sup sur la boule By est atteint
¥} = sup [27(x)] = |2" (z0)]
rEBx
Réciproquement, On suppose que toute forme linéaire z*de X atteint sa norme. Et

tant que Bx C X fermée et convexe,on a By est. faiblement compacte. D’oul selon le

Théoréme 8, X est réflexif. Une forte version de ce théoréme confirme que :

Théoréme 12.
Un sous ensemble faiblement fermé C' d’un espace de Banach X est faiblement compact

si et seulement si toute forme linéaire x* de X* atteint son mazximum sur C, i.e.,

Va* € X*; 3xg € C; |x™ (x9)| = sup |z*(z)].
zeC

2.3. Version non linéaire du théoreme de

James

Dans cette section, on développe le travail de [AGO4]

2.3.1. Version multilinéaire

Soient Xi,...,X,, des espaces de Banach. Soit ¢ € L(Xs,...,X,,) une forme

multilinéaire. On dit que la norme de ¢ est atteinte sil existe 2} € By,,...,2" € By,,

16
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tels que

lell = sup  Jo(zr,... 2m)]

ijBXj ALJE<m

= ‘gp(m’f,...,x?n)‘.

Le théoréme suivant généralise celle de James pour plusieurs espaces de Banach.

Théoréme 13.
Soient X1,...,X,, des espaces de Banach. Les deux assertions suivantes sont équiva-

lentes.
(a) Les espaces X1, ..., X,, sont réflexifs.

(b) Toute forme multilinéaire de L (X1,...,Xy) de la forme ¢ = 2} ®...®z), atteint

sa norme.

Démonstration
(a) = (b) : On suppose que X, ..., X,, sont réflexifs. Soit ¢ € L (X1,...,X,,) de la
forme p = 2] ® ... @ z;, ot x} € X7 (1 < j < m). Alors, d’aprés le Théoréme de James

x; atteint sa norme ,i.e.,il existe 29 € By, tel que ||z*|| = |2* (29) | Nous avons

m
loll = sup |ai(e1) - afu (@)l = [] sup [a] (25)]
ZjGBx]- ijsz
I<gsm

j=1
m

=[Tle; @] = le (&, ah) -
j=1

(b) = (a) : Fixons 1 < j < m . pour tout 1 <k < m, (k # j), on choisit z, € Bx: tels
que |lzy|| = 1. Soit maintenant z* € X;, on pose la forme multilinéaire suivante
Pp=1®..0"®...0x, € L(X1...X).

Il est facile de voir que |[¢| = ||=*||. D’aprés (b), ¢ atteint sa norme, ie., il existe

zm € Bx,, tels que

-----
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ol = |o (2, ... 20,)|

i () o 1) 00

< o] ]2 (x?)‘ | | I P (x?)|
c’est & dire ||z < |2* (x9)| D’autre part.
2"l = sup [ (2)] > |2" (2")]
rEB,
D’on [|z*|| = |¢* («) |. En déduire d’aprés le théoréme de James que X est réflexif.

2.3.2. Sur la réflexivité du produit tensoriel projectif

Le Théoréme 13, devient faux si on considére dans (b) toutes les formes multilinéaires
de £(X3,...,X,,). Car, ¢a nous permettra de déduire, par 'identification 2.2, que le
produit projectif des espaces réflexifs et réflexif, ce qui n’est pas vrai en général. On

peut donc annoncer le corollaire suivant.

Corollaire 1.
Soient X1,---X,, des espaces de Banach. Les deux assertions suivantes sont équi-

tantes :
(a) L’espace X1®p ... @, X, est réflexif.

(b) Toute forme multilinéaire de L (Xy,...,X,,) atteint sa norme.

Remarque 2.3. Si X n’est pas réflexif, pour tout espace de Banach Y, le produit projectif
X®,Y n’est jamais réflexif. En effet, sinon, on peut construire une forme bilinéaire &
partir d’une forme : linéaire quelconque de X de la forme z* ® y* avec ||y*|| = 1. Par un

argument similaire au Théoréme 12 on conclut que xz* atteint sa norme.

D’une maniére analogue, nous voudrions poser la question autrement : supposons
b

que tous les opérateurs multilinéaires de £ (X7, ..., X,,;Y) atteinnent leurs normes.
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Lemme 1.

Pour tous espaces de Banach X1, ..., X,,,Y, or a l'identification isométrique :

L(X1, 0, X Y) = (X1®r ... ©: Xy ®,Y) (2.3.1)

Démonstration Montrons cette identification pour deux espaces, c¢’est & dire, pour

tous espaces de Banach XY on a
B(X;Y) = (X®,Y")"
Soit u € B(X;Y'). On pose I'application suivante :
d,: X®,Y —K

v — $,(v)

P, (v) = @, (Z T; ® y:)

ZZW(%),?M-

Montrons que la correspondances. u <+ ®, établi un isomorphisme isométrique entre

les deux espaces B(X;Y) et (X®,Y™*)".

avec

Soient ui,uy € B(X;Y) tels que ®,, = ®,,. Montrons que u; = uy. Soit x € X.

Pour tout y* € Y* on a
Py (2RY") =Dy, (z®@Y7),
ce qui implique que
<U1(33'), y*> = <U2(l’), y:):> )
donc
uy (7) = uz(x)
Finalement on a u; = us.

Soit maintenant ¥ € (X®WY*)*. Il existe un opérateur unique v tel que

(u(z),y") =¥ (r@y").

En effet, supposons qu’il existe deux opérateurs u, v’

(u(@),y") =V (z@y") = (W(x),y")
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donc
((w—u)(z),y") =0
ce qui implique que (u — u') (x) = 0, car y* est linaire.
Alors, on a u(z) = u (2').
D’autre part,

(u(zr+22),9") =V ((21+ 72) ®Y")
=V (1 @y")+ V(12 @y")
= (u(r1),y") + (u(z2) ,y")

= (u (1) + u(z1),y%)
D’apres I'isométrie surjective

<I>:E(Xl,...,Xm;Y)—>B(X1®W,...,®WXm;Y)

T — &(T) = (T)

L(Xy,....X.;Y)=8 (X1®,r e ®,TX,T;Y)
= (X1®r ... @ X @, Y")
Proposition 9.

Soient X1,...,X,, des espaces de Banach. Les deux assertions suivantes sont équiva-

lentes.
1. L’espace L (X1q,..., X Y) est réflexif :

2. Tout opérateur multilinéaire de L (X1, ..., XnY) atteint sa norme.

Démonstration Partons de l'identification suivante
L(X1,.. o, X3 V) = (Xi®r ... 02 X0n®,Y ") (2.3.2)

et le corollaire (1),on peut conclure la proposition Avec méme argument de la Remarque

2.19,nous avons le corollaire suivante .
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Corollaire 2.
Si L(Xq,..., X, Y) est réflexif, alors tous les espaces X1, ..., X, 1Y sont réflexifs.
Contrairement, si l'un de ces espaces est non réflexif alors Uespace L( X1, -+, X, 1Y)

est non réflexif.

2.3.3. Version polynomiale

Soit X un espace de Banach. Soit z* € X™, on définit le polynéme homogéne de
degré m suivant

Py (z) = z*(z)..x"(x) = =" (z)™.

m fois
Dans ce cas, on a

”Px*

m ®||m
| = [l"]™.

= sup |Pp«(x)| = sup |z*(x)

mEBX Z‘EBX

Le multilinéaire symétrique associé A ce polynome est donné par

T=2"®..0z"
—_——

m fois

Définition 2.6.
[Gal04] Soit P € P (™X) un polynéme de X dans K. Ce polynome est dit atteint sa

norme s’il existe 2° € By tel que

1P|l = sup |P(z)] =[P (2°)].

rEBx

Voici la premiére version polynémiale du Théoréeme de James.

Théoréme 14 (Premiére version).
Soit X un espace de Banach. Les deux assertions suivantes sont équivalentes.

1. L’espace X est réflexif.

2. Tout polynome de P(™X) de la forme P, atteint sa norme.

21



ESPACES REFLEXIFS ET THEOREMES DE JAMES2.3. VERSION NON LINEAIRE DU THEOREME DE JAMES

Démonstration
(a) = (b). On suppose que X est réflexif. Soit P € P("X) de la forme P,» = @™z"

Ou z* € X* Alors, d’aprés le Théoréme do James z* atteint sa nome, i.e, 32° € By tel

|z*|| = |2* (z°)|. Nous avons
[1Pos || = sup [a"(2)™]
r€Bx
= sup |z*(2)[" = |2* (2°)|" = |Po (27)].
r€Bx

Alors P,« sa norme
(b) = (a) :On suppose que P« atteint sa norme.

Soit x* € X, on pose

Po(z) =2"(z)...2"(z) e P("X).

m fois

= ||2*||™. D’aprés (b), P~ atteint sa norme, i.e., il existe 2° € Bx

Nous avons, || P,

tel que

| Poe || = !Px* (:L’O)‘ = ||z*||",
ce qui implique que ||z*|| = |x* (SCO) ‘ En déduire d’aprés le Théoréme de James que X
est réflexif. Considérons maintenant x7, ...,z € X* on définit le polynéme (n’est pas

homogéne) suivant

Pry, oz, (1) = 21 (@) -, (2)

La norme de ce polynome est

*
mj .

m
* *
= sup ‘Px»{xjn(x){ = sup |z],...,2,(2)] = H ’
rEBx z€Bx
7=1
La deuxiéme version polynomiale de Théoréme de James est donnée comme suit

Théoréme 15 (Deuxiéme version).

Soit X un espace de Banach. Les deuz assertions suivantes sont Equivalentes.
1. L’espace X est réflexif.

* * * A .
2. pour tous xy,...,x,, € X* le Polynome Py . . atteint sa norme
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(1)=(2). onsuppose que X est réflexif . Soit P € P("X)de la forme P,, ., (z)=

*

*(x) ou ay, ...,z € X*.Alors, d’aprés le Théoréme de James x} (1 < i < m)

*

x; (xo) |, nous avons

atteint sa norme i.e 32° € By tel que ||z} =

|Pz’1‘,x;‘n = sup |Pxf: ..... x;l(x)l
rEBx
= sup |27(2) ... 2, ()]
rEBx
= |2} (2%) ...}, (:1:0)‘
::|}21 ----- $%/<x0)‘
l.e. Px; 77777 x, atteint sa norme.
(2) = (1) On suppose que P+ .. atteint sa norme,soient r7,..., 7, € X", on
pose Py, .« (z) = af(x)... 2% (), cela indique qu’il existe 2° € Bx tel que

Y

m
= sup [Py s, ()] = [ (+°) - (%) = [ ] 15
z€B j=1

ce qui implique que

z; (2)]

En déduire, selon le Théoréme de James que X est réflexif. n

3 |l =
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Caractérisation et
factorisation multili-
néaire et polynomiale

de ces espaces L

3.1. Introduction

Dans ce chapitre,on présente une caractérisation multilinéaire,polynomiale,laquelle
est une généralisation du cas linéaire de stegall et retherford, au début on donne un
rappel sur les opérateurs linéaires p-sommants et opérateurs multilinéaires p-dominés
multi-p-sommants et intégraux et en second,on énoncera les résultats de caractérisation

des espaces L

3.1.1. Sommabilités et définitions

Tout d’abord, soit X un espace de Banach. Soit 1 < p < co On note [;/(X) I'espace

de Banach des suites (z;) dans X muni de la norme

1<i<n

1
n P

rcsenly = (z uxinp)
=1
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puis savoir la norme de [)*(X) (I'espace de Banach des suites (z;) dans X) :

fihcel 0 = sy (Sl oot )

T*EBx* i—1

3.2. Opérateur linéaire p-sommant

La définition des opérateurs linéaires p-sommants a été introduite par Grothendieck

pour p = 1, et généralisée par Pietsch|[Pie(7].

Définition 3.1.
Soient XY deux espaces de Banach et T € B (X;Y).
On dit que T est p-sommant pour 1 < p < oo si,

de > 0, telle que Vn e N,V(x;)i, ¢ X

: - z (3.2.1)
(Z HT (xz)Hp) < C sup <Z |£E* (xz)|p>

T*EBx* i=

On note
IL,(X,Y) ={T: X — Y linéaires p-sommants }
et
7p(T) = inf{C vérifiant (3.2.1)}.

Remarque 3.1. Pour tout T€Il,(X;Y), I'inégalité (3.2.1) équivalente &

1

(Zuwnup)pwp sup (Z\w ) ) V(@)L € X

Proposition 10.

1. ||T)| < mp(T) pour tout T € 11L,(X;Y).

2. (mp(X:Y), m,(.)) est un espace normé.
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Théoréme 16 (Factorisation de Pietsch).
Soient X, Y deux espaces de Banach, soit T € L(X;Y) et K um ensemble compact,
K = (By,0 (2*,2)) alors T est p-sommants (1 < p < 00) si et seulement s’il existe

une probabilité p sur K.

telle que
Ve e X : |T()]| < mp(D) 2]l L8,

Corollaire 3.
cas (p=2), si T € lI5(X.Y), alors T se factorise par un Hilbert C-d-dire, il existe un
espace de Hilbert H et deur opérateurs linéaires vy € I1,(X; H) et vy € B(H;Y') tels

que : T = v1v9

Théoréme 17 (Théoréme d’inclusion).
Si1<p<q<+oo, alors
I,(z;y) € Hy(z;y).

De plus, on a m,(T')) < m,(T) pour tout T € m,(x;y).

Théoréme 18 (Grothendieck).
Si X un espace L1 et Y un espace de Hilbert,alors :
B(X;Y) = Hi(X;Y)

avec T (T) < K¢g||T||, K¢ est La constant inversible de Grothendieck .

Théoréme 19 (Le petit théoréme de Grothendieck).
Sotent X un espace Lo et Y un espace L, avec 1 < p < 2. Tout opérateur borné de
X dans 'Y est 2 -sommant. i.e.,

B(X;Y) =1L(X;Y)

avec mo(T') < ka||T||.
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3.2.1. Opérateur linéaire intégral

Définition 3.2.
Soient XY deux espaces de Banach et T' € B(X;Y). On dit que T est itégral s’il

existe une constante C' > 0, telle que pour tous z1,...,z, € X et y7,...,y, € Y on

n

D AT (@), y7)| <

i=1

C sup
llz*ll=1

(3.2.2)

Zl’ {L’Z yZ

Y *

On note Int (X;Y") Pespace de Banach des opérateurs intégraux de X dans Y muni

de la norme

Int(u) = inf{C, vérifiant 3.2.2}.

Proposition 11.

Tout opérateur intégral est p-sommant pour tout 1 < p < 0o.

Démonstration

Soit u € Int(X;Y"). Du Théoréme (16), nous avons

n

> (ulw) )

=1

< C sup sup Z|x (@) yi(y

[l || Llyll=1

1

<C sup sup (Zu z) ) (Dyf(ynp*‘)
lz*lI=11lyll=1 \ ;= i=1
(Z ||yl||p>

< C sup <Z|x ;) )
n p*
Par prendre le sup sur toutes les suites (y;),,,, qui vérifient (Z lly|I? ) <1,

3=

[[z*[|=1
i=1

on trouve

(Zuum)w) <C s (Zras z) )

=1\ 35
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3.2.2. Opérateur multilinéaire p-dominé

Définition 3.3.
Soit T € L(Xy,...,X;Y) un opérateur m-linéaire borné. On dira que T est p—

dominé (1 < p < o0) s'il existe une constante positive C' telle que pour tout n € N et

(x{)lgign CX;(1<j<m),ona
(Z \}T(Ig,...,xr)\\ﬁ> <T@, cc.... (3.2.3)
i=1 j=1 p o (X5)
On note L4 (X7, ..., X, Y) espace des opérateurs m-linéaires p-dominés de X; x

... X X,, dans Y. C’est un quasi-Banach pour la quasi-norme 6,(7"), definie par
0,(T) = inf{C verifiant l'inegalite 3.2.3}.
Si p > m,0,(T) est une norme sur £ (Xy,..., X,,;Y).
Théoréme 20 (Factorisation et domination de Pietsch).

[Mat93] Soient 1 < p < 00, T € L(X1,...,Xm;Y). Alors, les propriétés suivantes

sont équivalentes.
a) L’opérateur T est p-dominé.

b) Il existe une constante positive C et une probabilité de Radon p; sur K; = BX;

(1 <j<m) telles que

Pdu; (z%) (3.2.4)

||T(xl,...,xm)H<CH/ 49 (%)
i=1 \"Px;

pour tout a2’ € Xj. De plus, on a

0,(T) = inf{C > 0, vérifiant I'inégalité (3.2.4)}
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3.2.3. Opérateur m-linéaire multi p-sommant

Définition 3.4.

Un opérateur m-linéaire T : X x...xX,, — Y est dit multi p-sommant (1 < p < c0),

il existe une constante C' > 0 telle que pour tous x{l, o ,a:gn eX;G=1,....,m)
N1yeees T, % m n;
1 m \ ||P j
( 3 ||T(:vi1,...,xim)H) <cII||(=1).", (3.2.5)
i1yeim=1 j=1 e (X)
On note 1LY (X1,...,Xm;Y), U'espace de Banach des opérateurs m-linéaires multi

p-sommants, muni de la norme 7" (T') = inf{C : C' vérifie (3.2.5)}.

Remarque

Cette classe d’opérateurs ne vérifie pas ’analogue du théoréeme de Pietsch , mais
c’est une bonne généralisation des opérateurs linéaires p-sommants car elle conserve

plusieurs propriétés du cas linéaire

Opérateur m-linéaire intégral

Définition 3.5.
Un opérateur m-linéaire 7" : Xy x ... x X,,, — Y est integral s’il existe une constante

positive C telle que pour tout x{, crl e Xy (j=1,...,m), et tout yj,...,ys €Y,

on a
n n
AT (2,2 yf)| < C sup > a(af) ., (@) Y (3.2.6)
i=1 =} ||=Llsgsm || i=1 v
La classe des opérateurs m-linéaires integraux de X; x ... x X, dans Y, notée
Int (Xy,...,X,,;Y), est un espace de Banach muni de la norme

Int(7T") = inf{C vérifiant l'inégalité (3.2.6)}
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Proposition 12.
Nous avons : T € Int (X1, ..., Xm;Y) si, et seulement si, T € Int (X1<§>5 @ X Y)

et on a

Int(7T") = Int(T")

3.3. Caracterisation multilineaire des es-

paces L

Commencons cette section par rappeller le résultat de Stegall et Retherford.

Théoréme 21.

Soit X un espace de Banach. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes
(a) L’espace X est un espace L.

(b) Pour tout espace de Banach'Y, on a

I (X;Y) = Int(X;Y)

Le résultat suivant est une version multilinéaire de ce théoréme en utilisant les

opérateurs multi 1-sommant .

Théoréme 22.

Fizons m > 2. Soient X;(1 < j < m) des espaces de Banach. Les propriétés suivantes
sont équivalentes.

1) Les espaces Xy, ..., Xy, sont des espaces L.

2) Pour tout espace de Banach'Y', on a

I (X1, X V) C It (X, o, X Y)

Démonstration
o (1)=1(2)
Si Xiq,...,X,, sont des espaces L.
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On prouve l'inclusion pour n = 2, puis on généralise par récurrence.
Soient X, X5 deux espaces L4, et Y un espace de Banach, on choisit un opérateur multi
1-sommant bilinéaire T : X; x Xy — Y
et 71 : X1 — L (X»;Y) son opérateur linéaire associé défini par
Ti(x)y = T(z,y)

On peut déduire que, si T € 77 (X1, Xo;Y) alors Ty € m (X1, m (Xg;Y) doi

Ty € Int (X4, Int (X5;Y)), on conclut que T" est intégral
o ()= (2)
Soit 1 < j < m. Soit T' € IT; (X;;Y), on va montrer que 7" € Int (X;;Y).

Pour 1 < k < m(k # j) on fixe ke Bx, et xj, € Bxy tels que z;, (xk) =1.

Vérifions que I'opérateur multilinéaire
T=21®..0u®.. 0z, : XiX...x X, =Y

appartient a II7" (Xq,..., X,,;Y)

En effet

N1yeeesm N1yeeesm

ST @)= Y e )] || T ()] Je ()
i1,eeyim=1 i1,0im=1

ni nj Nm

i1=1 ij=1 im=1

z (93,)]

comme T est 1 -sommant, on trouve

N yeeeym ni ;5 ) 'm
S ) < S ] s S0 ()] 3 o (o)
i ymim=1 i=1 23], i=1 im=1
m S\
<II|(s) :
j=1 =g (x;)

Donc d’aprés (3.2.5), T € IIT" (X1, ..., Xm; Y), et selon (2), T est intégral. D’aprés
la Proposition (4), T € Int (Xl@)g e @ X Y). Posons maintenant v : X; —
X1®....8.X,,, défini par

v=2'®.. Qidx,®...@z"
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Vérifions que, T = T ov. En effet, soit x € X;, on a
Tovz)=T('®...®idx,(z)®...©12™)
=} (z") ... T(z)...2}, (2™) = T(x)
Par la propriété d’idéal des opérateurs intégraux, on trouve que T est intégral et par
conséquent X; est un espace L.

Dans le deuxiéme résultat de caractérisation on utilise les opérateurs multilinéaires

1-dominés.

Théoréme 23.
Fizons m > 2. Soient X;(1 < j < m) des espaces de Banach. Les propriétés suivantes

sont équivalentes.
1. Les espaces X1, ..., X,, sont des espaces L.

2. Pour tout espace de Banach'Y, on a

LH(Xy,. ., X Y)Clnt (Xq,..., X Y)

Démonstration
(1) = (2) Les mémes téchniques que celles du Theoréme (24).
(2) = (1) Soient 1 < j < m,u € II; (X;;Y), on va montrer que u € Int (X;;Y). Pour
1 <k <m(k # j), on fixe z* € By, et z} € By, tels que zj (z*) = 1. Vérifions que

I'opérateur multilinéaire

T=21®..0u®..Qz, : X1 X...x X, »Y
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appartient a £} (X1,..., X,,;Y). En effet,

n 1 1 X 1 1
ST (oo g) =3 ot D) e @) g ()
=1 3

< Zn:x’{ (9 > (ZHU ) );Lm(Z‘ilﬂﬁi‘n(g?‘))TL

n

1
n nj n m
< (Z 2 (o) sup Do Jas (dh)]- - Dl ()
. x;‘ =1

=1;.—=1

alors, on a

<;HT(Q3,...791 ||"‘> HH ) 1zan)
Donc d’aprés (3.2.5),7 € IIT" (Xl,...,Xm,Y) et selon le Théoréme (24),7T €

Int (X1,...,X,,;Y). Avec méme arguement du Théoréme (24) , on conclut que T est

intégral et par conséquent X; est un espace L

3.4. Caractérisation des espaces L. en termes
de polyndmes

Cette partie mentionnée dans [C'D’AG02] vise est a fournir une version polynomiale
de la caractérisation de l'espace L.,. Avant cela,nous faisons un bref rappel sur les

polyndémes intégraux et les polyndémes p-dominés.

Définition 3.6.
Soit 1 < p < oo. Un polyndéme homogene de degré m, P € P (™ X,Y) est intégral
s’il existe une constante positive C' telle que pour tout x1,...,x, € X, et tout

Y-, Yn €Y on a

n

i=1

n

>l @)y

i=1

< C sup

a?*GBX*

(3.4.1)

Y*
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La classe des polynomes integraux de X dans Y, notée Py (™X;Y), est un espace

de Banach muni de la norme
int(P) = inf{C vérifiant I'inégalité 3.4.1}.
Proposition 13.

Le polynome P est dans Py (MX;Y) si, et seulement si, son opérateur linéaire

symértique associe T:Xx...xX =Y estaussi intégral.

Définition 3.7.

Soit 1 < p < oo. Un polynéme homogeéne de degré m, P € P ("X,Y) est p-dominé

s’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout n € N* et x1,...,2, € X,
n o n v
P
(Z 1P () ) <C sup (Z 2 <x@->|p> (3.4.2)
i=1 wr€Bxx* \ ;21

On note PY ("™ X,Y) Pespace des polydomes p-dominés P : X — Y et §,(P) la plus
petite constante C' positive vérifie I'inégalité (3.4.2). Pour p > m, §,(P) est une norme

sur P (™X,Y), mais pour p < m elle est seulement quasi-norme.

Remarque 3.2. Soit P € P("X,Y). Sur l'espace @ZSX, les opérateurs P et. T (

linéarisation de 7" ) sont les mémes, i.e,
~ = —~m
P=Tsur®, X

En effet, soit v € X

=T (z,...,x)
=Tz®...02)
Par linéarité on trouve ce qu’on veut.
Remarque 3.3. Par le diagrame suivant
x 4 v
Om TP
S X B O X
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ol % est 'inclusion naturelle. On a

P=P.oi (3.4.3)

c’est a dire, si P. est intégral, alors il en est de méme pour P.

Théoréme 24.
Soient m € N*, X, Y des espaces de Banach tels que Pj ("X,Y) C Pis ("X,Y).
Alors TI1(X,Y) = Int(X,Y) .

Démonstration
On suppose que P; ("X,Y) C Py (™X,Y). Dans un premier lieu, on sait que int
(X,Y) C I (X,Y) est toujours vérifiée. Il suffit donc de montrer 'inclusion réciproque.
Fixons xy € Bx et z;, € By. tels que zj, (z9) = 1. On définit 'opérateur
~j+1

T O X @ X(1<j<m—1)

par

n - n ‘
=1 =1

(1 <i<n)il
pour tout \; € K, z;(1 <1 < n), il existe des opérateurs
kj (X\)ZFX—> @iﬂX(l <j<m—1)
définis en terme de z et z¢ tels que 7; o k; est l'identité sur @iX .
Soit maitenant T € I1; (X, Y).
Le polynéome P :=Tomo...0m,_ 100, : X — Y est 1-dominé, avec 9,, : X — @er
est le polyndéme canonique défini par

o)

On(z) =20 - Q@

On va montrer que P est 1-dominé par récurrence sur m. Pour m = 1, le cas est

trivial. On suppose que

Tomo...0Mp_200,_1:X =Y
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est 1-dominé. Alors

n n
1 1
MNP (@)= = fluomo...omu 108, (z;)|"
=1 1=1

n (m)
:Z To7rlo...o7rm1<xi®~--)®xi>
i=1

n m—1
=3 Jo (@) HT07T10---07Tm2 (x@ (D) ®)
=1

par I'inégalité de Holder, on trouve

D IP @)

m

m

m—1
m

1
n m n
_1
< (Zug (g;i)|> S T omo. . 0mm0d, ()7
i=1 =1

On obtient par I'hypothése et comme x; € Bxx* .

ZHP@»HR@@;@»QM C sup (waﬁ)

1
<Cw osup > ot (z)].
r*EBx* i—1

Par conséquent, P est 1-dominé et d’aprés la supposition P est integral. Alors,
Popérateur multilinéaire 7' est intgral, par conséquent (d’aprés (Proposition 2.7)) T
est integral. D’autre part, comme P = % sur (@X\)ZTSX,ﬁ est intégral sur @:SX . La
décomposition P = P o §,, donne que P=To M O...0 T, 1 qui est intégral et par une

conséquence rapide on a
T=Tomo...omp_10kj10...0k: X =Y

qui est intégral (par la propriété d’idéal)
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Théoréme 25.

Soit X un espace de Banach. Les propriétés suivantes sont équivalentes
1. X est un espace L.
2. Pour tout m € N, et pour tout espace de Banach 'Y, on a
Py ("X, Y) = Pin ("X,Y)
3. Il emiste m € N et pour tout espace de Banach'Y, on a

Pi("X,Y) =P ("X,Y)

Démonstration.
e (1) = (2) Immeédiate
e (2) = (3) Facile.
e (3) = (1) Il suffit d’appeler les Théorémes (23) et (26).
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Résumeé

Résumé
Dans ce travail, nous avons étudié I’extension non linéaire des théorémes de caracté-
risation des espaces de Banach. Nous avons également traité les espaces réflexifs, le
théoréme de James et ses versions linéaires et multilinéaires de ces espaces, en donnant
a la fin la caractérisation et la factorisation multilinéaire et polynomiale de ces espaces
L.
Mots clés: Opérateur linéaire, opérateur multilinéaire, espace réflexif, produit tensoriel,

théoréme de James, polyndme homogéne - - -

Abstract
In this work, we have studied the nonlinear extension of the theorems of characterization
of Banach spaces. We also treated the reflexive spaces, James theorem and its linear
and multilinear versions of these spaces, giving at the end the characterization and
factorization multilinear and polynomial of these spaces L.
Key words: Linear operator, multilinear operator, reflexive space, tensor product, James

theorem, homogeneous polynomial...
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