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Symboles et Notations

L(X, Y ) : Ensemble de tous les opérateurs linéaires de X dans Y .

B(X, Y ) = L(X, Y ) : Espace d’opérateurs linéaires bornés (continus) de X dans Y .

BX : Boule unité fermée de l’espace X.

BX∗ : Boule unité fermée de l’espace X∗.

K : Corps des scalaires ( K = R ou C).

p∗ : L’exposant conjugué de p (i.e.,
1

p
+

1

p∗
= 1).

X∗ : Le dual topologique de X.

X∗∗ : Le bidual topologie de X.

T ∗ : L’adjoint d’opérateur T .

L (X1, . . . , Xm;Y ) : Espace d’opérateurs m-linéaires de (X1, . . . , Xm) dans Y .

C(K) : Espace des fonctions continues sur un compact K à valeurs réelles.

X1 ⊗ . . .⊗Xm : Le produit tensoriel algébrique.

X1⊗̂π . . . ⊗̂πXm : Le produit tensoriel projectif des espaces X1, . . . , Xm.

X1⊗̂ϵ . . . ⊗̂ϵXm : Le produit tensoriel injectif des espaces X1, . . . , Xm.

P (mX;Y ) : Espace des polynômes homogènes de degré m.

JX : Plongement canonique.

Πp(X, Y ) : Espace des opérateurs p-sommants de X dans Y .

Int (X;Y ) : l’espace de Banach des opérateurs intégraux de X dans Y muni de la norme .˜̂
T : linéarisation de T̂ .

µ : Mesure de probabilité réguliére positive sur l’espace compact Ω.
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introduction

Les travaux de ce mémoire s’inscrivent dans le domaine de la théorie des espaces

de Banach et se concentrent principalement sur les théorèmes de caractérisation de ces

espaces. Il existe de nombreux théorèmes qui caractérisent certains types d’espaces de

Banach. L’une des caractérisations les plus célèbres est celle de James pour les espaces

réflexifs : un espace de Banach X est réflexif si, et seulement si, toute forme linéaire

sur X∗ atteint sa norme. Le théorème de Kwapien de 1970 fournit une caractérisation

des espaces de Hilbert, basée sur la factorisation de Pietsch des opérateurs linéaires

2-sommants par un espace de Hilbert, cette factorisation étant la clé de la démonstration

de Kwapien. Ce mémoire propose certaines généralisations non linéaires des théorèmes

précédents ainsi qu’un autre théorème caractérisant les espaces de type Espaces L∞ .

Les deux cas non linéaires considérés ici sont les cas multilinéaire et polynomial. Une

caractérisation multilinéaire implique l’utilisation des opérateurs multilinéaires au lieu

des opérateurs linéaires.

Le mémoire est structuré en trois chapitres.

Le premier chapitre offre un aperçu général des espaces de Banach, notamment les

espaces ℓp et Lp. Ensuite, il présente un panorama des opérateurs multilinéaires et des

polynômes homogènes de degré m, en fournissant une série de propriétés et de résultats

concernant ces deux types d’opérateurs.

Le deuxième chapitre traite des versions multilinéaires et polynomiales du théorème

de James. Pour le cas multilinéaire, au lieu de considérer les formes linéaires, on examine
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les formes multilinéaires qui se présentent comme produit de formes linéaires. Le théorème

de James se formule alors ainsi : les espaces X1, . . . , Xm sont réflexifs si, et seulement

si, toute forme multilinéaire de L (X1, . . . , Xm) de la forme φ = x∗
1 ⊗ . . .⊗ x∗

m atteint

sa norme. Pour les polynômes, deux versions sont proposées : la première considère

les polynômes de la formePx∗(x) = x∗(x)m et la deuxième les polynômes de la forme

Px∗
1,...,x

∗
m
(x) = x∗

1(x) . . . x
∗
m(x).

Le troisième chapitre s’intéresse à la caractérisation des espaces L∞. Un survol de

certains concepts est donné, notamment les opérateurs linéaires intégraux, p-sommants,

ainsi que les opérateurs multilinéaires multi p-sommants, intégraux et p-dominés. Dans

le cas linéaire, un espace X est un L∞si, et seulement si, pour tout espace de Banach

Y et tout opérateur linéaire 1-sommant T : X → Y , T est intégral. Pour le cas

multilinéaire, deux types de théorèmes généralisent le cas linéaire. Le premier type utilise

les opérateurs multilinéaires multi 1-sommants à la place des opérateurs linéaires 1-

sommants. Le deuxième type utilise les opérateurs multilinéaires 1-dominés. Concernant

le cas polynomial,les polynômes 1-dominés et intégraux sont utilisés.

i



Généralités et théo-

rèmes fondamentaux

Chapitre

1

1.1. Introduction

Dans ce chapitre ,on présente quelques résultats principaux à propos des espaces

vectoriels :

1.2. Opérateurs linéaires bornés

Définition 1.1.

Soient K un corps et X, Y deux K− espaces de Banach et T : X → Y un Opérateur.

Elle est linéaire si :

1. ∀x, y ∈ X : T (x+ y) = T (x) + T (y).

2. ∀x ∈ X, ∀λ ∈ K : T (λx) = λT (x).

On note L(E,F ) l’ensemble des Opérateurs linéaires, on le muni de deux opérations

algébriques suivantes

1. ∀x ∈ X : (T1 + T2) (x) = T1(x) + T2(x).

2. ∀x ∈ X, ∀λ ∈ K : (λT )(x) = λT (x).

Si Y = K, L(E,K) est dit le dual algébrique de X et noté généralement X ′
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Définition 1.2.

Soit T ∈ L(X, Y ) , T est continu s’il existe C > 0 tel que

∀x ∈ E : ∥T (x)∥ ⩽ C∥x∥. (1.2.1)

On note B(X, Y ) l’espace de Banach des Opérateurs linéaires continues où sa norme

des opérateurs est donnée par

∥T∥ = sup
x̸=0

∥T (x)∥
∥x∥

= sup
∥x∥⩽1

∥T (x)∥

On a aussi

∀x ∈ X : ∥T (x)∥ ⩽ ∥T∥∥x∥.

Cas particulier

Si Y = K, B(X,K) est dit le dual topologique de X, on le note généralement X∗.

On a X∗ ⊂ X ′

1.3. Espaces de Banach classiques

Dans cette section, on fait rappel aux certains espaces de Banach qui sont les petits

ℓp et les espaces Lp (en anglais Lp-espaces).

1.3.1. Les espaces de suites ℓp

Définition 1.3.

Soient (xn)n∈N une suite d’éléments de R et 1 < p < +∞. On définit l’ensemble ℓp

par

ℓp =

(xn)n∈N ⊂ R :

(∑
n∈N

|xn|p
) 1

η

< ∞

 .

2
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Si p = ∞, on défini ℓ∞ par

ℓ∞ =

{
(xn)n∈N ⊂ R : sup

n∈N
|xn| < ∞

}
.

On munit ℓp de la norme suivante

1) Si 1 ⩽ p < ∞ :
∥∥(xn)n∈N

∥∥
p
=

(∑
n∈N

|xn|p
) 1

p

.

2) Si p = ∞,
∥∥(xn)n∈N

∥∥
∞ = sup

n∈N
|xn|.

Théorème 1.

ℓ2 est un espace de Hilbert dont le produit scalaire est

⟨x, y⟩ =
∑
n∈N

xnyn

Théorème 2.

Soit H un espace de Hilbert séparable (i.e., admet une base orthonormale dénombrable)

alors H est isomorphe à ℓ2.

Théorème 3.

(Espace dual). Soit 1 < p < +∞. On a

(ℓp)
∗ = ℓp

avec p∗ est le conjugué de p, i.e.,
1

p
+

1

p∗
= 1.

Proposition 1.

Soit 1 < p < +∞. L’espace ℓp est reflexif, i.e.,

(ℓp)
∗ = ℓp∗.

Proposition 2.

(Comparaison entre les espaces des suites)

Soit 1 ⩽ p ⩽ q ⩽ ∞. Nous avons les inclusions suivantes

ℓ1 ⊂ . . . ⊂ ℓp ⊂ ℓq ⊂ . . . ℓ∞

3
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1.3.2. Espaces Lp

Soient 1 ⩽ p ⩽ ∞ et λ > 1. Un espace de Banach X est dit espace Lp,λ si pour tout

sous espace de dimension finie E ⊂ X contenu dans un sous espace de dimension finie

F ⊂ X il existe un isomorphisme u : F −→ ldimF
p satisfaisant ∥u∥

∥∥u−1
∥∥ < λ.

On dit que X est un espace Lp si c’est un espace Lp,λ pour un certain λ > 1.

Soit (Ω;µ) un espace mesuré ; pour 1 ⩽ p ⩽ ∞.

Par exemple : les espaces de Lebesgue Lp(µ) sont des espaces Lp. L’espace C(K) des

fonctions continues sur un compact K est un espace L∞.

Définition 1.4.

[LT77] Soit X un espace de Banach et Y un sous espace fermé de X. On dit que Y

est complémenté de X s’il existe un sous espace fermé Z tel que

X = Y ⊕ Z

Le sous espace fermé Z s’appel le complément de Y .

Théorème 4.

Un sous espace ferme Y d’un espace de Banach X et complementé de X si, et

seulement si, il est l’image d’une projection continue de X.

Exemple 1.3.1.

1. Tout sous espace fermé d’un espace de Hilbert H est complémenté dans H.

2. Les lnp sont complémentés dans lp.

Proposition 3.

[Bou81]

1. Si 1 < p < ∞ et X est un espace Lp , alors X est isomorphique à un sous espace

complémenté de Lp(µ).

2. Si X est un espace L1 (resp. L∞ ), alors X∗ est isomorphique à un sous espace

complémenté de L1(µ) (resp. C(K) ).

4
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Inversement, si X est un sous espace complémenté de Lp(1 < p < ∞), alors X est

un epace Lp ou bien isomorphe à un espace de Hilbert.

Proposition 4.

[Bou81]

1. Si X est un espace Lp,λ pour tout λ ⩾ 1, alors X est un Lp(µ).

2. Tout espace de Hilbert est un espace L2,λ pour tout λ ⩾ 1.

1.4. Polynômes homogènes et opérateurs

multilinéaires

1.4.1. Applications multilinéaires

Soient X1, . . . , Xm, Y des espaces de Banach. L’opérateur T : X1 × . . .×Xm → Y

est dit multilinéaire ou m-linéaire s’il est linéaire par rapport à chaque composante. Il

est borné (continu) s’il existe une constante C > 0 telle que pour tout (x1, . . . , xm) ∈

X1 × . . .×Xm,

on a

∥T (x1, . . . , xm)∥ ⩽ C ∥x1∥ . . . ∥xm∥ (1.4.1)

On note L (X1, . . . , Xm;Y ) l’espace des opérateurs m-linéaires bornés lequel est un

espace de Banach dont sa norme est la plus petite constante positive C vérifiant (1.4.1).

Elle peut s’exprimer par

∥T∥ = sup
∥xj∥⩽1;1⩽j⩽m

∥T (x1, . . . , xm)∥ .

Opérateur adjoint

l’opérateur adjoint de l’opérateur multilinéaire T : X1× . . .×Xm → Y est l’opérateur

T ∗ : Y ∗ → L (X1, . . . , Xm)

5
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défini par

y∗ → T ∗ (y∗) : X1 × . . .×Xm → K

K = R ou C .

Produit tensoriel projectif

[Bla97] Soient X1, . . . , Xm des espaces de Banach. On note X1 ⊗ . . .⊗Xm le produit

tensoriel algébrique de X1, . . . , Xm. On définit la norme projective par

∥v∥π = inf

{
n∑

i=1

m∏
j=1

∥∥xj
i

∥∥}
où l’infimum est porté sur toutes les représentations possibles de v de la forme

v =
n∑

i=1

x1
i ⊗ . . .⊗ xm

i

On note X1⊗̂π . . . ⊗̂πXm le produit tensoriel projectif des espaces X1, . . . , Xm i.e. ;

le complété de X1 ⊗ . . . ⊗ Xm pour cette norme. Si X1 = . . . = Xm = X on écrit

simplement ⊗̂m

π X.

Par ⊗m
s X = X ⊗s

(m)..⊗s X, on note le produit tensoriel symétrique et par ⊗̂π,sX

on note la fermeture de ⊗m
s X dans ⊗̂m

π X.

Produit tensoriel injectif

la norme injective est définie par

∥v∥ε = sup

{
n∑

i=1

m∏
j=1

∣∣x∗
j

(
xj
i

)∣∣} ,

où le supremum est porté sur toutes les representations possibles de v de la forme

v =
n∑

i=1

x1
i ⊗ . . .⊗ xm

i .

On note X1⊗̂ϵ . . . ⊗̂ϵXm le produit tensoriel injectif des espaces X1, . . . , Xm i.e. ; le

complété de X1⊗ . . .⊗Xm pour cette norme. Si X1 = . . . = Xm = X on écrit simplement

⊗̂m

ε X.

6
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Produit tensoriel de Hilbert

Soient H1, . . . , H2 des espaces de Hilbert,On peut munir le produit tensoriel algébrique

H1 ⊗ . . .⊗Hm du produit scalaire défini par

∀h = (h1 ⊗ . . .⊗ hm) , k = (k1 ⊗ . . .⊗ km) ∈ H1⊗. . .⊗Hm : ⟨h, k⟩ = ⟨h1, k1⟩ . . . ⟨hm, km⟩

On note ∥.∥2 la norme correspondante et H1⊗̂2 . . . ⊗̂2Hm l’espace de Hilbert complété

de H1 ⊗ . . .⊗Hm.

Soit
(
ekj
)
kj∈Ij

une base orthonormale de Hj(1 ⩽ j ⩽ m). On peut voir aisement que le

système

{ek1 ⊗ . . .⊗ ekm} kj∈Ij
1⩽j⩽m

,

forme une base orthonormale de H1⊗̂2 . . . ⊗̂2Hm.

Remarque 1.1. Les trois normes sont raisonnables et vérifient

ε(v) ⩽ ∥v∥2 ⩽ π(v)

pour tout v ∈ H1 ⊗ . . .⊗Hm.

Opérateur linéarisé

La linéarisation de l’opérateur multilinéaire T : X1 × . . .×Xm → Y est l’opérateur

linéaire T̃ : X1⊗̂π . . . ⊗̂πXm → Y défini par

T̃

(
n∑

i=1

x1
i ⊗ . . .⊗ xm

i

)
=

n∑
i=1

T
(
x1
i , . . . , x

m
i

)
.

Il est bien défini, car il ne dépend pas de repésentation choisie.

De plus, T̃ est unique et ∥T̃∥ = ∥T∥. On a aussi

L (X1, . . . , Xm;Y ) = B
(
X1⊗̂π . . . ⊗̂πXm;Y

)
car l’application

Φ : L (X1, . . . , Xm;Y ) → B
(
X1⊗̂π . . . ⊗̂πXm;Y

)
T → Φ(T ) = T̃

est une isométrie surjective.

7
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Cas particulier

Le dual de X1

⊗̂
π
. . .
⊗̂

π
Xm s’identifie à l’espace des formes multilinéaires bornées(

X1⊗̂π . . . ⊗̂πXm

)∗
= L (X1, . . . , Xm) (1.4.2)

1.4.2. Polynômes homogènes de degré m

Dans ce paragraphe on présente tout d’abord les opérateurs multilinéaires symé-

triques.

Définition 1.5.

Soient X, Y deux espaces de Banach et T : X × . . .×X︸ ︷︷ ︸
m

→ Y un operateur multili-

néaire ; T est dit symétrique si

T ◦ σ (x1, . . . , xm) := T
(
xσ(1), . . . , xσ(m)

)
= T (x1, . . . , xm)

pour toute permutation σ. On note LS (
mX;Y ) l’espace des opérateurs multilinéaires

symétriques.

A chaque opérateur multilinéaire T ∈ L (mX;Y ) on peut associer un opérateur

symétrique TS ∈ LS (
mX;Y ). En effet, soit T : X × . . .×X︸ ︷︷ ︸

m

→ Y un opérateur m-

linéaire, posons

TS =
1

m!

∑
σ

T ◦ σ

L’opérateur TS s’appelle opérateur symétré de T . On a

(1) Si T ∈ L (mX;Y ) alors TS ∈ LS (
mX;Y ).

(2) TS = T si et seulement si T est symétrique.

(3) L’opérateur linéaire S : L (mX;Y ) → LS (
mX;Y ) : T → S(T ) = TS est une

projection.

Définition 1.6.

Soient X, Y deux espaces de Banach. L’application P : X → Y est un polynôme

8



Généralités et théorèmes fondamentaux1.4. Polynômes homogènes et opérateurs multilinéaires

homogène de degré m, s’il existe un opérateur multilinéaire symétrique T̂ ∈ LS (
mX;Y )

tel que

P (x) = T̂ (x, · · ·m , x).

On note P (mX;Y ), l’espace des polynômes homogènes de degré m de X dans Y

muni de la norme

∥P∥ = sup{∥P (x)∥/∥x∥ ⩽ 1}

= inf {C : ∥P (x)∥ ⩽ C∥x∥m pour tout x ∈ X}

Si Y = K, on écrit simplement P (mX). Si P ∈ P (mX;Y ), on définit sa linéarisation

P̃ : Θ̂m
π,sX → Y par

P̃

(
n∑

i=1

xi ⊗ (m)⊗ xi

)
=

n∑
i=1

P (xi)

où (xi)1⩽i⩽n ∈ X.

Exemple 1.4.1. L’opérateur bilinéaire

T : R×R → R (x, y) 7→ xy

est symétrique car :

∀(x, y) ∈ R×R, T (x, y) = xy = yx = T (y, x)

D’où :

P (x) = T (x, x) = xx = x2

est un polynôme homogène de degré 2

Proposition 5.

La correspondance P ↔ T̂ établit un isomorphisme entre P (mX;Y ) et LS (
mX;Y ).

9
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Proposition 6.

(Formule de polarisation) pour tout T ∈ LS (
mX;Y )

T
(
x1, . . . , xm

)
=

1

m!2m

∑
ϵi=±1
1⩽i⩽m

ϵ1 . . . ϵmPT

(
m∑
j=1

ϵjx
j

)
.

où PT est le polynôme associe à T . De plus, PT est borné sur la boule unité de X si et

seulement si T est borné. Les deux normes vérifient l’inégalité suivante (cf, [Muj86]).

∥PT∥ ⩽ ∥T∥ ⩽
mm

m!
∥PT∥

Opérateurs diagonaux

On introduit les plongements naturels de X dans X × . . .×X︸ ︷︷ ︸
m

et ⊗̂m

π X, notés ∆m

et δm respectivement. Ils sont définis par

∆m : X → X × . . .×X δm : X → ⊗̂m

π X

x → (x, . . . , x) x → x⊗ . . .⊗ x

Il est clair que le diagramme suivant commute

X

∆m ⇂ δm

X × . . .×X︸ ︷︷ ︸
m

→ ⊗̂m
mX

i.e, im ◦∆m = δm, où im est l’opérateur multilinéaire canonique, de X1 × . . .×Xm dans

X1⊗̂π . . . ⊗̂πXm défini par

im (x1, . . . , xm) = x1 ⊗ . . .⊗ xm

Avec cette notation nous avons aussi le diagramme suivant

X1 × . . .×Xm

im ↓

X1⊗̂π . . . ⊗̂πXmT
T̃
Y

10
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Proposition 7.

Un opérateur P : X → Y est un polynôme de degré m, si et seulement si, il existe

T ∈ L (mX;Y ) tel que le diagramme suivant commute

X
∆m−−→ X × . . .×X

δm ↓ ↘ P ↓ T

⊗̂m

π X −→̃
T

Y

Preuve. Soit TS l’opérateur symétrique de T . Par définition et le diagramme ci-dessus,

on a

ST (x, . . . , x) = T (x, . . . , x) = T ◦∆m(x) = P (x)

11



Espaces réflexifs et

théorèmes de James

Chapitre

2

On s’utéresse dans ce chapitre aux théorèmes de caractérisation de James version

mul-tilinéaire et polynômiale. Dans le cas linéaire,James a donné une caractérisation d’un

espace réflexif en utilisant leurs formes linéaires,autrement dit,un espace X est réflexif

si et seulement si toute forme linéaire deX∗ atteint sa norme.dans notre travaille,pour

La version multilinéaire on prend les formes multilinéaires qui s’écrivent comme produit

des formes linéaires ainsi que le cas de polynôme.

2.1. Espaces réflexifs

Dans cette section ,on présente les espaces réflexifs et ses caractérisations

Définition 2.1 (plongement canonique).

Soit X un espace normé sur le corps K . On définit le plongement canonique noté

JX , de X dans son bidual X∗∗ par :

JX(x) : X
∗ −→ K

avec JX(x) (x
∗) = x∗(x)
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L’application JX est toujours isométrique. En effet, soit x ∈ X alors :

∥JX(x)∥ = sup
x∗∈Bx∗

|JX(x) (x∗)|

= sup
x∗∈Bx∗

|x∗(x)|

= ∥x∥
l’opérateur JX n’est pas sûrement surjective.

si JX est surjectif , nous présentons la définition suivante.

Définition 2.2.

Soit X un espace de Banach

L’espace X est réflexif si son plongement canonique JX est surjectif

Remarque 2.1. Si X est réflexif,On obtient l’identification isométrique entre X et son

bidual X∗∗.La réciproque n’est vrai.En effet,un contre exemple a été donné par[Jam51]

montrant qu’il existe un espace non réflexif X admet une identification avec son bidual

X∗∗ .Pour cette raison, il est indispensable d’utiliser dans la définition d’une espace

réflexif le plongement .

Exemple 1.

[DJT95]

1. Tout espace de Hilbert est réflexif.

2. Les espaces de Lebesgue Lp(Ω, µ) et les petits ℓp pour 1 < p < ∞ sont réflexifs.

3. Les espaces L1(Ω, µ), L∞(Ω, µ), ℓ1, ℓ∞ et C(K) ne sont pas réflexifs.

Théorème 5.

L’espace X est réflexif si et seulement si X∗ est réflexif.

13
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2.2. Caractérisation topologique

Définition 2.3 (topologie faible).

Soit X un espace de Banach et X∗ son dual on définit ta topologie faible de X comme

étant ta topologie la moins fine qui rend toutes les formes linéaires de X∗ continues.

La converge dans cette topologie se caractérise par :

xn tend faiblement vers x ⇔ ∀x∗ ∈ X∗ : ⟨x∗, xn⟩ → ⟨x∗, x⟩ .

Proposition 8.

Si X est réflexif,la boule unité de X∗ est faiblement compacte .

Voici maintenant un Théorème très important montre que cette propriété caractérise

les espaces réflexifs .

Théorème 6 (KaKuTani).

Un espace de Banach est réflexif si et seulement sa boule d’unité fermée est compacte

pour la topologie faible.

Démonstration : pour la preuve de ce Théorème voir [Bre87].

Définition 2.4 (topologie∗-faible).

Soit X un espace de Banach, dans l’espace X∗ on définit la topologie

∗-faible comme étant La topologie La moins fine rendant continues Les applications

suivantes

x :X∗ −→ K

x∗ −→ x∗(x)

La convergence dans cette topologie se caractérise par

x∗
n tend ∗ -faiblement vers x∗ ⇔ ∀x ∈ X = ⟨x, x∗

n⟩ → ⟨x, x∗⟩

14
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Théorème 7 (Banach-Alaoglu).

soit X un espace normé. la boule unité fermée de X∗ est compacte pour la topologie

∗-faible .

Remarque 2.2. Si l’espace de Banach X possède un pré-dual (ie ∃G espace de Banach

tel que X = G∗, généralement G n’est pas unique), on peut dans ce cas définir les trois

topologies dans X, forte, faible et ∗-faible. On note aussi que la topologie ∗-faible est

moins fine que la topologie faible et par conséquent, la convergence faible implique la

convergence ∗-faible.

Théorème 8.

[Jam63] Un sous ensemble C fermé et convexe d’un espace de Banach X est faiblement

compact si et seulement si toute forme linéaire de X∗ atteint sa nome sur C.

Théorème 9.

[Bre87] Un espace de Banach X est réflexif si et seulement si sa boule d’unité fermée

BX est faiblement compacte.

Théorème 10.

Soit X un espace de Banach, les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(a) L’espace X est réflexif.

(b) La topologie faible et ∗-faible . sont coïncides dans X∗ et qui est l’unique prédual

de X

2.2.1. Théorème linéaire de James

Définition 2.5.

Soit X un espace de Banach, la forme linéaire x∗ de X∗ atteint sa norme s’il existe

x0 de BX tel que

∥x∗∥ = sup
x∈BX

|x∗(x)| = |x∗ (x0)| .

15
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Le théorème suivant est une caractérisation de la réflexivité de James.

Théorème 11.

Un espace de Banach X est réflexif si et seulement si toute forme linéaire de X∗

atteint sa norme.

Démonstration : Soit X un espace réflexif, donc, sa boule BX est faiblement

compacte. Soit x∗ ∈ X∗ une forme linéaire, elle est continue pour la topologie faible,

alors son sup sur la boule BX est atteint

∥x∗∥ = sup
x∈BX

|x∗(x)| = |x∗ (x0)| .

Réciproquement, On suppose que toute forme linéaire x∗de X∗atteint sa norme. Et

tant que BX ⊂ X fermée et convexe,on a BX est. faiblement compacte. D’où selon le

Théorème 8, X est réflexif. Une forte version de ce théorème confirme que :

Théorème 12.

Un sous ensemble faiblement fermé C d’un espace de Banach X est faiblement compact

si et seulement si toute forme linéaire x∗ de X∗ atteint son maximum sur C, i.e.,

∀x∗ ∈ X∗;∃x0 ∈ C; |x∗ (x0)| = sup
x∈C

|x∗(x)| .

2.3. Version non linéaire du théorème de

James

Dans cette section, on développe le travail de [AG04]

2.3.1. Version multilinéaire

Soient X1, . . . , Xm des espaces de Banach. Soit φ ∈ L (X2, . . . , Xm) une forme

multilinéaire. On dit que la norme de φ est atteinte sil existe x0
1 ∈ BX1 , . . . , x

0
m ∈ BXm

16



Espaces réflexifs et théorèmes de James2.3. Version non linéaire du théorème de James

tels que

∥φ∥ = sup
xj∈BXj

,i⩽j⩽m
|φ (x1, . . . , xm)|

=
∣∣φ (xn

1 , . . . , x
0
m

)∣∣ .
Le théorème suivant généralise celle de James pour plusieurs espaces de Banach.

Théorème 13.

Soient X1, . . . , Xm des espaces de Banach. Les deux assertions suivantes sont équiva-

lentes.

(a) Les espaces X1, . . . , Xm sont réflexifs.

(b) Toute forme multilinéaire de L (X1, . . . , Xm) de la forme φ = x∗
i ⊗ . . .⊗x∗

m atteint

sa norme.

Démonstration

(a) ⇒ (b) : On suppose que X1, . . . , Xm sont réflexifs. Soit φ ∈ L (X1, . . . , Xm) de la

forme φ = x∗
1 ⊗ . . .⊗ x∗

m où x∗
j ∈ X∗

j (1 ⩽ j ⩽ m). Alors, d’après le Théorème de James

x∗
j atteint sa norme ,i.e.,il existe x0

j ∈ BXj
tel que ∥x∗∥ = |x∗ (x0

j

)
| Nous avons

∥φ∥ = sup
xj∈BXj

1⩽j⩽m

|x∗
1(x1) · · ·x∗

m(xm)| =
m∏
j=1

sup
xj∈Bxj

∣∣x∗
j (xj)

∣∣
=

m∏
j=1

∣∣x∗
j

(
x0
j

)∣∣ = ∣∣φ (x0
1, . . . , x

0
m

)∣∣ .

(b) ⇒ (a) : Fixons 1 ⩽ j ⩽ m . pour tout 1 ⩽ k ⩽ m, (k ≠ j), on choisit x∗
k ∈ BX∗

k
tels

que ∥x∗
k∥ = 1. Soit maintenant x∗ ∈ Xj, on pose la forme multilinéaire suivante

φ = x∗
1 ⊗ . . .⊗ x∗ ⊗ . . .⊗ x∗

m ∈ L (X1 . . . Xm) .

Il est facile de voir que ∥φ∥ = ∥x∗∥. D’après (b), φ atteint sa norme, ie., il existe

x0
1 ∈ BX1,...,xm ∈ BXm tels que

17
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∥φ∥ =
∣∣φ (x0

1, . . . , x
0
m

)∣∣
=
∣∣x∗

1

(
x0
1

)
. . . x∗ (x0

j

)
. . . x∗

m

(
x0
m

)∣∣
⩽ |x∗

1| . . .
∣∣x∗ (x0

j

)∣∣ . . . ∥x∗
m∥ =

∣∣x∗ (x0
j

)∣∣
c’est à dire ||x∗∥ ⩽

∣∣x∗ (x0
j

)∣∣. D’autre part.

∥x∗∥ = sup
x∈Bx

|x∗(x)| ⩾
∣∣x∗ (x0

)∣∣
D’on ∥x∗∥ = |x∗ (x0

j

)
|. En déduire d’après le théorème de James que Xj est réflexif.

2.3.2. Sur la réflexivité du produit tensoriel projectif

Le Théorème 13, devient faux si on considère dans (b) toutes les formes multilinéaires

de L (X1, . . . , Xm). Car, ça nous permettra de déduire, par l’identification 2.2, que le

produit projectif des espaces réflexifs et réflexif, ce qui n’est pas vrai en général. On

peut donc annoncer le corollaire suivant.

Corollaire 1.

Soient X1, · · ·Xm des espaces de Banach. Les deux assertions suivantes sont équi-

tantes :

(a) L’espace X1⊗̂π . . . ⊗̂πXm est réflexif.

(b) Toute forme multilinéaire de L (X1, . . . , Xm) atteint sa norme.

Remarque 2.3. Si X n’est pas réflexif, pour tout espace de Banach Y , le produit projectif

X⊗̂πY n’est jamais réflexif. En effet, sinon, on peut construire une forme bilinéaire á

partir d’une forme : linéaire quelconque de X de la forme x∗ ⊗ y∗ avec ∥y∗∥ = 1. Par un

argument similaire au Théorème 12 on conclut que x∗ atteint sa norme.

D’une manière analogue, nous voudrions poser la question autrement : supposons

que tous les opérateurs multilinéaires de L (X1, . . . , Xm;Y ) atteinnent leurs normes.

18
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Lemme 1.

Pour tous espaces de Banach X1, . . . , Xm, Y , or a l’identification isométrique :

L (X1, . . . , Xm;Y ) =
(
X1⊗̂π . . . ⊗̂πXm⊗̂πY

∗)∗ (2.3.1)

Démonstration Montrons cette identification pour deux espaces, c’est â dire, pour

tous espaces de Banach X, Y on a

B(X;Y ) =
(
X⊗̂πY

∗)∗
Soit u ∈ B(X;Y ). On pose l’application suivante :

Φu : X⊗̄πY → K

v −→ Φu(v)

avec

Φu(v) = Φu

(
n∑

i=1

xi ⊗ y∗i

)

=
n∑

i=1

⟨u (xi) , yi⟩ .

Montrons que la correspondances. u ↔ Φu établi un isomorphisme isométrique entre

les deux espaces B(X;Y ) et
(
X⊗̂πY

∗)∗.
Soient u1, u2 ∈ B(X;Y ) tels que Φu1 = Φu2 . Montrons que u1 = u2. Soit x ∈ X.

Pour tout y∗ ∈ Y ∗ on a

Φu1 (x⊗ y∗) = Φu2 (x⊗ y∗) ,

ce qui implique que

⟨u1(x), y
∗⟩ = ⟨u2(x), y

x⟩ ,

donc

u1(x) = u2(x)

Finalement on a u1 = u2.

Soit maintenant Ψ ∈
(
X⊗̂πY

∗)∗. Il existe un opérateur unique u tel que

⟨u(x), y∗⟩ = Ψ(x⊗ y∗) .

En effet, supposons qu’il existe deux opérateurs u, u′

⟨u(x), y∗⟩ = Ψ(x⊗ y∗) = ⟨u′(x), y∗⟩
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donc

⟨(u− u∗) (x), y∗⟩ = 0

ce qui implique que (u− u′) (x) = 0, car y∗ est linaire.

Alors, on a u(x) = u (x′).

D’autre part,

⟨u (x1 + x2) , y
∗⟩ = Ψ((x1 + x2)⊗ y∗⟩

= Ψ(x1 ⊗ y∗) + Ψ (x2 ⊗ y∗)

= ⟨u (x1) , y
∗⟩+ ⟨u (x2) , y

∗⟩

= ⟨u (x1) + u (x1) , y
∗⟩

D’après l’isométrie surjective

Φ : L (X1, . . . , Xm;Y ) → B
(
X1⊗̂π, . . . , ⊗̂πXm;Y

)
T → Φ(T ) = (T̃ )

On a

L (X1, . . . , Xm;Y ) = B
(
X1⊗̂π . . . ⊗̂πXπ;Y

)
=
(
X1⊗̂π . . . ⊗̂πXm⊗̂πY

∗)∗
Proposition 9.

Soient X1, . . . , Xm des espaces de Banach. Les deux assertions suivantes sont équiva-

lentes.

1. L’espace L (X1, . . . , Xm;Y ) est réflexif :

2. Tout opérateur multilinéaire de L (X1, . . . , XmiY ) atteint sa norme.

Démonstration Partons de l’identification suivante

L (X1, . . . , Xm;Y ) =
(
X1⊗̂π . . . ⊗̂πXm⊗̂πY

∗)∗ (2.3.2)

et le corollaire (1),on peut conclure la proposition Avec même argument de la Remarque

2.19,nous avons le corollaire suivante .
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Corollaire 2.

Si L(X1, . . . , Xm : Y ) est réflexif, alors tous les espaces X1, . . . , Xm : Y sont réflexifs.

Contrairement, si l’un de ces espaces est non réflexif alors l’espace L(X1, · · · , Xm : Y )

est non réflexif.

2.3.3. Version polynômiale

Soit X un espace de Banach. Soit x∗ ∈ X∗, on définit le polynôme homogène de

degré m suivant

Px∗(x) = x∗(x)...x∗(x)︸ ︷︷ ︸
m fois

= x∗(x)m.

Dans ce cas, on a

∥Px∗∥ = sup
x∈BX

|Px∗(x)| = sup
x∈BX

|x∗(x)m| = ∥x∗∥m .

Le multilinéaire symétrique associé A ce polynôme est donné par

T = x∗ ⊗ ...⊗ x∗︸ ︷︷ ︸
m fois

Définition 2.6.

[Gal04] Soit P ∈ P (mX) un polynôme de X dans K. Ce polynôme est dit atteint sa

norme s’il existe x0 ∈ BX tel que

∥P∥ = sup
x∈BX

|P (x)| =
∣∣P (x0

)∣∣ .
Voici la première version polynômiale du Théorème de James.

Théorème 14 (Première version).

Soit X un espace de Banach. Les deux assertions suivantes sont équivalentes.

1. L’espace X est réflexif.

2. Tout polynôme de P (mX) de la forme Px∗ atteint sa norme.
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Démonstration

(a) =⇒ (b). On suppose que X est réflexif. Soit P ∈ P(mX) de la forme Px∗ = ⊗mx∗

Ou x∗ ∈ X∗ Alors, d’après le Théorème do James x∗ atteint sa nome, i.e, ∃x0 ∈ BX tel

∥x∗∥ =
∣∣x∗ (x0

)∣∣. Nous avons

∥Px∗∥ = sup
x∈BX

|x∗(x)m|

= sup
x∈BX

|x∗(x)|m =
∣∣x∗ (x0

)∣∣m =
∣∣Px∗

(
x0
)∣∣ .

Alors Px∗ sa norme

(b) =⇒ (a) :On suppose que Px∗ atteint sa norme.

Soit x∗ ∈ X∗, on pose

Px∗(x) = x∗(x) . . . x∗(x)︸ ︷︷ ︸
m fois

∈ P (mX) .

Nous avons, ∥Px∗∥ = ∥x∗∥m. D’après (b), Px∗ atteint sa norme, i.e., il existe x0 ∈ BX

tel que

∥Px∗∥ =
∣∣Px∗

(
x0
)∣∣ = ∥x∗∥m ,

ce qui implique que ∥x∗∥ =
∣∣x∗ (x0

)∣∣. En déduire d’après le Théorème de James que X

est réflexif. Considérons maintenant x∗
1, . . . , x

∗
m ∈ X∗, on définit le polynôme (n’est pas

homogène) suivant

Px∗
1,...,x

∗
m
(x) = x∗

1(x) . . . x
∗
m(x)

La norme de ce polynôme est∥∥Px∗
1,...,x

∗
m

∥∥ = sup
x∈BX

∣∣Px∗
1,...,x

∗
m
(x)
∣∣ = sup

x∈BX

|x∗
1, . . . , x

∗
m(x)| =

m∏
j=1

∥∥x∗
j

∥∥ .
La deuxième version polynomiale de Théorème de James est donnée comme suit

Théorème 15 (Deuxième version).

Soit X un espace de Banach. Les deux assertions suivantes sont Équivalentes.

1. L’espace X est réflexif.

2. pour tous x∗
1, . . . , x

∗
m ∈ X∗ le Polynôme Px∗

1,...,x
∗
m

atteint sa norme
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( 1 ) ⇒ (2). on suppose que X est réflexif . Soit P ∈ P(mX)de la forme Px1,...,xm(x) =

x∗
1(x) . . . x

∗
m(x) où x∗

1, ..., x
∗
m ∈ X∗.Alors, d’après le Théorème de James x∗

i (1 ⩽ i ⩽ m)

atteint sa norme i.e ∃x0 ∈ BX tel que ∥x∗
i ∥ =

∣∣x∗
i

(
x0
)∣∣, nous avons∥∥Px∗

1...,x
∗
m

∥∥ = sup
x∈BX

∣∣Px∗
i ,...,x

∗
m
(x)
∣∣

= sup
x∈BX

|x∗
1(x) . . . x

∗
m(x)|

=
∣∣x∗

1

(
x0
)
. . . x∗

m

(
x0
)∣∣

=
∣∣Px∗

1,...,x
∗
m

(
x0
)∣∣

i.e. Px∗
i ,...,x

∗
m

atteint sa norme.

(2) =⇒ (1) On suppose que Px∗
i ...,x

∗
m

atteint sa norme,soient x∗
1, . . . , x

∗
m ∈ X∗, on

pose Px1,...,x∗
m
(x) = x∗

1(x) . . . x
∗
m(x), cela indique qu’il existe x0 ∈ BX tel que∥∥Px∗

1,...,x
∗
m

∥∥ = sup
x∈BX

∣∣Px∗
1,...,x

∗
m

(
x0
)∣∣ = ∣∣x∗

1

(
x0
)
. . . x∗

m

(
x0
)∣∣ = m∏

j=1

∥∥x∗
j

∥∥ ,
ce qui implique que

∥x∗
i ∥ =

∣∣x∗
i

(
x0
)∣∣

En déduire, selon le Théorème de James que X est réflexif.
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Caractérisation et

factorisation multili-

néaire et polynômiale

de ces espaces L∞

Chapitre

3

3.1. Introduction

Dans ce chapitre,on présente une caractérisation multilinéaire,polynomiale,laquelle

est une généralisation du cas linéaire de stegall et retherford, au début on donne un

rappel sur les opérateurs linéaires p-sommants et opérateurs multilinéaires p-dominés

multi-p-sommants et intégraux et en second,on énoncera les résultats de caractérisation

des espaces L∞

3.1.1. Sommabilités et définitions

Tout d’abord, soit X un espace de Banach. Soit 1 ⩽ p < ∞ On note lnp (X) l’espace

de Banach des suites (xi)1⩽i⩽n dans X muni de la norme

∥∥(xi)1⩽i⩽n

∥∥
lnp (x)

=

(
n∑

i=1

∥xi∥p
) 1

p
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puis savoir la norme de lnωp (X) (l’espace de Banach des suites (xi) dans X) :

∥∥(xn)1⩽i<n

∥∥
lpn

w(X) = sup
x∗∈BX∗

(
n∑

i=1

|x∗ (xi)|p
) 1

p

3.2. Opérateur linéaire p-sommant

La définition des opérateurs linéaires p-sommants a été introduite par Grothendieck

pour p = 1, et généralisée par Pietsch[Pie67].

Définition 3.1.

Soient X,Y deux espaces de Banach et T ∈ B (X;Y ).

On dit que T est p-sommant pour 1 ⩽ p < ∞ si,
∃c ⩾ 0, telle que ∀n ∈ N,∀(xi)

n
i=1 ⊂ X(

n∑
i=1

∥T (xi)∥p
) 1

p

⩽ C sup
x∗∈BX∗

(
n∑

i=1

|x∗ (xi)|p
) 1

p (3.2.1)

On note

Πp(X, Y ) = {T : X → Y linéaires p-sommants }

et

πp(T ) = inf{C vérifiant (3.2.1)}.

Remarque 3.1. Pour tout T∈Πp(X;Y ), l’inégalité (3.2.1) équivalente à(
n∑

i=1

∥T (xi)∥p
) 1

p

⩽ πp(T ) sup
x∗∈BX∗

(
n∑

i=1

|x∗ (xi)|p
) 1

p

,∀ (xi)
n
i=1 ⊂ X

Proposition 10.

1. ∥T∥ ⩽ πp(T ) pour tout T ∈ Πp(X;Y ).

2. (πp(X;Y ), πp(.)) est un espace normé.
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Théorème 16 (Factorisation de Pietsch).

Soient X, Y deux espaces de Banach, soit T ∈ L(X;Y ) et K um ensemble compact,

K = (Bx∗ , σ (x∗, x)) alors T est p-sommants (1 ⩽ p ⩽ ∞) si et seulement s’il existe

une probabilité µ sur K.

telle que

∀x ∈ X : ∥T (x)∥ ⩽ πp(T )∥x∥Lp(Bx∗ ,µ)

Corollaire 3.

cas (p = 2), si T ∈ Π2(X.Y ), alors T se factorise par un Hilbert C-ă-dire, il existe un

espace de Hilbert H et deux opérateurs linéaires v2 ∈ Πp(X;H) et v1 ∈ B(H;Y ) tels

que : T = v1v2

Théorème 17 (Théorème d’inclusion).

Si 1 ⩽ p < q < +∞, alors

Πp(x; y) ⊆ Πq(x; y).

De plus, on a πq(T )) ⩽ πp(T ) pour tout T ∈ πp(x; y).

Théorème 18 (Grothendieck).

Si X un espace L1 et Y un espace de Hilbert,alors :

B(X;Y ) = H1(X;Y )

avec π1(T ) ⩽ KG∥T∥, KG est La constant inversible de Grothendieck .

Théorème 19 (Le petit théorème de Grothendieck).

Soient X un espace L∞ et Y un espace Lp avec 1 ⩽ p ⩽ 2. Tout opérateur borné de

X dans Y est 2 -sommant. i.e.,

B(X;Y ) = Π2(X;Y )

avec π2(T ) ⩽ kG∥T∥.
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3.2.1. Opérateur linéaire intégral

Définition 3.2.

Soient X, Y deux espaces de Banach et T ∈ B(X;Y ). On dit que T est itégral s’il

existe une constante C > 0, telle que pour tous x1, . . . , xn ∈ X et y∗1, . . . , y
∗
n ∈ Y ∗ on

a ∣∣∣∣∣
n∑

i=1

⟨T (xi) , y
∗
i ⟩

∣∣∣∣∣ ⩽ C sup
∥x∗∥=1

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

x∗ (xi) y
∗
i

∥∥∥∥∥
Y ∗

. (3.2.2)

On note Int (X;Y ) l’espace de Banach des opérateurs intégraux de X dans Y muni

de la norme

Int(u) = inf{C, vérifiant 3.2.2}.

Proposition 11.

Tout opérateur intégral est p-sommant pour tout 1 ⩽ p < ∞.

Démonstration

Soit u ∈ Int(X;Y ). Du Théorème (16), nous avons∣∣∣∣∣
n∑

i=1

⟨u (xi) , y
∗
i ⟩

∣∣∣∣∣ ⩽ C sup
∥x∗∥=1

sup
∥y∥=1

n∑
i

|x∗ (xi) y
∗
i (y)|

⩽ C sup
∥x∗∥=1

sup
∥y∥=1

(
n∑

i=1

|x∗ (xi)|p
) 1

p
(

n∑
i=1

|y∗i (y)|
p∗

) 1
p∗

⩽ C sup
∥x∗∥=1

(
n∑

i=1

|x∗ (xi)|p
) 1

p
(

n∑
i=1

∥y∗i ∥
p∗

) 1
p∗

Par prendre le sup sur toutes les suites (y∗i )1⩽i⩽n qui vérifient

(
n∑

i=1

∥y∗i ∥
p∗

) 1
p∗

⩽ 1,

on trouve (
n∑

i=1

∥u (xi)∥p
) 1

p

⩽ C sup
∥x∗∥=1

(
n∑

i=1

|x∗ (xi)|p
) 1

p
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3.2.2. Opérateur multilinéaire p-dominé

Définition 3.3.

Soit T ∈ L (X1, . . . , Xm;Y ) un opérateur m-linéaire borné. On dira que T est p−

dominé (1 ⩽ p < ∞) s’il existe une constante positive C telle que pour tout n ∈ N et(
xj
i

)
1⩽i⩽n

⊂ Xj(1 ⩽ j ⩽ m), on a(
n∑

i=1

∥∥T (x1
i , . . . , x

m
i

)∥∥ p
m

)m
p

⩽ C
m∏
j=1

∥∥∥(xj
i

)
1⩽i⩽n

∥∥∥
ln,ω
p (Xj)

(3.2.3)

On note Lp
d (X1, . . . , Xm;Y ) l’espace des opérateurs m-linéaires p-dominés de X1 ×

. . .×Xm dans Y . C’est un quasi-Banach pour la quasi-norme δp(T ), definie par

δp(T ) = inf{C verifiant l’inegalite 3.2.3}.

Si p > m, δp(T ) est une norme sur Lp
d (X1, . . . , Xm;Y ).

Théorème 20 (Factorisation et domination de Pietsch).

[Mat93] Soient 1 ⩽ p < ∞, T ∈ L (X1, . . . , Xm;Y ). Alors, les propriétés suivantes

sont équivalentes.

a) L’opérateur T est p-dominé.

b) Il existe une constante positive C et une probabilité de Radon µj sur Kj = BX∗
j

(1 ⩽ j ⩽ m) telles que

∥∥T (x1, . . . , xm
)∥∥ ⩽ C

m∏
j=1

∫
BX∗

j

∣∣xj (x∗)
∣∣p dµj (x

∗)

 1
p

(3.2.4)

pour tout xj ∈ Xj. De plus, on a

δp(T ) = inf{C > 0, vérifiant l’inégalité (3.2.4)}
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3.2.3. Opérateur m-linéaire multi p-sommant

Définition 3.4.

Un opérateurm-linéaire T : X1×. . .×Xm −→ Y est dit multi p-sommant (1 ⩽ p < ∞),

il existe une constante C > 0 telle que pour tous xj
i1
, . . . , xj

in
∈ Xj(j = 1, . . . ,m)(

n1,...,nm∑
i1,...,im=1

∥∥T (x1
i1
, . . . , xm

im

)∥∥p) 1
p

⩽ C
m∏
j=1

∥∥∥∥(xj
ij

)nj

ij=1

∥∥∥∥
lnω
p (Xj)

(3.2.5)

On note Πm
p (X1, . . . , Xm;Y ), l’espace de Banach des opérateurs m-linéaires multi

p-sommants, muni de la norme πm
p (T ) = inf{C : C vérifie (3.2.5)}.

Remarque

Cette classe d’opérateurs ne vérifie pas l’analogue du théorème de Pietsch , mais

c’est une bonne généralisation des opérateurs linéaires p-sommants car elle conserve

plusieurs propriétés du cas linéaire

Opérateur m-linéaire intégral

Définition 3.5.

Un opérateur m-linéaire T : X1× . . .×Xm −→ Y est integral s’il existe une constante

positive C telle que pour tout xj
1, . . . , x

j
n ∈ Xj, (j = 1, . . . ,m), et tout y∗1, . . . , y

∗
n ∈ Y ∗,

on a∣∣∣∣∣
n∑

i=1

〈
T
(
x1
i , . . . , x

m
i

)
, y∗i
〉∣∣∣∣∣ ⩽ C sup

∥x∗
j∥=1;1⩽j⩽m

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

x∗
1

(
x1
i

)
. . . x∗

m (xm
i ) y

∗
i

∥∥∥∥∥
Y ∗

. (3.2.6)

La classe des opérateurs m-linéaires integraux de X1 × . . . × Xm dans Y , notée

Int (X1, . . . , Xm;Y ), est un espace de Banach muni de la norme

Int(T ) = inf{C vérifiant l’inégalité (3.2.6)}
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Proposition 12.

Nous avons : T ∈ Int (X1, . . . , Xm;Y ) si, et seulement si, T̃ ∈ Int
(
X1⊗̂ε . . . ⊗̂εXm;Y

)
et on a

Int(T ) = Int(T̃ )

3.3. Caractérisation multilinéaire des es-

paces L∞

Commençons cette section par rappeller le résultat de Stegall et Retherford.

Théorème 21.

Soit X un espace de Banach. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes

(a) L’espace X est un espace L∞.

(b) Pour tout espace de Banach Y , on a

Π1(X;Y ) = Int(X;Y )

Le résultat suivant est une version multilinéaire de ce théorème en utilisant les

opérateurs multi 1-sommant .

Théorème 22.

Fixons m ⩾ 2. Soient Xj(1 ⩽ j ⩽ m) des espaces de Banach. Les propriétés suivantes

sont équivalentes.

1) Les espaces X1, . . . , Xm sont des espaces L∞.

2) Pour tout espace de Banach Y , on a

Πm
1 (X1, . . . , Xm;Y ) ⊆ Int (X1, . . . , Xm;Y )

Démonstration

• (1) =⇒ (2)

Si X1, . . . , Xm sont des espaces L∞.
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On prouve l’inclusion pour n = 2, puis on généralise par récurrence.

Soient X1, X2 deux espaces L∞ et Y un espace de Banach, on choisit un opérateur multi

1-sommant bilinéaire T : X1 ×X2 → Y

et T1 : X1 −→ L (X2;Y ) son opérateur linéaire associé défini par

T1(x)y = T (x, y)

On peut déduire que, si T ∈ π2
1 (X1, X2;Y ) alors T1 ∈ π1 (X1, π1 (X2;Y ) d’où

T1 ∈ Int (X1, Int (X2;Y )), on conclut que T est intégral

• (1) =⇒ (2)

Soit 1 ⩽ j ⩽ m. Soit T ∈ Π1 (Xj;Y ), on va montrer que T ∈ Int (Xj;Y ).

Pour 1 ⩽ k ⩽ m(k ̸= j) on fixe xk ∈ BXk
et x∗

k ∈ BX∗
k

tels que x∗
k

(
xk
)
= 1.

Vérifions que l’opérateur multilinéaire

T = x∗
1 ⊗ . . .⊗ u⊗ . . .⊗ x∗

m : X1 × . . .×Xm → Y

appartient à Πm
1 (X1, . . . , Xm;Y )

En effet
n1,...,nm∑
i1,...,im=1

∥∥T (g1i1 , . . . , gmim)∥∥ =

n1,...,nm∑
i1,...,im=1

∣∣x∗
1

(
g1i1
)∣∣ . . . ∥∥∥T (gjij)∥∥∥ . . . |x∗

m (gmi )|

=

n1∑
i1=1

∣∣x∗
1

(
g1i1
)∣∣ . . . nj∑

ij=1

∥∥∥T (gjij)∥∥∥ . . . nm∑
im=1

∣∣x∗
m

(
g1im
)∣∣ ,

comme T est 1 -sommant, on trouve
n1,...,nm∑
i1,...,im=1

∥∥T (g1i1 , . . . , gmim)∥∥ ⩽
n1∑

i1=1

∣∣x∗
1

(
g1i1
)∣∣ . . . sup

∥x∗
j∥=1

nj∑
ij=1

∣∣∣x∗
j

(
gjij

)∣∣∣ . . . nm∑
im=1

∣∣x∗
m

(
g1im
)∣∣

⩽
m∏
j=1

∥∥∥∥(gjij)nj

ij=1

∥∥∥∥
lnω
1 (Xj)

.

Donc d’aprés (3.2.5), T ∈ Πm
1 (X1, . . . , Xm;Y ), et selon (2), T est intégral. D’après

la Proposition (4), T̃ ∈ Int
(
X1⊗̂ε . . . ⊗̂εXm;Y

)
. Posons maintenant v : Xj →

X1⊗̂ε . . . ⊗̂εXm, défini par

v = x1 ⊗ . . .⊗ idXj
⊗ . . .⊗ xm
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Vérifions que, T = T̃ ◦ v. En effet, soit x ∈ Xj, on a

T̃ ◦ v(x) = T̃
(
x1 ⊗ . . .⊗ idXj

(x)⊗ . . .⊗ xm
)

= x∗
1

(
x1
)
. . . T (x) . . . x∗

m (xm) = T (x)

Par la propriété d’idéal des opérateurs intégraux, on trouve que T est intégral et par

conséquent Xj est un espace L∞.

Dans le deuxième résultat de caractérisation on utilise les opérateurs multilinéaires

1-dominés.

Théorème 23.

Fixons m ⩾ 2. Soient Xj(1 ⩽ j ⩽ m) des espaces de Banach. Les propriétés suivantes

sont équivalentes.

1. Les espaces X1, . . . , Xm sont des espaces L∞.

2. Pour tout espace de Banach Y , on a

L1
d (X1, . . . , Xm;Y ) ⊆ ln t (X1, . . . , Xm;Y )

Démonstration

(1) =⇒ (2) Les mêmes téchniques que celles du Theorème (24).

(2) =⇒ (1) Soient 1 ⩽ j ⩽ m,u ∈ Π1 (Xj;Y ), on va montrer que u ∈ Int (Xj;Y ). Pour

1 ⩽ k ⩽ m(k ̸= j), on fixe xk ∈ BXk
et x∗

k ∈ BXk
tels que x∗

k

(
xk
)
= 1. Vérifions que

l’opérateur multilinéaire

T = x∗
1 ⊗ . . .⊗ u⊗ . . .⊗ x∗

m : X1 × . . .×Xm → Y
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appartient à L1
d (X1, . . . , Xm;Y ). En effet,

n∑
i=1

∥∥T (g1i , . . . , gmi )∥∥ 1
m =

n∑
i=1

∣∣x∗
1

(
g1i
)∣∣ 1

m . . .
∥∥u (gji )∥∥ 1

m . . . |x∗
m (gm)|

1
m

⩽

(
n∑

i=1

∣∣x∗
1

(
g1i
)∣∣) 1

m

. . .

(
n∑

i=1

∥∥u (gji )∥∥
) 1

m

. . .

(
n∑

i=1

|x∗
m (gmi )|

) 1
m

⩽

 n∑
i=1

∣∣x∗
1

(
g1i
)∣∣ . . . sup

∥x∗
j∥=1

nj∑
ij=1

∣∣∣x∗
j

(
gjij

)∣∣∣ . . . n∑
i=1

|x∗
m (gmi )|

 1
m

⩽
m∏
j=1

∥∥∥(gjj)nj=1

∥∥∥ 1
m

ln1ω(Xj)

alors, on a (
n∑

i=1

∥∥T (g1i , . . . , gmi )∥∥ 1
m

)m

⩽
m∏
j=1

∥∥∥(gjj)nj=1

∥∥∥ 1
m

lnω
1 (Xj)

.

Donc d’après (3.2.5), T ∈ Πm
1 (X1, . . . , Xm;Y ) et selon le Théorème (24), T ∈

Int (X1, . . . , Xm;Y ). Avec même arguement du Théorème (24) , on conclut que T est

intégral et par conséquent Xj est un espace L∞.

3.4. Caractérisation des espaces L∞ en termes

de polynômes

Cette partie mentionnée dans [CD’AG02] vise est à fournir une version polynômiale

de la caractérisation de l’espace L∞. Avant cela,nous faisons un bref rappel sur les

polynômes intégraux et les polynômes p-dominés.

Définition 3.6.

Soit 1 ⩽ p < ∞. Un polynôme homogène de degré m,P ∈ P (mX, Y ) est intégral

s’il existe une constante positive C telle que pour tout x1, . . . , xn ∈ X, et tout

y∗1, . . . , y
∗
n ∈ Y ∗, on a∣∣∣∣∣

n∑
i=1

⟨P (xi) , y
∗
i ⟩

∣∣∣∣∣ ⩽ C sup
x∗∈BX∗

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

[x∗ (xi)]
m y∗i

∥∥∥∥∥
Y ∗

(3.4.1)
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La classe des polynômes integraux de X dans Y , notée Pint (mX;Y ), est un espace

de Banach muni de la norme

int(P ) = inf{C vérifiant l’inégalité 3.4.1}.

Proposition 13.

Le polynôme P est dans Pint (mX;Y ) si, et seulement si, son opérateur linéaire

symértique associe T̂ : X × . . .×X → Y est aussi intégral.

Définition 3.7.

Soit 1 ⩽ p < ∞. Un polynôme homogène de degré m,P ∈ P (mX, Y ) est p-dominé

s’il existe une constante C > 0 telle que pour tout n ∈ N∗ et x1, . . . , xn ∈ X,(
n∑

i=1

∥P (xi)∥
p
m

)m
p

⩽ C sup
x∗∈BX∗

(
n∑

i=1

|x∗ (xi)|p
)m

p

(3.4.2)

On note Pp
d (

mX, Y ) l’espace des polyômes p-dominés P : X → Y et δp(P ) la plus

petite constante C positive vérifie l’inégalité (3.4.2). Pour p ⩾ m, δp(P ) est une norme

sur Pp
d (

mX, Y ), mais pour p < m elle est seulement quasi-norme.

Remarque 3.2. Soit P ∈ P (mX, Y ). Sur l’espace ⊗̂m

π,sX, les opérateurs P̃ et. ˜̂T (

linéarisation de T̂ ) sont les mêmes, i.e,

P̃ =
˜̂
T sur ⊗̂m

π,sX

En effet, soit x ∈ X

P̃ (x⊗ . . .⊗ x) = P (x)

= T̂ (x, . . . , x)

=
˜̂
T (x⊗ . . .⊗ x)

Par linéarité on trouve ce qu’on veut.

Remarque 3.3. Par le diagrame suivant

X
P−→ Y

δm ↓ ↑ P̃ε

⊗̂m

π,sX
i−→ ⊗̂m

ε,sX
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où i est l’inclusion naturelle. On a

P̃ = P̃ε ◦ i (3.4.3)

c’est à dire, si P̃ε est intégral, alors il en est de même pour P̃ .

Théorème 24.

Soient m ∈ N∗, X, Y des espaces de Banach tels que P1
d (

mX, Y ) ⊆ Pint (mX, Y ) .

Alors Π1(X, Y ) = Int(X, Y ) .

Démonstration

On suppose que P1
d (

mX, Y ) ⊆ Pint (mX, Y ). Dans un premier lieu, on sait que int

(X, Y ) ⊂ Π1(X, Y ) est toujours vérifiée. Il suffit donc de montrer l’inclusion réciproque.

Fixons x0 ∈ BX et x∗
0 ∈ B∗

X . tels que x∗
0 (x0) = 1. On définit l’opérateur

πj : ⊗̂
j+1

π,s X → ⊗̂j

π,sX(1 ⩽ j ⩽ m− 1)

par

πj

(
n∑

i=1

λixi⊗
(j+1)
· · · ⊗xi

)
=

n∑
i=1

λix
∗
0 (xi)xi⊗ (j)... ⊗xi

xi(1 ⩽ i ⩽ n), il

pour tout λj ∈ K, xi(1 ⩽ i ⩽ n), il existe des opérateurs

kj : ⊗̂
j

πX → ⊗̂j+1

π X(1 ⩽ j ⩽ m− 1)

définis en terme de x∗
0 et x0 tels que πj ◦ kj est l’identité sur ⊗̂j

πX.

Soit maitenant T ∈ Π1(X, Y ).

Le polynôme P := T ◦π1◦ . . .◦πm−1◦δm : X → Y est 1-dominé, avec δm : X → ⊗̂j

πX

est le polynôme canonique défini par

δm(x) = x⊗
(m)
· · · ⊗x

On va montrer que P est 1-dominé par récurrence sur m. Pour m = 1, le cas est

trivial. On suppose que

T ◦ π1 ◦ . . . ◦ πm−2 ◦ δm−1 : X → Y
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est 1-dominé. Alors
n∑

i=1

∥P (xi)∥
1
m =

n∑
i=1

∥u ◦ π1 ◦ . . . ◦ πm−1 ◦ δm (xi)∥
1
m

=
n∑

i=1

∥∥∥∥∥T ◦ π1 ◦ . . . ◦ πm−1

(
xi⊗

(m)

· · · ) ⊗xi

)∥∥∥∥∥
1
m

=
n∑

i=1

|x∗
0 (xi)|

1
m

∥∥∥∥T ◦ π1 ◦ . . . ◦ πm−2

(
xi⊗

(m−1)
· · · ⊗xi

)∥∥∥∥ 1
m

par l’inégalité de Hölder, on trouve
n∑

i=1

∥P (xi)∥
1
m

⩽

(
n∑

i=1

|x∗
0 (xi)|

) 1
m n∑

i=1

∥T ◦ π1 ◦ . . . ◦ πm−2 ◦ δm−1 (xi)∥
1

m−1


m−1
m

On obtient par l’hypothèse et comme x∗
0 ∈ BX∗ .

n∑
i=1

∥P (xi)∥
1
m ⩽

(
n∑

i=1

|x∗
0 (xi)|

) 1
m

C sup
x∗∈B∗

X∗

(
n∑

i=1

|x∗ (xi)|1
)m−1

1


1
m

= C
1
m

(
n∑

i=1

|x∗
0 (xi)|

) 1
m

sup
x∗∈BX∗

(
n∑

i=1

|x∗ (xi)|1
)m−1

m

⩽ C
1
m sup

x∗∈BX∗

n∑
i=1

|x∗ (xi)| .

Par conséquent, P est 1-dominé et d’aprés la supposition P est integral. Alors,

l’opérateur multilinéaire T̂ est intgral, par conséquent (d’après (Proposition 2.7)) ˜̂
T

est integral. D’autre part, comme P̃ =
˜̂
T sur ⊗̂m

π,sX, P̃ est intégral sur ⊗̂m

π,sX. La

décomposition P = P̃ ◦ δm donne que P̃ = T ◦ π1 ◦ . . . ◦ πm−1 qui est intégral et par une

conséquence rapide on a

T = T ◦ π1 ◦ . . . ◦ πm−1 ◦ kj−1 ◦ . . . ◦ k1 : X → Y

qui est intégral (par la propriété d’idéal)
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Théorème 25.

Soit X un espace de Banach. Les propriétés suivantes sont équivalentes

1. X est un espace L∞.

2. Pour tout m ∈ N , et pour tout espace de Banach Y , on a

P1
d (

mX, Y ) = Pint (mX, Y )

3. Il existe m ∈ N et pour tout espace de Banach Y , on a

P1
d (

mX, Y ) = Pint (mX, Y )

Démonstration.

• (1) ⇒ (2) Immédiate

• (2) ⇒ (3) Facile.

• (3) ⇒ (1) Il suffit d’appeler les Théorèmes (23) et (26).
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Résumé

Résumé

Dans ce travail, nous avons étudié l’extension non linéaire des théorèmes de caracté-

risation des espaces de Banach. Nous avons également traité les espaces réflexifs, le

théorème de James et ses versions linéaires et multilinéaires de ces espaces, en donnant

à la fin la caractérisation et la factorisation multilinéaire et polynomiale de ces espaces

L∞.

Mots clés: Opérateur linéaire, opérateur multilinéaire, espace réflexif, produit tensoriel,

théorème de James, polynôme homogène · · ·

Abstract

In this work, we have studied the nonlinear extension of the theorems of characterization

of Banach spaces. We also treated the reflexive spaces, James theorem and its linear

and multilinear versions of these spaces, giving at the end the characterization and

factorization multilinear and polynomial of these spaces L∞.

Key words: Linear operator, multilinear operator, reflexive space, tensor product, James

theorem, homogeneous polynomial...
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