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Notations

Q2 : ouvert de R.

C(,R) : Pensemble des fonctions continues définies sur €2 & valeurs dans R.
C*(2,R) : 'ensemble des fonctions u :  — R qui sont indéfiniment dérivables.
LP(€2), L>°(Q2) : espaces de Lebesgue sur €.

WLP(Q) : espaces de Sobolev de base LP(12).

H'(Q) : espaces de Sobolev de base L*(12).



Introduction

Herni Philibert Gaspard Darcy, né en 1803 a Dijon, était un ingénieur général des ponts
et chaussées connu pour avoir établi la loi de Darcy et ’équation de Darcy-Weisbach.

Les équations de Navier-Stokes sont pratiquement inapplicables dans les milieux poreux
en raison du manque de connaissance des phénoménes microscopiques qui s’y produisent.
Cependant, il est possible de les modifier en éliminant certains termes négligeables pour
obtenir une loi plus simple, connue sous le nom de loi de Darcy.

On s’intéresse dans notre travail a traiter le probléme en supposant que la vitesse du fluide

v est liée & sa pression p a travers la loi dite de darcy

v=—aV(p(z)+zn), x = (1,22, ..., T,) € Q

On considére un domaine borné €2 avec une frontiére 02 = S, continue localement lip-
schitzienne. (€2) représente la partie de milieu poreux) et Si,S2, 55 = (Ss,)1<i<n des sous
ensembles de S.

On a le probléme suivant :

(

Trouver (u,g) € WH4(Q) x L®(Q),1 < q telque
u>x, 0<g<l, gx((u—x,)=0 ae in £,
(P){ u=z, on So
[ 19ul 2 VuTe — gt do < [ o - u)dota)
Q S3
VEe W (Q), £€>0 on 9.

Pour traiter ce probléme, on va suivre la méthodologie suivante :

- Dans le premier chapitre,rappels et définitions.

- Dans le second chapitre, déclaration du probléme, et démontrons I'existence de la solution
de probléme (P).

-Dans le troisiéme chapitre, nous donnons quelques résultats préliminaires concernant la

solution du probléme faible. Enfin, on donne une conclusion et quelques références.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre, on présente quelques notions fondamentales, espaces fonctionnels et des
inégalités qui sera utilisées dans ce mémoire.

Dans la suite, {2 est un ouvert de R".

1.1 Espaces de Banach

Définition 1.1 Tout couple (E,||.||) ou E est une R-espace vectoriel , s’appele un R-espace
vectoriel normé.

(E,||.]|) est un Banach si toute suite de couchy de E est convergante(dans E).

Définition 1.2 Soit J l'injection canonique de E dansE". on dit que E est réflexif si J(E) =
E".

Définition 1.3 On dit que (E,||.||) est séparable s’il existe un soue-ensemble D C E dé-

nombrable et dense dans (E,|.|)-

Théoréme 1.1 (Point fize de Schouder) Soient (E, ||.||) un R-espace vectoriel normé, et C
un convexe fermé non vide de E. Si T est un application continue de C dans C telle que

T(C) soit relativement compact, alors T admet un point fize.

Théoréme 1.2 (Point fize Brouwer) Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé de dimonsion

finie. Toute application continue d’une boule fermé de E dans elle-méme admet un point

fize.

Définition 1.4 Soit V un espace de Banach réflexif et séparable, A une application de V

dans V' (en génerale non linéaire). On dit que
1. A est borné : si (A(u),u—v) >0 Yu,ve€ H

2. A est monotone si

Vu,v € V, (A(u),u —v) >0
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3. A est strictement monotone si de plus (A(u) — A(v),u —v) > OVu,v € V, avec u # v.

4. A est hémicontiue si pour tous u,v € V,Uapplication t — (A(u + tv),v) est continue

de R dans R.
A
5. Coersif : si lim {Av, v) =

vll—+oo |||

Théoréme 1.3 Soit V un espace de Banach réflezive et séparable et AV — V' un opéra-

teur borné, monotone, hemi-continu, coercif. Alors, pour tout f € V', il existe u € V tel que

Au=f.

Définition 1.5 Soit ¢ : E — R une fonction numérique. L’épigraphe de ¢ est [’ensemble

epip = [z,y] € E X Rjp < A
Définition 1.6 une fonction ¢ : E ——| — 00, +00] est dite conveze si
otz + (1 —t)y) <tep(z) + (1 —t)p(y),Va,y € E,Vt €]0,1]

Proposition 1.1 on a des propriétés élémentaire des fonctions convezes :

1. Si ¢ est une fonction conveze, alors epi ¢ est un ensemble convexre dans EXR, et

réciproquement

2. Sip est une fonction conveze, alors pour tout X € R ’ensemble [p < \| est convere,mais

la réciproque n’est pas vraie.
3. Si @1 et py sont des fonction convexe, alors o + po est conveze.

4. Si (@i)ier est des famille des fonctions conveze alors l'enveloppe supérieure des (p;)

est convezxe.

Définition 1.7 Soit E une espace de Banach, E'son dual. La topologie faible o(E, E') surE

est la topologie la moins fine sur E telle que toute les applications,

pr: E— R r— pf(z) =< f,x >

avec [ € E’,soient continues.

Définition 1.8 La topologie faible* désignée aussi par o(E', E) est la topologie la moins fine

sur E' telle que toute les applications,
QO;EIE/HR, f—>901(f):<f7x>

vec v € F,soitent continues.

Université de M’sila Probléme de la digue associé & un lois de darcy non linéaire
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Théoréme 1.4 Soit C C E conveze. Alors C est faiblement fermé pour o(E,E') si et

seulement s’il est fortement fermé.

1.2 Espaces de Hilbert

Définition 1.9 Soit F' un R-espace vectoriel.

1. Un produit scalaire (u,v) est une forme bilinéaire de F' x F' dans R, symétrique, définie

positive ¢’est-a-dire (u,u) > 0 si u # 0.
2. Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé aspace pré-hilpertien.
3. Un espace pré-hilpertien et complet est un espace de Hilbert.

4. On dit qu'une forme bilinéaire a(u,v) : H x H — R est continue s’il existe une

constante C' telle que

a(u,v) < Clul |v|,Yu,v € H.

5. On dit qu’une forme bilinéaire a(u,v) : Hx H — R est elliptique (coercive) s’il existe

une constante o > 0 telle que
a(u,u) > olul”,Yu € H.

Théoréme 1.5 (Stampacchia) Soit a(u,v) une forme bilinéaire continue et elliptique,
K un convexe, fermé et non vide de H.

Etant donné ¢ € H' 1l existe u € K unique tel que

a(u,v —u) > (p,v—u),Yvo € H
De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété
1 (1
u,v € K §a(u,v) — {p,u) = min §a(u,v) —{p,u) ¢ .

Théoréme 1.6 (Laz-Milgram) Soit H un espace de Hilbert,muni d’un produit scalaire
(, ),F € Het a(u,v) une forme bilinéaire continue, elliptique dans H. Alors,il existe

usolution unique € K lu € k de

a(u,v) = (f,v) ,Yve H

Université de M’sila Probléme de la digue associé & un lois de darcy non linéaire
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1.3 Espaces L7(Q) et Wh?(Q)

Définition 1.10 L'(Q) est L’ensemble des fonctions intégrables sur 2 a valeurs dans Rtels

que / /()] < oo.

on note
1l = / @)

Définition 1.11 Soit p € R avec 1 < P < o0, on pose

LP(Q)={f:Q—=R;f msurableet |f|" € L'(Q)}
1117 = [/Q |f(2) dx} ’ LP(QY)  muni de la norme .||, est un espace de Banach.

Définition 1.12 L>(Q) est ensemble des fonctions sur f : Q —— R; f mesurable, et il
existe une constante C telle que |f(z)| < C p.p sur Q

on note :

HfHLoo(Q) = supess,eq | f(2)].

Théoréme 1.7 (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue) : Soit (X;0) un espace
mésuré, et soit (fn)n>1 une suite d’applications mesurable f, : X — R,on suppose que

1. La suite (fn)n>1 converge presque partout vers une fonction mesurable f : X — R

2. 1l existe une fonction intégrable g - X — R positive,telle que Uon ait la condition de
domination |f,| <g pp. Yn>1.

Alors, les fonctions f, et f sont intégrables et ||f, — f|ll;, — 0 quand n — +oo. En

particulier,on a

Inégalité de Holder :
Soient f € LY(R) et g € LY(R) avec 1 < p,q < +00, on pose é + % = %, alors :
fog € L"et

17l < [1£11, - llall,

Inégalité de Cauchy-Schwartz :
Soit (FE, (,)) un espace pré-hilbertien réel. Alors,pour tout u,v € E

(SIS
D=

|(u, 0)| < (u,w)

(v,v)2.

Université de M’sila Probléme de la digue associé & un lois de darcy non linéaire
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Définition 1.13 [’espace de Sobolev W1P(Q) est un sous-espace de LP(Q) définie par

Wie(Q) = {u e L7(Q) ‘g’“ e LP(Q) Vi =1, n}

X

ou

sont au sens de distribution.

X
On définie W, (Q) = D(Q)W D fermeture de D(Q) dans WP (Q), el on peul démontrer

que

Wy (Q) = {u € W(Q) |u=0 sur 9Q} .

Inégalité de Poincaré : Soit p tel que 1 < p < co et un ouvert des largeur finie (borné
dans une direction). Alors il existe une constante C, dépendant uniquement de €2 et p, tel

que, pour toute fonction u € W, (Q) on

[l ooy < C VUl ooy

1.4 Position du Probléme

Soit © un domaine borné, localement lipschitzien de R?(dans la nature, ) représente
une section d’une digue),la frontiére 02 = S continue ,subdivisée oux sous-ensembles sui-

vants(voir la digue) :

S :la partie imperméable de la digue.
Sy : la partie de la frontiéres €2 = S de ) on contact avec laire.
Sy : la partie du digue sous 'eau (sous réservoir).

Supposant que S; est un sous-ensemble fermé de 0€2, et que S3 est ouvert dans le complément

Université de M’sila Probléme de la digue associé & un lois de darcy non linéaire
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de S; dans S.
De plus, dans le cas de plusieurs réservoirs, nous noterons également S3 1,53 2....,53,, les dif-
férentes composantes connectées deSs(dans la figure) S3 = S5; U S50 U S35 U S34...

Supposantes aussi que le domaine €2 est verticalement convexe ,c’est-a-dire :
V(z,y), (2,Y) € Q, le segment{z} * [y,y ] C Q.

Plus de sa, on suppose que :
S1 est un sous-ensemble fermé convexe dans S, qui entoures sous 2.
Sy U S5 entoure © en haut pour plus précise, si on note par 7, la projection deRR? sur I'axe

T pour r € m,,

§*(x) = sup{y(z,y) € Q}, 5™ (z) = inf{Y (x,y) € O},

Donc

Q= {(z,y)r € m(Q), 5" () <y < 57(x)}

Maintenant, S7 est un morceau connexe de S qui contient tous les points (x,y) de S,
telle que y > S*(x,y).
le probléme fondamental est maintenant de trouver la pression p = p(z,y) du fluide dans (2,

et la partie de Q,qui est mouillée- ¢’est-a-dire 'ensemble humide A.

1.5 Formulation forte

La frontiére 0A est divisée a quatre parties :une partie imperméable 'y, la frontiére libre
I's, une partie recouverte par la fluide I's,et enfin I'y est ’humide partie de la digue qui touche
Pair ,ou le fluide s’exterieur de{) mais n’y reste pas en quantité significative pour modifier la
pression. La vitesse v de fluide dansA est donnée ,selon la loi de Darcy,par :

|v|mflv = —aV(p+ 1,), (1.1)

m, a nombres positifs ,x = (1, zs, ..., z,,) désigne des points dans R" paramétré
) 3 ) ) )

u=p+x,,q=1/m+1,(1.1) devient

v "t = —aVu

Université de M’sila Probléme de la digue associé & un lois de darcy non linéaire
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=" = —aVu
= v = —a/"Vul/m
= v =—aq/"Vyi?
= v =—a/™ | Vu |"? Vu. (1.2)

Notons que nous recherchons un p > 0 ou de maniére équivalente u > x,, ,si le fluide est
incompressibles,nous avons :
div(v) = 0 dans A
mais

div(|Vu|* > Vu) =0 dans A, (1.3)
alors, on I'y UT' il n’y a pas de flux de fluide & travers cette partie de la frontiére,
donc
vw=0 sur I';UT5ou par (1.2)

50
V| 28—5 =0 on I,UT.. (1.4)

Si 'on suppose la pression extérieure normalisée & 0,i.e.p = 0 in I's U I'y,alors
u=ux, on [HLUIYy. (1.5)

De plus, sur 1’ le fluide est libre de sortir du milieu poreux et on a donc
vr>0 on Iy

ce qui conduit,toujours par (1.2) a
50
|Vul|? Qa—z <0 on Iy (1.6)

Soit ¢ une fonction continue de Lipschitz non négative représentant la pression sur Sp U S3
. on note ¢ une fonction continue de Lipschitz définie sur tout le domaine €2 qui s’accorde
avec ¢ on Sy U S3;

généralement ¢ est donné par :

I

0 si(z,x,) € Sa,

SO(I/VI‘”) - ’
hi =z, if(z,z,) € S34,0=1,....N,

ou h; désigne le niveau du réservoir recouvrant S;;.Posons 1) = ¢ + x,,, on voudrait consi-

dérer un modéle ou le flux d’eau entrant dans notre milieu poreux est lié a la différence de

Université de M’sila Probléme de la digue associé & un lois de darcy non linéaire
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pression aa U'interieur et a 'exterieur de ce milieu par une formula du type —v.v = B(z, p—p)

on S3. En supposant que a = 1, cela se lit aussi

|Vu|"™ a—Z:ﬁ(x, —u). on Sj (1.7)

une telle condition aux limites est appelée "conditions de fuite’ (voir|5],[9],[16]). Supposerons

que [ est une fonction définie sur S3 x R avec des valeurs dans R telles que :

> B(x,0) € L7 (S5) = L7 (Ss, do(x)) (1.8)
ouq est le conjugué deg,i.e (1/q) + (1/q’) =1,

x+— [(z,u) est mesurable Vu € R, (1.9)

3 c,a>0,a<(¢—1)A1=min(q—1,1) tel que

1B(x,uy) — Bx,us)| < c|(ur — u2)|“ a,ex € Sz, Vuy,us € R, (1.10)
u > B(x,u) est non décroissante pour a,e x € Ss, (1.11)
Blx,u) >0 a,exeS; Yu>0 (1.12)
( div(||Vul|?2Vu) = 0 dans A,
9,
[ Vul[s2 2L = 0 sur [y U Ty,
ov
U=, sur I'y U Ty, (F)
0
IVwl?22 >0 on Ty,
e
Vul|7?— >0
| vujr 2!

Donc, le probléme que nous voudrions aborder est de trouver (u, A) tel que (1.3)-(1.7) tienne

dans ce but,nous transformons d’abord nos équation en une forme faible.

1.6 Formulation faible

Le but est de trouver le couple (P, A) équivaut a trouver (P, x4c), ou y4c désigne la
fonction caractéristique de I'ensemble A€ le complémentaire de A dans ).

Suivante la référence [2], [3], [6], [8] et [9] pour toute fonction lisse ,nous avons

0
/ | Vu 972 Vu.Védr = — / div(| Vu |72 Vu).£dr +/ | Vu |72 —u.fda(z).
A A dA v
Université de M’sila Probléme de la digue associé & un lois de darcy non linéaire
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Donc, si on suppose que u est une fonction lisse vérifiant (1.1)-(1.7), on obtient

/ | Vu |92 Vu.Veds = @(x b — u).tdo(x / | Vu [172 —“.5da(x).
A U

Si on suppos que

§>0 on Iy (1.13)

alors

| Vu |72 %.{da(m) <0.

Iy
Alors, on obtient d’aprés (1.6)

/ | Vu |92 Vu.Védr < | Bz, —u).Edo(z). (1.14)
A S3

Maintenant, nous étendons u par x, en extérieur de A, et on désigne toujours cette
extension par u,si u est lisse on I's on déduire, de (1.14)

/ | Vu |92 Vu.Védr < | Bz, —u).bdo(z) + | &, dx
Q S3

Ac

/ V| Vu.VE — (A, de < | Blx, ¢ —u).bo(z). (1.15)
Q S3

On est donc amené & chercher un couple (u,g) = (u, x(A®)) satisfaisant (1.15). refondre

cela avec un espace approprié,le probléme devient

(

Trouver (u,g) € Wh(Q) x L*(),1 < ¢ tel que
u>a, 0<g<l1l, ¢gx(u—=x,)=0 p.p. dans £,
w=umx, sur Sh (P)
[ 19029096~ gtedo < [ B — )it
Q Ss
VEe WH(Q), £€>0 sur Ss.

Université de M’sila Probléme de la digue associé & un lois de darcy non linéaire
TOUMIAT Ahmed



CHAPITRE 2

EXISTENCE D’UNE SOLUTION

Dans ce chapitre, on va donner des résultats concernant 1’existence de solution de probléme

(P).

2.1 Probléme approximatif

Nous introduisons d’abord le probléme approximatif suivant :

(

Trouver  (u.) € WH(Q)  tel que

Ue = T, sur So,
(Fe) 2
|IVu"™" Vu. V& — Ge(ue)ép, de = | Bz, — u).ldo(x)
Q S3
VEEWh, £€>0 sur S,
ot G : LI(2) — L>(Q) est définie par :

0 §1 UV — T, > €
Gwy={ 1-W=") & gy <e (2.1)
€
1 st v—ux, <0.

Théoréme 2.1 Supposons que (X, u) est une fonction vérifiant (1.8)-(1.12).Alors,sous les
hypothéses ci-dessus, pour tout € > 0, il existe une solution unique p. & (p.). De plus, nous
avons

Ue > T, sur €.

Démonstration. On va suivre la démonstration trouvée dans [4].
Soit 'ensemble V', donné par
V={veWh(Q)/v=0 inSy}et K={veW"(Q)/v=u1, dansS;}
On suppose que V est muni de la topologie induite par W14(Q).

pour u € V, on considére ’application :

A(u) : WH(Q) = R

13
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Er—< Alu), € >= /Q \Vu|" > Vu.Védr — . B(z, v — u).Edo(x).

A(u) est bien définie :
En effet, |Vu|.Vu € Lq/(Q),Vﬁ € L) donc |Vu|.Vu.VE € LYQ),(LY(Q)) désigne
'espace des fonctions a valeures vectorielles avec des entrées dans — L9({2).

De plus,

Bz, —u)- &l < [z, —u) = B(z,0)] - |¢] + 6z, 0)] - [¢],
< el —ul”- 5]+ |B(x,0)] - €]

D’apreés (1.8)(1.10) :

[ —ul® € L7 (Sy), |B(x,0)] € L (Sy), € € L(Sy).

Ona Bz —u) € L'(Sy).
pour tout u € K, A(u) € (WH(2))". On note (W4(Q)) I'aspace dual de W4(Q), en effet

cauxass[]vmqlwvad$+ [ (8.0 =)l el do)

D’aprés Inégalité de Holder :

(A(u (/ IVl dx) (/ yvquczx)

82— w) = 8,0 [¢ldo(o) + [ [5Gz 0)]. ] do(a).

S3 S3

Mais si I'on note [.[, g, ((resp). |.|,) la norme usual L" sur Sz, ((resp), Q) :

g |8z, —u) = B(z,0)| . |¢] do(x)

<c s [ —ul® gl do(z) < elllv —ul™|| Lagsy) - 1€l Lagsy) -
i.e
/ 1/q
g B(x, 9 —u) — B(x,0)].[¢] do(x) < c( . |t — u|™ da(w)) NEllagsy - (2:2)

Maintenant, aq = a[g/(q¢ —1)] < ¢. Donc :

aqg’ a /11/r T 1— 1/(177')
w—urﬁwm>s( I cqu (/(U Q |
S3 Ss3 S3

our =—.

Université de M’sila Probléme de la digue associé & un lois de darcy non linéaire
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2.2. EXISTENCE D’UNE SOLUTION DU PROBLEME ((FP,)) 15

, aq' /q ,
[ o —up da<x>s( rw—urqdam) EACUES (2.3)

S3
tel que |S3| désigne la mesure superficielle de Ss.

D’aprés (2.3) et (2.2) on obtient :

g |B(x, ¢ —u) — B(x,0)] . [¢§] do(z) < C(S3, 0, 9)- 119 — l|7a(sy) - 1€l] Lossy - (2.4)

De (2.1), (2.4) et d’aprés la théoréme de trace :

[{(A(u), O < c(w) [|€llwra s

telle que ||.|[;y1, désigne la norme usuel (W4(Q2)). m

2.2 Existence d’une solution du probléme ((P.))
Théoréme 2.2 Le probléme (P.) admet au moins une solution.

On commence par les lemmes suivants
Lemme 2.1 A est continue de K dans (W'9(Q))

Démonstration. On définie F' par

F: Q) — L7 (),

v |u|T P,

tel que v = (v, ..o, Uy), U] = (VF + ... + v2)1/2

Il est bien connu que F' est continue avec son inverse :
F1:L9(Q) — LI(Q)

U |v\q/_2 v

Soit (ug) une suite de k telle que uy converge vers un élément u de Wh(Q)

(A(w) = AW O = | ol F(Tur) = F(V).Védz — [y (8, ¥ — up) = B, — w)édor(x)

< NF(Vue) = F(Vu)lly IVE e + Cllue — ull7ags,) - 1€l Lags,) 0y(1.10)

< (IF(Vur) = F(Vu)ll o + € luk = ullypra)- 1€l -

Si ||.|| w1y désigne la norme duale forte usuelle sur (W) :

[A(ur) = A(w) w0y < 1 (Vur) = F(Vu)|l o + C e = ullyg -
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2.2. EXISTENCE D’UNE SOLUTION DU PROBLEME ((FP,)) 16

On en déduit
lim A(ug) = A(u) dans (WH9(Q))

k—>400

et la continuité de A suite. m
Lemme 2.2 A est monotone et coercive.

Démonstration. Nous avons besoin du lemme suivant, qui se trouve dans [11], p 264.

Lemme 2.3 Supposons que q > 1, il existe u > 0 telle que pour tout (z,y) € (R™")? on a
i) Siq>2 alors :

)y " < (J2]" e — |y Py, —y),

ii) Si1<q<2alors:
2 < 2—q q—2 q—2
ple —yl” < (2| + [y (=" "2 = [y|* "y, 2 —y).

Comme conséquence du lemme 2.3 et la monotone de (3, on voit que A est monotone (en fait
cela n'utilise que (|z|* >z — |y|" >y, z —y) > 0).

Soitu € K

(u,u =) = [ 1Vl VuV (=)o + [ flad - )b - wio(o)
Q S3

Au,u—) = | |[Vullde — | |Vu|"? Vu.Vabd

(Au,u — ) /Q\urx/gwu\ u.Vibda

/. Bla, ¢ —u)(§ — u)do(x). (2:5)

De plus :

fo Bt =)0 = wdor(e) = [ (3w = 0)8(.0) + B(a.0) (@~ w)do(z)
= [ Bv -0 - pe0)@ - wds) . (26)

S3

+ | B(x,0)do(z) — B(x,0)udo(x)

53 53

On a aussi les inégalités suivantes pour certaines constantes c; :

/s (B(z, Y —u) — B(,0)) (¢ —u)do(x) >0 gracea (1.11)
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2.2. EXISTENCE D’UNE SOLUTION DU PROBLEME ((FP,)) 17

| B 0pudo(w) < 18 Ol 5 Ilsy < €1 Belhyna e (19

/ V" VuVydx < [[Vul Y9 [Vl < e llull 28, = e [lull &

—1{/Q|vu\qczx+/ﬂ|w|qu}

> / V(u—0) da > e llu— Pl > e lulllynn — ca.
Q

En combinant (2.5) ,(2.6) et on tenant compte des inégalités ci-dessus ,on a pour différentes

/
constantes ¢;, ¢; :

(A=) 2 € [ullfpng — o Julllyly — e lullgrs + ¢

ainsi /
!
(Auu—) _ o llullip,  colluliz,  cllully, Cy
lullpre Nl 2/l yy1.q lullpre  lwllyie
!
> o Jullii, = e lullf, — e + :
o
Alors :
A _
(Auu =) _ |
lullyyr.g—t+oo  [|ul| 1

depuis ¢ > 1, alors A est coercive . ®
Démonstration. de théoréme 2.2 :
On a A restreint a un espace de dimension finie est clairement continue.

Soit v € LI(2) et considérons I'applaication
fo : WH(Q) =R

E— / v)&,, dr.
o est clairement une linéaire continue sur W19(Q). puisque A  est continue ,coercitif, monotone
on en (cf.[10],[13]) déduit que pour v € L4(Q) il existe une unique solution u. solution de
Iinégalité variationnelle

u. € K

(Aue, w — ue) > (fo,w —ue) Yw € K.

En prenant dans l'inégalité ci-dessus, w =u. £& ou & € V, on obtient

(Aue, &) = (fo,§) VEEV. (2.7)
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2.2. EXISTENCE D’UNE SOLUTION DU PROBLEME ((FP,)) 18

Point fixe Pour prouver qu’il existe une solution a (P,) il suffit de montrer que I’application
F. définie par

F.: L1(Q) = K,

UV U

a une point fixe . Pour cela ,nous allons utiliser le théoréme du point fixe de Schouder,
nous prouverons que F, est continue et qu'il existe R > 0 tel que F.(B(0,R) C B(0,R) et
F.(B(0, R) soit relativement compact en L9(€2) ,ou B(0, R) est la boule en L9(€2) de centre
0 et de rayon R.

dR > 0/F.(B(0,R) C B(0, R) : notez que u. — ¢ est une fonction de test appropriée pour
(2.8).

Donc :
/Q \Vue| Vue.V(ue — ) — Ge(v)(ue — ), de = / Bx, 0 — ue).(ue — ¥)do(x).
Alinsi,
/(|WJI‘2 Vu, — | V|72 V).V (u — ¢)de = / (V|72 V.V (u, dx+/G
Q Q

_|_/S(ﬁ(x,¢—u) B(x,0).(0 — (v — u))do(x)

+ /5 (B(x,0).(uc — )do(x).
' (2.8)

On a pour certaines constantes c; et ¢y indépendantes de € :

q—2 1/q
V.V (e — $)da| < ( /Q |vw|qda:) ( / V(u |qu)

S 1 ’ue - w|W14q y
/ G.(w)(u
Q

/51 (B(z, 1 —ue) — B(x,0)).(0 = (¢p — u))do(z) < 0 voir (1.11),

Vi
Q

|ue - me )

— ) dxg/Q|G€(v)].]ue—w)xn|dx§ v

/S (8(x.0).(u, — )do(z)

S Ca. |ue - 77D|I/Vl,q .

S ‘6(1’,0)‘qu . |u6 - w‘Lq .

De (2.8) et des estimations ci- dessus on déduit

/(|vue|q2 Ve — V|72 V).V (ue — ¥)de < es. [ue — |y, (2.9)
Q
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2.2. EXISTENCE D’UNE SOLUTION DU PROBLEME ((FP,)) 19

ol «c3 est une constante indépendante de e.
On distingue alors deux cas :

(1) ¢ > 2 : par le lemme 2.3 (i) , on a

/ IV (ue — )" dz < /Q(\vueyq—2 Vue — |VY|* 2 V).V (ue — 1)d. (2.10)
En utilisant 'inégalité de Poincaré ,(2.9)et (2.10), on obtient pour une constante ¢ indépen-
dante de €
e = Pl < Clue = Ylya,
Ainsi
[tre = Yy < CHIL
Plus

|ue|W17q < |us - 7/]|W1,q + |¢|W17q <R,
Ou R est une constante indépendante de e.

(ii) 1 < ¢ < 2 : Remarquer que ¢’ > 2, donc d’aprés le lemme 2.3 ou i est la constante

I

correspondant ¢ ¢ =q :

/]F (Vu.) — Vw)]q dx
< / (F(Vudl? =2 F(Vu) — |(VO)[ 2 F(V)).(F(Vu,) — F(V))da

_ / (F(Vue) = F(V)).(Vue = Vip))da

( rappeler que |F(w)|? % F(w) = |w|' ~2@ D2y, — v € L9(9).) cela ci aussi :

W IP(Vu) = FOV0)[G < [ (907 Va, = V0" V0).9 .~ )da

< ¢z lue = Ylyg de (2.9)
On déduit que
W IF(Vu) = F(VE)[T < esllue = Glyg de(2.9), (2.11)
Maintenant, nous avons

Vull, = |F(Vu)|?, < ([F(Vu) — F(V)| 10 + | F(V)]10)7

< 2 (|F(Vu) — F(VO)!, + [F(T)L ). (2.12)
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2.2. EXISTENCE D’UNE SOLUTION DU PROBLEME ((FP,)) 20

La derniére inégalité est due a la convexité de la fonction z — |x|? puisque g > 1.

On obtient par (2.11) et (2.12) pour certaines constantes ¢, c, :
|V, %q/ < C/1 |ue|W1»q + C/2-

En utilisant I'inégalité de Poincaré pour u. — x,, on en déduit
|ue|g/v1,q <d |Uelypria + cy.

Ainsi, |[ue| 1, < R(puisque ¢ > 1) otR est une constante indépendante de e.

On a prouvé qu’il existe R > 0, indépendante de € tel que F.(B(O,R)) C B(0,R) :
F.: L9(Q2) — L(Q)) est continue .

Soit (vg)r une suite en L(€2) qui converge vers v en L7(€2).

définir u* = F.(vg) et uc = F.(v).

e —

k

puisque u? — u, une fonction de test appropriée pour (2.7), on a

/ ‘Vuf‘q_Q Vuk v (uf — u)dx
Q

= / Ge(vp)(Wf —u)e, dr+ | Blo,p —ub).(uf —u)do(z) (2.13)
Q S3
/ (V" Vue. V(uf — u,)dx
0

= /QGE(U)(U]: — Ue)y, dx + s B, — ue).(uf —u.)do(z) (2.14)

En soustrayant (2.14) de (2.13) , on déduit
/(’Vuf‘qQ Vb — |[Vu|"* Vu.).V(uf —u)dx
Q

_ / (Ge(vr) — Gel)) (Ul — ul)s, da
Q

n / (B, — ) — B, — u0).(uF — u.)do(z)
S3

et
/(\Vuf\q‘g Vb — |[Vu|"* Vu.).V(uf —u)dz
Q
< /(Ge(vk) — G (V) (uF — ue)pnda (2.15)
Q
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2.2. EXISTENCE D’UNE SOLUTION DU PROBLEME ((P,)) 21

(voir (1.11)).
On distingue alors deux case :

(i) ¢ > 2 : par le lemme 2.3, on dérive de (2.15) :

[ 19t =] de < [ (Gwn) = Glo)) = )

et par inégalité de Holder

/‘Vu—ue‘dx<(/\G (vr) |de) (/’VU—UE )q

qui conduit a
/‘Vu —u)|’ dx</|G V) )|q dx (2.16)
mais

/ Gulve) — G| da = / 1Ge(00) — Gow)|7 . |Gu(vn) — G (v)) da
Q
§/2q LG (vy) — Ge(v)|dz (car |G (v)| < 1)
Q

: 1 Ha
old'=1), |Q|q71/q - (/ lu, — U|qu) (2.17)
€ 0

(perce que |Ge(wr) — Ge(w)] < (1/€) |y — w)).
En utilisant (2.16),(2.17) et en appliquant l'inégalité de Poincaré on obtient, pour une
constante c

’Fe(vk) — F.(v)

|W1q < c’Uk _U‘L'I )

et la continuité tient dans ce cas.

(ii) 1<g<2:onaq >2,donc, de lemme 2.3,

/ ‘F Vu F(Vu,)

"dr < /Q(‘F(VU’S)‘]”F(VU’S) —[F(Vuo)|" ™ F(Vu) ) (F(Vuf) = (F(Vu))d:

= /(|Vuf‘q2 Vit — [ Vu|"* Vu,).V(uf —u)dx
Q

Donc ,par (2.15) nous arrivons

W |F(Vk) ~ F(Tu)

ey < / (Golvr) — Co(0) (el — ), da

§</]Gvk de:c) </\vu—u6\dx)q
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2.2. EXISTENCE D’UNE SOLUTION DU PROBLEME ((P,)) 22

1/q
<c</|G Uk) ()|7 d:v)

(puisque u” et u. sont bornés dans W14((Q)).

1/q
< (/ v — v\qdm) (voir2.17).
Q

On en déduit que F(Vu* — F(Vu,) dans Lq/(Q) et donc F~1o F(Vur) — F~1o F(Vu,)

dans L(2) ( puisque F~! est continue sur Lq/(Q), i, e.

VuF — Vu, dans LI(Q).

Par I'inégalité de Poincaré il s’ensuit que u* — u, dans L et la continuité de F, est prouvée.
De plus , on sait que  F.(B(0,R) C B(0,R) C W otr B(0,R’) est une boule dans

Whe. Done F.(B(0, R)) est relativement compact en L? puisque U'injection W4(Q) < L9(Q)

est complétement continue (voir|1]).

A ce point,en appliquant le théoréme du point fixe de Schouder sur B(0, R),(voir|14]),nous

avons établi que F, admet un point fixe ,donc (P.) a une solution .montrons maintenant que

Ue < Ty,

Ensemble £ = (u. — z,,)~, ot (.)~ désigne la partie négative d’une fonction .Puisque £ est

une fonction de test pour (P.),on a

/ V"™ Vue V(ue — x,)"dz
Q

- / Gol(td)-(tte — o)z, dz + | Bl — ue)-(ue — 20)~do(2).
Q S3
Mais

/QGE(UG).(—Ue — xy), dr = /Q(uE — Xp),, dx

g B, — ue).(ue — x,) "do(x) > 0

Puisque u, < x, implique u, < ¢. Donc si [u. < z,| désigne 'ensemble ot u, < z, on

et par (1.12)

obtient
/ V| " VeV (ue — x,)de < / Tp)g, dT. (2.18)
[ue<zn] [u5<mn]
Puisque
/ |V:En]q72 Vi, V(u —x,)d / )z, d. (2.19)
[ue<zn) <xn]
On en déduit en soustrayant (2.19) de (2.18)
/ ([Vue|** Vu, — |V, |** V).V (ue — ,)dz < 0. (2.20)
[ue<zn]
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En utilisant le lemme 2.3 et (2.20) on obtient

(i)/ V(e —2)[Tde <0 si q>2,
[ue<zn]

<n>/ Vo)l 0 G oo
ean] (Ve + [V, )27~ <g<2

Cela implique que u, > z,, . En Q et le théoreme (2.1) nous a prouve.
En remarquant que G(u.) est uniformément borné (0 < G (u.) <1);
voir(2.1) et u. est borné dans W¢(Q) ,donc on a pour une constante ¢ indépendante de €

|G6(u6)|Lq S C) |ue|W1,q S C |

2.3 Existence de solution de probléme (P)

Théoréme 2.3 Le probléme (P) admet au moins une solution.

Démonstration. D’aprés théoréme de Rellich et de la continuité complété de 'operateur

de trace il existe une sous-suite €, et u € W4(Q), g € L1(Q) telle que

Ge(ug,) =g dans LY(Q) (2.21)
u, —u dans  Wh(Q) u, —u dans L) et p.pdans Q. (2.22)
U, — u dans L7(S3) et a,e dans Ss. (2.23)

On va montrer que (u,g) est solution de (P). Soit I'ensemble K; = {v € K/v > x,}
a.e dans Q Puisque K est fermé et convexe en W14, il est faiblement fermé ,donc u,, € ki,

u est dans cet ensemble de sorte que
u>z, aedans Qu=ux, dansS,. (2.24)

Ensuite, I’'ensemble

Ky={vellQ)/0<v<1 aedans Q}

Etant fermé et convexe il est faiblement fermé en L7(€), et donc
0<g<1 a.edans . (2.25)
De plus ,par le théoréme de Lebesgue

Ge(Uee,) = 0 dans  L([u > x,))
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Puisque , par (2.21) on a aussi
Ge,(ue,) = g dans  L([u > x,))

On en déduit
g=0 aedans [u> z,] (2.26)
Et donc (P) (i) (ii) suivre ,il reste & prouvé (P) (iii).
Note
Yoe L1(Q) G (v(z))=1-H,(v(z)—1z,) aexec, (2.27)

Ou H. est définie par

1 st S > €,

H(s) =< s/e si 0<s<e, (2.28)
0 st s <0.
Soit € € W14(Q),& > 0 sur Sy. Pour tout § > 0, (p./d A &), pe = uc — @, est une fonction

de test pour (P, (A désigne le min de deux nombres ). Donc on peut écrire en tentant compte

/ V|2 V.V (% A 5) V2T Vi,V (% A g) dr

/H /\§> dr — B(m,w—ue)<%/\§>da(x):0
S3
Le premier terme si la somme ci-dessus peut étre écrite, avec une notation évidente pour les

ensemble ou I'intégration est effectuée ,comme

Ue — Tn

dx

/ (IVu"* Vu, — |V, 2 VX,).V
[ue —zn <]

+ / (V" * Vue — |Va,|* > VX,).Vda.
(e —zn >6€]
Mais par lemme 2.3

Ue — T
< “dx >0,

/ (V" * Vu, — |V, > VX,).V
(e —zn <]

Et en obtient
/ (V" ? Vue — |V, | > VX,).Védz.
[we —zn >d€]

/ H( K g) i | Bz, — u.) (% A g) do(z) <0 (2.29)

Tn
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Lorsque § — 0, le premier terme de (2.29) converge vers

/ (V" Vu, — |V, | > VX,). Védz. (2.30)
Q
De plus, montrons que
lim [ H(ue—x,) <u5 — A §) dx = / H (ue — x,)&,,dx (2.31)
=0 Jq 0 o Q

Ue — Tp

limsup [ B(X —¢ —u,) ( A §) do(z) < | Bz, —Yuc)édo(x). (2.32)
6—0 S ) S

En effet, en utilisant la formule de divergence , notez que

lim | H(uc— z,) (u6 g T A §) dx = —/(He(uE —Zn))a, - (ue ; I /\f) dx
on Q

+ | Hc(ue —x,).vp. (ue _5 Tnn §) do(z),

o0N

v, désignant la derniére entrée de 'unité extérieure normale v a 0f)
En laissant § — 0 et puisque £ A (ue — x,)/0 — £ a.e On [ues,, | on obtient ,par la théoréme

de Lebesgue :

lim [ H.(ue—x,) (u6 ; T f) dr = — /(He(ue — ), -Edx
o Q

+ [ H(uc —x,).v,.8do(x)

o0
:/He(us_xn)~§arndxa
Q

ce qui prouve (2.31),passons ensuite a la prouve de (2.32)

Notons que

/ Bz, ¢ — u) (ue — /\f) do(x)
S 0
Ue — T,

[ s (M5 e dote)
S3N[ue>wn]

+/ Bz, 1) —x,)(0 A &)do(x)
SsNue>an]

Ue — Ty,
S /Ssﬂ[ue>zn] 5(33’ d} a ue> < ) A 6) da(l‘) + /;5:30[u(>1-n] 5(3:7 ¢ - xn)fda(x)
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Depuis S(z, ¢ — x,) = B(z,¢) > 0 de (1.12)
En passant au Limsup on obtient :

lim sup B@ﬂb—ua-<&£:£3A§)d0@ﬁ§uL , Plais = z.) gdo(@)

6—0 S3 5

+/‘ Bz, — z,) £do(x) = | Bla,t — ) £do(z),
S3N[ue>ay] S3

et (2.32) suite
En combinant (2.30)-(2.32) et en laissant § — 0 dans (2.29) on obtient

/ (IVue|** Vu, — |V, |*? Va, ). Vde
Q

+ H(ue — x,)&,dx — [ B(z, 0 — pe).&do(x) < 0.
Q0 S3

Donc pour tout solution u, & (P.) on a :

/ |Vu€\q*2 Vue.VE — Ge(u,).&,, dx — /Sgﬂ(az, Y —u).Edo(z) <0
Q
VEE WH(Q), € >0 sur S,. (2.33)

Pour conclure, nous avons besoin de montrer que :
(u.,) converge fortement vers u en Wi,

Montrons que Vu,, ,converge vers Vu dans LI(€2).Pour cela il suffit de prouver que

limsup [Vue, [ o) < [Vl - (2.34)

d—+oo

En effet LI((2) étant uniformément convexe(q > 1) et puisque Vu,, — Vu dans L(Q),on

aura (voir|7])

lim Vu,, = Vu fortement dans L7(12)

k—+o00

Puisque & = u,, — u estune fonction test pour (P, ) ona

/Q ]Vuek\q_2 Ve, .V (ue, —u)de = /QG% (te,)-(te, — 1), dx

+ Bz, — ue,).(ue, —u)do(x).
S3
Ainsi

/ Ve, | % doe = / Ve, | % Ve, . Vudz + / Ge, (U, ) (U, — 1)y, dx
Q Q Q
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. Bla, b —ue) = B, ¢ — u).(ug, — u)do(x)

+ . Bz, —u).(u, —u)do(x). (2.35)

En appliquant I'inégalité de Holder ,on a

1/q 1/q
< (/ ]Vuek\kdx> .(/\vu\q) o (230)
Q Q

/ |Vu€,€|q*2 Ve, .Vu dz
0

et par monotonie de 3 (voir(1.11) :

/S Bz, — ue,) — Bz, — u)).(ue, —u)do(z) <0 (2.37)
De (2.23),on déduit
lim Bz, — u).(ue, —u)do(x) = 0. (2.38)
k——+o0 S
Montrons que
lim [ G (ue,)-(te, — )y, dx = 0. (2.39)
k—+oo Jo

Nous avons d’adord

[ G- o

Q

/(uek—zt)xndx - / H, (UEk - mn)(uek — Tn)e, — (u — Tp)e,dx
Q Q

i / (Hoy (e, — 70) = 1) = ), da

Ensuite,de (2.22) on déduit

lim [ (ug, — )y, dr =0 car wu, —u dans WH(Q)

Or H,, (ue, — x,) — 1 a.e , dans [u > x,,] , alors par le théoreme de Lebesgue on a

lim [ (He, (ue, — xn) — 1)(u — xp)s,dz = 0.

Alors pour avoir (2.39),il reste a prouver que

lim [ (He, (te, — n) — 1)(u — ), dx = /(u — Tp)g, dx. (2.40)
k—+o0o Jq Q

H,, (ue, — xn)(Ue, — )z, apparrient & une boule fermé de L9(S2) faiblement compacte. Il
suffit donc de prouver que He, (uc, — ) (e, — Tn)z, admet (v — x,,),, ;,comme unique limite

faible indiquer.Ensemble

E. (s)= /o H,, (t)dt Vs € R.
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2.3. EXISTENCE DE SOLUTION DE PROBLEME (P) 28

Ensuite, nous avons

He, (ug, — xn)(ue, — Tn)a, = (Ee (e, — Tn))a,
E.,(s) —» st aedans R.
| Ee (e, — 2) = (u = 2)|*
< (1Be, (ue, — n) = Eqp(u — )| + [Ee, (u — 20) — (u— 2)])*
<27 B (ue, — ) — B (u — 2,) "+ 297 B, (u — ) — (u — ,)|*
<29 Y|ue, — 1 —u— 2 |T + | B, (v — ) — (u— 2,)]). (2.41)

Puisque F, (s) — sT a.e dans R ,alors par le théoréeme de Lebesgue on a

E. (u—x,) = (u—x,) dansL(Q).

Donc :de (2.22) et (2.41) on déduit

E. (ue, —x,) = (u—x,) dansL?(Q).
Alors : u — x, est 'unique point limite de (B, (u,, — 2,)) dans D'(Q),ce qui prouve que
(u — 1,),, est I'unique point limite de (E,, (ue, — n))s, dans D'(Q).
Ainsi (u — x,),, est 'unique point limite de H,, (ue, — ©n)(Ue, — Tn)z, dans LI(2) et
(2.40),(2.39) sont valable .
En passant au limsup en k dans 2.35 et en rappellent (2.36)-(2.39) on obtient

1/d 1/q
limsup/ |V, |? de < limsup (/ \Vu€k|q> : (/ |Vul|? dx)
k—+o0 9] k—+o00 9] 9]

Ainsi (2.34) est vérifiée .
Ceci acheve la prouve de lemme précédent
fin de la prouve du théoreme (2.1).

On déduit du lemme précedente que

F(Vue,) = F(Vu) dans ]Lq,(Q) (2.42)

Puis, en particuller,faiblement dans 1Y (Q)

Soit alors £ € W1 € (Q), £ > 0 on Sy,0n a d’pré (2.33) :

/ F(Vug, V€ — Go(ue Ve dz < | Bla, 10 — e, ) £do(z).
Q S3
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2.3. EXISTENCE DE SOLUTION DE PROBLEME (P) 29

Soit k — o0, on obtient par (2.21),(2.23) et (2.42) et le théoreme de Lebesgue ,

/QF(VU).Vf — g€, dx < s Blx, v —u).bdo(z),

Donc : (P) (iii) et le théoréme est prouveé.
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CHAPITRE 3

ETUDE D’UN EXEMPLE

Dans ce chapitre, on va étudier I'unicté dans une cas simple. Si nous avons que le probléme
(P) admet une solution , il est plus difficile d’établir son unicité . Dans la cas particulier ou
g = 2 nous renvoyons le lecteur a [15].

Dans ce chapitre, nous aimerions aborder cette question sur un exemple .

Donnons d’abord une propriété générale pour la solution de (P).

3.1 Reésultat important
Proposition 3.1 Soit (u, g) un couple de solution de (P) .Alors

div(|[Vu|" > Vu) — g,, =0 (3.1)
ou sans distributionnel

Démonstration. Soit £ € D(Q), ou D(2) est I'espace des fonction C' a support compact .

Puisque est une fonction test ,on a

/ IVu|'* Vu.VE — g€, dx = 0. (3.2)
Q

Donc
div(|Vu|* > Vu) — g5, = 0 Alors,tournons -nous maintenant vers un exemple particulier
et supposons que

n=2 Q=(0,L)x(0,D).

De plus,on peut facilement vérifier que

/Q Vo Vi, V(u — 22)" + (B(h) — 1D)(u — T)) dx

= [ B — D)(w — x2)*do(z). (3.3)

S3
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3.1. RESULTAT IMPORTANT 31

En soustrayant(3.3) de (3.1) , on obtient
/ (‘Vul
Q

< / (B — o) — B — D))(u — D)*do(x)
S3

-2 / _ /
vl - (Vo7 V). V(u — z5)tda

" / (5(h) = 1)(w — D)*do(z) <0

Puisque 3 est non décroissant et 0 < 3(h) < 1.(Rappelons que continuer sur u' > 2)

Ainsi de lemme 2.3 on en deduit

(7) /‘V(u'—mgﬁ‘qdzg() sioq>2,
Q

iz’ ‘V(u/ — )|
(i) /Q<Nu'|+|w>2q

On en déduit que V(u' — 22)" =0 et u' <y a.e .en ).

2

dr <0 si 1<q<2

. ’ , .
Puisque u > x5 on a nécessairement

’

u =xy a.edans (3.4)

De (3.1) et (3.4) on déduit

9;:2 =0 et ¢ = g’(xl). (3.5)

Soit alors £ € W4(Q), & = 0 sur Sy. +£ est une fonction de test pour (P) . Donc en tenant
compte de (3.4) et (3.5) on a

/ bon— Gbnde= [ B(h).Edo(z) & / (1 — g (22))€)npd
Q Ss3 Q

= ) B(h).Edo(x).
Alors,en intégrant en x,,
/S (=g @))edo(o) = [ Bh)gdola) V€W (D.E=0 sur S

Il s’ensuit que ¢’ = 1 — B(h).

Counsidérez la situation ou
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3.2. UNICITE DANS UNE CAS PARTICULIERE 32

o(r1,29) = D 4+ h — x5 de sorte que  Y(x1,29) = D + h,
5(x,u):5(u), B(O):O
S1= ({0} x [0,D) U ({L}[0,D]), S>=1[0,L] x {0}, Ss5=(0,L)x{D}. m

3.2 Unicité dans une cas particuliére

On considére aue n = 2 et que (2 est la figure suivante :

D+ h

5

t

FIGURE 3.1 -

On va montrer :

Théoréme 3.1 Supposons que l'on soit aussi sous les hypothéses du théoreme 2.1,alors il
existe une seule solution (u,q) a (P) . Il est donné par

(i) 50 0 < 5(h) < 1(u, g9) = (22,1 = B(h))

(ii) si B(h) > 1(u,g) = ((a+ 1)x2,0)
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3.2. UNICITE DANS UNE CAS PARTICULIERE 33

ot est le réel dans (0,h/D) tel que B(h — aD) = (a + 1)971.(Notez que g n'est pas toujours

une fonction caractéristique d’un ensemble).

Démonstration. On suppose que 0 < 8(h) < 1.
Soit £ € W4(Q), & > 0 sur Sy,alors si (u, g) = (z2,1 — B(h)),

/ IVu|"? Vu.VE — g&pdz — | B(h,u).&do(x)
Q

Sa

/6 ) easo(@) ~ [ Bh)gdo(a) =~ [ smdote) <0

Donc (x9,1 — B(h)) est une solution de (P).
Soit (u', g') une outre solution.Si (.)* désigne la partie positive d'une fonction ,4+(us — x5)*

est une fonction de test pour (P),alors

’ q—2
/ ’Vu
Q

; By — u/)(u/ — x9)Tdo ().

/ /

Vu . V(u —x)" — g (u — To)d dx

(ii) Nous supposant 3(h) > 1. Ensuite , on considéré I’application
fit— B(h—tD)— (1+1t)7 1

nous avons

FO) =B~ 150, f(h)=—(1+ ) <o,

Dong,il existe a > 0 tel que f(a) =0, i,e f(h —aD) = (a+1)4!
Vérifions que ((a + 1)z2,0) est une solution de (P).

Soit £ € W971(Q),£ > 0 sur Sy.Alors

/Q V(o + 1)) |72 V(a0 + 1)) . VEda — ) B — (a+1)D).Edo ()

_ /(a 0 de— | B(h—aD).gdo(x)
Q Ss

— [ @+ 17, = 5l - aD)) gdo(a) [ (ot ) edo(a) <0
Sg SQ
Montrons que ((« + 1)4,,0) est unique solution de (P).

On note de (v, g') une outre solution . £ = +(u" — (o + 1)z3) est une fonction de test pour

(P),donc
’ q—2 ’ ’ / /
/ ’Vu Vu.V(u — (a+ 1)) — g (u — (a4 1)xg)s,de
Q
B —u).(u — (a+ 1)xs)do(z). (3.6)
S3
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3.2. UNICITE DANS UNE CAS PARTICULIERE 34

De plus, on peut vérifier que

/Q V(o + 1)) |72 V((a+ 1)a2).V(u — (a+ 1)zy)de

= [ B = (@t Da)(u = o+ Daa)do(a) (37)

En soustrayant (3.7) de (3.6) ,nous obtenons(rappelons que g’ = 0 sur v’ > ,, ) :

/Q(‘V“'\HVU/ — [V((a+ Dzo) [TV ((a + 1)a2)). V(' — (o + 1)an)da

< / J (—a)dz + / (B — ') — Bt — (a + L)zz).

(u' — (o + 1)xp)do(x) < 0.

D’aprés le lemme (2.3) on obtient

quSO si g > 2,

(i) /Q‘V(u/—(oHrl)y@)

3 V(i = (a+ 1))’ _
dr <0 1 < 2.
(ZZ) /Q (]Vu/\ T \V(a I 1)x2])2*q T < S1 <qg=

Donc : V(u' — (a + 1)zy) = 0 a,e dans € et

/

u = (a+1)zy a.e dans() (3.8)
Maintenant de (3.1) et (3.8) on obtient :
g;Z =0 etg =g (x) (3.9)

Soit & € W14(Q), & = Osur Sy. &£ est une fonction de test pour (P).
Donc ,en utilisant (3.8) et (3.9) on abtenir

/Q (@ + 1716, — g ()6uds = [ 5(h—aD).cdoa)

Alors /Q((a + 17— g (21)€) — wodx = ; B(h —aD).&do(x).

Puis en intégrant en xo,

/ (<a p1yt g’(xl)) cdo(x) = | B(h— aD).cdo(x).
Ss Ss

Ceci tentant pour tout & € Wh4(Q), £ = 0 sur Ss,0n obtient

(a+1)7 =g (21) = B(h—aD) et g (x;)=0.

Ainsi (v, g") = ((a + 1)4,,0). Ceci compléte la prouve d’unicité dans ce cas. m
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Conclusion

Nous avons présenté une étude sur un probléme de barrage avec des conditions de fuite.
Cette étude a été abordée dans le deuxiéme chapitre, tandis que la base de I'article se trouve
dans la référence [9]. Bien que notre étude ne couvre qu’une partie du probléme, elle constitue

une avancée significative et ouvre la voie a de futures recherches dans ce domaine.
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Résumé

On considere un probleme de la digue, associé a un lois de Darcy non
linéaire, dans un domaine borné de R™. On s’interress a étudier I'existence
de ce probleme en étudiant un probléeme approché, l'existence est prouvé
d’apres un théoreme de point fixe de Schauder, puis on passe a la limite.
Enfin, on traite I'unicité dans une cas particuliere.

Mots clés : Probleme de la digue, lois de Darcy, existence et unicité

Abstract

We consider a problem of a dam, associated with a nonlinear Darcy law, in
a bounded domain in R”. We aim to study the existence of this problem
by investigating an approximate problem, whose existence is proven using
a fixed-point theorem of Schauder, and then taking the limit. Finally, we
address uniqueness in a specific case.

Keywords: Dam problem, Darcy laws, existence and uniqueness.
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