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Notations

Notations

L(E,F) L’ensemble des applications linéaires de E dans F'.

L(E,F) L’ensemble des applications linéaires continues de £ dans F.

C(la, b)) L’espace des fonctions continues sur [a, b].

C*([a, b)) L’espace des fonctions continiment dérivables (de classe C! sur [a, b]).

L*([a, b)) L’espace des fonctions de carreés intégrables sur [a, ], i.e. fab |f(2))? dx <
0.

2(R) L’espaces des suites réelles (x,), de carrés sommables, i.e. vérifiant
D ot || < o0

T-1 L’inverse de 'opérateur 7.

T L’adjoint de l'opérateur 7'

Im(T) L’image de l'opérateur T

ker(7") Le noyau de 'opérateur 7.

D(T) Le domaine de 'opérateur 7.

K(E),K(E,F) L’espace des opérateurs compacts de F, ou de FE dans F.

CL(E),CL(E,F) L’espace des opérateurs fermés de F, ou de E dans F.
(

GL(E) L’espace des opérateurs inversibles de £ dans F.
G(T) Le graphe de l'opérateur 7T

||.||ID(T) La norme de graphe de 'opérateur 7.
T La fermeture de 'opérateur T.

p(T) L’ensemble résolvante de l'opérateur 7'
R\(T) La résolvante de opérateur 7.

o(T) Le spectre de 'operateur T.

o,(T) Le spectre ponctuel de 'operateur T
o.(T) Le spectre résiduel de I'operateur 7.
o.(T) Le spectre continu de 'operateur 7.
r(7T) Le rayon spectral de 1'operateur 7.



Introduction

Introduction

Depuis un siecle dé¢ja, la théorie des opérateurs non bornés a connu un immense progres
et des efforts sans relache pour mettre a I’ceuvre des outils permettant des dégager toutes
les difficultés liées a cette classe. Les opérateurs fermés, sujets d’investigation, viennent
souvent de domaines différents (mécanique quantique, EDO, EDP,...) mais rassemblent les

propriétés mathématiques liées & la terminologie théorie des opérateurs.

Le prototype de 'opérateur non borné est ’application linéaire 7' : £ — F' d’un sous
espace linéaire D(T) C E le domaine de T & l'espace F. Contrairement a la convention
habituelle, ne peut pas étre défini I'opérateur T" sur tout I’espace E : le but de ce mémoire

est de développer une théorie générale de ce genre des opérateurs.

Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Dans le premier chapitre on va donner les éléments de base de I’Analyse Fonctionnelle
: espaces de Banach et espaces de Hilbert, les opérateurs linéaires continus, les opérateurs
bornés avec leurs propriétés, leur adjoint, leurs classifications.

Dans le deuxiéme chapitre on présente la théorie élémentaire des opérateurs non bornés
et leurs propriétés, en particulier celle des opérateurs fermés, fermables et aussi I'opérateur
adjoint, auto-adjoint d’un opérateur non borné.

Dans le troisieme chapitre on présente la notion de spectre des opérateurs bornés et non

bornés d'un espace £ (Banach ou Hilbert) dans lui méme.



Chapitre 1

Opérateurs bornés

L’objectif de ce chapitre est de rappeler 'essentiel des notions et résultats utilisés tout
au long de ce travail. Le chapitre est composé de trois sections, la premiére section, nous
rappelons quelques définitions et résultats sur les espaces de Banach et les espaces de Hilbert,
La deuxiéme section, contient un apercgu sur les opérateurs linéaires continus. La derniére

section, nous donnons quelques définitions et résultats sur les opérateurs bornés.

1.1 Rappels et notions fondamentales

Définition 1.1.1 (Espace de Banach)
On appelle espace de Banach (E,||.|) tout espace vectoriel normé et complet pour la

distance déduite de sa norme d(x,y) = ||z — y||.
Lemme 1.1.1 Tout espace normé (E, ||.||) de dimension finie est complet.

Définition 1.1.2 (Espace Fuclidien (préhilbertien))
Un espace vectoriel H sur k muni d’un produit scalaire est dit espace FEuclidien ou

préhilbertien.

Proposition 1.1.1 Toute espace préhilbertien est un espace vectoriel normé, la norme
est donnée par

2l = v/ (2, 2) -



1.2. Opérateurs linéaires continus

Définition 1.1.3 (Identité du parallélogramme)

Sotent x et y € E avec E est un espace préhilbertien alors :
2 2 2 2
2 +yl” + o =yl =2z + 2 ly]" .

Remarque 1.1.1 Un espace vectoriel normé est un espace préhilbertien si et seulement si

sa norme vérifie l'identité du parallélogramme.

Exemple 1.1.1 (C'[0,1],R,||||,) est un espace vectoriel normé mais n’est pas un espace

préhilbertien car : si

f(2) = L gla) =, avecw € [0,1] [|f(2)], =L, llgla)ll. = 1.

Alors :
If + 9l = sup 1+ 2] = 2, |f — gll, =sup[l —=[=1.
Et donc :
1F + gllz + 11f = gll% # 217112 + 2 N9l -

Définition 1.1.4 (Espace de Hilbert)
Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’un produit scalaire (x,y) et qui

est complet pour la norme (z, 3:)1/2 .

Définition 1.1.5 Un espace de Hilbert est un espace de Banach (donc complet) dont la
norme découle d’un produit scalaire ou hermitien par le signe (,). C’est la généralisation en

dimension quelconque d’un espace Euclidien ou hermitien.

Remarque 1.1.2 Un espace de Banach est un espace de Hilbert si et seulement si sa norme

vérifie lidentité du parallélogramme.

1.2 Opérateurs linéaires continus

Soit T un opérateur linéaire de E dans F, E et F' étant des Banach. On note D(T) le
domaine de définition, qui est donc un sous-espace de F, et on note Im(7") le domaine des
valeurs qui est un sous espace de F' tel que Im(7T") = {Tu: u € E}. Enfin, on note ker(7)
le noyau de T' tel que ker(T) = {u € E;Tu = 0}.



1.2. Opérateurs linéaires continus

Définition 1.2.1 (Continuité des opérateurs en un point)
Soient E et ' deux espaces vectoriels normés, un opérateur linéaire T défini sur un sous
ensemble G C E dans F' est dit continu au point xo de G si :

Pour toute suite x,, de G converge vers x, la suite T'(x,,) converge vers T'(xq) c’est & dire

lim T'(z,) = T(lim z,) = T(x).

n—oo n—oo

Remarque 1.2.1 L’opérateur linéaire T est dit continu sur G, s’il est continu en chaque

point de l’ensemble G.

Théoréme 1.2.1 Soient E et F deux espaces normés, un opérateur linéaire T défini sur

un sous ensemble G C E dans F, est dit continu partout sur G s’il est continu en point x

de G.

Corollaire 1.2.1 En dimension finie, toutes les applications linéaires sont continues. De
facon précise, si E est un espace vectoriel normé de dimension finie et si F' est un espace

vectoriel normé, alors toute application linéaire T : E — F' est continue.

1.2.1 L’espace normé L(E, F)

Si (E,|.|g) et (F,|.||p) sont deux espaces vectoriels normés, on note L(E,F) I'espace
vectoriel constitué par toutes les applications linéaires continues de F dans F'. Lorsque

E = F, on écrit L(E) au lieu de L(E, E).

Théoréme 1.2.2 Soient E et F' deux espaces vectoriels normés. On suppose que l’espace

F est complet. Alors l'espace L(E, F)est complet.

Corollaire 1.2.2 Si E est un espace vectoriel normé, alors L(E, k) est un espace de Ba-

nach.

Théoréme 1.2.3 Soit E un espace normé et F' un espace de Banach, alors L(E, F) est un

espace de Banach.

Définition 1.2.2 (Dual topologique)
On appelle dual topologique de l'espace E et que l'on note E* [’espace de Banach des

fonctionnelles linéaires continues L(E, k).



1.3. Opérateurs bornés

Remarque 1.2.2 L’ensemble de tous les opérateurs linéaires continus L(E, F) de E dans
F, est un sous-espace vectoriel de L(E, F') I’ensemble de tous les opérateurs linéaires sur F
dans F. En particulier le dual topologique E* = L(F k) est inclus dans le dual algébrique
Et=L(Ek).

1.3 Opérateurs bornés

Définition 1.3.1 (Opérateur borné)
Un opérateur linéaire T' défini sur E dans I est dit borné s’il existe une constante positive
C >0, telle que

7@y < Cllel, Vee B ()

Proposition 1.3.1 (Norme d’un opérateur)
La plus petite des constantes C' vérifiant la relation (1) est appelée norme de T notée ||T||

et donnée par:

1T ()|
1T} = sup =5 = sup |T(2)[p= sup |T(2)lp -

z#£0 ||$||E lz||=1 |lz||<1,2#£0
Théoréme 1.3.1 Un opérateur linéaire T' est continu, si et seulement s’il est borné.
Corollaire 1.3.1 Si S € L(H) etT € L(H) avec, H un C — Hilbert et si
(Sz, ) = (T'x, x)

pour tout x € H, alors :

S=T.

Proposition 1.3.2 soient E et F' deuxr espaces normés et T' : E — F un opérateur

linéaire, les propriétés suivantes sont équivalentes:
1. L’opérateur T' est continu sur E.
2. L’opérateur T est continu au point O.

3. L’opérateur T est borné.



1.3. Opérateurs bornés

1.3.1 Inversibilité des opérateurs bornés

Dans cette section, on regroupe certains résultats sur les opérateurs inversibles. En partic-
ulier, on donne une caractérisation de l'inversibilité d’un opérateur qui s’avérera tres utile

pour la suite.

Corollaire 1.3.2 (Théoréme d’isomorphisme de Banach)
Soit f : E — F une application linéaire continue bijective entre deux espaces de Banach.

Alors f~1 est continue.

Définition 1.3.2 (Opérateur inverse)

L’opérateur T est dit inversible, si pour tout y € Im(T) I’équation
Tx =y,

a une solution et une seule.

Si T est inversible, a chaque y € Im(T') on peut faire correspondre un élément et un seul x €
D(T) a savoir la solution de I’équation Tx = y. L’opérateur qui réalise cette correspondance
s’appelle inverse de T et se note T~'. On note GL(E) ’ensemble des opérateurs T € L(E)

inversibles.

Théoréme 1.3.2 Lopérateur T, inverse d’un opérateur linéaire T, est aussi linéaire.

Proposition 1.3.3 Soit E un espace de Banach, T € L(E). Si |[|[T|| <1 alors (I —=T) €
GL(E) et on a

(I-7)t=) 1"

n>0

De plus, GL(E) est un ouvert de L(E)et l'application T — T~ est continue sur GL(FE).

Preuve. Voir [13] =



1.3. Opérateurs bornés

1.3.2 Convergence des opérateurs

Définition 1.3.3 (Convergence des opérateurs)
Soient H un espace de Hilbert et {T,,}, une suite des opérateurs bornés de L(H). On dit que
T, est convergente vers T' dans L(H) si et seulement si : ||T, — T'| ;) est convergente

vers 0 dans R. Autrement dit :

T, — T dans L(H) < [T, = Tl ;) — 0 dans R.

1.3.3 Opérateurs adjoints

Théoréme 1.3.3 (Représentation de Riesz)
Soit H un espace de Hilbert. Alors

Vfe L(Hk),ye H: f(z)=(y,x) Vo € H.

Proposition 1.3.4 Soient Hy et Hy deuz espaces de Hilbert et T € L(Hy, Hs). Alors il
existe un unique T* € L(Hy, Hy) tel que, pour tout x € Hy et tout y € Hs, on ait :

(Tw,y) = (x, T"y).
Définition 1.3.4 (Opérateur adjoint)
Soient Hy et Hy deux espaces de Hilbert et T € L(Hy, Hy). L’unique application linéaire
T* € L(H3, Hy) tel que pour tous x € Hy , y € Hy on ait :

<T:E’ y>H2 - <'r’ T*y>H1

est appelée ’adjoint de T

Exemple 1.3.1 On considére l'opérateur Shift S : (*(C) — ¢2(C) défini par :
S(z1,xa,...) = (0,21, 22,...)
Soient (x,,) et (y,) dans ¢*(C), alors
(5"Tn, Yn) = (20, Syn)

= <(.T1,.Z’2, .. .), (O,yl,yg, .. ))

= l‘zm—f-l'g%—f-

= ((z2,23,...), (y1,%2,--.))



1.3. Opérateurs bornés

donc S* est défini par :

S*($1,$2, .. ) = (332,1‘3, ..

).

Exemple 1.3.2 [ [opérateur de l’identité : Soit x,y € H. C’est clair que :

(Iz,y) = (z,y) = (x, ["y)
dou I* = I.

Exemple 1.3.3 Soit

11
M = ,
0 2
alors
- 0
M* =
1 =2
Dans le cas général soit la matrice :
a
cd)’
alors son adjoint est :
a ¢
b d

Proposition 1.3.5 Soit T' € L(H). Alors, on a
1. ker(T) = (Im(T*))*.

2. ITm(T) = ker(T*)*

Preuve. Voir [6]



1.3. Opérateurs bornés

Théoréme 1.3.4 Soit T, S € L(H), T*, S*leurs adjoints (respectivement), alors on a les
propriétés sutvantes :

1) (T*)* =T.

2)(T+S) =T+ 5*.

3) (aT)* =aTl* Va € C.

DIl = 7).

5) (T'S)" = S*T™.

Preuve. Voir [17] =

Corollaire 1.3.3 Pour T € L(H) on a :
1) || TT|| = |T°T|| = | T|*;
2) T*"T =0<=T =0.

Preuve. Voir [17] =
Lemme 1.3.1 Soit T € L(H) est inversible, alors T™* est inversible et on a :
(T =(T")".
Preuve. TT™' =TT = I (T est inversible) d’ou :

(TT Y = (T7'T)'=I"=1
(T_l)*T* _ T*(T—l)*:I

alors : T* est inversible et (7%)™' = (T—1)".

10



1.3. Opérateurs bornés

1.3.4 Opérateurs compacts

Définition 1.3.5 (Opérateurs linéaires compacts)

Soit T un opérateur linéaire d’un espace normé E dans un espace mnormé I, on dit que
T est un opérateur compact s’il envoie tout ensemble borné G dans E & un ensemble
relativement compact T(G) dans F. Autrement dit, la fermeture W est compacte. On
note K(E, F') l’ensemble des applications linéaires compactes de E dans F'. On pose K(FE) =

K(E,E).

Définition 1.3.6 (Ensembles relativement compacts)
Un ensemble G C E est relativement compact si pour toute suite {u,} de G, il existe

une sous suite {un(k)} qui converge dans F.

Théoréme 1.3.5 (Critére de compacité)
Un opérateur linéaire T : E — F' est compact si et seulement si pour toute suite borné ¢,

de E, la suite T'p, contient une sous suite convergente de F.

Définition 1.3.7 (Opérateur complétement continu)

Lopérateur T est dit complétement continu, si elle est continue et compacte.
Théoréme 1.3.6 Un opérateur compact est un opérateur borné, la réciproque est fausse.

Preuve. En effet, si on désigne par
B(0,1) ={z € E, |z| <1},

la boule fermé de rayon I'unité, alors 'ensemble T'(B(0,1)) est compact, donc borné, c’est
a dire

|Tz|| < oo et par conséquent, sup ||Tz| < oo,Vx € B(0,1).
llzll<1

Ce qui signifie que 'opérateur T" est borné.
Réciproquement, 'opérateur identique I de E' dans E est borné, mais il n’est pas compact
car I(B(0,1)) = B(0,1), n’est pas relativement compacte sauf si £ est de dimension finie.

11



1.3. Opérateurs bornés

Théoréme 1.3.7 Une combinaison linéaire T' = o171 + 51, des opérateurs compacts est un

opérateur compact.

Théoréme 1.3.8 Le produit TiT5de deux opérateurs bornés Tiet Ty est compact si ['un des

opérateurs Ty ou Ty est compact.

Théoréme 1.3.9 Soit E un espace normé, F un espace de Banach, et soit {T,,} une suite

des opérateurs compacts de FE dans F'.
Si  lim ||T,, — T =0.
Alors, T est compact.

Théoréme 1.3.10 Soit T' un opérateur borné de E dans F, o image T(E) de dimension

finie. Alors T est compact.

Corollaire 1.3.4 Dans un espace E de dimension infinie l'inverse d’un opérateur compact
ne peut pas étre borné.
En effet, dans le cas contraire, l’opérateur identique I = T~'T serait compact dans E, ce

qui est impossible.

1.3.5 Opérateurs isométriques, normaux, unitaires, positifs, auto-
adjoints

Définition 1.3.8 Soient H, et Hy deux espaces de Hilbert.
1. Un opérateur S € L(H,) est appelé hermitien ou auto-adjoint si :
S =9"
2. Un opérateur N € L(H;) est appelé normal si :

NN*= N*N.

12



1.3. Opérateurs bornés

3. Un opérateur U € L(Hy, Hs) est appelé unitaire si :
UU = Idy,,

et

4. Un opérateur U € L(Hy, Hy) est appelé isométrique si :
1U ()] = [|]]
pour tout x € H;.

5. Un opérateur P € L(H,) est appelé positif (notation : P >0 ) si P est auto-adjoint

et st pour tout x € Hq

(P(x),xz) > 0,Vx € Hy.

Exemple 1.3.4 L’opérateur Shift S sur ¢*(N) est isométrique, ['opérateur Shift S sur (*(Z)

est unitaire.
Remarque 1.3.1 Pour tout opérateur T' € L(Hy, Hy), T*T € L(Hy) est hermitien car :
(T*T)* = T*(T*)* = T*T .

1l est méme positif car :

Vo € Hy, (T*Tx, z) = ||Txz|* > 0.

Lemme 1.3.2 Un opérateur borné T' est auto-adjoint si et seulement si : (T'z,x) est réel

pour tout x dans H.

Preuve.

(T*z,x) = (x,Tx) = (Tx,z) = (Tx,x),

ie. T=T* m

13



1.3. Opérateurs bornés

Lemme 1.3.3 Soit T € L(H) un opérateur normal. Alors
ker T' = ker T™.
Preuve. Soit x € kerT. Alors
|T*x||* = (T*z, T*z) = (TT*z,z) = (T*Tx,z) = 0,
en utilisant pour la deuxiéme égalité le fait que 7" est normal donc
TTr* =TT.

Ceci prouve donc que

kerT C ker T*.

Maintenant remarquons que si 7" est normal, alors T * est normal et en appliquant I’inclusion

qu’on vient de démontrer a 7™, on obtient

ker 7% C ker T™* = ker T,

car
T =T.
Finalement
kerT = ker T™.
]

14



Chapitre 2

Opérateurs non bornés

Dans le chapitre précédent, nous avons vu dans le cas d’un opérateur borné, on pouvait
toujours supposer que son domaine était ’espace de départ. Dans le cas d’'un opérateur
non borné il n’en est pas de méme, le domaine de 'opérateur devra toujours étre précisé et,
lorsqu’on effectuera des opérations algébriques sur des opérateurs non bornés, les questions

de domaine devront étre examinées avec soin.

2.1 Opérateur non borné

Définition 2.1.1 (Opérateur non borné)

Un opérateur non borné sur un espace de Hilbert H est un couple (D(T),T) ou D(T') est
un sous espace vectoriel de H et T est un opérateur linéaire définie de D(T) dans H, on dit
que T est un opérateur non borné de domaine D(T).Dans la suite, on suppose que D(T)

est dense dans H.

Exemple 2.1.1 Soit T l'opérateur de multiplication par v défini de L*(R) dans L*(R)

par

T a pour domaine

D(T) = {f € I*(R) /2] (x) € L*(R)}
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2.1. Opérateur non borné

tel que le produit scalaire sur L*(R) est

(f,9) Z/f(x)de

Alors :
_ 1 2

mais xf(x) ¢ L*(R) car [xf(x)dz est divergente, alors T est un opérateur non borné.

2.1.1 Opérations sur les opérateurs non bornés

Définition 2.1.2 §i S et T sont des opérateurs dans E a valeurs dans F, et R est un
opérateur de F' dans Z tel que E, F' et Z sont des espaces de Banach. Alors
1. La somme S + T est définit par :

D(S+T) = D(S)nD(T),

(S+T)x St +Tx,Nx € D(S+T).

2. L’opérateur produit (ou composition) RT est défini par :

D(RT) = {z e D(T)|Tz € D(R)},
(RT)z = R(Tz),Yx € D(RT).

3. La multiplication de T par un scalaire A est définie comme ['opérateur :
AT :D(T)— FE

Tz — Nlz.

Tel que :

siA = 0, alors D(AT) = E,
siA # 0, alors D(NT) = D(T).
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2.2. Opérateurs fermés

4. Associativité :
(R+S)+T=R+(S+T17),S+T=T+S5;(TS)R=T(SR).
5. La distributivité :

(R+S)T =RT+ ST, T(R+S) D> TR+TS.

2.2 Opérateurs fermés

2.2.1 Le graphe d’un opérateur

Définition 2.2.1 (Graphe d’un opérateur)
Soit (D(T),T) un opérateur non borné sur un espace de Hilbert H, le graphe de T est le
sous espace vectoriel noté : G(T) de H x H défini par :

G(T) = {(z,Tz),z € D(T)}.

Définition 2.2.2 (Norme du graphe)
Soit T : D(T) C E — F. La topologie des normes nous pouvons fournir D(T') avec le
soi-disant graphe topologie. Pour les espaces de Banach, il est habituellement défini par la

norme de graphe suivante:
l#pry = llzll + 1Tl
et pour les espaces de Hilbert par la norme équivalente (aussi appelée la norme de graphe)
|2l pery = (27, + 1 T2]5,)?,
qut a le produit scalaire associé
(@, 9) pery = @ Y) g, + (T2, TY)y, -

Remarque 2.2.1 Il n’est pas vrai que tout sous espace de H x H est le graphe d’un

opérateur.

Proposition 2.2.1 Un sous espace G C H x H est le graphe d’un opérateur linéaire si et
seulement st

0,y) e G=y=0.
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2.2. Opérateurs fermés

2.2.2 Opérateurs fermés

Définition 2.2.3 (Opérateur fermé)

Soient F et F' deux espaces de Banach. On dit que T’ est un opérateur fermé si son graphe
G(T) est fermé dans E x F. On note CL(E, F), l’espace des opérateurs fermés de E dans
F.

Proposition 2.2.2 Soient FE et F deux espaces de Banach et T : E — F un opérateur
linéaire alors, les assertions suivantes sont équivalentes :

1. T est fermé.

2. ¥(x,) C D(T) et {x, — x¢ dans E, Tz, — yo dans F'} alors : xo € D(T),yo = Txo.
3. (D(T), ||x||,D(T)) est complet.

Exemple 2.2.1 Soit T un opérateur non borné défini sur H' (10,1]) avec T = —i-L o :

dx
H' (]0,1]) est l’espace de Sobolev d’indice 1

H' (10,1 : {f € L2 (0,1]), f € 22(Jo, 1) }
Alors : T est un opérateur fermé.

Théoréme 2.2.1 (Théoréme du graphe fermé)
Soient E et ' deux espaces de Banach et soit T : E — F une application linéaire. On

suppose que le graphe de T est fermé de E x F'. AlorsT est continue.

Proposition 2.2.3 Soient E et F' deux espaces de Banach, siT € CL(E,F) et D(T) = E,
alors T € L(E, F).

2.2.3 Opérateurs extensions

Définition 2.2.4 (Extension)

Soient E et F' deux espaces de Banach. On dit que B C D(B) : E — F extension de
ACD(A): E— F et on note AC B si:

1. D(A) C D(B).

2. Bx = Az, Yx € D(A).

3. SiAC B= G(A) C G(B).
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2.2. Opérateurs fermés

2.2.4 Opérateurs fermables

Définition 2.2.5 (Opérateur fermable)

Un opérateur T linéaire est dit fermable si T admet une extension fermée.

Proposition 2.2.4 La plus petite extension fermée d’un opérateur fermable est appelée la

fermeture de T notée T.
Proposition 2.2.5 Si A est fermable, B fermé et A C B alors A C B.

Preuve. A est une extension fermée de A. Soit B extension fermée de A.

AC B,G(A) C G(B)=G(A) C G(B) = G(B),

d’ou :

Remarque 2.2.2 Si T est fermable alors :
G(T)=G(T).

Remarque 2.2.3 Soient E et F' deux espaces de Banach etT' : E — F un opérateur non

borné alors : T est fermable si et seulement si
V(fu)n € D(T), f — 0si Tf, converge— Tf, — 0.

Exemple 2.2.2 T: C([0,1]) — R,
Tf = f'(0), D(T) = C[0,1]) alors T n’est pas fermable car : si

1
L) = —sinnt
fa(t) —sinn
1
Ifalloe = ——0,
n

Remarque 2.2.4 Tout opérateur fermé est fermable mais l'inverse est faux.
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2.3. Adjoint des opérateurs non bornés

Exemple 2.2.3

d
T=—:L%-1.1 L?*[-1.1
dt [ 7]—> [ 7]

D(T) = C'([—1,1]) n’est pas fermé mais fermable.

Remarque 2.2.5 [l existe évidemment des opérateurs non fermables. Mais nous allons
voir que beaucoup des opérateurs différentiels sont fermables. Il n’est pas souvent possible de

déterminer explicitement le domaine D(T') de la fermeture. C’est une des raisons qui nous

oblige a introduire un appareil théorique assez élaboré.

2.3 Adjoint des opérateurs non bornés

Nous étendons la notion d’adjoint pour les opérateurs linéaires non bornés dont
le domaine est dense.

Pour un opérateur 7' de H; dans Hs, il y a en général un grand nombre des opérateurs
adjoints, mais si 7' a un domaine dense, il existe un adjoint maximal unique 7*. On dira

que T™ est "’adjoint" de T et tout autre adjoint ne sera qu'une restriction de 7.

Définition 2.3.1 (Opérateur densément défini)
Sotent E et ' deux espaces de Banach, un opérateur T de E dans F' est dit densément

défini si son domaine D(T) est dense dans E, i.e.

D(T) = E.

Définition 2.3.2 (Domaine de l’adjoint)
Soit T : D(T) C Hi — Hs un opérateur dont le domaine est dense dans H. Le domaine

de Uadjoint T de T est par définition :
D(T*) = {y € Hy | il existe C >0 tel que |<T:c,y>H2| < Cllz| pour tout x € D(T)} .

Proposition 2.3.1 Soit (D(T),T) un opérateur non borné sur H de domaine D(T) dense.
On définit l’adjoint T* de T par :

Ve e D(T),Yy € D(T"), (Tx,y) = (x,T"y) .

Si Uapplication v — (T'x,y) est continue de D(T) dans C elle posséde alors une extension

continue & H ce qui permet de définir ’élément T™*y dans H par le théoréme de Riesz.
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2.3. Adjoint des opérateurs non bornés

Propriétés 2.3.1 Soient H, et Hy deux espaces de Hilbert et S : HL — Hy , T : Hy —

Hy et R : Hi — Hy trois opérateurs non bornés densément défini, avec D(S + T) et
D(RT) dense dans Hy. Alors :

1. S*4+T*C (S+T)* et T*R* C (RT)*,

2. (TH+al)* =T*+al, et (aT)" =aT*, a € C\{0};

(Mais (0T)* =0 € L(Hsy, Hy) est différent de 0T* lorsque D(T*) # Hj).

3. 818 CT, alors S* D T*.

Lemme 2.3.1 Soit (D(T),T) un opérateur a& domaine dense. Alors
G(T*) = [V(G(T))]" ou de fagon équivalent VG(T) = (G(T*))*.
Ou V' est un opérateur unitaire défini par V : H x H — H x H tel que :
Viz,y) = (—y,z)
et pour tout sous espace vectoriel E de H X H on a :
V(EY) = (V(E)"
Preuve. On va démontre que :

G(T") = [V(G(D)]

G(T*) = {(k, T*k) : k € D(T*)}

Alors : si k€ D(T*) et h € D(T)

((k, T*k),V (h,Th)) = {((k,T*k),(=Th,h))
= —(k,Th) + (T*k, h)

= 0.

Alors :G(T*) C [V(G(T)]*-.
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2.3. Adjoint des opérateurs non bornés

Réciproquement : Si (k, f) € [V(G(T))]". Alors : pour tout h € D(T)
0= <(k7 f) ) (_Th7 h)> = <k7Th> + <f7 h> .

Alors : (Th, k) = (h, f) par définition : k € D(T*) et T*k = f. Et on a

VG(T) =V (G(T)N)" = (VG(T)Y)

€

= (G(T)™~.

Théoréme 2.3.1 Soit (D(T'),T) un opérateur a domaine dense. Alors
1. T* est fermé.
2. T est fermable si et seulement si D(T*) est dense.

3. Si T est fermable alors T = T** et (T)* = T*.

Preuve. Voir [1] =

2.3.1 Opérateurs symétriques, auto-adjoints

Nous introduisons dans cette sous section les notions des opérateurs symétriques et des
opérateurs auto-adjoints dans le cadre général. Il est remarquable qu’il faille distinguer ces
deux notions dans ce cadre alors qu’elles se trouvent confondues dans le cas des opérateurs

bornés.

Définition 2.3.3 (Opérateur symétrique)
Nous appelons opérateur symétrique sur H un opérateur T" dont le domaine est dense
dans H et tel que :
TCT™.
S1 T est un opérateur symétrique, alors le domaine de son adjoint est également dense dans

H car :
D(T)=D(T*) C H.

Définition 2.3.4 (Opérateur auto-adjoint)
Un opérateur auto-adjoint sur H est un opérateur dont le domaine est dense dans H
tel que :

T=T".
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2.3. Adjoint des opérateurs non bornés

Remarque 2.3.1 Tout opérateur non borné auto-adjoint est symétrique par contre un symétrique

n’est pas forcément auto-adjoint.

Exemple 2.3.1 (L’opérateur de multiplication ) Soit (E, 1) un espace mesuré avec i
une mesure positive sur E et a fonction mesurable de E dans C on définit 'opérateur T sur
L*(E) par :

Ty =a.p

D(T)={¢ € L*(E)/a.p € L*(E)}

T est symétrique si et seulement si o est réelle p presque partout dans ce cas T est auto-

adjoint.

Remarque 2.3.2 1. (D(T),T) opérateur non borné symétrique sur H alors , T* est une
extension fermée de T et puisque D(T) C D(T*) et D(T) dense dans H alors , D(T*) est
aussi dense dans H et on a par conséquent T fermable T = (T*)" or T est la plus petite
extension fermée de T, alors :

TcC(T) cT

2. 8i T auto-adjoint alors : T est fermé. On en déduit alors qu’un opérateur non borné
symétrique, fermé est auto-adjoint si et seulement si : son adjoint est symétrique.

3. 8i' T symétrique fermé alors : T auto adjoint si T symétrique.

Remarque 2.3.3 Soit T un opérateur symétrique on a :
1. SiIm (T) est dense, alors T est injectif.
2. Si T est auto-adjoint, et T est injectif, alors : Im (T) est dense et T~' est auto-adjoint.

Définition 2.3.5 (FEssentiellement auto-adjoint)
Soit (D(T),T) opérateur non borné sur H symétrique de domaine D(T') dense dans H. T

est dit essentiellement auto-adjoint si T est auto-adjoint.

Remarque 2.3.4 Tout opérateur auto-adjoint est essentiellement auto-adjoint. La ré-
ciproque est fausse.

S1T est essentiellement auto-adjoint alors : T™ est la plus petite extension fermée de T.
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2.4. Opérateurs normaux

Lemme 2.3.2 SiT est essentiellement auto-adjoint T & une unique extension auto-adjointe

T.

Preuve. Par définition T est une extension auto-adjointe de 7.

Soit B une deuxiéme extension auto-adjointe de 7" alors :

TcB=—TC B.

Donc
B*c(T)*= BcCT.
Alors
B=T
]

Corollaire 2.3.1 Soit T un opérateur symétrique dans H. Alors les propriétés suivantes
sont équivalentes :

1. T est auto-adjoint.

2. T est fermé et ker (T* £ 1) = {0} .

3. Im(T+1)=H.

Preuve. Voir [1] =

2.4 Opérateurs normaux

Définition 2.4.1 (Opérateur normal)
Soit N un opérateur non borné de domaine D(N) dense. On dit que N est un opérateur

normal si : N est fermé et NN* = N*N .
Proposition 2.4.1 Si N est un opérateur normal, alors
D(N)=D(N*) et |[Nf|| = ||N*f|| pour tout f € D(N).

Corollaire 2.4.1 Tout opérateur auto-adjoint est normal.
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2.5. Inversibilité des opérateurs non bornés

Proposition 2.4.2 1. Tout opérateur normal est fermé.
2. Soit T un opérateur fermé, densément défini. Alors les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

a) T est normal.

b) T* est normal.

c) T*T =TT*.

3. 8i T est normal, alors T + z est aussi normal pour tout z € k.

Théoréme 2.4.1 Si N est un opérateur normal non borné et si K un opérateur auto adjoint

tel que D(N) C D(K) alors :

KN CN'K = KN*C NK

2.5 Inversibilité des opérateurs non bornés

Nous étendons également le concept d’inverse a notre notion générale d’opérateur.
Si un opérateur T' : D(T) — H est injectif, i.e. si pour tous =,y € D(T), Tz = Ty

implique = = y, nous appelons l'inverse de T I'application 7! définie par :
T7':Im(T) — H

Tr — x

Observez que ce nouveau sens du concept d’inverse associe a certains opérateurs, méme

bornés, un inverse qui n’est pas défini partout. De maniére générale, si T" est injectif, alors :
TT'CI et T7'TCI.

Définition 2.5.1 (Inverse d’un opérateur non borné)
Soient Hy et Hy deux espaces de Hilbert et T : D(T) C Hy — Hs un opérateur linéaire
bijectif. On définit Uopérateur T défini de Hy dans H, tel que :

TT 'g=g,Yge H etT'Tf = fVfec D).

L’opérateur T—! est dit l'inverse de T.
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2.5. Inversibilité des opérateurs non bornés

Soient F, F' deux espaces de Banach et F’ est un sous espace de F.

Proposition 2.5.1 Si T : D(T) C E — F' C F est fermé et injectif, alors T~ est aussi

fermé.

Preuve. En effet, le graphe de T et T~! est le méme. Directement : soit y, — y
et Ty, = xz,. Ceci veut dire cela Tx, — y et x, — x, et donc Tz = y qui implique

r=T"1y m
Corollaire 2.5.1 Si T € CL(E, F), T inversible et Im(T) = F alors, T™' € L(F, E).

Proposition 2.5.2 Soit T : D(T) C Hi — Hs un opérateur densément défini tel que son

1mverse est borné, alors

(T*)il — (T—l)*'
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Chapitre 3

Théorie spectrale des opérateurs

Nous présentons dans ce chapitre les fondements de la théorie spectrale des opérateurs. Cette
théorie est particulierement utile et importante dans I’étude des équations aux dérivées par-
tielles. En effet, un des buts premiers de I’étude d’un opérateur est la détermination de son
spectre, qui est la généralisation en dimension infinie de ’ensemble des valeurs propres d’une
matrice. Dans les cas les plus agréables, notamment pour les opérateurs dits compacts on
peut déterminer de maniére qualitative le spectre d’un opérateur. Ceci permet de résoudre
complétement des problémes d’évolution en mécanique, physique, etc. Comme 1’équation

de la chaleur, I’équations des ondes, ou I’équation de Schrédinger.

3.1 Théorie spectrale des opérateurs bornés

Dans cette section nous étudions le spectre d’un opérateur dans la plus grande généralité.
Il est important par contre que le corps de base soit C. Soit donc E un C-espace de Banach

et T': E — FE un opérateur borné.

Définition 3.1.1 (Valeur propre)
On dit que X € C est une valeur propre de T si \I — T n’est pas injectif. Autrement
dit, ’ensemble des valeurs propres Vp(T') :={\ € C| ker(\ —T) # {0}}. ker(A\[ —T') est

l’espace propre associé a A.
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3.1. Théorie spectrale des opérateurs bornés

Définition 3.1.2 Soit T € L(FE).

1. On appelle ensemble résolvante de T' [’ensemble
p(T) :={A € C| A =T est inversible} .

Un élément de p(T), est appelé valeur résolvante de T.

2. Si X € p(T),on définit la résolvante Ry\(T) de T au point \ par
RA\(T) = (M -T)".

La résolvante Ry(T') est simplement notée Ry s’il n’y a pas d’ambiguité sur T.

3. Le spectre o(T) de T est l’ensemble

o(T) : =C\p(T)
= {Ae C:T — X non inversible} .

Un élément o(T') est une valeur spectrale de T.

Remarque 3.1.1

Définition 3.1.3 (Spectre ponctuel)

On appelle spectre ponctuel de T ’ensemble des valeurs propres de T', noté o,(T) tel que
o,(T)={Ae€a(T), T— X non injectif }.

Définition 3.1.4 (Spectre continu)

On appelle spectre continu de T et on note par o.(T), l’ensemble
oo(T) = {A € o(T), T— M injectif et Tm(T — \I) % Im(T — \]) = E} .

Définition 3.1.5 (Spectre résiduel)

On appelle spectre résiduel de T et on note par o,.(T), l’ensemble

oo (T) = {)\ € o(T),T — N injectif et Tm(T — NI # E} .
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3.1. Théorie spectrale des opérateurs bornés

Définition 3.1.6 (Le spectre)

Le spectre o(T') est la réunion disjointe de trois ensembles
o(T)=o0,(T)Uo (T)Uo,.(T).

Définition 3.1.7 Soit T € L(H).
1. Si T est inversible, alors o(T1) ={1/X: A€ a(T)}.
2. o(p(T)) = p(a(T)) pour tout polynéome p € C[X].

Preuve. Voir [5] =

Remarque 3.1.2 1. Les définitions ci-dessus restent valables méme si E n’est pas un
Banach.

2. L’ensemble des valeurs propres est aussi appelé spectre ponctuel et est parfois noté o,(T).
3. Si E est de dimension finie, \I — T est inversible si et seulement si ker(A —T) = {0}.
En particulier, on en déduit Vp(T) = o(T). La situation est plus délicate en dimension

mfinie comme le montre [’exemple ci-dessous.

Exemple 3.1.1 Soient E := C([0,1];k) et T' l'opérateur de Volterra définit sur E par
Vf € B,Tf(z) /f(t)dt,Vx e0,1].
0

Alors, on a ker(T) = {0} et Im(T) = {g € C*([0,1];k) | g(0) = 0} . En particulier, T est
injectif donc 0 ¢ Vp(T) mais non surjective donc 0 € o(T).

Proposition 3.1.1 Soit T € L(F).
1. Si|A| > ||T|| alors A € p(T). En particulier, on a o(T) C D(0, ||T]]).
2. p(T) est un ouvert non vide de k.

3. o(T) est un compact de k.
4. Vp(T) C o(T).
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3.1. Théorie spectrale des opérateurs bornés

Preuve.
1. Si|A| > [|T alors A # 0 et |[A™'T|| < 1 donc, d’apres le Proposition 1.3.3, (1 — A\™'T)
est inversible, i.e. A € p(T).
2. D’apres le 1., p(T') est non vide. Soit ¢ 'application définie de k dans L(F) par

Viaek, oA):=X—-T.
Alors, p(T) = ¢ Y(GL(E)). De plus, pour tous A, u € k, on a

leA) = o)l = 1A = ) Il < [A = gl

donc ¢ est continue. Or, d’aprés la Proposition 1.3.3, GL(FE) est un ouvert de L£(E).
Ainsi p(T) = ¢ Y (GL(E)) est un ouvert de k.

3. Dapres le 2., o(T') = k\p(T) est fermé, or il est borné d’apres le 1., donc compact.

4. D’aprés la Remarque 3.1.2 Vp(T) C o(T). De plus, o(T) est fermé donc Vp(T) C o(T).

Lemme 3.1.1 Soit T un opérateur linéaire. Alors o(T') est fermé dans C.

Théoréme 3.1.1 (Identité de la résolvante)
Soient T € L(E) et \,u € p(T). Alors, on a

RA - RM = (u — )\)R)\RM = ([L — )\)RMRA

De plus, Uapplication A — R, est dérivable sur p(T') et sa dérivée est donnée par

R,

|

Preuve. Voir [13] =

Définition 3.1.8 (Rayon spectral)
Soit T € L(E). On définit le rayon spectral r(T) de T par
r(T) := sup |)\|.
Aea(T)

Si o(T) =0, par convention, on pose r(T) := 0.
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3.1. Théorie spectrale des opérateurs bornés

Remarque 3.1.3 Soit T € L(E).

1. On ar(T) €[0,||T] car, d’apres la Proposition 8.1.1, o(T) < D(0, ||T|)). La défini-
tion est plus précise : W est le plus petit disque fermé, centré en 0, contenant o(T).
2. En particulier, p(T) contient la couronne ouverte k\D(0,r(T)) et Uapplication X —

Ry = R)\(T) est définie et dérivable sur cette couronne.

Proposition 3.1.2 Pour T € L(E), la suite <||T"||%> converge dans R, et on a
N*

ne

lim |7 = inf |77 < |T].
n—--4o00 n>1

3.1.1 Propriétés spectrales de ’adjoint

Proposition 3.1.3 Soit H un espace de Hilbert complexe, T € L(H) et T* € L(H) l'adjoint
de T. Alors :

L p(T)=pT)*={ ek|AepT)} e oT)={ ek|recao(l)}.

2. Pour tout \ € p(T*), R\(T*) = (Rx(T))*.

3. 0(T) =o(T).

4. 0.(T) = o,(T%).

Preuve.
1. On a I'équation A\I — T™* est inversible si et seulement si (A — 7*)* est inversible.
Or (M —T*)* = X — T donc
p(T*) = {A€k|Al —T" est inversible } = {\ € k | A\l — T est inversible }
= {Nek|MepT)}.

De plus, o(T*) = k\p(T*), se que donne le résultat.
2. Si A € p(T™) alors :

RA(T) = (=T~ = (A - 7))
= ((T-7)7)

qui est 1’égalité attendue.

3., 4., voir 23] m
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3.1. Théorie spectrale des opérateurs bornés

Remarque 3.1.4 La notion d’opérateur adjoint se généralise au cas d’espaces de Banach
E. Pour cela, on introduit le dual topologique E' de E, i.e. l’espace des formes linéaires
continues sur E et, pour f € E'et x € E, on note (f,r)y, 5 au lieu de f(x). On appelle
(- )p g le crochet de dualité de ', E. Alors, le crochet (.,.)p p a de nombreuses sim-
ilarités avec le produit scalaire d’espace de Hilbert. En particulier, si T € L(E, F) on peut
montrer qu’il existe T' € L(E', F') tel que

Va € E,Vf € Fla <T/f>x>E’,E = <f7Tx>F’,F'

1l s’agit bien d’une généralisation puisque si E est un espace de Hilbert alors E' peut étre
identifié avec E d’apreés le théoréme de représentation de Riesz. Le crochet de dualité (., .) BB

est alors simplement le produit scalaire de E.

3.1.2 Propriétés spectrales des opérateurs auto-adjoints

On suppose dans la suite que £ = H est un espace de Hilbert et que T' € L(H).

Proposition 3.1.4 (Valeurs propres des opérateurs auto-adjoints)

Soit T € L(H) un opérateur auto-adjoint. Alors,

1. Vp(T) C R.

2. X € Vp(T) si et seulement si Im(\[ —T) # H.

3. Si A\ p€Vp(T),\# p, alors ker(A — T) Lker(ul —T), i.e. les sous espaces propres de

T sont orthogonaux deux & deu.

Preuve.

1. SiA € Vp(T), X # p, alors il existe x € H\ {0} tel que Tz = Az. Donc

)= (Ae,Tz) (Tx,Tx)

= 2

]

2. D’apres la Proposition 1.3.5 on a

Im(A —T) = (ker(\] — T)*)* = (ker(\] — T))".
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3.1. Théorie spectrale des opérateurs bornés

Puisque Vp(T) € R,A € Vp(T) si et seulement si A € Vp(T), ce qui est équivalent a
ker(A — T) # {0}, soit encore (ker(A — T))* # H. Donc A € Vp(T) si et seulement si
In(A[ = T) # H.

3. Siz e ker(AM] —T) ety e ker(ul —T), alors

Tr=Xx et Ty=py.
Comme T'=T* et p € R, on obtient

A=) (z,y) = (Az,y) — (@, py)

d’ou (x,y) = 0 car A # u. Autrement dit, ker(A\ —T') Lker(ul —T'). m

Théoréme 3.1.2 Soit T un opérateur linéaire auto-adjoint défini dans un espace de Hilbert
H.
1. Son spectre résiduel est vide.

2. Son spectre continu est réel.

Théoréme 3.1.3 (Propriétés spectrales des opérateurs auto-adjoints)

On suppose H # {0} . Soit T € L(H) un opérateur auto-adjoint. On pose

m:= inf (Tx,x) et M= sup (Tz,z) .

llzll=1 |z)|=1
zcH x€H
Alors,
1.m, M e [=|T|,[T]] cR.
2. m,M € o(T).

3. o(T) C [m, M].
4. IT|| =sup {|{Tz,x)|,x € H et ||z|| =1}. En particulier, |T|| = max (|m|, |M]|) .

Les points 2., 3. et 4. entrainent immédiatement.

Preuve. Voir [13] =
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3.1. Théorie spectrale des opérateurs bornés

Si T est auto-adjoint positif alors m > 0. On en déduit le résultat suivant :
Corollaire 3.1.1 Si T € L(H) est un opérateur auto adjoint, alors

17T} = max [A] = r(T).

Aeo(T)

Corollaire 3.1.2 Un opérateur auto adjoint T' sur H est positif si et seulement si son

spectre o(T') est contenu dans R*.

Corollaire 3.1.3 Soit T € L(H) un opérateur auto-adjoint tel que o(T) = {0}. Alors
T =0.

Preuve. Voir [4] m

3.1.3 Spectre des opérateurs compacts

Proposition 3.1.5 Soient E un espace de Banach, et T' € L(E). Le spectre o(T) est un
ensemble compact, et

o(T) < [= TN + 71T
Preuve. Voir [22] =

Remarque 3.1.5 Il est clair que Vp(T) C o(T). En général l'inclusion est stricte : il peut
exister \ tel que

ker(T—A[)={0} e Im(T—-XN)#FE

(Un tel A appartient au spectre mais n’est pas valeur propre). Par exemple prenons dans
E =10, Tu=(0,uy,us,...) ot u= (uy,us,..) (i.e. T estle Shift a droit). Alors 0 € o(T)
et 0 ¢ Vp(T).
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3.1. Théorie spectrale des opérateurs bornés

Théoréme 3.1.4 Soit E un espace de Banach, T € K(FE) avec dim E = oco. Alors on a :
1. 0 e o(T),

2. o(T)O\{0} = Vp(T)\ {0},

3. l'une des situations suitvantes :
- ou bien o(T) = 0,
- ou bien o(T)\ {0} est fini,

- ou bien o(T)\ {0} est une suite qui tend vers 0.
Preuve. Voir [4] =

Lemme 3.1.2 Soit (A,),, une suite de réels tous distincts telle que
A — A

et A € o(T)\{0} Vn.

Alors A = 0.

Autrement dit, tous les points de o(T)\ {0} sont isolés.
Preuve. Voir [4] =

Remarque 3.1.6 Etant donnée une suite () qui tend vers O on peut construire un opéra-
teur compact T tel que o(T) = (a,) U{0}. Il suffit de considérer dans E = (* "opérateur
T:u= (u,) — Tu = (apuy,). Noter que T est compact car il existe une suite (T,,) des
opérateurs de rangs finis telle que ||T,, — T|| — 0. Sur cet exemple on voit aussi que 0 peut
appartenir, ou ne pas appartenir, o Vp(T); de plus, si 0 € Vp(T') il peut arriver que l’espace

propre associé, i.e. ker(T') soit de dimension infinie.

3.1.4 Spectre des opérateurs normaux

Lemme 3.1.3 Soit H un espace de Hilbert complexe. Le rayon spectral d’un opérateur nor-

mal T € L(H) est égal a sa norme r(T) = ||T .

Preuve. Voir [15] =
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3.2. Spectre des opérateurs non bornés

Proposition 3.1.6 Le spectre résiduel d’un opérateur normal est vide.

Preuve. Voir [15] =

Définition 3.1.9 )\ est une valeur propre approché de T s’il existe une suite des fonctions

W, € H, telles que ||,|| =1 pour tout n, et
T, — M, || — 0 quand n — .

Proposition 3.1.7 Le spectre d’un opérateur normal est l’ensemble de ses valeurs propres

approchées.

3.2 Spectre des opérateurs non bornés

Beaucoup de définitions et de résultats exposés dans la section précédente sont encore val-

ables pour des opérateurs non bornés, a condition qu’ils soient fermés.

Définition 3.2.1 Soit (D(T),T') opérateur non borné sur un Hilbert H de domaine dense.
On définit :

e ['ensemble résolvante de T
p(T):={ e C/ (T —X):D(T)— H bijection d’inverse borné }
e [e spectre de T

o(T) := C—p(T)

e [a résolvante de T

RBA(T) = p(T) — L(H)

AN — (T = MI)!
Remarque 3.2.1 R,(T) est borné de Im(T — \I) dans D(T')c’est-a-dire 3C' > 0 tel que :

|RA(T)ul| < Cllul|l, VueIm(T — ).
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3.2. Spectre des opérateurs non bornés

Définition 3.2.2 Soit T' un opérateur linéaire dont le domaine est dense et soit A € C.
Pour lopérateur S = (T — XI) : D(T) — H, on a l'arbre d’alternatives suivant :
1. Si S n’est pas ingectif sur D(T), on dit que est une valeur propre de T, on parle de

spectre ponctuel de T qu’on notera c,(T), i.e.

o,(T) = {\ € C : ker (T — AI) # {0}},

2. sinon S est ingectif sur D(T) et
— st S n’est pas surjectif et,
x s1 limage de S est dense dans H, on parle de spectre continu de T’ qu’on notera
o.(T), i.e.
o.(T) = {)\ €C:ker (T'— M) ={0} et Im(T —N)#Im(T — \I) = H; R\(T') n’est pas borné } ,

x stnon 'image de S n’est pas dense dans H, on parle de spectre résiduel de T

qu’on notera c,.(T), i.e.
oo (T) = {)\ €C:ker (T — M) ={0} et Im(T —A)# H} ,

— sinon S est bijectif et,
x si S™1 nest pas borné, on parle de spectre résiduel de type 2 de T' qu’on notera

a,(T);

* sinon S~1 est borné et A\ € p(T) est un point résolvant de T.

On déduit que le spectre o(T") d’un opérateur non borné est comme le cas d’un opérateur

borné, i.e. I'union disjointe de trois sous ensembles

o(T)=o0,(T)Uo (T)Uo,.(T).
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3.2. Spectre des opérateurs non bornés

Théoréme 3.2.1 Soit (D(T),T) opérateur fermé sur un Hilbert H de domaine dense alors:
1. p(T) est un ouvert dans C.
2. L’application Ry\(T') de p(T) dans L(H) est holomorphe sur p(T).

3. Identité de la résolvante :
R\(T) — R,(T) = (N — u).RA(T).RM(T).

En effet :

(T—-AD)'—(T—pul)™ = (TN [I—(T=X) (T —pul)™]
= RA(D)[(T' = pd) = (T = M)].Ru(T).

Exemple 3.2.1 Soit T un opérateur (opérateur de multiplication) non borné et H = L?(R)
définit par :

De domaine
D(T)={f € L*(R)/zf(x) € L*(R)}.

Alors D(T) est dense dans L*(R) et T est auto-adjoint, donc on a :

0,(T) = 0,0.(T) = R, 0,(T) = 0, p(T) = C\R.

Corollaire 3.2.1 Si T est un opérateur fermé symétrique et o(T) ne contient pas R, alors

T est auto adjoint.

Proposition 3.2.1 Soit H un espace de Hilbert, T un opérateur borné, ou non borné fermé
de domaine dense, et U un opérateur unitaire. On considére ['opérateur (fermé) de domaine
dense

Ty =UTU ' =UTU".

Alors o(Ty) = o(T), et si T est auto adjoint, Ty 'est aussi.
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3.2. Spectre des opérateurs non bornés

3.2.1 Spectre des opérateurs fermés

Proposition 3.2.2 Soit E, ' deux espaces de Banach et T : D(T) C E — F un opérateur
fermé.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. T est injectif, d’inverse T=' : Im(T) — D(T) borné,

2. il existe m > 0 tel que ||Tx| . > m||z| 5 pour tout v € D(T),

3. Im(T') est fermé dans F' et ker(T') = {0} .

Lemme 3.2.1 Soient T un opérateur injectif fermé d’un espace de Banach E dans lut méme

et A une valeur réguliere de T non nulle, alors A\~ ' est une valeur réguliére de T~ et on a

Ry (T = =ATR\(T) = Mg — NR(T).

Proposition 3.2.3 Le spectre d’un opérateur fermé T’ d’un espace de Banach complexe E
dans lui méme est une partie fermée de C, et lapplication N — R, (T) est analytique, du

complémentaire du spectre dans L(E).

Preuve. Voir [15]
Corollaire 3.2.2 Soit T un opérateur linéaire fermé. Alors o (T) = ().
Lemme 3.2.2 Soit T' un opérateur linéaire. Si T n’est pas fermé, alors o(T) = C. (Ou, de

maniére équivalente, si p(T) # 0, alors T' est fermé).

Preuve. Supposons que p(T) # 0 et soit z € p(T). (T — 2I)~" est borné donc fermé et

il en va de méme pour (T'—z[) et T. m
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Conclusion

Conclusion

En analyse fonctionnelle, les opérateurs non bornés sont des opérateurs partiellement
définie sur Pespace de départ. En plus, 'existence du domaine D(A) qui est un opérateur
non borné constitue a lui seul une raison pour laquelle I’étude des opérateurs reste incompléte
et souvent difficile. Aussi bien que, le domaine d’un opérateur non borné doit étre dense

pour définir I'adjoint de cet opérateur, puisque la densité assure I'unicité.

Tout opérateur non borné auto-adjoint est symétrique par contre un symétrique n’est

pas forcément auto-adjoint.

Le graphe d’une transformation linéaire représente 'un des outils puissants dans I’étude
des opérateurs linéaires en particulier ceux non bornés sur des espaces de Hilbert, le graphe
d’un opérateur permet & ce stade de caractériser une classe des opérateurs non bornés
appelés opérateurs fermés qui occupe une place importante dans le domaine de la théorie

spectrale et de ’analyse fonctionnelle.

Beaucoup des opérateurs linéaires importants qui ne sont pas bornés sont fermés, comme

Iopérateur de dérivation et bon nombre des opérateurs différentiels.

On dit qu’un opérateur non borné est fermé quand son graphe l’est. Le théoréme du
graphe fermé s’applique donc, et 'opérateur est continu si et seulement s’il est fermé si et

seulement s’il est borné.

Beaucoup de définitions et de résultats exposés sur le spectre des opérateurs bornés sont

encore valables pour des opérateurs non bornés, a condition qu’ils soient fermés.

En théorie des opérateurs et en mécanique quantique, la notion de spectre s’étend aux

opérateurs non bornés fermés.
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Résumeé:

Dans ce mémoire, nous étudions les opérateurs non bornés et leurs propriétés
('adjoint, le spectre, etc.) dans les espaces de Banach, et de Hilbert pour le
développement de cette théorie, on étudier les propriétés des opérateurs bornés puis
on essaie de généraliser cette théorie aux opérateurs non bornés tel que les

Mots clés:

Espaces de Banach, opérateurs bornés, opérateurs non bornés, opérateurs fermés,
spectre des opérateurs bornés, spectre des opérateurs non bornés.

Abstract:

In this memory, we study the unbounded operators and their properties (the adjoint, the
spectrum, etc.) in the spaces of Banach, and Hilbert for the development of this theory,
we study the properties of bounded operators and then try to generalize this theory to
unbounded operators such as closed operators.

Key words:

Banach spaces, bounded operators, unbounded operators, closed operators,
spectrum of bounded operators, spectrum of unbounded operators.
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