UNIVERSITE MOHAMED BOUDIAFDE M’SILA

Faculté des Mathématiques et de I’Informatique

aluusall - Lalsgs 3050 dnol
Université Mohamy Joudiaf - Msil;

Département de Mathématiques e

MEMOIRE DE FIN D'ETUDE

Presenté pour lI'obtention du Dipléme de MASTER
Domaine : Mathématiques et Informatigue
Filiere :Mathématiques
Option :Analyse mathématique et numerique
Par
Boufateh Kelthoum
Sujet

Reésolution approchee de
guelgues types d'equation
Integro-Différentielles

Devant le jury :

Mr. Miloud Moussali M.C.B. Univ de M'sila  Encadreur
Mr. Selt Omar M .C.A. Univ de M'sila  Président
Mrs. Khirani Amina M .C.A. Univde M'sila Examinateur

Promotion : 2019/ 2020







Remerciements

Au nom du Dieu Clément et Miséricordieux

Nous tenons tout d'abord a remercier ALLAH le tout puissant et
miséricordieux, qui nous a donné la force et la patience d'accomplir ce
modeste travail.

En second lieu, je t'en a remercier notre encadreur Mr : Miloud
MOUSSAI directeur de mon mémoire, pour sa disponibilité et ses
conseils judicieux tout au long de ce travail.
remerciement vont également aux membres du jury pour l'intérét qu'ils
ont porté a notre recherche en acceptant d'examiner notre travail, et de
I'enrichir par leurs propositions.

Je tiens a exprimer tout mes respects a mes parents, mes freres qui
m'ont toujours encourage.

Je remercie tous les professeurs du département de Mathématiques,
sans oublies aussi mes collegues et amies, ainsi tous ceux qui ont

participé de loin ou de prés a I'élaboration de ce mémoire.



Dédicaces

Je dédie ce modeste travail :
-A mes parents ma mére et mon pere.

- A mes sceurs.
-A mes freres.

-A toute la famille.

-A toute mes amies.

Je tiens a remercier I'ensemble de tous les étudiants et étudiantes de ma
promotion,
En fin je dédie ce mémoire a mes collegues et tous ceux qui me sont

chers.



oadla
LSS U s . Alalil) — AL ¥ alaall 5 ALalSl il alaall i oy Liad 5S4 028 8
Gkl LAl el e 130 5 oSl o Aldail) 5kl ¥ oleall o2 Ja st Cinglls | Leel il Caliaa
a5k caline Jlesialy sl 4y il
sdualidal) cilalSl

Aolalall dlalsall caalaall g el Y alaal)l o

Alsaa o) il al dplialall lalsal] cYaleall o

Alladll Jall 55k o
Az Al dall 3,k

Résumé

Dans ce mémoire nous avons étudié les équations intégrale et les équations intégro-
différentielles, ou nous avons la mention de leurs différents types, et le but de
résoudre ces équation par des méthodes analytiques ,si elles peuvent étre résolues et
si ce n'est pas possible, nous recourons a des méthodes numérique approchées
utilisant diverses méthode de résolution.

Mots-clés :

Les équations intégrale et les équations intégro-différentielles.
Equations intégro-différentielles de Volterra et Fredholm
Méthode de solution analytique

M¢éthode de solution approchée.

Abstract

In this work, we have studied the integral equations and the integro-differential
equations ,where we worked touched upon mentioning their various types, and the
goal is to solve these equations by analytical methods if they can be solved, and if
this is not possible , we resort to numerical approximations using various methods of
solution.
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The integral equations and the integro-differential equations.
Volterra and Fredholm integro-differential equations.
Analytical solution methods.

Approximate solution methods.
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NOTATIONS

NOTATIONS

C(la,b]) : L’espace de fonction continue sur l'intervalle[a, b].
[a,b] : Intervalle réel.

A : Opérateur intégral compact.

H : Espace de Hilbert.

X : Espace normé.

I : Opérateur d’identité.

¢ : Fonction inconnue.

k(x,y) : Noyau de 'opérateur intégral A.

f ,g : Fonction donnée.

£ : transformation de Laplace.

f * g : produit de convolution entre f et g.

i



Introduction

Introduction

Parmi les branches les plus importantes en mathématiques, dans les temps anciens et
récents ; les types des équations différentielles et des équations intégrales qui sont considérés
comme ’épine dorsale de la majeure partie de la science actuelle si pas tous.

est apparu une autre branche d’équations embrasser différentielle et intégrale dans la
méme équation ,elle a été introduite par Volterra pour la premiére fois en 1900, il I’a appelé
les équations intégro-différentielles .

Ainsi notre mémoire se compose de quatre chapitres :

Premier chapitre: aborde des notions et résultats préliminaires sur quelques défini-
tions, et rappel sur les équations intégrales.

Deuxiéme chapitre: donne une introduction sur les (E.I-D) ainsi que les classifica-
tions, le théoréme de point fixe assure que certaines conditions de 'opérateur T admettent
un point fixe unique o I’équation intégro-différentielle admet une solution unique.

Troisiéme chapitre: est consacré a I’étude des méthodes analytiques de résolution
exacte de ’équation intégro-différentielle de Volterra et Fredholm linéaire, avec des exemples.

Quatriéme chapitre: est consacré aux méthodes de résolution numérique ot nous
sommes basés sur la méthode de collocation en utilisant les polyndémes de Legendre et les
polynomes de Bessel et les polynémes de Taylor .

On termine notre mémoire par une conclusion générale.



Introduction

introduction a la théorie des équations
intégrales et intégro—différentielles

Notons tout d’abord qu’on se place dans la majeure partie des cas dans I'espace C|a; b

des fonctions continues de l'intervalle [a;b] dans R ou C, muni du produit scalaire

«Opérateur intégral

Définition 0.0.1 Soit K : Cla;b] x Cla;b] — R une fonction continue, 'opérateur intégral

linéaire sur Cla;blest défini par la formule suivante : :

A pellab] = Ap € Cla; b]
(Ap)(z) = / K (a ) plt)dt

Dans ce contexte la fonction K s’appelle noyau de l’opérateur intégral A .

« Opérateur adjoint :

On dit que deux opérateurs A : Cla;b] — Cla;b] et B : Cla;b] — Cla;b] sont adjoints
s’ils vérifient

Y (u,v) € Cla;b)* : (Au,v) = (u, Bv)
et on note ’adjoint de A par A* .
« Opérateur compact:

Définition 0.0.2 soit A un opérateur d’un espace normé E dans un espace normé F, on

dit que A est un opérateur compact s’il envoie tous ensemble borné dans E o un ensemble
relativement compact dans F'.
Théoréme 0.0.1 (Arzela-Ascoli)

A ensemble, A C C(G) dans C(G) a noyau continu est un relativement compact si et

seulement si:

1) bornée i.e s’il existe une constante M telle que :

lp(x) — p(t)| < M Vo e GVpe A
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Autrement dit, Ve > 0,30 > 0 telle que Vi € A,nous avons

lo(x) —p(t)| <e Ve, t e Get |x—1t] <9
« Espace de Banach

Définition 0.0.3 (Espace vectoriel normé)

Soit E un espace vectoriel sur le corps R ; on appelle norme sur l’espace E toute appli-
cation notée N : E — R si seulement si :

1.Ve e E YA€ R, N(Ax) = |\| N(z) (homogénéité).

2¥zx,y € E ,N(z,y) < N(z)+ N(y) (inégalité triangulaire).

2¥r € E N(x) =0<= 2 =0 (définit)

4Nx € E ,N(z) > 0 (positivé).

Tout espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace vectoriel normé.

Définition 0.0.4 (Espace métrique complet)

un espace métrique (X, d) est complet si toute suite de Cauchy X est convergente dans

E.

Définition 0.0.5 un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet .

 Produit scalaire:

Soit E un espace vectoriel sur R un produit scalaire sur E est une application de £ X E
dans R | notée (.,.) possédant les propriétés suivantes:

pour tout x,y, 2 dans F et «, f dans R,

I-(ax + By, z) = a(z,z) + By, z) .

2-(z,y) = (y, 7).

3-(x,z) > 0.

4-(x,z) = 0 impique z = 0.

Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé un espace euclidien ou un

espace préhibertien.

Remarque 0.0.1 Un produit scalaire sur E définit une norme sur E par la formule suivante

2l e = v {z,z)
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Définition 0.0.6 (Espace de Hilbert)
Un espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire, et qui est complet

pour la norme associée a ce produit scalaire.

« Espace de 1

Définition 0.0.7 on note L*(Q)) l’ensemble des fonctions de carré intégrable sur 0 . une

fonction f définie sur Q a valeurs dans R :
LX) ={f:Q—=R:f mesurable et |f|> € L*(Q)}
Uespace L?(Q) est muni du produit scalaire :

—/Qf-g dz ; f,g€L*Q)

et de la norme associée :
Il = ([ 1179, vr e 2@
« Espace de c*(ja,1)

Définition 0.0.8 les éléments de cet espace C*([a,b]) sont les fonctions définies sur [a, b

et qui ont des dérivées continues jusqu’a ordre I (f0), f@ . fOexiste) ou fO = f.

Remarque 0.0.2 la norme d’un élément f(z) € CW([a,b]) se définit par

SO =

r)
£ low () Z max | f

. La régle de Leibniz:

Soit g est fonction différentiable en y .

la régle de Leibniz est donne par la formule:

d > dy(t,y)
— t,y)dt = 70t
a / g9(t,y) / i

En général

d [BO B® 5f(t,s) dB dA(t)
gl S = [ TRk g o)~ e A0



Chapitre 1

Equations intégrales

Définition 1.0.9 Toute équation fonctionnelle de la forme:

~ [ Koy (1)
E
est appelée équation intégrale , ou p est l'inconnue , [ est une fonction donnée , A € R(ot

C), E est un ensemble fermé, borné et mesurable d’un espace euclidien et K le noyau , on

prend :

K(x,t,0(t) = K(x,t)p(t)

L’équation intégrale (1.1) devient:

(@) = —Apla /K 1) (1.2)
qui est dite équation intégrale linéaire.

Le type général d’une équation intégrale linéaire est :

h(e)p(x) = f(z) + A /E K (a, t)o(t)dt

la fonction h(x) détermine le type de ’équation.



1.1. Classifications des équations intégrales

1.1 Classifications des équations intégrales

Les équations intégrales linéaires les plus fréquemment utilisées relévent de deux classes
principales ,équations intégrales de Fredholm et Volterra dans ce texte nous donnerons une

liste des équations intégrales de Fredholm et Volterra :

1.1.1 Equation intégrale de Volterra:

Définition 1.1.1 on appelle équation intégrale de Volterra non linéaire de seconde espéce

une équation de la forme:

@) = oa) - [ "R (ot ()t (13)

ot ¢ est une fonction inconnue , k(x,t) et f(x) sont des fonction connues et A\ est un
parameétre réel .

1) une équation de la forme :

f@) = [ " Kot p(0)dt

est appelle équation intégrale de Volterra non linéaire de premiére espéce .

2) on appelle une équation intégrale linéaire de Volterra de seconde espéce est de la

forme :

fla) = oa)+ [ " K (o )t

3) si f(x) =0 ,l’équation s’écrit:

o) =\ [ Katyplt
elle est dite équation intégrale linéaire homogéne de Volterra de seconde espéce.

4) wune équation & une inconnue o(x) ,de la forme :

flz) = )\/x k(x,t)p(t)dt

est dite équation intégrale linéaire de Volterra de premiére espéce.



1.1. Classifications des équations intégrales

Ezxemple 1.1.1 Equations intégrales linéaires non homogénes de Volterra de la seconde et

premiére espéece
o(x) — )\/ (2 — Dp(t)dt = x*+sin(z) +1
0
—/\/ (22 = Dp(t)dt = 2 +sin(z) + 1
0

FEquations intégrales linéaires homogénes de Volterra de la seconde et premiére espéce
3 [ - e = )
0
)\/ (2 = V)p(t)dt = 0
0

1.1.2 Equation intégrale de Fredholm:

Définition 1.1.2 on appelle équation intégrale de Fredholm non linéaire de seconde espéce

une équation de la forme:

o) — )\/ K(ot, o()dt = f(x),2 € [a,}] (1.4)

ot ¢ est une fonction inconnue , K(x,t) et f(x) sont des fonction connues et \ est un
paramétre réel .

e si f(x) =0, l’équation s’écrit :

o(z) = )\/ K(z,t)p(t)dt ,x € [a,b]

L’équation est dite équation intégrale linéaire homogéne de Fredholm de second espéce si
dans le cas contrait.
o si f(x) # 0 elle est dite équation intégrale de Fredholm de seconde espéce non homogéne.
1) on appelle une équation intégrale linéaire de Fredholm de seconde espéce une équation

de la forme : \
o(zr) — )\/ k(xz,t)p(t)dt = f(z),z € [a,b]

ot @ est une fonction inconnue , k(x,t) et f(x) sont des fonction connues et A\ est un

parametre réel .



1.2. Relation entre les équations intégrales de Volterra et les équations différentielles
ordinaires linéaires

2) une équation intégrale de la forme:

b
A [ ko)t = f(2) o € ol
est appelée équation intégrale linéaire de Fredholm de premiére espéce.

Exemple 1.1.2

FEquations intégrales linéaires non homogénes de Fredholm de seconde et premiére espéce

o(x) — )x/l(:z:Q —t)p(t)dt = z*+sin(z)+ 1,2 € [-1,1]

—/\/1 (2 = t)p(t)dt = 2*+sin(z) + 1,2 € [-1,1]

FEquations intégrales linéaires homogénes de Fredholm de seconde et premiére espéce

/\/ (22 —t)pt)dt = o(x),r € [-1,1]

1

)\/1(:752 —t)p(t)dt = 0,z € [-1,1]

1

1.2 Relation entre les équations intégrales de Volterra
et les équations différentielles ordinaires linéaires

Il y a une relation fondamentale entre les équations intégrales de Volterra et les équations
différentielles ordinaires.

Soit I’équation différentielle de type:

DY @)Y 4t an(e)y = F(a) (L5)
T T (@)oo e an(2)y = Fla )

avec des coefficients continus, et les conditions initiales

!

y(a) = qo,y (a) = q1, .., y" V(@) = ¢us

L’équation (1.5) peut étre réduite a une équation intégrale de Volterra de seconde espéce

ﬂm+fEWwwmﬁ=ﬂ@



1.2. Relation entre les équations intégrales de Volterra et les équations différentielles
ordinaires linéaires

Pour arriver & cette équation intégrale, on utilise la transformation

d™y
dr Sﬁ(x)

d’otu, par intégration par rapport &  de a a x on obtient

dn—ly
dwnfl

=/ o(t)dt + gp_1

et les intégrales successives sont

dn—2y x xr1
P / / o(x)drdry + ¢n17 + @2
x o

"3y 1 22
den—3 /a /a /a p(x)drdzdrs + In-19y + @n—2T + Q-3

et en procédant de la méme maniére, on obtient

y(z) = / ' / " / / " / R ﬁ / “(@ = ()t

En retournant a I’équation différentielle (1.5), on voit qu’on peut I’écrire comme suit

o) + / " K (e 0)plt)dt = f(2)

ou

K(z,t) = Zak(m)%
et
F0) = P taa0(0) (5= baate) =+ s T s =) on )
voir[18]



Chapitre 2

Equations intégro-différentielles

Définition 2.0.1 soit I’équation intégro - différentielle linéaire (voir[06],[07])

6(@) + 1" V(@) () + 3 / o, 0™ (8)dt = f(2) (2.1)

ol a1, s, ..., a, sont des constantes , f(x),kn(z)(m = 0,1,...,s) des fonctions données
() la fonction cherchée .

La fonction (x) est soumis a des condition initiales de la forme

’

0(0) =@y, ©(0) =@y ey " D(0) = iV

2.1 Classifications des équations intégro-différentielles

2.1.1 Equations intégro-différentielles de Fredholm.

Définition 2.1.1 L’équation intégro - différentielle de Fredholm est de la forme :

@(")(x) = f(z) + A/ K(x,t)p(t)dt (2.2)

ot o™ indique la dérivée n —iéme de p(z) . autres dérivés de [ ordre de moins peuvent

apparaitre avec " sur le coté gauche .

Ezxemple 2.1.1

!

S) =1 %x +/0 vo(t)dt, o(0) =0

10



2.1. Classifications des équations intégro-différentielles

et

jus

¢ (z)+¢ (z) =z —sinz — /02 xtp(t)dt, ¢(0)=0, ¢ (0)=1

2.1.2 Equations intégro-différentielles de Volterra

Définition 2.1.2 L’équation intégro-différentielle de Volterra est de la forme :

o™ () +)\/ K(x,t)p (2.3)

ot " indique la dérivée n—iéme de o(x) . autres dérivés del’ordre de moins peuvent

apparaitre avec " sur le coté gauche .

Exemple 2.1.2

!

o (x)=-1+ %952 —zexp(z) — /Ox to(t)dt, ¢(0)=0

et

O (@) +¢ (x)=1—z— (sinz+cosx) — /j to(t)dt, o(0)=-1, ¢ (0)=1

2.1.3 Equations intégro—différentielles de Volterra—Fredholm

L’équation intégro—différentielle de Volterra—Fredholm linéaire est de la forme:

A () = f(2) + M / "R (o, Dp(t)dt £ A / " Koo, oty (2.4)
et ' '
" (z,t) = flz,t) —i—)x/ot/ﬂF(x,t,g,T,gp(ﬁ,T))dde, (z,t) € Q% [0,T)

ou f(xz,t) et [, F(x,t,& 7,0(&,7)) sont des fonction analytiques sur D € Q x [0, 7] et Q
est une partie fermée de R",n = 1,2, 3.
Exemple 2.1.3

¢ (x) = 24z + 24 + 3 — [T(z — p(t)dt — [ tp(t)dt
p(0) =0

et
@ (x,t) =1+ + 512 — 5t —fo [y (r — €)dedr

@(07 t) =

11



2.2. Equations intégro-différentielles singuliéres

2.2 Equations intégro—différentielles singuliéres

Une équation intégro-différentielle est dite singuliere si :
1-L’un ou les deux bornes de I'intégration sont infinies.

2- Le noyau devient infini au voisinage d’un ou plusieurs points de 'intervalle de 'intégration.

Exemple 2.2.1 voir|0§]

avec

dn N dnfl N N

U = a, . -+a
dx Va1 0¥
anO dnflgp

v s + ldl’” T + + b

2.3 Convertissement d’une (E.I-D) linéaire de haut or-
dre a un systéme d’E.I-D linéaire de premier ordre

On considére ’équation intégro-différentielle linéaire d’ordre n.

@)+ D ) o)+ [ Kl el = g(a)

Avec les conditions initiales

"

p(a) = ar,¢ (a) = as, ¢ (a) = ag, ..., " V(a) = a,

Pour convertir une (E.I-D) d’ordre n a un systéme de (E.I-D) de premier ordre on pose

(@) = p(x) ; do(z) =@ (2) -0, bu(a) = V().

.

12



2.4. Théoréme de point fixe

Avec les conditions initiales : ¢,(a) = a1, ¢y(a) = s, ..., ¢, (a) = a,. voir[12]

2.4 Théoréme de point fixe

Théoréme 2.4.1 (de point fize de Banach) voir[05]
Soit T un opérateur contractant sur un espace de Banach X, alors T admet un point

fixe unique.

Preuve.
Onpose T" =T oTo...oT n fois.
Soit ¢ un élément fixé arbitraire de X, et soit la suite (7" (¢))n>1-
On pose
v, =T"(p) pour n=1,2,---

On note que :
||(pn - (pmH = ||(pn — Pn-1 + Prn—1— Pn-2 +...+ Pm+1 — (pmH

< lon = naall [0t = encall + -+ [ 0mer = ol
= || T(pn1) = T(en )| + | T(0n ) = T(en 3| + - + | T(em) = T(emm_1)|]

< L Hgonfl - Spnf2|| + L H90n72 - Spnf?)” +...+L HSOm - Spmle
< (LD LY [l - o

Lm—l
< T ool

Pour n > m > 1, on a ||¢, — || — 0 quand n, m — +o00. Alors la suite (p,,)n>1 est
de Cauchy.

Le fait que X espace de Banach, alors la suite(y,,),>1 est convergente i.e. Il existe o € X
telle quep,, — o, quand n — +o0.

Il suffit de montrer que « est un point fixe de 7', alors faisons deux revendications .

1. a est un point fixe de T, c’est-a-dire : T(a) = «v .

2. « est un point fixe unique de 7" dans X.

13



2.4. Théoréme de point fixe

Pour 1. nous prenons la limite des deux cotés des récurrences : ¢, = T(¢,_1)-

l = lim T
Jm o, = lim T(p, )

Comme 7" est contractant, alors il est continu donc on peut prendre la limite & 'intérieure.
a= lim ¢, =T(lim ¢, ;) =T(a)
n—-+00 n—-+00
Pour montrer 2.on suppose que 1" admet deux point fixe oy et ao distincts :

T() = aret T(ag) = ag , avec oy # g

Comme T est contractant on a :

|ar — ay| 1T (1) = T'(cw)l

< Lo — s

Alors
(1= L) flox — as| <0

On a ||y — az|| # 0, Ce qui implique L > 1. ce qui contredit le fait que L < 1, donc «

est unique. m

Théoréme 2.4.2 voir[05]

Soit T' un opérateur défini dans un espace de Banach X, telle que T™ est contractant sur

X, pour un entier positif n. Alors T a un point fixe unique.

Preuve. Le théoreme du point fixe implique qu’il existe un point fixe unique pour

I'opérateur 1™, on note ¢, de cette point fixe.

Notons que :

IT(po) = ol = IT(T"(0)) = T" (o)l
= T"(T(%0)) = T" (o)l
< LT (%0) = oll

Pour 0 < L < 1, on a T(py) = ¢y

L’unicité est claire du faite qu'un point fixe de 1" est aussi un point fixe de 7". =

14



2.5. L’application sur (E.I-D) de Fredholm de premier ordre

2.5 L’application sur (E.I-D) de Fredholm de premier
ordre

Soit I’équation intégro-différentielle non linéaire de premier ordre

@ (2) = gl@) + [ Ko, p()dt , v € o, 1] 25
pla) =a
OuaeRetg:[a,b — Ret K :[a,b] X [a,b] x R — R sont fonctions continues Le
cas linéaire : K(z,t,p) = h(z,t)¢(t), tel que h : [a,b] X [a,b] — R une fonction
continue, est un cas particulier évident de I’équation (2.5).

En intégrant (2.5) entre a et = on obtient :

o(r) =a+ /mg(s)ds + /93/ K(s,t,(t))dtds , x € [a,b] (2.6)

Réciproquement si ¢ € C*([a, b]) on retrouve bien (2.5), en dérivant (2.6) et on retrouve
la condition initiale ¢(a) = « en faisant z = a. Ainsi I’équation intégro-différentielle
caractérise la solution du probléme de Cauchy (2.5) et on s’intéresse donc a ¢ vérifiant
(2.6).

On définit ainsi un opérateur 7' de C([a,b]) dans C([a, b])

x T b
T(p)(z) =« +/ g(s)ds +/ / K(s,t,@(t))dtds , x € [a, b

La fonction cherchée est une solution de ¢ = T'(¢), c’est une équation de type point fixe.

On se donne ¢, € X, et on construit la suite itérée associée (g, )n>0 telle que :

01 =T(py), L2=T(p1), - 00 =T(p, 1)

On a aussi ¢, = T"(yp).

On veut appliquer le théoréme du point fixe & T? (pour p bien choisi).

Lemme 2.5.1 voir[02]
Soit u et v € C([a,b]) et L € R% est le constant de Lipschitz de la fonction continue
K :[a,b] X [a,b] x R — R au troisiéme variable de (2.5 )
Alors :
7w - (@), < O

lu = vl (2.7)
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2.5. L’application sur (E.I-D) de Fredholm de premier ordre

Preuve. On pose TP =T oT o---0T p fois
—_—
On prouve l'inégalité
LP(b— a)P(x — a)?

p> 1Lz €lab = |TP(u)(z) — TP(v)(z)| < ol

lu = vl

On va prouver par récurrence pour p =1 on a :

T(u)(z) = T)(x)] = x (/ (K (s, t,u(t)) = K(s,1,0(1))) dt> ds

< / (/b K (s,t,u(t)) — K(s,t,0(t))] dt> ds

Le fait que K est Lipschitzienne au troisieme variable avec le constant de Lipschitz L > 0

pour tout x € [a, b]

/(/ K (s, 1, u(t) K(s,t,v(t))|dt>ds < /:(/;L\u(t)—v(t)\dt)ds
/az(/abLHu—vHoodt)ds

= Liju—=vllo(b—a)z—a)

IN

< Liu—vll, (b—a)

On suppose que 'inégalité proposée est valable pour (p — 1) et on va prouver pour

p,V € [a,b]

T7(u)(x) = TP(u)(2)| =

/ </ s, t, T ><>>—K<s7t,Tp—1<v><t>>)dt>ds

< /(/L|Tp1 )(t) — TP (v ]dt)ds
b p—1
< / / L.LP7 M u— vl ﬁ(s—a)p_ldt ds
“ (b—a)!
L (b p
- POZ Dy,
LP(b— a)*
< 2O )
p!
Ce qui acheéve la récurrence.
Donc TP est lipschizienne de rapport (L(b;—f)%p ,ona::

f (L(b—a)*)P L(b—a)?

P! —°

p=>0
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2.5. L’application sur (E.I-D) de Fredholm de premier ordre

Il résulte que :

lim (L(b—a)) =0
p—>+00 p!
Alors il existe un p € N* tel que :(L(b;—f)z)p < 1. Donc pour n > p, T" est contractant

On déduit du théoréme (2.4.1 ) que 7™ admet un unique point fixe ¢, de plus :

T"(T(p)) = T(T"(¢)) = T(¥)

Donc T'(p) est un point fixe de T, et par unicité du point fixe de 7" on a: T(p) = ¢ .
Comme les points fixes de T' sont des points fixes de T on en déduit que ¢ est
I'unique point fixe de T" .

Finalement, ¢ est I'unique solution de (2.5) . m
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Chapitre 3

Résolution analytique de quelques
types d’équations

intégro-diftférentielles

3.1 Equations intégro-différentielles de Volterra linéaire
de deuxiéme type

Définition 3.1.1 les équations intégro-différentielles de Volterra linéaire le deuzriéme type

sont données sous la forme :
V@) = Fla) A [ Kl (3.1)
0

Ot o™ (1) = ‘é—;ﬁ .Parce que ’équation a entrainé dans (3.1) la combinaison de l'opérateur
différentiel et l'opérateur intégral, alors il est nécessaire de définir les conditions initiales

©(0),0'(0),..., 0" D(0) pour la détermination de la p(z) solution particuliére de 'équation
intégro-différentielle de Volterra (3.1). Toute équation intégro-différentielle de Volterra se
caractérise par Uexistence d’une ou de plusieurs des dérivés ¢ (z),¢ (x),...dehors du signe
intégral. on peut observer des équations intégro-différentielles de Volterra lorsque nous con-
vertissons un probléme de valeur initiale o une équation intégrale a l'aide de la régle de
Leibnitz .

Les conditions initiales sont nécessaires pour déterminer la solution exacte.
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3.1. Equations intégro-différentielles de Volterra linéaire de deuxiéme type

3.1.1 La méthode de solution sous forme de série:

La fonction ¢(x) est appelée analytique si elle a des dérivés de tous les ordres tels que la
série de Taylor a n’importe quel point b dans son domaine

> o)

o) =3 2Oy (3:2)

n!

converge vers ¢(x) dans un quartier de b. Pour plus de simplicité, la forme générique de

Séries de Taylor a x = 0 peut s’écrire sous

o(x) = Zanx" (3.3)

Dans cette section, nous allons appliquer la méthode de solution sous forme d’une série
pour la résolution des équations intégro-différentielles de Volterra de second type. Nous
supposerons

que la solution ¢(z) de I’équation intégro-différentielle de Volterra est sous la forme :
e (x) = f(z) + )\/ k(z, t)pt)dt , ¢®(0)=kla, ,0<k < (n—1) (3.4)
0

est analytique et posséde donc par série de Taylor de la forme donnée un développement
en (3.3), ou les coefficients a,, seront déterminés par récurrence. Les premiers coefficients

ay peuvent étre déterminés en utilisant les conditions initiales et alors

’ 1 1
ay = ¢(0), a1 = ¢ (0),a2 = 53¢ (0), a3 = 53¢ (0) (3.5)

et ainsi de suite. Pour déterminer en appliquant les coefficients ay restants de (3.3)
seront déterminés par I'application de la méthode de solution de série a I’équation intégro-
différentielle

de Volterra (3.4).Substitution (3.3) dans les deux cotés de la donnée (3.4)

(Zakxk> = T(f(z)) + /0 K(z,t) <Zaktk) dt (2.6)

ou pour plus de simplicité, nous utilisons

(ag + arx + azz® +..)™W = T(f(z)) + A /w K(z,t)(ag + art + agt® +...)dt (3.7)
0
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3.1. Equations intégro-différentielles de Volterra linéaire de deuxiéme type

ou T(f(z)) est la série de Taylor de f(x). L’équation intégro-différentielle (3.4) sera
convertie en une intégrale traditionnelle dans (3.6) ou (3.7) ou a la place d’intégrer la
fonction inconnue

¢(x) termes de la forme t", n > 0 sera intégrée. Notez que parce que nous cherchons
la solution de la série, puis si f(x) inclut des fonctions élémentaires comme les fonctions
trigonométriques, fonctions exponentielles, etc, puis Taylor expansions pour fonctions im-
pliquées dans f(x) doit étre Utilisée.

Nous intégrons tout d’abord la partie droite de l'intégrale dans (3.6) ou (3.7),et collecter
les coefficients de comme puissances de . Nous assimilons ensuite les coefficients d’aimé les
puissances de x dans les deux cotés de I’équation pour déterminer un relation de récurrence
dans a; ,j > 0.

Résoudre la relation de récurrence conduira & une détermination compléte des coefficients
a; ,j > 0 ou certains d’entre les coefficients seront utilisés a partir des conditions initiales.
Apreés avoir déterminé les coefficients a; ,j > 0, la solution de série suit immédiatement &
son remplacement par les coefficients dérivés en (3.3). La solution exacte peut étre obtenue
si une telle solution exacte existe. Si une solution exacte n’pas obtenue, puis la série obtenue
peut étre utilisée a des fins numériques. Dans ce cas, plus nous évaluons des termes ; nous

atteindrons un niveau de précision plus élevé.

Exemple 3.1.1 Utilisez la méthode de solution sous forme série pour résoudre I’équation

intégro-différentielle de Volterra

O(r)=1+ /01’ o(t)dt (3.8)

Solution 3.1.1 Son remplacement par ¢(x) de la série
o(x) = Zan:ﬂ" (3.9)
n=0

dans les deux cotés de l’équation (3.8) conduit &

!

<§: anx”> =1+ /f <§: ant”) dt (3.10)

n=0

20



3.1. Equations intégro-différentielles de Volterra linéaire de deuxiéme type

Différencier le coté gauche une fois par rapport o x , et l’évaluation de l’intégrale sur le

coté droit, nous trouvons
o0 o 1
n—1 n
E na,x =1+ E —Qp-1T 3.11
n=1 n=1 n 1 ( )

qui peut étre réécrite sous la forme
o0 o0 1
a; + n+ 1a,2" =1+ —Qp_12" 3.12
D D =103 L (3.12)

ot nous avons unifié l’exposant de x les deux cotés et utilisé ag = 0 de la condition
initiale donnée.
Assimiler les coefficients de puissances comme de x & la fois coté de ( 3.12) donne la

relation de récurrence

=0 =101 =—F"—=0_12>1 3.13
Qg A1 » An41 n(n + 1)CL 1 ( )
ot ce résultat donne
1
n=20 s W2n4+1 = Y] 3.14
a2 A2n+1 2n+1)! ( )
Pour n >0 . Par substitution de ce résultat dans (3.9) donne la solution de série
() = i L (3.15)
“~ (2n +1)! '
qui converge vers la solution exacte
¢(x) = sinhx (3.16)

3.1.2 La méthode de décomposition de Adomian

La méthode de décomposition de Adomian (voir[01]) donne la solution dans un infini série
de composants qui peuvent étre déterminés de fagon récurrente. la série obtenue peut donner
la solution exacte, si une telle solution existe. Dans le cas contraire, la série donne une
approximation de la solution qui donne le niveau de précision élevé. sans perte de généralité,
on peut supposer un équation intégro-différentielle de Volterra du second type donnée
par

o (x) = fla) + / Ko 0e(t)dt , 9(0) = a0 (0) = ar (3.17)
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3.1. Equations intégro-différentielles de Volterra linéaire de deuxiéme type

Intégration des deux cotés (3.17) de 0 & = deux fois conduit a

o(z) = ag+axz+ L' (f(x)) + L7 (/Off K(z,t)p(t)dt ) (3.18)

oil les conditions initiales (0) et ¢ (0) sont utilisées, et L' est une fois deux opérateur

intégral. nous utilisons ensuite la série de décomposition
plx) = pul) (3.19)
n=0

dans les deux cotés de (3.18) pour obtenir

> u@) =ao+az+ L7 (f(x)+ L7 (/0 K(x,t) (Z mw) dt ) (3.20)

ou de fagon équivalente

©0ol(2) oy (2)F0y(2)+ps(2)+. .. = agtarz+L~(f(z))+L7! (/: K(x,t) (Z gpo(t)> dt ) ,

+L71 (/xK(m,t) (i%(t)) dt) + L1 (/xK(m,t) (i%(t)) dt) + -

Pour déterminer les composants ¢,(x), ¢, (), (), p3(x), .. .de la solution (), nous

avons mis la relation de récurrence

po(z) = ao+amx+ L7(f(x)) (3.22)
prpp(z) = L1 (/0 K(x,t)gok(t)dt> . k>0

ou le zéro élément ,(x) est défini par tous les termes non inclus a l'intérieur le signe
intégral (3.21). Apres avoir déterminé les composants ¢,(x), 7 > 0; la solution ¢ (z) de (3.17)

est alors obtenu sous forme de série. En utilisant (3.19), la série obtenue converge vers
la solution exacte, si une telle solution existe.

Cependant, pour des problémes concrets, une série tronquée Y~ . (x) est générale-

ment utilisé rapprochant la solution ¢(x) qui peut étre utilisée a des fins numeériques.

Remarque 3.1.1 1. La méthode de décomposition de Adomian a été présentée avant de

gérer une deuxiéme équations intégro-différentielles d’ordre Volterra.
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3.1. Equations intégro-différentielles de Volterra linéaire de deuxiéme type

Pour les autres commandes, nous pouvons suitvre la méme approche, telle que présentée.
Cela sera expliqué plus loin dans les détails en examinant les exemples illustratifs, ou le
premier ordre, deuxiéme ordre, troisiéme ordre, et les équations intégro-différentielles de
quatriéme ordre Volterra seront étudiées.

2. La méthode de décomposition modifiée que nous avons utilisée avant peut étre utilisée
pour le traitement des équations intégro-différentielles Volterra de n’importe quel ordre.

3. Le phénomeéne des termes de bruit qui a été appliqué avant peut étre utilisé ict st des

termes de bruit apparaissent.

Exemple 3.1.2 Utilisez la méthode Adomian pour résoudre l’équation intégro-différentielle

de Volterra

!

Fla)=1- [ w00 =0 (32
0
Solution 3.1.2 Application de l’opérateur intégral L=* définie par
L*)=1 —/ ()dx (3.24)
0

des deux cotés de (3.23), c’est a dire intégrant les deux cotés de (3.23) une fois de 0 a z,

et en utilisant la condition initiale donnée nous obtenons

olz) = 3 — L ( / o(t)dt > (3.25)
0
Utilisation de la série de décomposition (3.19), et en utilisant la relation de récurrence

(3.22)on obtient

polz) = (3.26)

o (z) = —L7! (/Ox gao(t)dt) = —%x?’
oo(r) = L7 (/Ox gpl(t)dt> = éaf”
ps3(x) = L7' (/Ox goz(t)dt> = —%gﬂ

et ainst de suite. cela donne la solution sous forme de série
olx)=0— =z’ + =2 — '+ (3.27)
et par conséquent la solution exacte est donnée par

u(r) =sinx (3.28)
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3.1. Equations intégro-différentielles de Volterra linéaire de deuxiéme type

3.1.3 La méthode de transformation de Laplace

La méthode de transformation de Laplace a été utilisée avant pour résoudre Volterra inté-
grante des équations du premier et du deuxiéme type.

Les détails et les propriétés du procédé de la transformée de Laplace sont présents dans
différentielle ordinaire équations textes.

Dans la transformation de Laplace théoréme de convolution, il a été dit que, si le noyau

K(x;t) de ’équation intégrale

oM (z) = f(x) + )\/096 K(x,t)p(t)dt, (3.29)

dépend de la différence = — ¢, il est alors appelé un noyau de différence. L’équation

intégro—différentielle peut donc étre exprimée comme

A () = F(z) + A /0 " Ko — (bt (3.30)

Considérons deux fonctions f(z) et g(z) qui possédent les conditions nécessaires de
Iexistence de transformée de Laplace pour chacun. Que les transformées de Laplace pour
les

fonctions f(z) et g(x) sont données par:

£{f(@)} =F(s) , £{g(x)} =G(s) (3.31)
Le produit de convolution de Laplace ses deux fonctions sont définies par:
(F+9)a) = [ (o= tig(eyi (3:2)
0

(9% f)(z) = / Cgla — 0 f(t)dt (3.33)

Rappelons que

(f*g)(x) = (g f)(x) (3.34)
On peut montrer facilement que la transformée de Laplace du produit de convolution

(f * g)(x) est donnée par :

24



3.1. Equations intégro-différentielles de Volterra linéaire de deuxiéme type

L{(f*g)(x)} = £ {/ flz— t)g(t)dt} = F(s)G(s). (3.35)
0
Pour résoudre les équations intégro-différentielles de Volterra en utilisant la méthode de

transformée de Laplace, il est essentiel d’utiliser les transformations de Laplace des dérivés

de ¢(z). Nous pouvons facilement montrer que:

£{pM(@)} = "L {p()} = 5" 1p(0) = 5" (0) = = V() (3.36)

Cela donne tout simplement

£{o@} = se{p()} - 0) (3:37)
= sU(s) = ¢(0)

o' @} = LE{p@)} - 50(0) - ¢ (0)
= s*U(s) — s0(0) — ¢ (0)

£l @)} = SL{e@) - e(0) ~ 56 0)
= $PU(s) — s%0(0) — s¢'(0) — & (0)

£{oW(@)} = $£{p(x)} — 5Pp(0) — 520 (0) — 56" (0) —
= sU(s) — $°p(0) — s2¢'(0) — 59" (0) — " (0)

"

(0)

"

(0)

et ainsi de suite pour les dérivées d’ordre supérieur.

Nous appliquons d’abord la transformée de Laplace a deux cotés de(3.30) , utilisent la
transformée de Laplace bon pour le dérivé de ¢(x), puis résoudre pour U(s).

Nous utilisons ensuite la transformée inverse de Laplace des deux cotés de I'équation

résultante pour obtenir la solution ¢(z) de I’ équation.

Exemple 3.1.3 Utiliser la méthode de transformation de Laplace pour résoudre I’équation

intégro-différentielle de Volterra:

0 () = :c+/ pt)dt , ©(0) =0 (3.38)
0

Notez que le noyau k(x —t) = 1 . Prenant la transformée de Laplace de part et d’autre de

(3.38) donne :

!

£(p (2)) = £(z) + £(1 % (), (3.39)
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3.2. Equations intégro-différentielles de Fredholm linéaire de deuxiéme type

obtenu

sU(s) —p(0) = = + =U(s) (3.40)

Us) = = (3.41)

En prenant la transformée de Laplace inverse des deux cotés de (3.41), la solution exacte

est donnée par :

o(x) ==z (3.42)

3.2 Equations intégro-différentielles de Fredholm linéaire

de deuxiéme type

Définition 3.2.1 Soit équations intégro-différentielles de Fredholm linéaire donnée sous la

forme

0" (x) = f(z) + A / bK(:v, Do)dt , eM(0)=b, 0<k<n-—1 (3.43)

ot " (z) = L4 étant donné que l'équation entrainé (3.43) combine Uopérateur différen-

tiel et l'opérateur intégral est alors nécessaire de définir des conditions initiales p(z), ¢ (z), . ..

pour la détermination de la solution particuliére o(x) de l’équation (3.43). toute équation
intégro-différentielle de Fredholm est caractérisée par l’existence d’une ou de plusieurs des
dérivés o (x), " (x),... en dehors du signe de lintégrale.

Nous allons nous concentrer notre étude sur les équations qui impliquent séparables noy-

aux ot le noyau K(x,t) peut étre exprimé comme une somme finie de la forme
K(z,t) =) gu(x)h(t) (3.44)
k=1

Sans perte de généralité, nous allons faire notre analyse sur un noyau d’un terme K(x,t)

de la forme

K(z,t) = g(z)h(t) (3.45)
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3.2. Equations intégro-différentielles de Fredholm linéaire de deuxiéme type

3.2.1 La méthode de calcul direct

Le format standard de I’équation intégro-différentielle de Fredholm est donné prés
(n) ’
o (z) = / Ko, )p)dt , P (0) =b 0<k<n—1 (3.46)

ot o™ (x) indique le dérivé n-iéme de o(z) par rapport & x et by des conditions initiales.

En substituant (3.45) dans (3.46) donne

0" (x) = f(z) + g(x) /bh(t)so(t)dt , oW(0) =t 0<E<n—1 (3.47)

Nous pouvons facilement constater que l'intégrale définie dans le intégro-différentielle
I'équation (3.47) implique une intégrant qui dépend entiérement de la variable ¢.
Cela signifie que l'intégrale définie sur le coté droit de (3.47) est équivalent & a une

constante oo . En d’autres termes, nous avons mis en

o= /b h(t)e(t)dt (3.48)

Par conséquent, I’équation. (3.47) devient

0" (x) = f(z) + ag(z) (3.49)

L’intégration des deux cotés de (3.49) n fois & partir de 0 & x, et en utilisant conditions
initiales, nous pouvons trouver une expression pour ¢(z) qui implique la constante « en
plus de la variable x .

Cela signifie que nous pouvons écrire

p(r) = v(r;q) (3.50)

En substituant (3.50) dans le coté droit de (3.48), I’évaluation de I'intégrale, et résolution
de I’équation résultante, nous déterminons a valeur numérique de la constante « .

Cela conduit a la solution exacte ¢(x) obtenu par la substitution la valeur résultante de
a en (3.50).

Il est important de rappeler que cette méthode conduit toujours a la solution exacte et

pas aux composants de série.
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3.2. Equations intégro-différentielles de Fredholm linéaire de deuxiéme type

Exemple 3.2.1 Résoudre [’équation intégro-différentielle de Fredholm a l’adresse suivante

!

o (r) =3+6x+ a:/l to(t)dt , »(0)=0 (3.51)

Solution 3.2.1 Cette équation peut étre écrite comme

!

p(x)=3+6x+axr , ¢0)=0 (3.52)

Obtenue en définissant )

a= / to(t)dt (3.53)
0

Intégrant les deux cotés du (3.52) de 0 a x et en utilisant la donnée initiale des conditions

que nous obtenons

1
o(r) = 3z + 3% + §OLSL‘2 (3.54)
En substituant dans (3.53) et évaluer le rendement intégrale
! 701
a= [ tet)dt=-+ -« (3.55)
0 4 8

C’est pourquoi nous trouvons o = 2 La solution exacte est donnée par

o(x) = 3z + 422 (3.56)

3.2.2 La méthode de décomposition Adomian

On peut supposer un second ordre de Fredholm équation intégro-différentielle donnée par

o (2) = f() + / Ko )p(t)dt . 9(0) = a0, (0) = a (3.57)

Intégration des deux cotés de (3.57) de 0 & = deux fois donne

o(r) = ag + ayz + L7 (f(x)) + L </ K(z,t)p(t)dt ) (3.58)

Lorsque les conditions initiales (0) = ag. Et ¢’ (0) = a;. Sont utilisées, et L~' double
opérateur intégral.

La méthode de décomposition de Adomian admet la utilisation de la série de décompo-
sition

p(r) =) p,(x) (3.59)
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3.2. Equations intégro-différentielles de Fredholm linéaire de deuxiéme type

dans les deux cotés de (3.58) pour obtenue

00 b [e'e}
> eu(x) =a0+mx+ L (f(x) + L7 (/ K(z,t) ) @, (t)dt ) (3.60)

ou de fagon équivalente

@o() + 1 (1) + o) + @3(x) + - -+ = ag + arx + L7 (f(2)) (3.61)

+ L1 (/:K(x,t)gpo(t)dt) + Lt (/abK(x,t)gol(t)dt > + L7t (/;K(x,t)%(t)dt) 4

Par conséquent, pour déterminer les composants ¢, (), ¢, (), @5(x), p5(x) de la solution

(), nous avons mis la relation de récurrence

o) = ao+az+ L7 (f(2)) (3.62)
() = L7 ( / K(x,mok(wdt) k>0

ou le zéro élément @ (x) est défini par tous les termes non inclus a l'intérieur le signe
intégral de (3.61) .

Aprés avoir déterminé les composants, ¢,(x), i > 0 le solution ¢ (z) de (3.61)est ensuite
obtenu sous forme de série en utilisant (3.59), la série obtenue converge vers la solution

exacte si une telle solution existe.

Exemple 3.2.2 Utilisez la méthode de décomposition de Adomian pour résoudre I’équation

intégro-différentielle de Fredholm
1
¢ (x) = 3622 + / e(t)dt , (0)=1 (3.63)
0

Solution 3.2.2 Rappelons que l'intégrale sur le coté droit est équivalente & une constante
parce que cela dépend uniquement de la variable t avec limites constantes d’intégration pour
t.

Intégration des deux cotés de l’équation (3.63) de 0 a = donne

o(x) — p(0) = 122° + o </01 (t)dt > (3.64)

ce qui donne & l'utilisation de la condition initiale

plz)=1+122" + z (/01 o(t)dt ) (3.65)
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3.2. Equations intégro-différentielles de Fredholm linéaire de deuxiéme type

Son remplacement par l’hypothése de la série
p(2) = eul®) (3.66)
n=0

dans les deux cotés de la donne (3.65)

i:: eo(r) =1+ 122° +z (/01 ()t ) (3.67)

Les composants ¢;(x),j > 0 de p(x) peuvent étre déterminésen utilisant la récurrence

relation )
wole) = 14126, gl =a ([t ) L kzo o)
0
Cela donne a son tour

0olr) = 1+122° | ¢(z) =2 (/01 K(x,t)p,(t)dt ) =4z (3.69)

oo(z) = (/OlK(x,t)apl(t)dt> =921, py(a) =2 </01K(x,t)902(t)dt) _

La solution sous forme de série est donnée par

1 1
gp(x):1+12x3+4(1+§+1+...) (3.70)
qui donne la solution exacte

u(z) =1+ 8z + 122° (3.71)

obtenue, évaluer la somme de la série géométrique infinie.

3.2.3 La méthode de solution sous forme de séries

La méthode de solution de série a été utilisée avant, ou la forme générique de Taylor série

pour une solution analytique d'u a x =0

o(x) = Zan:ﬂ" (3.72)
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3.2. Equations intégro-différentielles de Fredholm linéaire de deuxiéme type

Le série solution méthode sera utilisée pour résoudre 1’équation intégro-différentielle de
Fredholm.

e Nous supposerons que ¢(z) de la solution d’équation intégro-différentielle de Fredholm

oW (x) = fla) + A / bK(x,txo(t)dt , @(0) =a; 0<j < (k—1) (3.73)

est analytique et posséde donc une série de Taylor de la forme donnée dans (3.72), ou
les coefficients en volonté sont déterminés de facon récurrente.

Son remplacement (3.72) deux cotés (3.73) donne:

o (k) , o
(Z anx”> =T(f(x)) + )\/ K(z,t) (Z ant”) dt (3.74)

ou pour plus de simplicité, nous utilisons
b
(ap + a1 + aga® + - ~~)(k) =T(f(z)) + )\/ K(z,t) (ag + art + agt® +---)dt  (3.75)

ou T(f(x)) est la série de Taylor de f(x). La volonté de I’équation intégrale (3.73)
étre convertie en une intégrale traditionnelle dans (3.74) ou (3.75) ou au lieu de intégrant
la fonction inconnue ¢(z), les termes forme ¢, n > 0 sera intégré. Notez que parce que
nous cherchons la solution de série, puis si f(x) inclut des fonctions élémentaires comme
les fonctions trigonométriques , exponentielles fonctions, etc. Puis de développements de
Taylor pour les fonctions impliquées dans f(z) doit étre utilisé.

En outre, les équations initiales données devraient étre utilisées dans la série polypeuse(3.72).

Nous intégrons d’abord le coté droit de I'intégrale ou (3.75), et recueillir les coefficients
de puissances comme de .

Nous assimilons coté les coefficients de comme puissances de x dans les deux cotés de
I’équation résultant pour obtenir une récidive relation dans a;,j > 0 .

Résoudre la relation de récurrence va conduire & une compléte détermination des coef-
ficients aj,j > 0 apreés avoir déterminé les coefficients a;, 7 > 0, la solution de série suit
immeédiatement apres son remplacement par le dérivé coefficients dans (3.72). La solution
exacte peut étre obtenue que si une telle solution exacte existe.

Si une solution exacte ne peut étre obtenu, alors le obtenue série peut étre utilisé a des
fins numériques. Dans ce cas, les termes plus nous évaluer le niveau de précision plus élevé

que nous obtenons.
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3.2. Equations intégro-différentielles de Fredholm linéaire de deuxiéme type

Exemple 3.2.3 Résoudre l’équation intégro-différentielle de Fredholm en utilisant la méth-

ode solution sous forme série:
1

¢ (z) =4+ 4z +/ (1 —xt)p(t)dt , p(0)=1 (3.76)

-1

Solution 3.2.3 En substituant ¢(x) de la série

’

¢ (r) = (Z an:v”) (3.77)

dans les deux cotés de l’équation.(3.76) conduit a

oo 1 ()
Z na,z" "t =4+ 4z + / (1 —at) Z ant"dt (3.78)
n=0 -1 n=0

Notez que ag = 1 a partir des conditions initiales données. évaluation de lintégrale sur

le coté droit donne
2 2 2 2 2 2 2 2
CL1+CL25U+CL3[L’2+' ce= 6+ §a2+ga4+?aﬁ+§ag—l— <4 — gal — gag — ?(15 — 5@7) s (379)
Assimiler les coefficients des puissances comme de x dans les deux cotés de (3.79) donne
a; =6,a, =0 ,n>2 (3.80)
La solution exacte est donnée par

o(x) =1+ 6x (3.81)

o nous avons utilisé ag = 1 a partir de [’état initial.
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Chapitre 4

Résolution numérique de quelques
types d’équations

intégro-différentielles

Dans ce chapitre on essaye de trouver la solution numérique de certaines classes d’équations
intégro- différentielles linéaires on se basant sur la méthode de collocation, utilisant les
polynomes de Legendre et les polynomes de Bessel et Taylor, o on emploie la matrice
opérationnelle d’intégration et de dérivation, les solutions approximatives sont données sous
forme des polynomes.

L’é¢tude de la convergence de la méthode est nécessaire aussi bien que la vitesse de
la convergence, en estimant les erreurs pour ces méthodes avec comparaison des solutions

approchées avec la solution exacte.

4.1 Polynémes de Legendre

La formule suivante, dite formule de Rodrigues, donne I’expression de P, pour tout entier

n >0 (voir [16]).

Théoréme 4.1.1 Pour tout entier n, P, est un polynéme unitaire de degré n et on a:

P(z) = (%!% (2=1)") , (-1<z<1)
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4.1. Polynémes de Legendre

Notons que pour tout n ,p,(1) = 2"(n!)?/(2n!).Les polynémes de Legendre, que nous
désignerons dans la suite par une lettre majuscule P,, sont proportionnels aux polynomes
pn et normalisés de fagon que P,(1) soit égal a 1. Ils sont donc donnés, grice a la

formule de Rodrigues, par

P,(7) = — ((=*=1)") = —P,(r) ,n=0,1,...

Ainsi, le coefficient de =™ dans ’expression de P, est égal a 2£2(23;2 . On a par exemple

P(x) — 1,P1(:E):x,Pg(z):(%)(?)acQ—l)

Pyx) — (%)(5933 — 32), Py(x) = (é)(351‘4 — 3042 4 3)

Ps(z) = (%)(633:5 — 702° + 157)

1
Ps(z) = (-=)(2312° — 3152* + 1052° — 5)

16

Théoréme 4.1.2 Pour tout entiern >0 , on a

1P = / Pi{a)ds =2/Cn+1)

Théoréme 4.1.3 La suite des polynomes de Legendre (P,) est une base orthogonale de
Uespace L*((—1,1),dx). toute fonction f de L*((—1,1),dx) se développe de fagon unique

sous la forme

[ =Y elDP avee elf)= 2R

ol la convergence de la série a lieu en moyenne quadratique

N

lime—ch(f)Pn

n=0

=0

L2

on a de plus l’égalité de Parseval

/‘f I’ da _22’;2+1

On notera que le polynome de Legendre de f de degré n, donné par

=Y alf)Pulx)
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4.1. Polynémes de Legendre

réalise la meilleure approximation en moyenne quadratique de f par des polynémes de
degré inférieur ou égal a n.
On notera aussi que si f est paire (resp. impaire), son développement ne fera intervenir

que les polynomes de Legendre d’indice pair (resp. impair).

Propriétés des polynémes de Legendre
1- Parité

Pour tout entier naturel n et pour tout z, on a

P,(—x) = (—=1)"P,(x); en particulier P,(—1) = (—1)"

Ainsi pour n pair, P,(x) ne contient que des puissances paires de x et pour n impair, P, ()
ne contient que des puissances impaires de x.

e [’orthogonalité :
1 X m=n
(P,Q) — / Po(2)Qu(z)dz = { 771
-1 0 , m#n
2- Relation de récurrence

n-+1 ()+ n
o +1 "t o+ 1

P, 1(x) = 2P, (z)

Pour démontrer cette relation on remarque que zF,(z) est un polynome de degré n + 1
et admet donc un développement sous la forme
tPy(r) = Y anPi(x) avec ay; |P;|* = (vPu, P))
j<n+1
comme ay; | P;||> = ajn ||P.]° ; il en résulte que a,; = 0 pour j < n — 1 (et pour

j>mn+1). en posant a,ni1 = O, A = B,, €6 Gpp_1 = ¥,,; on en déduit que
zP,(x) = apPry1(x) + B, Pu(z) + 7, Pu1(x)

En examinant la parité des deux membres, on voit que (3, = Oet en faisant x = 1; il
vient o, +7,, =1
Enfin, en comparant les termes de plus haut degré dans chacun des deux membres, on

trouve
(2n)! (2n +2)!
g aTL
27 (nl)2 271 ((n + 1)1)2
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4.2. Résolution des équations intégro-différentielles (E.I-Ds) linéaires utilisant les
polynoémes de Legendre

d’ou il résulte que

n-+1 ; it n
oy = (] al’ sulte n —
m+1 P T o 11

ce qui termine la preuve.
3- Equation différentielle
Pour tout entier naturel n, on a

(1 —2®) P (z) — 22P,(z) + n(n+ 1)P,(z) =0

On peut établir cette équation de la maniére suivante ; on part de I’égalité

L))} = (- )P (@) — 2075 (a)

le deuxiéme membre est un polynéme de degré n, on peut donc le décomposer suivant

la base {P;;i < n}
a2} =3 anw) ()

la propriété d’orthogonalité implique
! d /
allpl? = [ P@L {0 P} de
-1 dx

deux intégrations par parties successives donnent

alrl = [ p@t{o- 2w}

-1
Or la dérivée de (1—22) P, () est un polynéme de degré i ,on en déduit que a;; = 0,Vi < n

,et la relation (%) peut maintenant s’écrire
(1 —2®) P (z) — 22P, () = oy Py ()

En comparant les coefficients des termes de plus haut degré dans chacun des membres,

on trouve immédiatement «,, = —n(n + 1) : D’ou résulte I’équation différentielle cherchée.

4.2 Reésolution des équations intégro-différentielles (E.I-
Ds) linéaires utilisant les polyndémes de Legendre
Soit le probléme (voir[04]et[08])

> @) = o)+ A [ Kopoi . ((1<a<) (a.1)
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4.2. Résolution des équations intégro-différentielles (E.I-Ds) linéaires utilisant les
polynoémes de Legendre

tel que K (z,t) est le noyau de l'intégrale
g(x), Fr(x), (k=0,1,...,m) sont des fonctions analytiques A\ constant.

Avec conditions mixtes

m—1

> auy®(=1) + bjy® (+1) + cy®(0) =TU; , j=0,1,2,....m—1  (42)
k=0

L’approximation de la solution y(x) par le polynome de Legendre P,(x) et

n=0
A = (a07 ai, G, an)T7
P(x) = (Po(z), Pi(x), Pa(2), ..., Pa(2))
par recurrence on a
P (z) = P(x) (N7)" A
k
y(z) = P(z).A , yW(x) = P(x) ()" .4
0 0 0 0 0
10 0 0 0
II= 0 3 0 0 0
0 :
00 --- 02N-1 0

= ZFky(k)(x) . My (2) = /\/1 K(x,t)y(t)dt

e L’écriture matricielle de (4.1) est

D=G- )\
pour les points de collocation z; : (i =0,1,2,...,N)
2
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4.2. Résolution des équations intégro-différentielles (E.I-Ds) linéaires utilisant les

polynoémes de Legendre

D(zo) 9(xo) Ay (o)
b_ D(fvl) G- 9(3'51) A = )‘[f.(@"l)
D(zy) g(rN) Ay (xN)
D() =Y Fi(w)y® (@) , D)=y FP 07" .A
My (z) = /1 P(x).k.PT(t).P(t).Adt
= P(z).k /1 PT(t).P(t).Adt
/ PT(t).P(t).Adt = Q = [gnn] = { anin
1 0 ,ym 7’é n
et
K(z,t) = P(x).k.PT(t)
I'équation (4.1) devient
{Z F.P (7" - )\KZQ} A=a
k=0
telle que
K = [Kli,j}
L@ K@ L)
R T @) L) (L, ey T
Po(zo)  Pr(wo)  Pa(o) Py (zo)
P: Po('fl'l) Pl('ZL'l) PQ('xl) PNFJ}l)
Po(zny) Pi(azn) Pan) --- Puy(an)
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4.2. Résolution des équations intégro-différentielles (E.I-Ds) linéaires utilisant les
polynoémes de Legendre

pour la condition mixtes (4.2)

m—1

[a;s P(=1) + b P(+1) + ¢ P(O) [M7]" A =U; | j=0,1,2,...,m—1
k=0

Uj.A - [Ui,j}
telle que

m—1 )
Uj = [ajP(—1) + by P(+1) + ¢;x P(0)] [IT"]" . A= (Ujo,Uj1,...,Ujn)

k=0

Alors on obtient une matrice W inversible donnée par

Wo,0 Wo,1 ce Wo, N
W1,0 W11 T wi1,N
-~ WN-m,0 WN-ma1 °°° WN-mN
W =
Uo,0 Uo,1 ce Uo,N
U0 Uyl s U,N
Um-1,0 Um-11 - Un-1,N
On trouve que
WA=G e A=W)'G
On peut donc déterminer les coefficients a; ,(i =0,1,2,...,N) ; et ainsi y(x) solution

approximative de ’équation intégro-différentielle (4.1).
Remarque 4.2.1 si (A =0) on obtient une équation différentielle ordinaire linéaire.

Exemple 4.2.1 (voir [08])

Soit I’équation intégro-différentielle

y +ay —ay =32 + 62 + f_ll xy(t)dt
y(0) =7, y(0) = —4
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4.2. Résolution des équations intégro-différentielles (E.I-Ds) linéaires utilisant les
polynoémes de Legendre

telle que

Fo(v)=—x, Fi(x) =5, Fp(x) =1, g(z) =322 +62, A=1et K(x;t) =2

Uapprozimation de solution y(x) par le polynome de Legendre sous forme:

E an ’VL

—1<x<1

pour (N = 3) les points de collocation sont
2 2
:—1+Ni:—1+§i ,1=20,1,2,3
on obtint )
{Z ( ) —)\KZQ}A:G
k=
telle que
10 0 O 1 0 00 1000
03 0 0 0 —5 00 0100
FO - ;FQZ
00 —32 0 0 0 5 0 0010
00 0 -1 0 0 01 0001
1 -1 1 -1 0000
1 -1 11
) = I -3 5 5 e 1000
1 1 11 ’
1 3 -3 —% 0300
1 1 1 1 0050
la matrice obtenue est
1 —2 7 —22 ]
7N\ 0 N\ 1 TN 2 1 _4 2 316
_ 3 9 9 81
fol? <H) P <H) Fr (H) o2 s s
3.9 9 81
| -1 0 5 20 |
les matrices K; et () sont
(000 0 | [ 0 0 0]
1000 0 1 00
Kl: :Q:
0000 -z 0 20
| 00 0 0 | 0 -2 0 2
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4.2. Résolution des équations intégro-différentielles (E.I-Ds) linéaires utilisant les
polynoémes de Legendre

K, est définie par K; = (Q )T K,Q™!

[0 0 0 0 2.0 00 —2 0 0 0
1000 0200 -2000
Kl: ) Q: 7)\PKlQ:
0000 0 0 % 0 % 000
[ 00 0 0] [0 0 0 2| | 2 00 0
utilisant la formule
7\ ° 7\ ! T\ 2
P (H> + F P (H) + P (H) —A\PK,Q =W
la matrice W est ) )
3 =2 7 =22
1 _4 29 _31
W — 9 9 81
1 2 31 _398
9 9 81
| -3 0 5 20 |
la condition y(0) = —1 ety (0) = 3 donnée
Uy=[1000;-1] ,U;=1[0100 ;3|
[ g(wo) | [ -9 ]
- g(w1) _ —%
g9(z2) -1
L g(ws3) J | 3]
les matrices W et G peuvent s’écrire
(3 2 7 —22 ] =
| _4 29 _316 _1
W= 9 9 81 G = 3
1 0 0 0 -1
|0 1 0 0 | | 3]
La matrice A est
0 0 1 o | [-9] [-1]
g1 0 0 0 1 —1 3
A=|W] G- =
_ 188 801 321 4 1 0
1555 1555 1555 311
_ 261 567 108 21 3 0
L 73110 3110 1555 311 d L i L _




4.2. Résolution des équations intégro-différentielles (E.I-Ds) linéaires utilisant les
polynoémes de Legendre

pour (N = 3) la solution approximative est

y(r) = Z an Py () = agpo(x) + a1p1(x) + agpa(z) + azps(x)

n=0

= (-1D)1+32+0+0=—-1+3z

Exemple 4.2.2 (voir [08])

Soit I’équation intégro-différentielle

y' +ay — oy =8z — %x + 723 — 32t + 4+ f_ll xy(t)dt
y(0) =7, y(0) = —4

telle que

(N=3)Fy(z)=—2, Fi(z) =5, Fh(z) =1, g(x) = -32°+62 ,A\=1¢et K(z,t) =2

Uapprozimation de la solution y(x) par le polynome de Legendre avec (N = 3) est

y(r) =Y aPy(z), —1<z<1

n=0

On a (N = 3)
9 25 3_qo 4
Fo(x)=—z, Fi(x) =z, Fa(x) =1, g(z) = 8« —3.7:—1-71: 3244, A=1et K(z,t) =x

pour (N = 3)les points de collocation sont

b— 2 2 1 1
NaZ:—1+NZ:—1+§Z s ?::0,1,2,3 — $0:—17I12—57I2:§,$3:1

T; = a+

I’écriture matricielle de I’équation donnée est

{i F,P (ﬁ)k - )\KZQ} A=G
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4.2. Résolution des équations intégro-différentielles (E.I-Ds) linéaires utilisant les
polynoémes de Legendre

telle que
1 0 0 0 -1 0 0 0 1 0 00
03 0 0 0 —3 00 0100
FO = :Flz ;FQZ
00 —3 0 0 0 30 0010
00 0 -1 0O 0 01 0 001
1 -1 1 -1 00 0O
oo N | tooo
1 1 11 ’
(N S S 0300
1 1 1 1 00 50
(000 0 ] [ 2 0 0 0] EX
1000 0 2. 00 199
Kl_ ’ Q: 1 s 9 ;G: 277
0000 -1 0 2z I
3 2 23
|00 0 0 | | 0 =3 0 £ ] L 5
1 2 7 —22 ]
7\ 0 \ ! 7N\ 2 14 29 376
_| 3 9 9 81
fol? <H) P <H) Fr <H) o2 s s
3 9 9 81
-1 0 5 20 |
pour les conditions y(0) =7 , 3 (0) = —4 on obtient les matrices

1 1

d’ot la matrice

3 =2 7 =22 %
1 —4 29 _ 376 : 199
[W é] _ 9 9 81 ° 27
1 0 —5 0 7
i 0 1 0 —% —4 |

la solution de systéme algébrique est

9 T
A= |23 1146
3 535

43



4.3. Méthode de collocation (Polynéme de Bessel)

sorte qu'un nombre entier positif N > n et J,(z),n =0,1,2, -

e y(z) lapproximation de la solution donnée par:

y(z) = nZN;anPn(x) _ 2—;’130(95) + (—%) Pi(e) + (g) Py(w) + (g) Py()

y(r) = 32° +22% —4dx +7

4.3 Meéthode de collocation (Polynéme de Bessel)

Polyn6émes de Bessel de premiére espéce

Les polynome de Bessel tronqués de degré n de premiére espéce, définis par

e v
Tnlw) = gk!(mn)!(i)k

n € N0<zr<o0

Principe de la méthode (voir[15])

Soit I’équation intégro-différentielle de Volterra d’ordre n suivante

o) = @)+ " K (o, t)p(t)dt

n € Na<z<b

Sous les conditions initiales
p*(a) =
Ou : ¢(x) = ¢(x) est une fonction inconnue.
k(x),g(z)et K (x,t) sont des fonctions connues définies sur l'intervalle a < x < b.

a;i, et bj, sont des constants réels ou complexes.

Notre but est interpoler la solution ¢ de (4.4) par

pn(z) = Z apJn ()

n < N

(4.4)

(4.5)

tel que : n = 0,1,2,---, N sont les coefficients inconnus de Bessel et N choisi de tel
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4.3. Méthode de collocation (Polynéme de Bessel)

Bessel de premiére espéce donnée par (4.3) a telle que py et ¢ sont égaux sur les noeuds
a<xg<ux...<xpN. lefait que toutes les valeurs go(xl) , sont inconnues,on peut

utiliser (4.4) pour trouver les polynomes de l'interpolation au g, x1,..., Ty sans con-
naitre les valeurs ¢(x;) . pour faire ga, Nous avons mis I'interpolation polyndmiale

pn i pn(T) = o, 1, cox?, -+ ey dans (4.4).

Si py égale ¢ sur les noeuds , alors py satisfait (4.4), d’oil on peut obtenir un systéme
d’équations linéairement indépendantes & cg, c1,Ca, -+ ,CN -

Par conséquent, nous pouvons trouver la solution (4.4) avec quelques des erreurs de
I'interpolation et de la computation.

¢ Relations fondamentales

On écrit J,(z) sous forme matricielle comme suit :
J'(x) = DX (2) — J(z) = X(z) D" (4.7)
J(x) = [Jo(2), Ji(2), Jo(2), -+, I ()]

et
X(x) = [1,x,x2,-~- ,ZL‘N]

Si N est impair

0!01!20 0 1!;!120 to (T—l)y(NT—%)!QNﬂ 0
0 i O 0 S s
o2t ce - (B (AN
1 (D=5
D 0 0 ez - —(T,l)!(;)!w 0
0 0 0 YT 0
__1
0 0 0 0 0 o)1 (N+1)(N+1)
Si N est pair
1 —1 (-DF
010120 0 o - ( 1)0N2 W
0 0!11!21 0 s (%)!(%)Z!QN—I 0
0 0 o3 0 S s s
D= 0!2122 - - (%)!(#)!QN
__ 1
0 0 0 0 0 Ol(N)12% (N+1)+(N+1)
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4.3. Méthode de collocation (Polynéme de Bessel)

On pose (4.4) sous forme

D(z) = g(x)+I(x) (4.8)

D) = Y met(@)

0
telle que I(x) = /K(m;t)go(t)dt
0

maintenant, on va convertir la solution () et ses dérivées ©*(z), la partie D(x) et I(z)
et les conditions mixtes (4.5)aux formes matricielles

eForme matricielle pour la partie différentielle D(x) :

On consideére la solution voulue ¢(z) = p,(x) de 'équation (4.4) définie par la série de
Bessel tronquée (4.3)

On écrit la relation (4.8) sous la forme matricielle

o(@)] = J(x)A (4.9)
Ou
A(x) = lag, a1, a9, ...,an (4.10)
de (4.7) on a
o(z) = X(z)DTA

On a aussi la relation entre la matrice X (z) et ses dérivés X V() comme suite

XWY(z) = X(x)B” (4.11)
Ou
010 .00
002 .00
000 .00
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4.3. Méthode de collocation (Polynéme de Bessel)

De I’équation (4.11) on écrit sous forme récurrente

XO®) = X(z) (4.12)
XW(@) = X(z)B"
X®z) = XW(@)B" = X(«)(B")’

X(k)(517> _ Xk_l(x)BT:X<JI)(BT)k

Utilisant (4.11) et (4.12) on obtient

() = X®(2)DTA=X(z)(BT)*DTA (4.13)
k= 0,1,2,...

En substituant (4.8) en (4.12) on obtient :

N

[D(x)] = ) Bi(2)X (z)(B")' DA (4.14)

m=0

e Forme matricielle pour la partie intégrale I(z):

Le noyau k(z;t) peut étre approché par la série de Maclaurin tronquée et la série de

Bessel tronquées. respectivement :

N N
K(x;t) = Z Z K! ™"

m=0 n=0
et
N N
K(z;t) = > K Jm()Ju(t) (4.15)
m=0 n=0
Ou

B 1 d™mK(0,0)
mne ol damdin
m,n = 0,1,2,...,N

On pose les relations données a (4.15) aux formes matricielles suivantes :

K(z;t) = X(2) K, XD(¢) (4.16)
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4.3. Méthode de collocation (Polynéme de Bessel)

K?iln - Kt
et
K(z;t) = J(2) Ky JJ (1) (4.17)
K’ =K,

De 'équation (4.16) et (4.17) on obtient les relations suivantes

X(@) K XD = J(@)KJ () — X(2)K,XD(t)

= X(x)DTEK,XD(t)
d’ou
K, = D"K,D
ou
K,= (D7) K,D™! (4.18)

En remplagant les formes matricielles (4.9) et (5.17) dans la partie intégrale I(x) en

(4.8), on obtient la forme matricielle

[I(z)] = / xJ(x)KbJ(T)(t)J(t)Adt (4.19)
= J(ZC(I)KbQA
tel que
Q = /$J(T)(t)J(t)dt
- IDX(T)(t)X(t)DTdt
= DaHDT
d’ou

H = / X)X (t)dt = [his(2)
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4.3. Méthode de collocation (Polynéme de Bessel)

avec
i1 it
hij=—— . j=0,1,2,...,N
1+7+1
En remplacant la matrice (4.7) dans 'expression (4.19) on obtient la forme matricielle
suivante
[I[(z)] = X(z)MH(z)D"'A (4.20)
M = D'K,D

e La forme matricielle pour les conditions :

On peut obtenir les formes matricielles correspondantes pour les conditions (4.5) et par

(4.13) comme suivant

(@) = XW(a)D"A = X(a)(BT)*DT A = [a] (4.21)

i = 012...,m—1

maintenant on a l’équation matricielle correspondante a ’équation (4.4), pour ce but on

remplace les relations matricielles (4.14) et (4.20) dans (4.8). donc on a
X (2)(B")*DTA = g(x) + X ()M H(z)D" A (4.22)
En utilisant les points de collocation définis par

N

Dans ’équation (4.22),on obtient le systéme matriciel

a
Ti=a-+ t o3 1=0,1,2,....N

X(z)(BT)*DTA = g(x;) + X (2;) M H(2;) DT A (4.23)
i = 0,1,2,....N

et on écrire :

X(B"YDT — XMHD! A =G (4.24)
{ J
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4.3. Méthode de collocation (Polynéme de Bessel)

telle que
9(@o)
g(x1)
G =
9(xn)
X (o) 1 =z zd
X(x1) 1z 22 o
0O 0 0 0 O
X: pu—
X(zn) 1 zy 7% TN
X(zg) O 0
~ 0
X —
0
M 0 . . . 0
0 M O
—~ 0
M =
0
0 0
(N+1)(N+1)
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4.3. Méthode de collocation (Polynéme de Bessel)

H(zo) 0 0
~ 0
H =
0
DT
DT
D=
DT
(N+1)x1
A= [ag,ay,... ,aN]T

Donc la matrice fondamentale de I’équation (4.24) correspondante a I’équation (4.4) peut
étre écrite sous la forme:

WA=G ou [W;G]|
W = X(B")*DT — XMHD (4.25)
On note que I’équation (4.24) correspondante au systéme de (N+1) équations algébriques

linéaires avec les coefficients inconnus de Bessel ag, aq,...,ay .

D’autre coté la forme matricielle des conditions initiales de (4.21) peut étre écrite :
UiAd =log] 5 (U4
avec

U = X(a)(B")*D"

= [Uj(),Ujl,...,u ,ij,l,...m—l

jN}

Pour obtenir de solution de (4.4) sous les conditions (4.5), en remplacant les lignes de

matrice U; et j par les lignes de la matrice W et G respectivement, on obtient :
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4.3. Méthode de collocation (Polynéme de Bessel)

Wo,0 Wo,1 Wo,2 ce Wo, N ; 9(5130)
w1,0 W1,1 wW1,2 ce W1,N ; 9(951)
)
=~ = WN-m,0 WN-m31 WN-m2 ' WN-mN ; g(xN—m)
(WGl =
Uo,0 Uo,1 Uo,2 te Uo,N ; Qg
Ui,0 Uy,1 Uy,2 s Ui,N ) a1
)
Um—-1,0 Um-11 Um—-12 - Un—1N ; Qm—1

Notons que Tangw = rang[W; é] = N + 1,si ce n’est pas, ce serait une contradiction a
A=W)'G
et les éléments ag, aq,...,ay de A sont déterminés de fagon unique.

Exemple 4.3.1 Soit I’équation intégro-différentielle de Volterra d’ordre 2

u'(r) = x+ /Ox(:c — t)u(t)dt

’

u@0) = 0, u(0)=1

La solution exacte est u(z) = sin h(z)
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4.3. Méthode de collocation (Polynéme de Bessel)

Solution 4.3.1

neeuds | sol exact sol app(Bessel) | erreur

0.0 0.00000000 | 0.00000000 0.000e+000
0.1 0.10016675 | 0.10016666 9.353e-008
0.2 0.20133600 | 0.20133301 2.996e-006
0.3 0.30452029 | 0.30449750 2.279e-005
0.4 0.41075233 | 0.41065603 9.629¢-005
0.5 0.52109531 | 0.52080049 2.948e-004
0.6 0.63665358 | 0.63591709 7.365e-004
0.7 0.75858370 | 0.75698442 1.599e-003
0.8 0.88810598 | 0.88497111 3.135e-003
0.9 1.02651673 | 1.02083309 5.684e-003
1.0 1.17520119 | 1.16551030 9.691e-003

53

Table 4.1: résultat de I exemple (4.3.1)




4.3. Méthode de collocation (Polynéme de Bessel)

sol exacte
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Fig 4.1: la solution exacte et la solution approchée de Bessel
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4.4. Méthode de collocation ( Polynéme de Taylor)

4.4 Méthode de collocation ( Polyndéme de Taylor)

Principe de la méthode: voir([17], [09])

Une méthode de matrice pratique, est présentée pour trouver une solution approchée
pour les équations intégro-différentielles de Volterra et Fredholm linéaires, en terme de
polynéme de Taylor.

La méthode convertit 'E.I-D & une systéme matriciel qui correspond a un systeme des
équations algébriques linéaires .

Soit ’E.I-D de Volterra d’ordre n
u(z) = f(z) —|—/ K (x;t)u(t)dt (4.26)

uF(a) = oy (4.27)

Ou : «ay sont des constants avec f(x) et K (x;t) sont définis sur 'intervalle [a, b]:

La solution u(z) sera exprimée par la série de Taylor suivante

u(x) = Z an(x —c)"

L)

Le but de cette méthode est de déterminer les coefficients a,,.

n=01,2....N (4.28)

e Relations matricielle fondamentales :

On pose (4.26) sous forme

D(z) = g(x)+I(x) (4.29)

u* (@)
I(x) = /UK(x;t)u(t)dt

maintenant, on va convertir la solution u(z) et ses dérivées u*(x), la partie différentielle
D(z) et la partie intégrale I(x) et les conditions mixtes aux formes matricielles

e Forme matricielle pour la partie différentielle D(x) :
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4.4. Méthode de collocation ( Polynéme de Taylor)

On considere la solution voulue u(z) de (4.26) définie par la série de Taylor

u(z) = X(z)A (4.30)

X(@)=[1,(z—c),(x—c)? ..., (x—c)]

On a aussi la relation entre X (z) et ses dérivées est:

XW(z) = X(z)B” (4.31)
Ou
000 . 00
100 . 00
020 . 00

0000 N

=}

De la matrice (4.31) on obtient

XO() = X(2)B" (4.32)
X(Q)(:L‘) _ X(1)<x)BT = X(:E)(BT>2

XW(z) = XM(@)B" = X(2)(B")*
De (4.31) et (4.32) la relation de récurrente est :

uF(z) = X®(2)A = X(2)(BT)FA (4.33)
k = 0,1,2,...,N

En substituant (4.29) en (4.32) on obtient :

N

[D(x)] = Y Brl)X (2)(B")"A (4.34)

m=0

eForme matricielle pour la partie intégrale /(z):
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4.4. Méthode de collocation ( Polynéme de Taylor)

Le noyau K (x;t) peut étre approximer par la série de Taylor de degré N sur = = c et

t = c¢,sous la forme :

1 d™™K(e,c)
m!n!  dx™dt®
m,n = 0,1,2,....N

On pose (4.35) sous forme matricielle

(K (2:1)] = X (2) EXD(1)

Xt)=[1,(t—c),t—c)?....(t—c)"]

et
Kpn =K

(4.35)

(4.36)

En substituant la forme (4.30) et (4.36) dans (4.29),on a la forme matricielle suivante :

[I(z)] = / xX(x)KX(T)(t)X(t)Adt
X

(2)K {/x XM (t)X(t)dt} A

a

avec

e Représentation matricielle pour g(x):

(4.37)

Le terme non homogene de ’équation (4.35) , g(x) peut s’écrire sous forme :

l9(x)) = [Z gn(x — C)”]
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4.4. Méthode de collocation ( Polynéme de Taylor)

9n = ( | (438)

avec
G = [90, 91, - - - >gN]T
En remplagant les relations (4.34) et (4.37)et (4.38) dans (4.29) il en résulte I’équation
suivante :

X(z)(BTYA = X(2)G + X(2) KQA (4.39)

e Représentation matricielle pour les conditions initiales:

On peut obtenir la forme matricielle de conditions (4.27) de (4.33) on a :

uFla) = XW(a)A = X(a)(BT)*A = [ay] (4.40)
i o= 0,1,2,....m—1

Pour calculer les coefficients,on utilise les points de collocations suivantes

b_
N“z‘ . i=0,1,2,...,N (4.41)

Tr; =a-+

telquea <z; <beta=1xy <z <...<xy=>dans 'équation (4.39) .
On obtient:

X(z)(BN*A = X(2)G+ X(7)KQA
i = 0,1,2,...,N

et on écrire :

{B" - KQ}A=G (4.42)
telle que
9o
g1
G =
gn

58



4.4. Méthode de collocation ( Polynéme de Taylor)

A =[ag,ay,...,an]"

L’équation (4.42) correspond a une systéme de (N +1) équations algébriques pour (N+1)
coefficients de Taylor inconnus. Alors on peut écrire (4.42) comme suit :

WA=G ou [W;d] (4.43)

WA = [wy] = (BN — KQ avec  p,q=0,1,2,...,N

De la méme fagon, la forme matricielle pour les conditions initiales dans (4.40) peut étre

écrite comme suit :

UiA = |oy] ;[Uj; o (4.44)

i = 01,....m—1

avec

U; = X(a)(B")"

= [ujo, uj1, ..., u,] 5 J=0,1,...,m—1

En remplagant les lignes de la matrice (4.44) par les lignes de derniéres m lignes du

(4.43), il en résulte la nouvelle matrice augmentée

Wo,0 Wo,1 Wo,2 ce Wo,N ; gJo
W10 W11 W12 s w1,N ; [
;
~ ~ WN-m,0 WN-—m31 WN-m2 °°* WN-mN ; YN—-mN
W:G) = (4.45)
Uo,0 Uo,1 Uo,2 ce Uo,N ; Qg
U1,0 Ui Ui,2 ce Ui,N ) &3]
;
Um-10 Um—11 Um-12 " Um-1,N ; Onp-1
Si rangW = rang[W;G] = N + 1, alors
A=W)tG (4.46)
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4.4. Méthode de collocation ( Polynéme de Taylor)

et la matrice A ainsi les coefficients (a,, ,n = 0,1,2,..., N ) sont déterminés de fagon
unique, donc 1’équation (4.26) avec les conditions (4.27) a une solution unique

est donnée par polynome de Taylor (4.28).
Exemple 4.4.1 Soit l’équation intégro-différentielle de Volterra d’ordre 2

u'(x) = x+ /:(x — t)u(t)dt

!

u@) = 0, u(0)=1

La solution exacte est :
u(z) = sinh(x)
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4.4. Méthode de collocation ( Polynéme de Taylor)

Solution 4.4.1

neeuds | sol exact sol app(Taylor) | erreur

0.0 0.00000000 | 0.00000000 0.000e+000
0.1 0.100166750 | 0.100166640 1.097e-007
0.2 0.201336005 | 0.201333087 2.915e-006
0.3 0.304520293 | 0.304499082 2.121e-005
0.4 0.410752326 | 0.410664240 8.809e-005
0.5 0.521095305 | 0.520827797 2.675e-004
0.6 0.636653582 | 0.635987604 6.660e-004
0.7 0.758583702 | 0.757136427 1.447e-003
0.8 0.888105982 | 0.885250412 2.856e-003
0.9 1.026516726 | 1.021257698 0.9 5.259e-003
1.0 1.175201194 | 1.165963097 9.238e-003

Table 4.2: résultat de I exemple (4.4.1)

61




sol exacte
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4.4. Méthode de collocation ( Polynéme de Taylor)
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Fig 4.2: la solution exacte et la solution approchée de Taylor
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Conclusion générale

Conclusion

Nous avons présenté dans cette mémoire les divers méthodes pour trouver les solutions
des équations intégro-différentielles , ot on montre qu’on ne peut pas résoudre tous les
types des équation intégro-différentielles avec les méthodes analytiques,aussi nous avons
le besoin de chercher d’autres méthodes approchées ou appliquer des méthodes numériques
(collocation utilisant les polynomes de Legendre et les polynomes de Bessel et les polynomes

de Taylor , ...).
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