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N otre objectif dans cette mémoire. C’est la recherche de solutions semi-analytiques d’équations dif-
ferentielles à dérivées fractionnaire. Où l’on prend la dérivée pratille du temps t au sens confor-

mable et local par l’utilisation de la méthode de transformation différentielle réduite (RDTM).
(CRDTM) : Méthode de transformation différentielle réduite conformable.
(LRDTM) : Méthode de transformation différentielle réduite local.
Selon la dérivée utilisée par rapport au temps t. A travers la formule des solutions semi-analytiques ob-
tenues à partir de cette étude, nous créons des représentations graphiques pour certains exemples afin
de préciser l’efficacité de la méthode ou non.

.

Mots-Clés : Équations aux dérivées partielles fractionnaires, La dérivée conformable fractionnaire, La
dérivée local fractionnaire,La Méthode de transformation différentielle réduite.

O ur goal in this memory. It is the search for semi-analytic solutions of fractional differential differen-
tial equations. Where we take the pratille derivative of time t in the conformable and local sense by

using the method of reduced differential transformation (RDTM).
(CRDTM) : Conformable reduced differential transformation method.
(LRDTM) :Local Reduced Differential Transform Method.
Depending on the derivative used in relation to time t. Through the formula of semi-analytical solutions
obtained from this study, we create graphical representations for some examples in order to specify the
effectiveness of the method or not

Keywords : Fractional partial differential equations, The fractional conformable derivative, The
fractional local derivative, Reduced differential transform method.

iii



Table des matières

Introduction générale 7

Notations 9

1 Notions de base 10
1.1 fonctions spéciales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.1.1 La fonction Gamma d’Euler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.1.2 La fonction de Mittag-Leffler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.2 La dérivée conformable fractionnaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.2.1 L’intégrale fractionnaire conformable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.2.2 Relation entre la dérive fractionnaire conformable et l’intégrale fraction-

naire conformable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.3 La Dérivée fractionnaire locale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.3.1 L’intégrale fractionnaire local . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2 Les solutions semi-analytiques pour les équations aux dérivées fractionnaires confor-
mable 19
2.1 position du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.2 Méthode de transformation différentielle réduite conformable (CRDTM) . . . . . 20
2.3 Quelques Exemples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

3 Solutions semi-analytiques pour les équations aux dérivée local fractionnaire 31
3.1 Position du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
3.2 Méthode de transformation différentielle réduite fractionnaire local(LRDTM) . . 32
3.3 Quelques Exemples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

Bibliographie 45

iv



Liste des tableaux

2.1 Quelques propriétés de base du (CRDTM) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

3.1 Quelques propriétés de base du (LRDTM) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

v



Table des figures

2.1 La loi de (CRDTM) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.2 Comparaison entre la solution exacte et la solution d’approximation de l’équa-

tion (2.3) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.3 La fonction d’erreur de la solution approximative de l’équation (2.3) . . . . . . . 23
2.4 Comparaison entre la solution exacte et la solution d’approximation. . . . . . . . 25
2.5 La fonction d’erreur de la solution approximative de l’équation (2.3) . . . . . . . 25
2.6 Comparaison entre la solution exacte et la solution d’approximation de l’equa-

tion (2.11) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
2.7 La fonction d’erreur de la solution approximative de l’equation (2.11) . . . . . . . 27
2.8 Comparaison entre la solution exacte et la solution d’approximation de l’équa-

tion (2.18). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
2.9 La fonction d’erreur de la solution approximative de l’équation(2.18) . . . . . . . 29
2.10 La solution exacte de l’equation (2.22) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3.1 La loi de (LRDTM) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
3.2 Comparaison entre la solution exacte et la solution d’approximation de le pro-

blème (3.3) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
3.3 La fonction d’erreur de la solution approximative de le problème (3.3) . . . . . . 35
3.4 Comparaison entre la solution exacte et la solution d’approximation de le pro-

blème (3.7) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
3.5 La fonction d’erreur de la solution approximative de le problème (3.7) . . . . . . 37
3.6 Comparaison entre la solution exacte et la solution d’approximation de (3.13) . . 39
3.7 La fonction d’erreur de la solution approximative de le problème (3.13) . . . . . . 39
3.8 Comparaison entre la solution exacte et la solution d’approximation de (3.19) . . 41
3.9 La fonction d’erreur de la solution approximative de le problème (3.19) . . . . . . 41
3.10 La solution exacte de l’équation (3.25) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

vi



Introduction générale

L
e 30 septembre 1695, le calcul fractionnaire a été introduit lorsque Leibniz a écrit une
lettre à L’Hopital, demandant ”qu’est-ce que cela signifie par dnf

dxn
quand n = 1

2
?”où n

est connue comme la n ième dérivée de l’application f .
Depuis lors, de nombreux chercheurs ont tenté de mettre une définition d’une dérivée frac-
tionnaires. La plupart d’entre eux utilisaient une forme intégrale pour la dérivée fractionnaires.
Deux d’entre eux sont les plus populaires.

1. Définition de Riemann-Liouville. Pour α ∈ [ n− 1, n [ :

Dαa (f) (t) =
1

Γ (n− α)

dn

dtn

∫ t

a

f (t)

(t− x)α−n+1dx. (1)

2. Définition de Caputo. Pour α ∈ [ n− 1, n [ :

Dαa (f) (t) =
1

Γ (n− α)

dn

dtn

∫ t

a

f (n) (t)

(t− x)α−n+1dx. (2)

Maintenant, toutes les définitions, y compris(1) et (2) satisfont la propriété que la dérivée
fractionnaire est linéaire.
Cependant, voici quelques-uns des revers des définitions :

1. Toutes les dérivées fractionnaires ne satisfont pas la formule connue de la dérivée du
produit de deux fonctions :

Dα (fg) = fDα (g) + gDα (f) .

2. Toutes les dérivées fractionnaires ne satisfont pas la formule connue de la dérivée du
quotient de deux fonctions :

Dα
(
f

g

)
=
gDα (f)− fDα (g)

g2
; g 6= 0.

Une nouvelles définitions de la dérivée fractionnaire appelée « dérivée fractionnaire
conformable » a été introduite par R. Khalil et ses collègues [11], et la dérivée fraction-
naire appelée « dérivée fractionnaire local» a été introduite par X.Yong [19, 20].

En outre, les problèmes fractionnaires linéaires et non linéaires des équations différentielles
jouent un rôle majeur dans divers domaines tels que la biologie, la physique, la chimie, les ma-
thématiques, l’astronomie, la mécanique des fluides, l’optique, les mathématiques appliquées,
et ingénierie. Il n’est pas toujours possible de trouver des solutions analytiques à ces problèmes.
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Par conséquent, il est très important de gérer ces problèmes de manière appropriée et de les ré-
soudre ou de développer des solutions.
Dans ce mémoire, nous avons utilisé la méthode de transformation différentielle réduite
(RDTM) qui à été introduire par Kaskin et Oturanc [13, 9] pour construire une Solutions semi-
analytiques pour les équations aux dérivées fractionnaire conformable et local.
La technique de transformation différentielle réduite est une procédure itérative permettant
d’obtenir une solution sous la forme d’une série de Taylor converge vers la solution exacte.
Cette méthode est semi-analytique et largement utilisée par de nombreux chercheurs pour la
résolution des équations aux dérivées partielles fractionnaire conformable et local, linéaires et
non linéaires, homogènes et non homogènes. Les résultats obtenus montrent que la méthode
(RDTM) est précise, efficace et nécessite moins d’effort par rapport aux autres méthodes analy-
tiques et numériques.
Ce mémoire se décompose en trois chapitres de la manière suivante : dans le premier chapitre,
nous rappelons quelques définitions, notions, résultats, propriétés et les outils nécessaires sur
les fonctions spéciales dans l’espace fractionnaire, la dérive fractionnaire conformable et la dé-
rivée fractionnaire local.
Dans le deuxième chapitre, nous avons utilisé la méthode de transformation différentielle ré-
duite conformable et les propriétés de dérivée fractionnaire conformable pour déterminer la
solution semi-analytique du problèmes ou dérivée fractionnaire conformable.
Dans le dernier chapitre, nous avons appliqué la méthode LRDTM pour des équations aux déri-
vées partielles d’ordre fractionnaire. De plus, nous avons cherché des solutions semi-analytique
par des exemples données.
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Notations

R : Ensemble des nombres réels.

N : Ensemble des nombres entiers naturels.

Z : Ensemble des nombres entiers.

C : Ensemble des nombres complexes.

Ω : Domaine borné dans R.

Re (.) : La Partie entière d’un nombre complexe.

∆ : L’opérateur laplacne.

Γ (.) : La fonction Gamma d’Euler.

β (.) : La fonction Beta.

Eα (.) : La fonction Mittag-leffler.

T α : L’opérateur de la dérivée fractionnaire conformable d’ordre α.

Iαc : L’opérateur de L’intégrale fractionnaire conformable d’ordre α.

Ca (a, b) : L’espace des fonctions continues aux sens local sur [a, b] en voissinage de a.

Dα : L’opérateur de la dérivée fractionnaire local d’ordre α.

Iαl : L’opérateur de L’intégrale fractionnaire local d’ordre α.

ux : La dérivée par rapport x.

uxx : La seconde dérivée par rapport x.

9



CHAPITRE 1

NOTIONS DE BASE

D ans ce chapitre nous rappelons quelques définitions, notions, résultats, propriétés et les
outils nécessaires sur les fonctions spéciales dans l’espace fractionnaire, la dérive fraction-

naire conformable et la dérivée fractionnaire local.
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1.1. FONCTIONS SPÉCIALES 11

1.1 fonctions spéciales

Dans cette section, nous présentons les fonctions Gamma d’Euler et Mittag-Leffler. cette
fonctions soit trés importante dans la calcul fractionnaire et ses application.

1.1.1 La fonction Gamma d’Euler

La fonction Gamma d’Euler est une fonction complexe. Cette fonction généralise la fonc-
tion factorielle n! et elle permet à n de prendre des valeurs non entières, considérée également
comme une fonction spéciale [7, 6].

Définition 1.1. pour z ∈ C tel que Re (z) > 0, la fonction Gamma d’Euler définie par :

Γ (z) =

∫ +∞

0

tz−1e−tdt,

Exemple 1.1. 1. Γ (1) =
∫ +∞

0
e−t = 1.

2. Γ
(

1
2

)
=
∫ +∞

0
t−

1
2 e−tdt = 2

∫ +∞
0

e−τ
2
dτ =

√
π posant le changement de variable t = τ .

Propriétés 1.1. [7] Pour tout z ∈ C, Re (z) > 0 et n ∈ N on a :

1. Γ (z + 1) = zΓ (z).

2. Γ (n+ 1) = (n)!.

3. Γ
(
n+ 1

2

)
= (2n−1)!

√
π

2n
.

La fonction Gamma vérifie également la formule de réflexion suivante[6] :

Γ (z) Γ (1− z) =
π

sin (πz)
, 0 ≤ Re (z) ≤ 1.

1.1.2 La fonction de Mittag-Leffler

La fonction exponentielle ez est une fonction très important dans la théorie des équations
différentielles d’ordre entier, la généralisation de cette fonction est la fonction de Mittag-Leffler
notée Eα (z) , 0 < α < 1 introduite par Magnus Gustaf Mittag-Leffler [12, 6], elle s’écrit :

Eα (z) =
∞∑
k=0

zkα

Γ (kα + 1)
;α > 0, z ∈ C.

On note que pour α = 1, la fonction E1 est l’exponentielle usuelle [2].
Par la suite Agarwal [5] à généralisé cette fonction en une fonction à deux paramètres, a appelée
fonction de Mittag-Leffler à deux paramètres(voir[7]).

Définition 1.2. Soient α, β > 0 et z ∈ Z, on a :

Eα,β (z) =
∞∑
k=0

zkα

Γ (kα + β)
. (1.1)

Pour α = β = 1, on trouve la relation (1.1) avec E1,1 (z) = ez.

D. SALHI Solutions semi-analytiques pour les équations aux dérivées fractionnaire



1.1. FONCTIONS SPÉCIALES 12

Définition 1.3. [21]La fonction Mittag-Leffler dans l’espace fractionnaire est défini par :

Eα (xα) =
∞∑
k=0

xkα

Γ (kα + 1)
; x ∈ R et 0 < α ≤ 1.

Définition 1.4. [21]La fonction sinus dans l’espace fractionnaire est défini par :

sinα (xα) =
∞∑
k=0

(−1)k
xα(2k+1)

Γ (α (2k + 1) + 1)
, x ∈ R et 0 < α ≤ 1.

Définition 1.5. [21]La fonction dans l’espace fractionnaire est défini par :

cosα (xα) =
∞∑
k=0

(−1)k
x2αk

Γ (2αk + 1)
, x ∈ R et 0 < α ≤ 1.

Les règles suivantes s’appliquent [18],

Eα (xα)Eα (yα) = Eα ((x+ y)α) ,

Eα (xα)Eα (−yα) = Eα ((x− y)α) ,

Eα (iαxα)Eα
(
iαyαβ

)
= Eα (iα (x+ y)α) ,

Eα (iαxα) = cosα (xα) + iα sinα (xα) ,

sinα (xα) =
Eα (iαxα)− Eα (−iαxα)

2iα
,

cosα (xα) =
Eα (iαxα) + Eα (−iαxα)

2
,

cosα (−xα) = cosα (xα) ,

sinα (−xα) = − sinα (xα) ,

cos2
α (xα) + sin2

α (xα) = 1,

sin2
α (xα) =

1− cosα ((2x)α)

2
,

cos2
α (xα) =

1 + cosα ((2x)α)

2
.

Remarque 1.1. iα est une unité fractale imaginaire.

D. SALHI Solutions semi-analytiques pour les équations aux dérivées fractionnaire



1.2. LA DÉRIVÉE CONFORMABLE FRACTIONNAIRE 13

1.2 La dérivée conformable fractionnaire

Dans cette section, nous allons introduit une nouvelle dérivée fractionnaire appelée la déri-
vée conformable et nous présentons certaines notions préliminaires fondamentaux.

Définition 1.6. [11, 15] Soit la fonction f : [a ,+∞ [ → R et α ∈]0, 1], alors la dérivée fraction-
naire conformable d’ordre α en voisinage de a+ est donné par :

(T αf) (x) = lim
ε→0

f
(
x+ ε (x− a)1−α)− f (x)

ε
, (1.2)

pour toute x > a.
Cette limite (1.2) existe est finie.

Définition 1.7. [4] Soit la fonction f : [0 ,+∞ [ n fois différentiable en x, la dérivée conformable
fractionnaire de f d’ordre α est donné par :

T αf (x) = lim
ε→0

f (dαe−1)
(
x+ εx(dαe−α)

)
− f (dαe−1) (x)

ε
, (1.3)

pour toute x > 0, α ∈ ]n, n+ 1 ] et dαe est le plus petit entier supérieur ou égal à α.

Définition 1.8. [1, 11] Si la fonction f : [0,+∞] → R et α ∈]0, 1], alors la dérivée fractionnaire
conformable d’ordre α est donné par :

(T αf) (x) = lim
ε→0

f (x+ εx1−α)− f (x)

ε
, (1.4)

pour toute x > 0.
Si (T αf) (x) existe on dit que f est α-différentiable.

Lemme 1.1. [1, 11, 16] si la fonction f est n fois différentiable sur [0 ,+∞ [ et α ∈ ]n, n+ 1 ] alors :

T αf (x) = xn+1−αf (n+1) (x) .

Démonstration. D’après l’équation (1.3) on a :

T αf (x) = lim
ε→0

f (dαe−1)
(
x+ εx(dαe−α)

)
− f (dαe−1) (x)

ε
,

= lim
ε→0

f (n) (x+ εxn+1−α)− f (n) (x)

ε
,

on pose h = εxn+1−α =⇒ ε = hxα−n−1 alors :

= lim
h→0

f (n) (x+ h)− f (n) (x)

hxα−n−1
,

= xn+1−α lim
h→0

f (n) (x+ h)− f (n) (x)

h
,

= xn+1−αf (n+1) (x) .
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Théorème 1.1. [11]Si f est dérivable au sense usuelle au point x > 0, alors f est α-différentiable en x
et :

(T αf) (x) = x1−α d

dx
f (x) .

Démonstration. D’après l’équation (1.4) et on pose :h = εx1−α, donc ε = hxα−1 et ε → 0 alors
h→ 0 d’où :

(T αf) (x) = lim
h→0

x1−αf (x+ h)− f (x)

h
,

= x1−α lim
h→0

f (x+ h)− f (x)

h
,

= x1−α d

dx
f (x) .

Nous donnons dans cette Corollaire le dérivée fractionnaire conformable de certaines
fonctions.[15, 7]

Corollaire 1.1. Soit α ∈]0, 1] et ∀a ∈ R :
1. T αf (x) = 0 ; pour toute f (x) = c telle que c une constante de R.
2. T α (eax) = ax1−αeax.
3. T α (xα) = 1

α
.

4. T α (sin (ax)) = ax1−α cos (ax) .

5. T α (cos (ax)) = −ax1−α sin (ax) .

6. T α
(
sin
(

1
α
x
))

= cos
(

1
α
xα
)
.

7. T α
(
cos
(

1
α
xα
))

= − sin
(

1
α
xα
)
.

8. T α
(
e

1
α
xα
)

= e
1
α
xα .

Propriétés 1.2. [11, 1, 4] Soit f , g : ]0,+∞] deux fonction α - différentiable et α ∈]0; 1] alors :
1. T α (af + bg) = aT α (f) + bT α (g) ,∀a, b ∈ R.

2. T α
(
f
g

)
= fT α(g)+gT α(f)

g2
, g 6= 0.

3. T α (xp) = pxp−α, ∀p ∈ R.

Démonstration. 1. Soit x > 0 et a, b ∈ R nous avons af + bg α-différentiable en x et :

T α (af + bg) (x) = lim
ε→0

(af + bg) (x+ εx1−α)− (af + bg) (x)

ε
,

= lim
ε→0

af (x+ εx1−α) + bg (εx1−α)− af (x)− bg (x)

ε
,

= lim
ε→0

a (f (x+ εx1−α)− f (x)) + b (g (x+ εx1−α)− g (x))

ε
,

= a lim
ε−→0

f (x− εx1−α)− f (x)

ε
(x) + b lim

ε−→0

g (x− εx1−α)− g (x)

ε
,

= aT α (f) (x) + bT α (g) (x) .
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2. Pour tout x > 0 et g 6= 0 :

T α
(
f

g

)
(x) = lim

ε→0

f
g

(x+ εx1−α)− f
g

(x)

ε
,

= lim
ε→0

f(x+εx1−α)
g(x+εx1−α)

− f(x)
g(x)

ε
,

= lim
ε−→0

f(x+εx1−α)g(x)−g(x+εx1−α)f(x)

g(x+εx1−α)g(x)

ε
,

= lim
ε−→0

f(x+εx1−α)g(x)−g(x+εx1−α)f(x)+f(x)g(x)−f(x)g(x)

g(x+εx1−α)g(x)

ε
,

= lim
ε→0

g(x)(f(x+εx1−α)−f(x))+f(x)(g(x+εx1−α)−g(x))
g(x+εx1−α)g(x)

ε
,

= lim
ε→0

g (x) (f (x+ εx1−α)− f (x)) + f (x) (g (x+ εx1−α)− g (x))

ε
lim
ε→0

1

g (x+ εx1−α) g (x)
,

=

(
g (x) lim

ε→0

f (x+ εx1−α)− f (x)

ε
+ f (x) lim

ε→0

g (x+ εx1−α)− g (x)

ε

)
1

g2 (x)
,

=
g (x) T αf (x) + f (x) T αg (x)

g2 (x)
.

3.

T α (fg) (x) = lim
ε→0

fg (x = εx1−α)− fg (x)

ε
,

= lim
ε→0

f (x+ εxα) g (x+ εxα)− f (x) g (x)

ε
,

= lim
ε→0

f (x+ εxα) g (x+ εxα)− f (x) g (x+ εx1−α) + f (x) g (x+ εx1−α) + f (x)

ε
,

= lim
ε→0

(
f (x+ εx1−α)− f (x)

ε
g
(
x+ εx1−α))+ f (x)

g (x+ εx1−α)− g (x)

ε
,

= T αf (x) lim
ε→0

g
(
x+ εx1−α)+ f (x) T αg (x) ,

= T αf (x) g (x) + f (x) T αg (x) .

1.2.1 L’intégrale fractionnaire conformable

Définition 1.9. [2] Soient a > 0, x > 0 et la fonction f : [a ,+∞ ] → R, 0 < α ≤ 1, alors
l’intégrale fractionnaire conformable d’ordre α est définie par :

Iαc (f) (x) =

∫ x

a

(x− a)α−1 f (x) dx.
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1.2.2 Relation entre la dérive fractionnaire conformable et l’intégrale frac-
tionnaire conformable

Théorème 1.2. [2] Soit f :[a,+∞ [ → R et α ∈ ] 0, 1] pour toute x > a nous avons :

1. Si f est continue, alors : Iαc [T α (f)] (x) = f (x)− f (a).

2. Si f est différentiable, alors T α [Iαc (f)] (x) = f (x).

Démonstration. 1.

Iαl T α (f) (x) =

∫ x

a

(x− a)α−1 T α (f) (x) dx,

=

∫ x

a

(x− a)α−1 (x− a)1−α d

dx
f (x) ,

=

∫ x

a

d

dx
f (x) ,

= f (x)− f (a) .

2.

T αIαl (f) (x) = (x− a)1−α d

dx
Iαl (f) (x) ,

= (x− a)1−α d

dx

∫ x

a

(x− a)α−1 f (x) dx,

= (x− a)1−α (x− a)α−1 f (x) ,

= f (x) .

1.3 La Dérivée fractionnaire locale

Dans cette section, nous allons donnons une nouvelle définition de la dérivée fractionnaire
noté locale et nous discutons quelques propriétés.
S’il existe la relation :

|f (x)− f (x0)| < εα,

Avec |x− x0| < δ pour δ, ε > 0 et δ, ε ∈ R.
Maintenant f (x) est appelée continue fractionnaire locale à x = x0 désigner par :

lim
x−→x0

f (x) = f (x0) .

Alors f (x) est appelée fonction continue fractionnaire locale sur l’intervalle (a, b) désigné par :

f (x) ∈ Cα (a, b) .
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Définition 1.10. [21, 3, 17] Soit f ∈ Cα (a, b) la dérivée locale fractionnaire de f d’ordre α en
x = x0 est donné par :

Dαf (x) = f (α) (x0) =
dαf (x)

dxα
|x=x0

= lim
x→x0

∆α (f (x)− f (a))

(x− x0)α
,

tell que :

∆α (f (x)− f (x0)) ∼= Γ (1 + α) ∆ (f (x)− f (x0)) .

Pour toute x ∈ (a, b), il existe f (α) (x) = Dαxf (x), désigner par f (x) ∈ Dαx (a, b).
La dérivée fractionnaire locale d’ordre kα est donnée par :

f (kα) (x) = Dkαf (x) = Dα . . .Dα︸ ︷︷ ︸
kfois

f (x) , k ∈ N, 0 < α ≤ 1.

Et la dérivée partielle fractionnaire local d’ordre kα est donnée par :

∂kα

∂xkα
f (x) =

∂α

∂xα
. . .

∂α

∂xα︸ ︷︷ ︸
kfois

f (x) , k ∈ N, 0 < α ≤ 1.

Remarque 1.2. Opérateur dérivative noté local est un opérateur linéaire est vérifiant toute les
propriétés de la dérivée classique.

Lemme 1.2. [3] Soient α ∈ ] 0, 1 ] et f, g ∈ Cα (a, b) alors :
1. f (x) = 0 ; pour toute f (x) = c telle que c une constante de R.
2. Dα (af + bg) (x) = aDαf (x) + bDαg (x).
3. Dαfg (x) = fDαg (x) + gDαf (x).

4. Si g 6= 0 alors Dα f
g

(x) = gDα(x)−fDαg(x)

g(x)2
.

Corollaire 1.2. [3] Nous donnons dans cette corollaire le dérivée fractionnaire local de certaines fonc-
tions.

1. Dα
(

xkα

Γ(kα+1)

)
= x(k−1)α

Γ((k−1)α+1)
.

2. Dα (Eα (xα)) = Eα (xα).
3. Dα (Eα (−xα)) = −Eα (−xα).
4. Dα (sinα (xα)) = cosα (xα).
5. Dα (cosα (xα)) = − sinα (xα).

1.3.1 L’intégrale fractionnaire local

Définition 1.11. [18] Soit f (x) ∈ Cα (a, b), l’intégrale fractionnaire local de f (x) d’ordre α dans
l’intervalle (a, b) est donnée par :

Iαl f (x) =
1

Γ (α + 1)

∫ b

a

f (t) (dt)α ,

=
1

Γ (α + 1)
lim

∆t−→0

j=N−1∑
j=0

f (tj) (∆tj)
α ,
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tell que : ∆tj = tj+1 − tj,∆t = max (∆t1,∆t2, . . . ,∆tN−1) et j = 0, . . . , N − 1; t0 = a, tN = b,
[tj; tj+1] est une partition de l’intervalle [a, b]. On supposons que :{

Iαl f (x) = 0 si : a = b,

Iαl f (x) = −Iαc f (x) si : a < b,

pour touts x ∈ (a, b) on a : Iαl f (x) désigné par : f (x) ∈ I(α)
x (a, b).
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CHAPITRE 2

LES SOLUTIONS SEMI-ANALYTIQUES POUR
LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES

FRACTIONNAIRES CONFORMABLE

D ans ce chapitre, nous utilisé la méthode de transformation différentielle réduite confor-
mable et les propriétés de dérivée fractionnaire conformable pour déterminer la solution

semi-analytique du problèmes ou dérivée fractionnaire conformable.

19
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2.1 position du problème

Dons cette section, nous avons cherchons les solution semi-analytiques de l’équation diffé-
rentielle à dérivée fractionnaire au sens conformable, sous la forme :{

T αt u (x, t) = F (u, ux, uxx, f (x, t)) , dans Ω = [0, L]× [0, T ] ,

u (x, 0) = u0 (x) , dans x ∈ [0, L] ,

telle que :

+ T αt L’opérateur de la dérivée fractionnaire conformable d’ordre α.

+ u(x, t) La fonction inconnu.

+ x La variable spatiale.

+ t Le temps.

+ f (x, t) est une fonction donnée.

2.2 Méthode de transformation différentielle réduite confor-
mable (CRDTM)

Définition 2.1. [4] Supposons que u (x, t) est analytiquement différencié de manière continue
par rapport au temps t et à l’espace x dans son domaine (CRDTM) de u (x, t) est défini comme :

Uα
t (x) =

1

αkk!

[(
(T αt )(k) u

)]
t=t0

, (2.1)

où

(T αt )(k) (u (x, t)) = (T αt T αt · · · T αt )︸ ︷︷ ︸
k fois

(u (x, t)) ,

et k est un entier non négatif.
La fonction t-dimensionnel Uα

k (x) est un fonction transformée.
Les minuscules u (x, t) représentent l’originale de fonction pendant que Uα

k (x) majuscule repré-
sentent le fonction transformée.

Définition 2.2. [10] Soit Uα
k (x) la transformation de u (x, t) par la méthode (CRDTM). inverse

CRDTM de Uα
k (x) est défini comme :

u (x, t) =
∞∑
k=0

Uα
k (x) (t− t0)αk =

∞∑
k=0

1

αkk!

[(
(T αt )(k) u

)]
t=t0

(t− t0)αk , (2.2)

où le (CRDTM) de u (x, t) aux conditions initiales est défini comme suit :

Uα
k (x) =

 1
αkk!

[(
(T αt )(k) u

)]
t=t0

si : αk ∈ Z+,

0 si : αk /∈ Z+,
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pour : k = 0, 1, 2, . . . ,
(
n
α
− 1
)
, tel que n représente l’ordre de CFPDE.

En considérant Uα
0 (x) = f (x) comme transformation de la condition initiale :

u (x, 0) = f (x) .

Des calculs itératifs simples donnent le Uα
k (x) pour k = 1, 2, 3, . . . , n. Alors la transformation

inverse du {Uα
k (x)}nk=0 donne la solution d’approximation comme :

ũn (x, t) =
n∑
k=0

Uα
k (x) tαk,

où n représente l’ordre de la solution d’approximation obtenue.
Par conséquent, le (CRDTM) propose la solution suivante :

u (x, t) = lim
n−→+∞

ũn (x, t) .

FIGURE 2.1 – La loi de (CRDTM)

Les opérations fondamentales de transformation différentielle réduite qui peuvent être dé-
duites des équations (2.1) et (2.2) sont énumérés au Tableau 2.1 [4].

Fonction d’origine Fonction transformée
u (x, t) Uα

k (x) = 1
αkk!

[(T αt u)]t=t0
u (x, t) = av (x, t)± bw (x, t) Uα

k (x) = aV α
k (x)± bWα

k (x)

u (x, t) = v (x, t)w (x, t) Uα
k (x) =

∑k
s=0 V

α
s W

α
k−s ()

u (x, t) = T αk v (x, t) Uα
k (x) = α (k + 1)V α

k+1 (x)

u (x, t) = xm (t− t0)n Uα
k (x) = xmδ

(
k − n

α

)
, δ
(
k − n

α

)
=

{
1, si k = n

α
,

0, si k 6= n
α
.

TABLE 2.1 – Quelques propriétés de base du (CRDTM)

2.3 Quelques Exemples

Exemple 2.1. [3] Nous cherchons une solution semi-analytiques pour le modèle fractionnaire
de l’équation de Cauchy suivant :{

T αt u (x, t) = ∂2β

∂x2β
u (x, t) ,

u (x, 0) = e
xβ

β .
(2.3)
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La solution exacte de (2.3) au sens conformable est :

ue (x, t) = e
tα

α
+xβ

β .

Si on prend le (CRDTM) de (2.3), nous obtenons la formule suivante :

α (k + 1)Uα
k+1 (x) =

∂2β

∂x2β
Uα
k (x) ,

Uα
k+1 (x) =

1

α (k + 1)

∂2β

∂x2β
Uα
k (x) .

(2.4)

D’aprés la condition initiale de (2.3) on a :

Uα
0 (x) = e

xβ

β . (2.5)

Donc, en utilisant les équations (2.5) et (2.4), nous donnons les composants comme suit :
Pour : k = 0

Uα
1 (x) =

1

α

∂2β

∂x2β
Uα

0 (x) ,

=
1

α
e
xβ

β .

Pour : k = 1

Uα
2 (x) =

1

2α

∂2β

∂x2β
Uα

1 (x) ,

=
1

2α2
e
xβ

β .

Pour : k = 2

Uα
3 (x) =

1

3α

∂2β

∂x2β
Uα

2 (x) ,

=
1

3!α3
e
xβ

β ,

...

Uα
k (x) =

1

k!αk
e
xβ

β . (2.6)

à partir de (2.6), on trouve la solution de l’équation(2.3) comme :

ũn (x, t) =
n∑
k=0

Uα
k (x) tkα =

n∑
k=0

1

k!αk
tkαe

xβ

β . (2.7)

Ainsi, à partir de (2.7) la solution approchée de (2.3) obtenue par (CRDTM) est :

u (x, t) = lim
n−→∞

ũn (x, t) =
∞∑
k=0

(
tα

α

)k
k!

e
xβ

β = e
tα

α e
xβ

β .

C’est aussi la solution exacte.
Nous représentant graphiquement la solution approximative pour n = 3 et la solution exacte
pour α = 0.95, β = 0.85.
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(a) Solution exacte (b) Solution approchée

FIGURE 2.2 – Comparaison entre la solution exacte et la solution d’approximation de l’équation
(2.3)

Nous représentant graphiquement la fonction d’erreur de la solution approximative de
l’équation (2.3) pour n = 3.

(a) La fonction d’erreur pour n = 3 (b) La fonction d’erreur pour n = 10

FIGURE 2.3 – La fonction d’erreur de la solution approximative de l’équation (2.3)

Exemple 2.2. [15] Considérant l’équation différentielle fractionnaire suivante :{
T αt u (x, t) + u (x, t) = 0,

u (x, 0) = e−x.
(2.8)

La solution exacte de problème (2.8) au sens conformable est :

u (x, t) = e
tα

α
−x.

Pour obtenir la solution de l’équation (2.8) en utilisant le (CRDTM), nous pouvons transformer
l’équation (2.8) en la relation suivante :

α (k + 1)Uα
k+1 (x) = −Uα

k (x) .
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Uα
k+1 (x) =

−1

α (k + 1)
Uα
k (x) . (2.9)

D’aprés la condition initiale de (2.8), nous avons :

Uα
0 (x) = e−x. (2.10)

Donc, en utilisant les formes (2.9) et (2.10), nous donnons les composants comme suit :
pour : k = 0

Uα
1 (x) =

1

α
e−x.

pour : k = 1

Uα
2 (x) =

1

2α2
e−x.

pour : k = 2

Uα
3 (x) =

1

3!α3
e−x,

...

Uα
k (x) =

e−x

k!αk
.

la transformée différentielle inverse de Uα
k (x) donne :

ũn (x, t) =
n∑
k=0

Uα
k (x) tkα,

=
n∑
k=0

tkα

k!αk
e−x.

Et par conséquent, la solution approchée de (2.8) obtenue par (CRDTM) est :

u (x, t) = lim
n→∞

∞∑
k=0

tkα

k!αk
e−x,

= e
tα

α
−x.

Qui est la solution exacte.
Maintenant, nous représentant graphiquement la solution approximative pour n = 10 et la
solution exacte pour α = ln(2)

ln(3)
.
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(a) Solution exacte (b) Solution approchée

FIGURE 2.4 – Comparaison entre la solution exacte et la solution d’approximation.

Nous représentant graphiquement la fonction d’erreur de la solution approximative de
l’équation (2.3) pour n = 8 et n = 14.

(a) La fonction d’erreur pour n = 8 (b) La fonction d’erreur pour n = 14

FIGURE 2.5 – La fonction d’erreur de la solution approximative de l’équation (2.3)

Exemple 2.3. [10] Considère le type suivant de CFNWS :

T αt u (x, t) = T 2β
x u (x, t)− 2u2 (x, t) , (2.11)

telle que α > 0, β ≤ 1, t > 0, x ∈ R.
avec la condition initiale :

u (x, 0) = 1. (2.12)

La solution exacte de (2.12) au sens confoemable est :

u (x, t) =
1

1 + 2tα

α

.

Pour obtenir la solution de l’équation (2.11) en utilisant le (CRDTM), nous pouvons transformer
l’équation (2.11) en la relation suivante :

α (k + 1)Uα
k+1 (x) =

∂2β

∂x2β
Uα
k (x)− 2

k∑
s=0

Uα
s (x)Uα

k−s (x) .
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Uα
k+1 (x) =

1

α (k + 1)

(
∂2β

∂x2β
Uα
k (x)− 2

k∑
s=0

Uα
s (x)Uα

k−s (x)

)
. (2.13)

D’aprés la condition initiale de (2.12) nous avons :

Uα
0 (x) = 1. (2.14)

Donc, en utilisant les équations (2.13) et (2.14), nous donnons les composants comme suit :
Pour : k=0

Uα
1 (x) =

1

α

(
∂2β

∂x2β
Uα

0 (x)− 2Uα
0 (x)Uα

0 (x)

)
,

=
−2

α
.

Pour : k=1

Uα
2 (x) =

1

2α

(
∂2β

∂x2β
Uα

1 (x)− 2 (Uα
0 (x)Uα

1 (x) + Uα
1 (x)Uα

1 (x))

)
,

=
4

α2
.

Pour : k=2

Uα
3 (x) =

1

3α

(
∂2β

∂x2β
Uα

2 (x)− 2 (Uα
0 (x)Uα

2 (x) + Uα
1 (x)Uα

1 (x) + Uα
2 (x)Uα

0 (x))

)
,

=
−8

α3
,

...

Uα
k (x) =

(−1)k 2k

αk
. (2.15)

Par conséquent, la transformation inverse de (2.15) est donnée par :

ũn (x, t) =
n∑
k=0

Uα
k (x) tkα =

n∑
k=0

(
−2

α

)k
tkα = 1− 2

α
tα +

4

α2
t2α − 8

α3
t3α +

16

α4
t4α + . . .

On obtient donc la solution approchée :

u (x, t) =
∞∑
k=0

(
−2tα

α

)k
=

1

1 + 2tα

α

. (2.16)

La solution approchée de (2.11) par (CRDTM) est la même que la solution exacte.
Nous represontont graphiquement la solution approximative pour n = 10 et la solution exacte
pour α = ln(2)

ln(3)
.
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(a) Solution exacte (b) Solution approchée

FIGURE 2.6 – Comparaison entre la solution exacte et la solution d’approximation de l’equation
(2.11)

Maintenant, nous réprésentant graphiquement la fonction d’erreur de la solution approxi-
mative de l’equation (2.11) pour n = 8 et n = 12.

(a) La fonction d’erreur pour n = 8 (b) La fonction d’erreur pour n = 12

FIGURE 2.7 – La fonction d’erreur de la solution approximative de l’equation (2.11)

Remarque 2.1. La solution aproximative de (2.16) est existe si et seulement si :

0 < t ≤ 1

2
. (2.17)

Exemple 2.4. Considérer l’équation non linéaire da la dynamique des gaz fractionnaires dans
le temps et dans l’espace :

T αt (x) +
1

2
T βx u2 (x, t)− u (x, t) (1− u (x, t)) = 0, 0 < α, β ≤ 1. (2.18)

Et la condition initiale :

u (x, 0) = e−
xβ

β . (2.19)
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La solution exacte de (2.18) au sens conformable est :

u (x, t) = e
tα

α
−x

β

β .

Pour obtenir la solution de l’équation (2.18) en utilisant le (CRDTM), nous pouvons transformer
l’équation (2.18) en la relation suivante :

α (k + 1)Uα
k+1 (x) = −

k∑
s=0

Uα
s (x)

∂β

∂xβ
Uα
k−s (x) + Uα

k (x)−
k∑
s=0

Uα
k (x)Uα

k (x) .

Uα
k+1 (x) =

1

α (k + 1)

(
−

k∑
s=0

Uα
s (x)

∂β

∂xβ
Uα
k−s (x) + Uα

k (x)−
k∑
s=0

Uα
k (x)Uα

k (x)

)
. (2.20)

D’aprés la condition initiale de (2.18) nous avons :

Uα
0 (x) = e−

xβ

β . (2.21)

Donc, en utilisant les équations (2.20) et (2.21), nous donnons les composants comme suit :
Pour : k=0

Uα
1 (x) =

1

α

(
−Uα

0 (x)
∂β

∂xβ
Uα

0 (x) + Uα
0 (x)− Uα

0 (x)Uα
0 (x)

)
,

=
1

α
e−

xβ

β .

Pour : k=1

Uα
2 (x) =

1

2α

(
−Uα

0 (x)
∂β

∂xβ
Uα

1 (x)− Uα
1 (x)

∂β

∂xβ
Uα

0 (x) + Uα
1 (x)− Uα

0 (x)Uα
1 (x)− Uα

1 (x)Uα
0 (x)

)
,

=
1

2α2
e−

xβ

β .

Pour : k=2

Uα
3 (x) =

1

α (k + 1)

(
−

2∑
s=0

Uα
s (x)

∂β

∂xβ
Uα
k−s (x) + Uα

k (x)−
2∑
s=0

Uα
k (x)Uα

k (x)

)
,

=
1

2α2
e−

xβ

β ,

...

Uα
k (x) =

1

k!αk
e−

xβ

β .

Par conséquent, la transformation inverse de Uα
k (x) se trouve sous la forme :

ũn (x, t) =
n∑
k=0

Uα
k (x) tkα =

n∑
k=0

Uα
k

tkα

k!αk
e−

xβ

β .

On obtient donc la solution approchée :

u (x, t) = lim
n−→∞

ũn (x, t) = e
tα

α
−x

β

β .

Maintenant, nous représentation graphiquement la solution approximative pour n = 8 et la
solution exacte pour α = ln(2)

ln(3)
, β = 0.65 de l’équation (2.18).
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(a) Solution exacte (b) Solution approchée

FIGURE 2.8 – Comparaison entre la solution exacte et la solution d’approximation de l’équation
(2.18).

Nous représentant graphiquement la fonction d’erreur de la solution approximative pour
n = 8 de l’équation (2.18).

(a) La fonction d’erreur pour n = 8 (b) La fonction d’erreur pour n = 18

FIGURE 2.9 – La fonction d’erreur de la solution approximative de l’équation(2.18)

Exemple 2.5. Considéré le problème suivant :{
T αt u (x, t)− ∂

∂x
u (x, t)− x ∂2

∂x2
u (x, t) + 4x− 1 = 0,

u (x, 0) = x2.
(2.22)

Si on prend le (CRDTM) de (2.22), nous obtenons la formule suivante :

α (k + 1)Uα
k+1 (x)− ∂

∂x
Uα
k (x)− x ∂

2

∂x2
Uα
k (x) + (4x− 1) δ (k) = 0.

Uα
k+1 (x) =

1

α (k + 1)

(
∂

∂x
Uα
k (x) + x

∂2

∂x2
Uα
k (x)− (4x− 1) δ (k)

)
.

(2.23)
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D’aprés la condition initiale de (2.22) nous avons :

Uα
0 (x) = x2. (2.24)

Donc, en utilisant les équations (2.23) et (2.24), nous donnons les composants comme suit :
Pour : k=0

Uα
1 (x) =

1

α

(
∂

∂x
Uα

0 (x) + x
∂2

∂x2
Uα

0 (x)− (4x− 1) δ (0)

)
,

=
1

α
.

Pour : k=1

Uα
2 (x) =

1

2α

(
∂

∂x
Uα

1 (x) + x
∂2

∂x2
Uα

1 (x)− (4x− 1) δ (1)

)
,

= 0.

...

Uα
k (x) = 0 ; k > 1.

la transformée différentielle inverse de Uα
K (x) donné :

ũn (x, t) =
n∑
k=0

Uα
k (x) tkα = x2 +

1

α
tα.

Donc :

u (x, t) = lim
n−→∞

ũn (x, t) = x2 +
1

α
tα.

Qui est la solution exacte.

La solution de (2.22) pour α = 0.5 est illustrée à la figure.

FIGURE 2.10 – La solution exacte de l’equation (2.22)
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CHAPITRE 3

SOLUTIONS SEMI-ANALYTIQUES POUR LES
ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉE LOCAL

FRACTIONNAIRE

D ans ce chapitre, nous appliqué la méthode (LRDTM) pour des équations aux dérivées
partielles d’ordre fractionnaire. De plus, nous avons cherché des solutions semi-analytique

par des exemples données.

31
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3.1 Position du problème

Nous avons cherchons la solution approximative de l’équation aux dérivée partielles
d’ordre fractionnaire peut être représenté comme :{

Dαt ψ (x, t) = F (ψ, ψx, ψxx, f (x, t)) , dans Ω = [0, L]× [0, T ] ,

ψ (x, 0) = ψ0 (x) , ∂
α

∂tα
ψ (x, 0) = h (x) , dans x ∈ [0, L] ,

telle que :
+ Dαt L’opérateur de la dérivée fractionnaire conformable d’ordre α.
+ ϕ(x, t) La fonction inconnu.
+ x La variable spatiale.
+ t Le temps.
+ f (x) eth (x) deux fonctions donnée.

3.2 Méthode de transformation différentielle réduite fraction-
naire local(LRDTM)

Dans cette section, nous rappelons et posons brièvement en revue les théorèmes fraction-
naires de Taylor. Puis on étend (RDTM) pour la dérivé fractionnaire local.

Théorème 3.1. [4] (Théorème de Taylor fractionnaire local) on suppose que d(k+1)α

dx(k+1)αψ (x) ∈ Cα (a, b)
poue a, b ∈ R; k = 0, 1, 2, . . . , n et 0 < α ≤ 1 alors :

ψ (x) =
∞∑
k=0

ψ (x0)
(x− x0)αk

Γ (1 + αk)
,

où a < x0 < x < b.

Théorème 3.2. Supposons que ψ((k+1)α) (x) ∈ Ca (a, b), pour k = 0, 1, 2, . . . , n et 0 < α ≤ 1, allors :

ψ (x) =
∞∑
k=0

ψ(kα) (x0)
xkα

Γ (kα + 1)
∀x ∈ (a, b) .

Définition 3.1. [8] le (LRDTM) de la fonction Ψ (x) est défini comme :

Ψα
k (x) =

1

Γ (1 + kα)

[
∂kαψ (x, t)

∂tkα

]
t=t0

, (3.1)

oû k = 1, 2, . . . , n et 0 < α ≤ 1.

Définition 3.2. [8] La transformée inverse différentielle local de Ψα
k (x) est définie comme suit :

ψ (x, t) =
∞∑
k=0

Ψα
k (x) (t− t0)kα , (3.2)

oû : 0 < α ≤ 1.

Les opérations fondamentaux de transformation différentielle réduite qui peuvent être dé-
duites des équations (3.1) et (3.2) sont énumérés le tableau suivant [3] :
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FIGURE 3.1 – La loi de (LRDTM)

Fonction d’origine Fonction transformée

ψ (x, t) Ψα
k (x) = 1

Γ(1+kα)

[
∂kαu(x,t)
∂tkα

]
t=t0

ψ (x, t) = aϕ (x, t)± bπ (x, t) Ψα
k (x) = aφαk (x)± bΠα

k (x)

ψ (x, t) = ϕ (x, t)π (x, t) Ψα
k (x) =

∑k
s=0 φ

α
sΠα

k−s (x)

ψ (x, t) = Dαt π (x, t) Ψα
k (x) = Γ(1+kα+nα)

Γ(kα+1)
Πk+n (x)

ψ (x, t) = (x−x0)mα

Γ(1+mα)
(t−t0)nβ

Γ(1+nβ)
Ψα
k (x) = xmα

Γ(1+mα)
δα (k − n) , δα (k − n) =

{
1 si k = n

0 si k 6= n

ψ (x, t) = Eα ((a (x− x0))α)Eβ

(
(b (t− t0))β

)
Ψα
k (x) = Eα ((a (x− x0))α) akα

Γ(1+kα)

TABLE 3.1 – Quelques propriétés de base du (LRDTM)

3.3 Quelques Exemples

Exemple 3.1. Considéré le problème suivant :{
Dαt ψ (x, t) = D2β

x ψ (x, t) ,

ψ (x, 0) = Eβ
(
xβ
)
.

(3.3)

La solution exacte de (3.3) au sens local est :

ψ (x, t) = Eα (tα)Eβ
(
xβ
)
.

Pour obtenir la solution de l’équation (3.3) en utilisant le (LRDTM), nous pouvons transformer
l’équation (3.3) en la relation suivante :

Γ (1 + (k + 1)α)

Γ (kα + 1)
Ψα
k+1 (x) =

∂2β

∂x2β
Ψα
k (x) .

Ψα
k+1 (x) =

Γ (kα + 1)

Γ (1 + (k + 1)α)

∂2β

∂x2β
Ψα
k (x) . (3.4)

D’après la condition initiale de (3.3) nous avons :

Ψα
0 (x) = Eβ

(
xβ
)
. (3.5)

Donc, en utilisant les équations (3.4) et (3.5), nous donnons les composants comme suit :
pour : k = 0

Ψα
1 (x) =

Γ (1)

Γ (α + 1)

∂2β

∂x2β
Ψα

0 (x) ,

=
1

Γ (α + 1)
Eβ
(
xβ
)
.
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pour : k = 1

Ψα
2 (x) =

Γ (α + 1)

Γ (2α + 1)

1

Γ (α + 1)
Eβ
(
xβ
)
,

=
1

Γ (2α + 1)
Eβ
(
xβ
)
.

pour : k = 2

Ψα
3 (x) =

Γ (2α + 1)

Γ (3α + 1)

1

Γ (2α + 1)
Eβ(xβ),

=
1

Γ (3α + 1)
Eβ
(
xβ
)
,

...

Ψα
k (x) =

1

Γ (Kα + 1)
Eβ
(
xβ
)
.

Alors, la transformation inverse de de l’ensemble des valeurs {Ψα
k (x)}nk=0 donne la solution

d’approximation suivante :

ψ̃n (x, t) =
n∑
k=0

Ψα
k (x) tkα,

=
n∑
k=0

tkα

Γ (kα + 1)
Eβ
(
xβ
)
. (3.6)

à partir de (3.6) on obtient la solution approchée de (3.3) par (LRDTM) comme :

ψ (x, t) = lim
n→∞

ψ̃n (x, t) ,

= Eα (xα)Eβ
(
xβ
)
.

C’est aussi la solution exacte.
Nous représentant les solutions exactes et les solutions approchées pour α = 0.95, n = 10.
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(a) Solution exacte (b) Solution approchée

FIGURE 3.2 – Comparaison entre la solution exacte et la solution d’approximation de le pro-
blème (3.3)

La fonction d’erreur dans cet exemple est représentée graphiquement selon la représenta-
tion suivante :

(a) La fonction d’erreur pour n = 10 (b) La fonction d’erreur pour n = 26

FIGURE 3.3 – La fonction d’erreur de la solution approximative de le problème (3.3)

Exemple 3.2. Considére le problème suivant :
D2α
t ψ (x, t) = D2α

x ψ (x, t) ,

ψ (x, 0) = sinα (xα) ,
∂α

∂tα
ψ (x, 0) = 0.

(3.7)

La soluition exacte ou sens local de ce problème est :

ψ (x, t) = sinα (xα) cosα (tα) .
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Pour obtenir la solution de l’équation (3.7) en utilisant le (LRDTM), nous pouvons transformer
l’équation (3.7) en la relation suivante :

Γ ((k + 2)α + 1)

Γ (kα + 1)
Ψα
k+2 (x) =

∂2α

∂x2α
Ψα
k (x) .

Ψα
k+2 (x) =

Γ (kα + 1)

Γ ((k + 2)α + 1)

∂2α

∂x2α
Ψα
k (x) . (3.8)

{
Ψα

0 (x) = sinα (xα) ,

Ψα
1 (x) = 0.

(3.9)

Donc, en utilisant les équations (3.8) et (3.9), nous donnons les composants comme suit :
Pour : k = 0

Ψα
2 (x) =

Γ (1)

Γ (2α + 1)

∂2α

∂x2α
Ψα

0 (x) .

=
−1

Γ (2α + 1)
sinα (xα) ,

Pour : k = 1

Ψα
3 (x) =

Γ (2α + 1)

Γ (3α + 1)

∂2α

∂x2α
Ψα

1 (x) ,

= 0.

Pour : k = 2

Ψα
4 (x) =

Γ (2α + 1)

Γ (4α + 1)

∂2α

∂x2α
Ψα

2 (x) ,

=
1

Γ (4α + 1)
sinα (xα) ,

...

Ψα
k (x) =

{
(−1)k+1

Γ(2kα+1)
sinα (xα) si k = 2i,

0 si k = 2i+ 1.
pour i ∈ N (3.10)

Alors, la transformation inverse de de l’ensemble des valeurs {Ψα
k (x)}nk=0 donne la solution

d’approximation suivante :

ψ̃n (x, t) =
n∑
k=0

Ψα
k (x) tkα =

n∑
k=0

(−1)k+1 t2kα

Γ (2kα + 1)
sinα (xα) . (3.11)

à partir de (3.11), la solution approchée de (3.7) obtenue par (LRDTM) est :

ψ (x, t) = lim
n→∞

ψ̃n (x, t) = cosα (tα) sinα (xα) . (3.12)

C’est aussi la solution exacte.
Maintenant, nous représentant graphiquement la solution approximative pour n = 9 et la
solution exacte pour α = 0.45.
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(a) Solution exacte (b) Solution approchée

FIGURE 3.4 – Comparaison entre la solution exacte et la solution d’approximation de le pro-
blème (3.7)

Nous représentant graphiquement la fonction d’erreur de la solution approximative pour
n = 9 et n = 14 de le problème (3.7).

(a) La fonction d’erreur pour n = 9 (b) La fonction d’erreur pour n = 14

FIGURE 3.5 – La fonction d’erreur de la solution approximative de le problème (3.7)

Exemple 3.3. Considérons le problème suivant :
D2α
t ψ (x, t) = D2β

x ψ (x, t)− 2ψ (x, t) ,

ψ (x, 0) = Eβ
(
−xβ

)
,

∂α

∂tα
ψ (x, 0) = 0.

(3.13)

La solution exacte de (3.13) au sens local est :

ψ (x, t) = Eβ
(
−xβ

)
cosα (tα) . (3.14)
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Pour obtenir la solution de l’équation (3.13) en utilisant le (LRDTM), nous pouvons transformer
l’équation (3.13) en la relation suivante :

Γ (1 + (k + 2)α)

Γ (kα + 1)
Ψα
k+2 (x) =

∂2β

∂x2β
Ψα
k (x) + 2Ψα

k (x) .

Ψα
k+2 (x) =

Γ (kα + 1)

Γ (1 + (k + 2)α)

(
∂2β

∂x2β
Ψα
k (x) + 2Ψα

k (x)

)
. (3.15)

D’aprés la condition initial de (3.13) nous avons :{
Ψα

0 (x) = Eβ
(
−xβ

)
,

Ψα
1 (x) = 0.

(3.16)

Donc, en utilisant les équations (3.15) et (3.16), nous donnons les composants comme suit :
pour : k = 0

Ψα
2 (x) =

Γ (1)

Γ (2α + 1)

(
∂2β

∂x2β
Ψα

0 (x) + 2Ψα
0 (x)

)
,

=
−1

Γ (2α + 1)
Eβ
(
−xβ

)
.

pour : k = 1

Ψα
3 (x) =

Γ (α + 1)

Γ (3α + 1)

(
∂2α

∂x2α
Ψα

1 (x) + 2Ψα
1 (x)

)
,

= 0.

pour : k = 2

Ψα
4 (x) =

Γ (2α + 1)

Γ (4α + 1)

(
∂2α

∂x2α
Ψα

2 (x) + 2Ψα
2 (x)

)
,

=
1

Γ (4α + 1)
Eβ
(
−xβ

)
,

...

Ψα
k (x) =

{
(−1)k+1

Γ(2kα+1)
Eβ
(
−xβ

)
si : k = 2i, i ∈ N,

0 si : k = 2i+ 1, i ∈ N.
(3.17)

Alors, la transformation inverse de l’ensemble des fonction {Ψα
k (x)}nk=0 donne la solution d’ap-

proximation suivante :

ψ̃αn (x, t) =
n∑
k=0

(−1)k+1 t2kα

Γ (2kα + 1)
Eβ
(
−xβ

)
. (3.18)

à partir de (3.18) on obtient :

ψ (x, t) =
∞∑
k=0

(−1)k+1 t2kα

Γ (2kα + 1)
Eβ
(
−xβ

)
= Eβ

(
−xβ

)
cosα (tα) .

C’est aussi la solution exacte.
Nous représentant les solutions exactes et les solutions approchées pour α = 0.95 et n = 9.
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(a) Solution exacte (b) Solution approchée

FIGURE 3.6 – Comparaison entre la solution exacte et la solution d’approximation de (3.13)

Nous représentant graphiquement la fonction d’erreur de la solution approximative pour
n = 9 et n = 14 de le problème (3.13).

(a) La fonction d’erreur pour n = 9 (b) La fonction d’erreur pour n = 14

FIGURE 3.7 – La fonction d’erreur de la solution approximative de le problème (3.13)

Exemple 3.4. [14] Considéré le problème suivant :{
Dαt ψ (x, t) = ∂2

∂x2
ψ (x, t) + ∂

∂x
ψ (x, t) + ψ (x, t)− Eα (tα) ,

ψ (x, 0) = x.
(3.19)

La solution exacte de (3.19) au sens local est :

ψ (x, t) = xEα (tα) . (3.20)

En utilisant les propriétés de base du différentiel réduit transformée tableau 1 pour le problème
(3.19), on prend la relation :

Γ (1 + (k + 1)α)

Γ (kα + 1)
Ψα
k+1 (x) =

∂2

∂x2
Ψα
k (x) +

∂

∂x
Ψα
k (x) + Ψα

k (x)− 1

Γ (kα + 1)
.
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Ψα
k+1 (x) =

Γ (kα + 1)

Γ (1 + (k + 2)α)

(
∂2

∂x2
Ψα
k (x) +

∂

∂x
Ψα
k (x) + Ψα

k (x)− 1

Γ (kα + 1)

)
. (3.21)

D’aprés la condition initiale de (3.19) nous avons :

Ψα
0 (x) = x. (3.22)

Donc, en utilisant les équations (3.21) et (3.22), nous donnons les composants comme suit :
pour : k = 0

Ψα
1 (x) =

1

Γ (α + 1)

(
∂2

∂x2
Ψα

0 (x) +
∂

∂x
Ψα

0 (x) + Ψα
0 (x)− 1

)
,

=
x

Γ (α + 1)
.

pour : k = 1

Ψα
2 (x) =

Γ (α + 1)

Γ (2α + 1)

(
∂2

∂x2
Ψα

1 (x) +
∂

∂x
Ψα

1 (x) + Ψα
1 (x)− 1

Γ (α + 1)

)
,

=
x

Γ (2α + 1)
.

pour : k = 2

Ψα
3 (x) =

Γ (2α + 1)

Γ (3α + 1)

(
∂2

∂x2
Ψα

2 (x) +
∂

∂x
Ψα

2 (x) + Ψα
2 (x)− 1

Γ (2α + 1)

)
,

=
x

Γ (3α + 1)
,

...

Ψα
k (x) =

x

Γ (kα + 1)
. (3.23)

Par conséquent, la transformation inverse de (3.23) est donnée par :

ψ̃n (x, t) =
n∑
k=0

Ψα
k (x) tkα =

n∑
k=0

tkα

Γ (kα + 1)
x. (3.24)

Ainsi, à partir de (3.24) la solution approchée de (3.19) obtenue par LRDTM est :

ψ (x, t) = lim
n−→∞

ψ̃n (x, t) ,

= Eα (tα)x.

C’est aussi la solution exacte.
Maintenant, nous analysons graphiquement l’itération de la LRDTM solution et la solution
exacte pour α = 0.95.
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(a) Solution exacte (b) Solution approchée

FIGURE 3.8 – Comparaison entre la solution exacte et la solution d’approximation de (3.19)

Nous représentant graphiquement la fonction d’erreur de la solution approximative pour
n = 10 de l’équation (3.19).

(a) la fonction d’erreur pour n = 10 (b) la fonction d’erreur pour n = 26

FIGURE 3.9 – La fonction d’erreur de la solution approximative de le problème (3.19)

Exemple 3.5. Considérons l’équation d’onde suivante :

D2α
t ψ (x, t) +D2α

x ψ (x, t) = ψ (x, t) . (3.25)

avec la condition initiale : {
ψ (x, 0) = 0,
∂α

∂tα
ψ (x, 0) = 1

Γ(α+1)
Eα (xα) .

(3.26)

La solution exacte de (3.25) au sens local est :

ψ (x, t) =
tα

Γ (α + 1)
Eα (xα) . (3.27)
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En appliquer la méthode de tram différentielle réduite fractionnaire local à l’équation (3.25), on
obtient la relation d’itération suivante :

Γ ((k + 2)α + 1)

Γ (kα + 1)
Ψα
k+2 (x) +

∂2α

∂x2α
Ψα
k (x) = Ψα

k (x) .

Ψα
k+2 (x) =

Γ (kα + 1)

Γ ((k + 2)α + 1)

(
Ψα
k (x)− ∂2α

∂x2α
Ψα
k (x)

)
. (3.28)

D’aprés la condition initiale de (3.26) on a :{
Ψα

0 (x) = 0,

Ψα
1 (x) = 1

Γ(α+1)
Eα (xα) .

(3.29)

Donc, en utilisant les équations (3.28) et (3.29), nous donnons les composants comme suit :
Pour : k = 0

Ψα
2 (x) =

1

Γ (2α + 1)

(
Ψα

0 (x)− ∂2α

∂x2α
Ψα

0 (x)

)
,

= 0.

Pour : k = 1

Ψα
3 (x) =

Γ (2α + 1)

Γ (3α + 1)

(
Ψα

1 (x)− ∂2α

∂x2α
Ψα

1 (x)

)
,

= 0.

Pour : k = 2

Ψα
4 (x) =

Γ (2α + 1)

Γ (4α + 1)

(
Ψα

2 (x)− ∂2α

∂x2α
Ψα

2 (x)

)
,

= 0,

...

Ψα
k (x) = 0, k = 2, 3, . . .

la transformée différentielle inverse de Ψα
K (x) donne :

ψ̃n (x, t) =
k=0∑
n

Ψα
k (x) tkα =

tα

Γ (α + 1)
Eα (xα) .

Et par conséquent, la solution approchée de (3.25) obtenue par (LRDTM) est :

ψ (x, t) = lim
n−→∞

ψ̃n (x, t) =
tα

Γ (α + 1)
Eα (xα) .

C’est aussi la solution exacte.

La solution de (3.25) pour α = ln(2)
ln(3)

est illustrée à la figure.

D. SALHI Solutions semi-analytiques pour les équations aux dérivées fractionnaire



3.3. QUELQUES EXEMPLES 43

FIGURE 3.10 – La solution exacte de l’équation (3.25)
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Conclusion générale

L’objectif fondamental de ce travail est de construire les solutions approximatives d’équa-
tions différentielles à dérivées fractionnaires par appliqué la méthode de transformation diffé-
rentielle réduite (RDTM) pour les équations aux dérivées partielles d’ordre fractionnaire par
rappore au temps t.
On peut en conclure que cette méthode est très puissante et efficace pour trouver la solution
semi-analytique pour l’équations aux dérivées partielles d’ordre fractionnaire.
(RDTM) offre des solutions avec des composants facilement calculables en série convergente ,
Les résultats obtenus montrent que la méthode (RDTM) est précise, efficace et nécessite moins
d’effort par rapport aux autres méthodes analytiques et numériques. Ce travail se déroule en
deux étapes :

+ (CRDTM) : Méthode de transformation différentielle réduite conformable.
Nous avons appliqué la méthode (CRDTM) pour des équations aux dérivées partielles
d’ordre fractionnaire. De plus, nous avons cherché des solutions exactes et approchés par
des exemples données.

+ (LRDTM) : Méthode de transformation différentielle réduite local.
Nous avons appliqué la méthode (LRDTM) pour les équations aux dérivées partielles
d’ordre fractionnaire a travers des exemples choisis.

Ces deux dérivées fractionnaires, Conformable et Local sont d’une grande importance dans
le domaine de calculs fractionnaire. Parce qu’ils sont considérés comme une généralisation du
concept de dérivation classique.
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N otre objectif dans cette mémoire. C’est la recherche de solutions semi-analytiques d’équations dif-
ferentielles à dérivées fractionnaire. Où l’on prend la dérivée pratille du temps t au sens confor-

mable et local par l’utilisation de la méthode de transformation différentielle réduite (RDTM).
(CRDTM) : Méthode de transformation différentielle réduite conformable.
(LRDTM) : Méthode de transformation différentielle réduite local.
Selon la dérivée utilisée par rapport au temps t. A travers la formule des solutions semi-analytiques ob-
tenues à partir de cette étude, nous créons des représentations graphiques pour certains exemples afin
de préciser l’efficacité de la méthode ou non.

.

Mots-Clés : Équations aux dérivées partielles fractionnaires, La dérivée conformable fractionnaire, La
dérivée local fractionnaire,La Méthode de transformation différentielle réduite.

O ur goal in this memory. It is the search for semi-analytic solutions of fractional differential differen-
tial equations. Where we take the pratille derivative of time t in the conformable and local sense by

using the method of reduced differential transformation (RDTM).
(CRDTM) : Conformable reduced differential transformation method.
(LRDTM) :Local Reduced Differential Transform Method.
Depending on the derivative used in relation to time t. Through the formula of semi-analytical solutions
obtained from this study, we create graphical representations for some examples in order to specify the
effectiveness of the method or not

Keywords : Fractional partial differential equations, The fractional conformable derivative, The
fractional local derivative, Reduced differential transform method.
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