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 الإهداء 

 ناءٍ كثير و جهدِ كبير أهُدي هذا العملو بعد ع

و الرجل الأبرز إلى صاحب السيرة العطرة و الفكر المستنير 

 "عبد المجيد الصديق"والدي في حياتي 

 ةطريق الحياة, و جعلتني رابط إلى من وضعتني على

 عبد السلام نصيرة " والدتي " شالجأ

 من شجعني على المثابرة طوال عمري  إلى

 "عبد السلام الحاج" الغالي جدي

 إلى من بذلوا جهدا في مساعدتي و كانوا خير سند

 إخوتي  كوثر , أحمد و عبد الرحيم 

 



 شكر و عرفان 

, أول من يشكر و يحمد آناء الليل و أطراف النهار, هو العلي القهار 

الأول و الآخر و الظاهر و الباطن الذي أغرقنا بنعمه التي لا تحص ى 

,فله جزيل الحمد و الثناء العظيم, هو الذي أنعم علينا إذ أرسل فينا 

الصلوات و أطهر عبده و رسوله " محمد بن عبد الله " عليه أزكى 

التسليم أرسله بقرآنه المبين فعلمنا ما لم نعلم و حثنا على طلب 

 . العلم أينما وجد

 كله أن وفقنا لإنجاز هذا العمل المتواضع  والشكر لله الحمد كله 

بعلمه من أولى المراحل الدراسية  و الشكر موصول لكل معلم أفادني

 حتى هذه اللحظة 

الذي  مجدل صهيب "" ور المشرف كما أرفع كلمة شكر للدكت

ساعدني في إنجاز مذكرتي , و أيضا أشكر كل من مد لي يد العون من 

 قريب أو بعيد , كما أوجه شكري لكل أساتذة قسم الفيزياء . 

و في الأخير لا يسعني إلا أن أدعو الله عز وجل أن يرزقنا السداد و 

 مهتدينو أن يجعلنا هداة التوفيق 
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Introduction générale 

 

 

 

رين فمنذ بداية القرن العش ،الحديثةمن بين أهم بحوث الفيزياء قة البرودة يعتبر ميدان الغازات فائإن 

في محاولة التبريد لبعض المواد بغية الوصول الى درجات حرارة منخفضة تسمح لنا بملاحظة  والباحثون يجتهدون 

بداية في اللكن باءت محاولاتهم  النظرية الرياضية، لتوقعاتومية على خصائص المادة وفق االتأثيرات الكم

 اللازمة في ذلك الوقت.التجريبية سائل بالفشل نظرا لعدم توفر الو 

لى درجات حرارة من رتبة الإمكان الوصول إالتقني أصبح ب وبفضل التقدمالليزر  مع ظهور لا أنه إ    

رجة حرارة فارمي علما أن النانو كلفن أقل من د وأقل من ذلك مقتربين جدا من الصفر المطلق. ننانو كلف

 .يكروسكوبيهماثيرات الكمية على المادة بصفة التأأي يسمح بإبراز للغازات الباردة، 

وني فرميفي هذه المذكرة سنتطرق لدراسة الاهتزازات الكمومية للعزم الحركي المداري الكلي لغاز     

في فضاء ثنائي البعد. في الحقيقة، إن الدراسة ار دو  ون هزاز توافقي متماثل المناحي و البرودة محصور بكم فائق

مة في هذه المذكرة تفترض أن الجملة المدروسة عبارة عن غاز عند درجة الصفر المطلق. إن هذه النظرية المقد

الوضعية، أي دراسة مجموعة من الذرات المعتدلة كهربائيا والمحصورة بكمون دوراني مشابهة فيزيائيا لدراسة 

ي النظامين بالتفصيل ف مجموعة من الجسيمات المشحونة الخاضعة لحقل مغناطيس ي. سنرى هذا التماثل بين

الاهتزازات الكمومية المدروسة في هذه المذكرة  إن ظاهرةهذه المذكرة. وهذه الحقيقة ستسمح لنا بالتالي أن نقول 

تحدث أيضا في الأنظمة المغناطيسية. بل في الواقع، إن هذه الظواهر الاهتزازية لمختلف المقادير الفيزيائية 

 لوحظت أضالة على غازات الالكترونات الموجودة في الأجسام الصلبة عند إخضاعها لحقول مغناطيسية شديدة.

الأخير إلى حقول مغناطيسية شديدة ومتغيرة سنلاحظ اهتزاز مختلف المقادير الفيزيائية المميزة  فعند إخضاع هذا

الخاصة باهتزازات المغناطيسية، أو اهتزازات المقاومية  de Hass-van Alphenله، وهي المعروفة باسم اهتزازات 

زات في الحقيقة تعود إلى تكميم مستويات أو اهتزازات الحرارة النوعية،...إلخ. وكما هو معلوم فإن هذه الاهتزا

وهو سلوك كمومي ينعكس بصورة  Niveaux de Landauطاقة النظام التي تترتب وفق ما يسمى بمستويات لاندو 

كن التطور لمايكروسكوبية على المقادير الفيزيائية المذكورة على شكل اهتزازات كدالة في شدة الحقل المطبق. 

ان الغازات فائقة البرودة )والذي لا يزال يشهد تطورا حاليا واهتماما كبيرا من طرف السريع للدراسات في ميد

الباحثين( سمح بالتحقق من كثير من النظريات الفيزيائية المتعلقة بفيزياء الجسم الصلب عبر ما يمنحه من 

درجات الحرارة غير  إمكانية محاكاة هذه الأجسام الصلبة من خلال التحكم في التفاعل بين ذرات الغاز وكذا

 المسبوقة. 
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تم تقسيم هذه المذكرة إلى مقدمة عامة وثلاثة فصول وخاتمة، حيث قدمنا في الفصل الأول وصفا 

للنظام الفيزيائي المعالج هنا مع تبيين ضرورة دراسته في معلم دوراني مرتبط بسرعة دوران كمون الحصر 

الهاملتوني الذي يصف سلوك جسيمات الغاز )التي نعتبرها غير  التوافقي. وفي الفصل الثاني وبعد معرفة عبارة

تائج الخاصة الن وكذا تقديممتفاعلة فيما بينها، أي تقريب الجسيمات المستقلة( قمنا بتحضير الإطار الرياض ي 

ثافة كو ساب العزم الحركي المداري الكلي، ونقصد هنا مصفوفة الكثافة لبلوخ ير الفيزيائية ذات الصلة بحبالمقاد

 حلية وكذا تيار كثافة الاحتمال.الم الجسيمات

 للعزم الحركي المداري الكلي للغاز الفرميوني التحليليةفي الفصل الثالث نشرع في استخراج العبارة 

إثبات العلاقة الأساسية التي ننطلق منها وهي التي تربط بين هذا المقدار )أي العزم الحركي( المنحل المدروس عبر 

على هذه العبارة إلى دراسة  ين كثافة الجسيمات وكثافة التيار من جهة أخر. لنمر بعد الحصول من جهة وب

الغازات  حالة ورصدها في للحقول المغناطيسيةالكمومية المميزة للأنظمة المشحونة الخاضعة الاهتزازات ظاهرة 

بين درجة حرية السهنا للتنبيه أننا أهملنا خلال كل هذه الدراسة الجزء المتعلق بنشير الخاضعة لحقل دوراني. 

 الكلي. لأن محل اهتمامنا و فقط الجزء المداري من العزم الحركي

 ننهي هذه المذكرة بعد ذلك بخاتمة نلخص فيها أهم ما قدمناه فها.



 

 

 

 
 الفصل الأول

ون   م ك ع ل ض ا ل خ ح ن ي م ون ي رم ز ف ا ي غ ون ت ل م ا ة ه س را د
ر وَّا ي د اح ن م ل ل ا ث ا م ت ي م ق ف وا ز ت زا  ه



 Chapter one ولالفصل الأ
ي   ون ت ل م ا ة ه س را ي  د ق ف وا ز ت زا ون ه م ك ع ل ض ا ل خ ح ن ي م ون ي رم ز ف ا غ

ر وَّا ي د اح ن م ل ل ا ث ا م ت  م
Hamiltonien d’un gaz de fermions dégénéré soumis à un 

potentiel d’oscillateur harmonique isotrope tournant 

 مقدمة 
 زاز توافقيخاضع لكمون ههذا الفصل مخصص لدراسة هاملتوني غاز فرميوني فائق البرودة إن 

متماثل المناحي يدور حول محور عمودي على مستوى هذا النظام. إن دوران الكمون التوافق يجعل من هاملتوني 

النظام متعلقا بالزمن مما يجعل من حل معادلة شرودينغر في معلم المخبر أمرا صعبا، ولذلك فإنه سيكون علينا 

التوافقي والذي يكون فيه الهاملتوني الجديد العمل في المعلم الدوراني المرتبط بسرعة دوران كمون الحصر 

مستقلا عن الزمن مما يسمح لنا باستغلال الحلول المستقرة لمعادلة شرودينغر. كما أن العمل ضمن المعلم 

الدوار يسمح لنا بمقارنة الهاملتوني الدوراني الجديد مع هاملتوني الجسيم المشحون الخاضع لحقل مغناطيس ي 

ته. إن التماثل الموجود بين النظامين يسمح بالانتقال بين نتائج دراستهما بسهولة وفق عمودي على مستوى حرك

بعض المتطابقات بين المقادير المميزة لكليهما )سرعة دوران، تواتر لارمور، الكمون الشعاعي، الحقل المغناطيس ي، 

ذه المذكرة والخاصة بالجملة إلخ( والتي سنستخرجها في هذا الفصل. لذلك فإن النتائج الموجودة في ه  ...

 الدورانية يمكن تعميمها على الجملة المغناطيسية أيضا مع احترام التطابق المستخرج هنا.

 وصف النظام المدروس 
من الذرات الفرميونية معتدلة كهربائيا  𝑁إن النظام المدروس عبارة عن غاز فائق البرودة مكوّن من 

هزاز ل 𝑉(𝒓)كما أن هذا النظام محصور بكمون ، وغير متفاعلة فيما بينها )جسيمات مستقلة( ∗𝑚كتلة كل منها 

𝜴 حيث 𝜴   زاوية بسرعة (𝑂𝑧)يدور وفق المحور  𝜔0توافقي متماثل المناحي ذو التواتر  = 𝛺𝒆𝑧   نكتفي هنا ،

في معلم المخبر الثابت   يكتبالنظام هذا هاملتوني  ان. (𝑂𝑥𝑦) ثنائي البعد في المستوي لجسيمات حركة ا بدراسة

(ℛ𝑎) :على النحو التالي 

 𝐻 =
1

2𝑚∗
𝒑2 + 𝑉(𝒓) (1-1) 

  : هي  𝑉(𝒓)يمثل الاندفاع، بينما عبارة الكمون  𝒑حيث 
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 𝑉(𝒓) =
1

2
𝑚∗𝜔0

2𝒓2 (1-2) 

 فيجب أن لا  تتعداها أي أنه لا بد من تحقيق الشرط  𝜔0محدودة بقيمة التردد  𝛺إن سرعة زاوية الدوران 

𝛺 ≤ 𝜔0 حيث في حالة المساواة بينهماظا على الاستقرار العام للنظام، فاوذلك ح 𝜔0 = 𝛺  نكون قد وصلنا

تمثل هاملتوني في المعلم الثابت، وحتى  (1-1)إلى السرعة الحدية للدوران .لكن يجب التأكيد  من أن العلاقة 

يتسنى لنا الدراسة يتوجب علينا البحث عن عبارة الهاملتوني في المعلم الدوراني و هذا ما سنقوم به في الفقرة 

 الموالية.

  الدورانيإشتق اق الهاملتوني في المعلم   

 الاشتق اق الكلاسيكي 

 𝜴بسرعة زاوية  (𝑂𝑧)يدور وفق المحور  𝑉(𝒓)متعادل كهربائيا خاضع لكمون لدينا جسيم ليكن 

𝜴حيث  = 𝛺𝒆𝑧   )نعتبر أن احداثيات هذا الجسيم في المعلم المطلق )الثابت .(ℛ𝑎)  هي(𝑥, 𝑦, 𝑧)   و لتكن

(𝑥′, 𝑦′, 𝑧′)   احداثياته في المعلم النسبي الدوراني(ℛ𝑟𝑜𝑡) لا أن كل من , إ(ℛ𝑎)  و(ℛ𝑟𝑜𝑡) لهما نفس المبدأ 

 كما يبينه الشكل أدناه.
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تعطى  (ℛ𝑟𝑜𝑡)و الاحداثيات في المعلم الدوراني  (ℛ𝑎)العلاقة التي تربط بين الاحداثيات في المعلم المطلق إن 

  : ـــب

 {
𝑥 = 𝑥′ 𝑐𝑜𝑠(𝛺𝑡) − 𝑦′𝑠𝑖𝑛 (𝛺𝑡)

𝑦 = 𝑦′ 𝑠𝑖𝑛(𝛺𝑡) + 𝑦′𝑐𝑜𝑠 (𝛺𝑡)

𝑧 = 𝑧′

 (1-3) 

 : ـتعطى ب   Lagrangien اللاغرانجي مهما يكن النظام المدروس فإن عبارة

 ℒ = 𝑇 − 𝑉 (1-4) 

إن  تمثل الطاقة الكامنة )عبارة الكمون الذي يخضع له الجسيم (.   Vتمثل الطاقة الحركية بينما   Tحيث 

 هي: (ℛ𝑎)في المعلم المطلق  Tعبارة الطاقة الحركية   

 𝑇 = 𝑚∗(𝑥̇2 + 𝑦̇2 + 𝑧̇2) 2⁄  (1-5) 

  : فنجد (3-1)وذلك بالاستعانة بالتحويلات  (ℛ𝑟𝑜𝑡)و يمكننا إيجادها في المعلم الدوراني 

 
𝑇 =

1

2
𝑚∗[(𝑥′̇ 2 + 𝑦′̇ 2 + 𝑧′̇2) − 2𝛺(𝑥′̇ 𝑦′ − 𝑦′̇ 𝑥′)

+ 𝛺2(𝑥′2 + 𝑦′2)] 

(1-6) 

لتصبح عبارة  (’x’,y’,z)نأخذ عبارة الكمون بدلالة الاحداثيات  (ℛ𝑟𝑜𝑡)و حتى نستطيع الاشتقاق في المعلم 

Lagrangien :  

 ℒ = 𝑇 − 𝑉(𝑥′, 𝑦′, 𝑧′) (1-7) 

 إن معادلات لاغرانج التالية:

 {

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕ℒ

𝜕𝑥′̇ 𝑖
) −

𝜕ℒ

𝜕𝑥′𝑖
= 0

𝑥′𝑖 = 𝑥
′, 𝑦′, 𝑧′

 (1-8) 

 جملة المعادلات: تسمح بالحصول على

 

 

 



 
 فرميوني منحل خاضع لكمون هزاز توافقي متماثل المناحي دوَّاردراسة هاملتوني غاز  الفصل الأول: 

8 
 

 

 

{
  
 

  
 𝑚∗𝑥′̈ = −

𝜕𝑉

𝜕𝑥′
+ 2𝑚∗𝜴𝑦′̇ + 𝑚∗𝛺2𝑥′

𝑚∗𝑦′̈ = −
𝜕𝑉

𝜕𝑦′
− 2𝑚∗𝜴𝑥′̇ + 𝑚∗𝛺2𝑦′

𝑚∗𝑧′̈ = −
𝜕𝑉

𝜕𝑧′

 (1-9) 

 : على الشكل  الشعاعي (9-1)و للتلخيص أكثر نكتب 

 𝑚∗
𝑑2𝒓′

𝑑𝑡2
= −𝛻⃗ 𝑉 − 2𝑚∗𝜴 ×

𝑑𝒓′

𝑑𝑡
− 𝑚∗𝜴 × (𝜴 × 𝒓′) (1-10) 

  : حيث نرى بأن كل جسيم يتحرك في معلم دوراني يخضع لقوتين أساسيتين هما

 قوة الطرد المركزي و التي تتمثل في الحد : −𝑚∗𝜴× (𝜴 × 𝒓′) 

  2− :    كوريوليس و التي يمثلها الحدقوة𝑚∗𝜴 ×
𝑑𝒓

𝑑𝑡
  

𝒑′𝑖لدينا أيضا معادلة العزم القانوني  =
𝜕ℒ

𝜕𝑥′̇𝑖
بدلالة  (ℛ𝑟𝑜𝑡), و كذلك  تعريف الهاملتوني في المعلم الدوراني   

  اللاغرانجي  هو

 𝐻𝑟𝑜𝑡 =∑𝑥′̇ 𝑖
𝜕ℒ

𝜕𝑥′𝑖
− ℒ

𝑖

 (1-11) 

 إلى:اللازمة نتوصل  بالحسابات وبعد القيامفي هذه الأخيرة  السابقة وبتعويض المعادلات

 
𝐻𝑟𝑜𝑡 = [

1

2𝑚∗
(𝑝′2

𝑥
+ 𝑝′2

𝑦
+ 𝑝′2

𝑧
) + 𝑉(𝑥′, 𝑦′, 𝑧′)]

− 𝜴(𝑥′ 𝑝′𝑦 − 𝑦
′ 𝑝′𝑥) 

(1-12) 

  : تتكون من حدين, حيث الحد الأول يتمثل في (12-1)المحصل عليها في   𝐻𝑟𝑜𝑡  نلاحظ أن عبارة

 [
1

2𝑚∗
(𝐩′𝟐

𝐱
+ 𝐩′𝟐

𝐲
+ 𝐩′𝟐

𝒛
) + 𝑉(𝑥′, 𝑦′, 𝑧′)]    و هو مركب  من كمية الحركةp    و كمون𝑉(𝐫)  لهذا

𝛀(𝑥′ 𝐩′𝒚 بينما الجزء الثاني,  H0يمكننا القول أنه  عبارة عن هاملتوني نسميه  − 𝑦
′ 𝐩′𝒙)  عبارة   , فهو

𝐋 حيث , Lو العزم الحركي المداري   Ω عن جداء بين زاوية الدوران  = (x′ 𝐩′𝐲 − y
′ 𝐩′𝐱)  في الأخير , و بعد .

  :الهاملتوني بالصيغة التالية    نكتب Lو كذلك عبارة العزم  H0تعرفنا على كل من  

 Hrot = H0 − 𝛀.𝐋 (1-13) 
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، غير ذات معنى ′𝑥باختيارنا للعمل في المعلم الدوّار ستكون كتابة المتغيرات الديناميكية للجملة بالفتحة، مثلا 

 لصالح الكتابة بدون فتحة بما أننا قررنا العمل في المعلم الدوار.ولذلك سنتخلى عنها 

 . (13-1)تمر الآن للاشتقاق الكمومي للهاملتوني والذي سيؤدي إلى نفس الصيغة 

  الاشتق اق الكمومي 

حيث كل  (ℛ𝑎)هاملتوني الجملة المدروسة المتعلق بالزمن في المعلم المطلق  تمثل (1-1)العلاقة  إن

على الترتيب , كما أن معادلة شرودينغر المتعلقة  الاندفاعشعاع الموضع و شعاع مؤترات يمثلان   𝐫 و  𝐩 من 

 : تعطي في معلم المخبر كما يليالتي تجكم ديناميكة الجملة و بالزمن 

 𝑖ħ
𝜕|𝛹⟩

𝜕𝑡
= 𝐻|𝛹⟩ (1-14) 

 : 𝑂𝑧إن المرور إلى المعلم الدوّار يتم بتطبيق مؤثر الدوران حول المحور 

 𝑅̂𝑧(𝑡) = 𝑒𝑥𝑝 [𝑖
(𝛀. 𝐋)𝑡

ℏ
] (1-15) 

𝜃والذي يمثل دورانا موضعيا خلال الزمن بالزاوية  = Ω𝑡 1(transformation passive).   والمؤثر L  ما هو إلا

𝐋عبارة  عن العزم الحركي المداري و الذي تتمثل عبارته في الجداء الشعاعي  = 𝐫 × 𝐩  و منه يمكننا تعريف ,  

𝑅̂𝑧(𝑡)  على أنه مؤثر يعمل على تحويل شعاع الحالة|Ψ⟩ في المعلم المطلق  الذي يصف حالة الجملة(ℛ𝑎)  إلى

  : نكتب، و  (ℛ𝑟𝑜𝑡)في المعلم الدوراني الذي يصفها  ⟨Ψ𝑟𝑜𝑡|شعاع حالة جديد 

 |𝛹𝑟𝑜𝑡⟩ = 𝑅̂𝑧(𝑡)|𝛹⟩ = 𝑒𝑥𝑝 (𝑖(𝛀. 𝐋)𝑡 ħ⁄ ) |𝛹⟩ (1-16) 

 عكسية:أو بطريقة 

 |Ψ⟩ = R̂z
+(t)|Ψrot⟩ = 𝑒𝑥𝑝(−𝑖(𝛀. 𝐋)𝑡 ħ⁄ )|Ψ⟩ (1-17) 

  : نحصل على (14-1) في معادلة شرودينغر (17-1) الجديدة ⟨Ψ| و بتعويض عبارة

 Hexp(
−𝑖𝛀.𝐋

ħ
𝑡) |𝛹𝑟𝑜𝑡⟩ = 𝑖ħ

𝜕

𝜕𝑡
[exp(

−𝑖𝛀.𝐋

ħ
𝑡) |𝛹𝑟𝑜𝑡⟩] (1-18) 

                                                 
  .(15-1)والذي يمثله المؤثر المرافق للمؤثر  transformation activeالمعاكس للتحويل الفعال  1
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 باشتقاق الطرف الثاني نجد:

 

𝐻𝑒𝑥𝑝 (
−𝑖𝛀. 𝐋

ħ
𝑡) |𝛹𝑟𝑜𝑡⟩

= (𝛀. 𝐋)exp (
−𝑖𝛀. 𝐋

ħ
𝑡) |𝛹𝑟𝑜𝑡⟩

+ exp (
−𝑖𝛀. 𝐋

ħ
𝑡) 𝑖ħ

𝜕

𝜕𝑡
|𝛹𝑟𝑜𝑡⟩ 

(1-19) 

.𝛀إن الحد  𝐋  ق الزمني لمؤثر الدوران
ُّ
نضرب فإننا  2. وبما أن هذا الأخير مؤثر واحدي𝑅̂𝑧(𝑡)ينتج من التعل

expفي  (19-1)المعادلة طرفي الان  (𝑖
𝛀.𝐋

ħ
𝑡)   فنجد: 

 
𝑒𝑥𝑝 (

𝑖𝜴. 𝑳

ħ
𝑡)𝐻𝑒𝑥𝑝 (

−𝑖𝜴. 𝑳

ħ
𝑡) |𝛹𝑟𝑜𝑡⟩ = 𝜴. 𝑳|𝛹𝑟𝑜𝑡⟩

+  𝑖ħ
𝜕

𝜕𝑡
|𝛹𝑟𝑜𝑡⟩ 

(1-20) 

 يمكن أن توضع على الشكل التالي والتي 

 𝑖ħ
𝜕

𝜕𝑡
|𝛹𝑟𝑜𝑡⟩ = [𝑒𝑥𝑝 (

𝑖𝜴. 𝑳

ħ
𝑡)𝐻𝑒𝑥𝑝 (

−𝑖𝜴. 𝑳

ħ
𝑡) − 𝜴. 𝑳] |𝛹𝑟𝑜𝑡⟩ (1-21) 

النظام  يمثل هاملتوني  (21-1)من  نلاحظ أن الطرف الأيسر عادلة شرودينغر الشكل العام لمو بالمطابقة مع 

 كتب:نو  (ℛ𝑟𝑜𝑡) في المعلم الدوّار 

 𝑖ħ
𝜕

𝜕𝑡
|𝛹𝑟𝑜𝑡⟩ = 𝐻𝑟𝑜𝑡|𝛹𝑟𝑜𝑡⟩ (1-22) 

 حيث:

 Hrot = 𝑒𝑥𝑝 (
𝑖𝛀. 𝐋

ħ
𝑡)𝐻𝑒𝑥𝑝 (

−𝑖𝛀. 𝐋

ħ
𝑡) − 𝛀. 𝐋 (1-23) 

R̂z(t)HR̂z، أي التحويل بواسطة مؤثر الدوران 𝐻يجب علينا الآن معرفة كيفية تحويل الهاملتوني 
+(t). بالعودة الى العبارة

 فإن: (ℛ𝑎) في المعلمĤ  للهاملتوني (1-1)

 R̂z(t)HR̂z
+(t) = R̂z(t)𝐩

2R̂z
+(t) + R̂z(t)V(𝐫)R̂z

+(t) (1-24) 

 

                                                 
 2 Opérateur unitaire 
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 السّ  إن المؤثر 
ّ
يبقى محفوظ بالتحويلات الدورانية يتبادل مع مؤثر العزم الحركي، ولذلك فهو  𝐩2 3ميل

R̂z(t)𝐩
2R̂z

+(t) = 𝐩2 ،على عكس الكمون الذي نجده كالتالي :  𝑅̂𝑧(𝑡)𝑉(𝐫)𝑅̂𝑧
+(𝑡) = 𝑉(𝐫′)   حيث ,𝐫′ 

من المعلم المطلق Ĥ إذن يمكننا القول أن تحويل الهاملتوني .  (ℛ𝑟𝑜𝑡) يمثل شعاع الموضع في المعلم الدوراني

(ℛ𝑎)  الى المعلم(ℛ𝑟𝑜𝑡)  بفعل المؤثرR̂z(t)  يعطينا نفس الصيغة للهاملتونيĤ   بمعنى أنه يبقى عبارة عن

, الآن نرمز للهاملتوني الجديد  (ℛ𝑟𝑜𝑡) بدلالة المتغيرات النسبية للمعلم الجديدهاملتوني و لا تتغير ماهيته لكن 

 : الهاملتوني الدوراني من الشكلاه في الاشتقاق الكلاسيكي لتصبح عبارة مثل ما سمين H0ب 

 Hrot = H0 − 𝛀. 𝐋 (1-25) 

)الاشتقاق الكمومي( أن الجسيم  (25-1)أو من خلال  )الاشتقاق الكلاسيكي( (13-1)نلاحظ إذن من خلال 

.𝛀يتحسس وجود الحد الإضافي  𝐋 .تحت تأثير الدوران 

   مغناطيسية و هاملتوني جملة دوارةالتماثل بين هاملتوني جملة   
 ا(كهربائيمحايد )متعادل  الهاملتوني لجسيمالهدف من هذه الفقرة هو تحديد وجه التشابه بين عبارة            

𝛀بسرعة زاوية   (𝑂𝑧)المحور  يدور حول   V(𝐫)محصور بكمون  = Ω. 𝐞z   و هاملتوني جسيم مشحون ,

محصور بكمون سلمي  (𝑂𝑧)موجه نحو نفس اتجاه الدوران السابق 𝐁 خاضع لحقل مغناطيس ي  qبشحنة 

, و حتى نصل الى الهدف المطلوب لا بد من دراسة هاملتوني الجسيم     𝜔𝑜𝑠𝑐 التردد ذو  Vmag(𝐫)نعبر عنه ب 

 Vmag(𝐫), و كذلك ايجاد هاملتوني الجسيم المشحون الذي يتعلق بالقيم  𝛀و  V(𝐫)المحايد الذي يتعلق بالقيم 

 . B و 

 هزاز توافقي في معلم دوارهاملتوني جسيم محايد خاضع لكمون   

يمكننا  𝐋و  H0و بتعويض قيمتي كل من ن الهاملتوني في المعلم الدوار ، و التي تعبر ع (25-1) بالنظر إلى العلاقة

  : التالي على النحو Hrotإذن صياغة 

 Hrot =
1

2𝑚∗
𝐩2 +

1

2
𝑚∗𝜔0

2𝒓2
⏟              

𝐻0

− 𝛀 . 𝐋 (1-26) 

                                                 
 3 Opérateur scalaire 
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 هو حيث أن كمون الهزاز التوافقي متماثل المناحي

 𝑉(𝐫) =
1

2
𝑚∗𝜔0

2𝐫2 (1-27) 

𝐋وبما أن  = 𝐫 × 𝐩 كما يلي: (26-1)فإنه يمكن أن نكتب ا 

      Hrot =
1

2𝑚∗
𝐩2 +

1

2
𝑚∗𝜔0

2𝒓2 − 𝐩. (𝛀 × 𝐫) (1-28) 

تحت  (28-1)مغناطيس ي، نضع العبارة  لقة مع شكل هاملتوني الجسيم المشحون الخاضع لحقالمطابولغرض 

 الشكل التالي:

      Hrot =
1

2𝑚∗
(𝐩 − 𝑚∗(𝛀 × 𝐫))

2
+
1

2
𝑚∗(𝜔0

2 − Ω2)𝐫2 (1-29) 

 الدوراني. –سنقوم بدراسة التماثل المغناطيس ي  (29-1)و  (26-1)على العبارتين  بناء

 ني جسيم مشحون خاضع لحق ل مغناطيسيهاملتو  

مون و محصور بكثابت،  𝐁خاضع لحقل مغناطيس ي  𝑞و الشحنة   ∗𝑚جسيم ذو الكتلة  إذا افترضنا أنه لدينا 

 (𝑂𝑥𝑦)  في المستوي كما نفرض أن هذا الجسيم محصور .  𝜔𝑜𝑠𝑐تردده ب هزاز توافقي متماثل المناحي نرمز ل

𝐁 : إذن فنكتب، (𝑂𝑧)  ه نحو المحور ، أي أنه متجتعامد معهم   𝐁الحقل  أن و  = B𝐞z  هاملتوني . أن

 التالية:بالعلاقة يعطى هذا الجسيم 

 Hmag =
1

2𝑚∗
(𝐩 − q𝐀)2 +

1

2
𝑚∗ω𝑜𝑠𝑐

2 𝐫2 (1-30) 

𝐁حيث    𝐁  هو الكمون الشعاعي المرتبط بالحقل  𝐀أن   علما = 𝛁 × 𝐀 ،ما أن الحقل المغناطيس ي ثابت و ب

 فانه يمكن أن نأخذ الشكل التالي للكون الشعاعي:

 𝐀 = 
1

2
( 𝐁 × 𝐫) (1-31) 

𝐀𝐩) ، أيp الاندفاع مؤثر يتبادل مع    𝐀  الشعاعي ن المؤثر إ = 𝐩𝐀)  و باستخدام هذه الحقيقة مع ,

 فإنه يمكن أن نكتب الهاملتوني المغناطيس ي كما يلي: (31-1)عبارة الكمون الشعاعي 

 𝐀𝐩 = 𝐩𝐀 =  
1

2
(𝐁 × 𝐫)𝐩 =

1

2
𝐁(𝐫 × 𝐩) =

1

2
 𝐁. 𝐋 =

1

2
B. 𝐿𝑧  (1-32) 



 
 فرميوني منحل خاضع لكمون هزاز توافقي متماثل المناحي دوَّاردراسة هاملتوني غاز  الفصل الأول: 

13 
 

 

. من جهة (Oz)هو الاسقاط الشعاعي له على المحور  Lzيمثل العزم الحركي المداري الكلي و    𝐋حيث 

 التي تعطينا: (31-1)العلاقة  بتربيع  𝐀2نجد قيمة  ، يمكن أن أخرى 

 𝐀2 =
1

4
𝐁2𝐫2 (1-33) 

 : نجد العبارة التالية للهاملتوني المغناطيس ي (30-1)في  (33-1)و  (32-1)بتعويض كل من 

 Hmag =
1

2m∗
𝐩2 +

1

2
m∗𝐫2(ωosc

2 + 𝜔𝐿
2) − 𝜔𝐿𝐿𝑧 (1-34) 

𝜔𝐿  حيث =
𝑞.𝐁

2𝑚∗   وضعنافإذا  .4هو تواتر لارمور: 

 Ω𝑚𝑎𝑔 = √(𝜔𝑜𝑠𝑐2 + 𝜔𝐿2) (1-35) 

 يأخذ الشكل التالي: (34-1)فإن الهاملتوني المغناطيس ي 

 

 Hmag =
1

2m∗
𝐩2 +

1

2
m∗𝐫2Ωmag

2 −ωLLz (1-36) 

 والذي يظهر منذ الآن التشابه الموجود بين النظامين الدوراني والمغناطيس ي.

 دوارةالمق ارنة بين هاملتوني جملة مغناطيسية و هاملتوني جملة   

يمكننا  (30-1)و عبارة الهاملتوني لجملة مغناطيسية  (29-1)بالنظر إلى عبارة هاملتوني الجملة المدروسة 

 استخراج المتطابقة الأولى التالية:

 q. 𝐀 ≡ m∗(𝛀 × 𝐫) ⇒ 𝐀 ≡ 
m∗(𝛀 × 𝐫)

q
 (1-37) 

) في الجملة المغناطيسية له نفس الدور الذي تقوم به العبارة   𝐀 أي أن الشعاع
m∗(𝛀×𝐫)

𝑞
في الجملة ( 

المعطاة   𝐀في الجملة الدوارة نعوض قيمة    Bالعنصر الذي  يوافق شعاع الحقل المغناطيس ي  دو لإيجا الدوارة،

 فنتحصل على: (37-1) في (31-1)من خلال العبارة 

 𝐁 ≡
2m∗𝛀

q
 (1-38) 

                                                 
 4 Fréquence de Larmor 
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 كما نرى من جهة أخرى أن:

 𝜔𝑜𝑠𝑐
2  ≡  𝜔0

2 −𝛀2  ⟹ 𝜔𝑜𝑠𝑐 ≡ √(𝜔0
2 −𝛀2) (1-39) 

  تؤدي إلى التطابق التالي بين التواترات: (36-1)و  (26-1)كما أن المقارنة بين الصيغتين 

 Ω ≡ ω𝐿  (0.40) 

𝜔0سرعة الدوران الحرجة إن الحالة الحدية التي توافق  = 𝛺  توافق حالة تطبيق الحقل المغناطيس ي الشديد حيث

𝜔𝐿يكون  ≫ 𝜔𝑜𝑠𝑐 أي ،𝛺𝑚𝑎𝑔 ≈ 𝜔𝐿وبالتالي نجد ، 

 𝛺𝑚𝑎𝑔 = √(𝜔𝑜𝑠𝑐2 + 𝜔𝐿2) ≈ 𝜔𝐿 ≡ 𝛺 = 𝜔0 (1-41) 

ت نقصد هنا اهتزازا. جدا ـظواهر فيزيائية مهمة من تضمنهتا نظرا لمجدًا للاهتمام  ةمثير  حالة الحديةال ههذإن 

ضة درجات حرارة منخفى الجملة تحت المطبق علالكميات الفيزيائية المختلفة بدلالة شدة الحقل المغناطيس 

إن (. ةعلى سرعة الدوران الفائق اعتمادًاما يقابلها في حالة النظام الدوراني، اهتزاز المقادير الفيزيائية جدًا )أو 

. ذكرةكما سنرى لاحقًا في هذه الم مستويات الطاقة في النظام كميمبتفي المقام الأول ترتبط  هذه التذبذبات

 
ُّ
 جزيئات النظام عند درجات حرارة منخفضة للغايةب امتلاؤهاو شديدة الانحلال  لانداو ل مستويات لذلك فتشك

 عن هذه السلوك الاهتزازي للكميات الفيزيائية المميزة للنظام.سؤولة هي الم

بدراستنا للتماثل بين النظامين المغناطيس ي والدوراني، مع الأخذ بعين الاعتبار مختلف التطابقات التي بيّناها 

ا، يمكن أن ننقل نتائج الدراسة عن أحدهما إلى النظام الاخر مع احترام المتطابقات المذكورة فقط. لذلك سابق

فكل ما سنقوله عن الاهتزازات الكمومية للنظام الدوراني المدروس في هذه المذكرة يمكن إسقاطه على النظام 

 المغناطيس ي المكافئ له.



 

 

 

 
 ثانيالفصل ال

ة   ي ض ا ري ل ت ا وا د لأ ة  ا روري ض ل ة ا ي ئ ا زي ي ف ل ت ا ا ي م ك ل وا
ر  ح ل زم ا ع ل ة ل ي وم م ك ل ة ا س را د ل ي  ل ل ك ل ري ا ا د م ل ي ا ك

ي ئ ا زي ي ف ل م ا ا ظ ن ل روس  ل د م ل  ا



 Chapter two ثانيالفصل ال
ة   ي وم م ك ل ة ا س را د ل ة ل روري ض ل ة ا ي ئ ا زي ي ف ل ت ا ا ي م ك ل ة وا ي ض ا ري ل ت ا وا د لأ ا

روس د م ل ي ا ئ ا زي ي ف ل م ا ا ظ ن ل ي ل ل ك ل ري ا ا د م ل ي ا رك ح ل زم ا ع ل  ل
Outils mathématiques et grandeurs physique nécessaire à 

l’étude quantique du moment cinétique orbital total du 
système physique étudié 

 مقدمة 
وع لصلة الوثيقة بموضسنعالج في هذا الفصل الإطار الرياض ي وكذا المقادير الفيزيائية المهمة ذات ا

التي نرمز و  (matrice densité de Bloch) مصفوفة الكثافة لبلوخ هي التي نسميهاالأداة الرياضية  دراستنا. وهذه

,𝐶(𝒓لها بـ  𝒓′; 𝜉)  حيث أن𝜉  هو عدد مركب جزؤه الحقيقي موجب. إن استخدام هذه المقاربة المعتمدة على

مختلف علاقاتها بفي دراسة الخواص التارموديناميكية أظهر قدرتها الحسابية الكبيرة من خلال مصفوفة بلوخ 

لمصفوفة ا هذهمعرفة أهمية إن في الحقيقة، الكميات الفيزيائية للنظام مثل كثافة الجسيمات و كثافة التيار. 

ي تكون أحيانا صعبة الإيجاد، من الاستغناء عن البحث عن حلول معادلة شرودينغر والتتكمن في أنها تمكننا 

وتؤدي في المقابل إلى اشتقاق عبارات تحليلية دقيقة لهذه الكميات الفيزيائية مثل ما هو الحال بالنسبة للكثافة 

مات )أو التيار الكهربائي إن كانت الجسيمات مشحونة(، كما سنرى المحلية للجسيمات وكثافة توزيع تيار الجسي

في الفصل القادم أيضا أن معرفة عبارة عناصر هذه المصفوفة سيسمح لنا بإيجاد العبارة التحليلية الدقيقة 

ة فللعزم الحركي المداري الكلي للنظام عبر معرفة كثافة التيار والكثافة الجسيمات المحلية المرتبطان بمصفو 

 بلوخ. 

,𝑪(𝐫مصفوفة الكثافة لبلوخ    𝐫′; 𝝃) 

  تعريف مصفوفة الكثافة لبلوخ 

جسيمة  Nدمنا في الفصل السابق أن النظام المدروس عبارة عن غاز فرميوني فائق البرودة يتكون من ق

لتي الرياضية ا هنا الأداةمستقلة )غير متفاعلة فيما بينها( خاضع لكمون هزاز توافقي دوراني.  نريد أن نقدم 

 1سنستخدمها في دراسة الخصائص الإحصائية لهذا النظام الفيزيائي والتي هي مصفوفة الكثافة لبلوخ

𝐶(𝒓, 𝒓′; 𝜉):والتي ليست إلا التمثيل المصفوفي للمؤثر ، 

                                                 
 Matrice densité de Bloch1  
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 𝐶 = 𝑒𝑥𝑝(−𝜉𝐻) (2.1) 

 هو عدد مركب جزؤ  𝜉 يمثل هاملتوني النظام بينما H .حيث إن{⟨𝐫|}في تمثيل الموضع 
 
كتب ه الحقيقي موجب. ت

 صفوفة في تمثيل الموضع  كالتالي:عناصر هذه الم

 𝐶(𝒓, 𝒓′; 𝜉) = ⟨𝒓|𝑒𝑥𝑝(−𝜉𝐻)|𝒓′⟩ (2.2) 

تها في لا بد من كتاب الفيزيائية ذات الصلة بالموضوع، من أجل ربط مصفوفة الكثافة لبلوخ ببعض المقادير 

 : و التي تحقق معادلة شرودينغر التالية Hالمكونة من الأشعة الذاتية لهاملتوني النظام  {⟨𝜑𝑖|}القاعدة  

 𝐻|𝜑𝑖⟩ = 𝐸𝑖|𝜑𝑖⟩ (2.3) 

في شعاع الحالة  iبينما الحرف ، Hهي قيم الطاقة الذاتية الموافقة للهاملتوني  𝐸𝑖كما يجب الإشارة إلى أن 

|𝜑
𝑖
 ففي حالة نظام ذو بعدين )و هذا ما سنقوم بدراسته الكمية المميزة للجملة المدروسة.يشير الى كل الأعداد   ⟨

⟨𝑖| اثنين من درجات الحرية )باهمال سبين الجسيم( ويكون إذن يكون لديناس(  هنا = |𝑛, 𝑚⟩  ان علاقة.

 : تعطى ب {⟨𝜑𝑖|}الانغلاق في القاعدة 

 ∑|𝜑𝑖⟩⟨𝜑𝑖|

𝑖

= 𝕝 (2.4) 

 : نجد (2.2) على مصفوفة الكثافة لبلوخ (2.4)لوحدة , فبإدخال علاقة الانغلاق يعبر عن مصفوفة ا 𝕝حيث 

 𝐶(𝒓, 𝒓′ ; 𝜉) =∑⟨𝒓|𝜑𝑖⟩⟨𝜑𝑖|𝑒𝑥𝑝(−𝜉𝐻)|𝜑𝑗⟩⟨𝜑𝑗|𝒓′⟩

𝑖,𝑗

 (2.5) 

ية له و بالقيم الذاتعلى أشعته الذاتية الهاملتوني تأثير عبارة فانه يمكننا تعويض  (2.3) و اعتمادا على المعادلة

 : الطاقة , فنكتبقيم التي تتمثل في  

 𝑒𝑥𝑝(−𝜉𝐻)|𝜑𝑗⟩ = 𝑒𝑥𝑝(−𝜉𝐸𝑗)|𝜑𝑗⟩ (2.6) 

 : {⟨𝜑𝑗|}والتقنين لأشعة الحالة علاقة التعامد و باستخدام 

 ⟨𝜑𝑖|𝜑𝑗⟩ = ∫𝜑𝑖
∗(𝒓)𝜑𝑖(𝒓) = 𝛿𝑖𝑗  (2.7) 

  : على النحو الآتي (2.5) فإنه يمكننا كتابة
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 𝐶(𝒓, 𝒓′ ; 𝜉) =∑𝜑𝑖(𝒓)𝜑𝑖
∗(𝒓′)𝑒𝑥𝑝(−𝜉𝐸𝑖)

𝑖

 (2.8) 

⟨𝑖|أن  و بما أننا ذكرنا  سابقا = |𝑛, 𝑚⟩   فإننا نستطيع صياغة𝐶(𝒓, 𝒓′ ; 𝜉) على الشكل :  

 𝐶(𝒓, 𝒓′ ; 𝜉) =∑𝜑𝑛𝑚(𝒓)𝜑𝑛𝑚
∗ (𝒓′)𝑒𝑥𝑝(−𝜉𝐸𝑛𝑚)

𝑛,𝑚

 (2.9) 

,𝐶(𝒓و من أجل الحصول على العناصر القطرية للمصفوفة  𝒓′ ; 𝜉)  نضع𝒓 = 𝒓′   فنجد (2.9)في العبارة : 

 𝐶(𝒓 ; 𝜉) =∑𝜑𝑛𝑚(𝒓)𝜑𝑛𝑚
∗ (𝒓)𝑒𝑥𝑝(−𝜉𝐸𝑛𝑚)

𝑛,𝑚

 (2.10) 

لنا بالوصول الى النتيجة يسمح الذي  𝜑𝑖(𝒓)شرط تقنين دالة الموجة  نشير أيضا إلى نتيجة مهمة تنتج من 

 التالية:

 

∫𝐶(𝒓; 𝜉)𝑑𝒓 =∑𝑒𝑥𝑝(−𝜉𝐸𝑖) (∫𝜑𝑛𝑚(𝒓)𝜑𝑛𝑚
∗ (𝒓))

𝑖

=∑𝑒𝑥𝑝(−𝜉𝐸𝑛𝑚)

𝑛,𝑚

 

(2.11) 

 المدروس.طيف الطاقة للنظام النتيجة الأخيرة سنحتاجها لاحقا عند البحث على و هذه 

 بالموضوععلاقة مصفوفة الكثافة لبلوخ ببعض المق ادير الفيزيائية ذات الصلة   

ير وخ و بعض المقادير الفيزيائية نود أولا التذكقبل البحث عن العلاقات بين عناصر مصفوفة الكثافة لبل

 اشتقاق بعض العلاقات ببساطة لعكسية  و ذلك كي يتسنى لنا بتحويلات لابلاس و تحويلاته ا

𝓛µو تحويلته العكسية  𝓛ت لابلس تحويلا 
اا𝟏−

  : و هو عبارة عن تكامل تعطى قيمته ب ℒ{𝑓(µ)}نعبر عنه ب  𝑓(µ)  إن تحويل لابلاس للدالة 

 ℒ{𝑓(µ)} = 𝐹(𝜉) = ∫ 𝑒𝑥𝑝(−𝜉µ)𝑓(µ)𝑑µ

∞

0

 (2.12) 

ℒµ. أما تحويل لابلاس العكس ي  موجب 𝜉 مع العلم أن الجزء الحقيقي للعد المركب
  : فهو 1−
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 ℒµ
−1{𝐹(𝜉)} = 𝑓(µ) =

1

2𝜋𝑖
∫ 𝐹(𝜉) 𝑒𝑥𝑝(𝜉µ)𝑑𝜉  

𝑐+𝑖∞

𝑐−𝑖∞

 (2.13) 

في للتوضيح أكثر ندرس المثال  و . 𝐹(𝜉) لدالةالتفرد لعدد حقيقي أكبر من الجزء الحقيقي لكل نقاط  cحيث 

 الفقرة التالية.

   Heaviside لهيفيزايد 𝚯 القفزة تحويل لابلس المعكوس لدالة 1.1.2.2

  : نعلم أن دالة القفزة لهيفيزايد تعرف ب

 𝛩(𝑥) = {
0        , 𝑥 ≤ 0

1        ,   𝑥 > 0
 (2.14) 

µ) الآن نعرف دالة القفزة لهيفيزايد من أجل الفرق  − 𝐸𝑛𝑚)  , حيثµ  يمثل الكمون الكيميائي أو ما يسمى

𝑇درجة حرارة منعدمة   بطاقة فارمي عند = 0 𝐾°  أما,𝐸𝑛𝑚  ننا سنحتاجها في دراستنا لأ فتمثل طاقة الجملة

 لاحقا . 

 𝛩(µ − 𝐸𝑛𝑚) = {
1  , (µ − 𝐸𝑛𝑚) > 0   ⇒   µ > 𝐸𝑛𝑚
 0 , (µ − 𝐸𝑛𝑚) ≤ 0 ⇒    µ ≤ 𝐸𝑛𝑚

 (2.15) 

𝐹(𝜉)بأخذنا للدالة   =
𝑒𝑥𝑝(−𝜉𝐸𝑛𝑚)

𝜉
𝛩(µفإن تحويل لابلاس المعكوس للدالة  ,  − 𝐸𝑛𝑚) يكتب على الشكل :  

 

𝛩(µ − 𝐸𝑛𝑚) =
1

2𝜋𝑖
∫

𝑒𝑥𝑝(𝜉(µ − 𝐸𝑛𝑚))

𝜉

𝑐+𝑖∞

𝑐−𝑖∞

𝑑𝜉

= ℒµ
−1 {

𝑒𝑥𝑝(−𝜉𝐸𝑛𝑚)

𝜉
} 

(2.16) 

 يمثل مستوى فارمي، آعلى مستوى مشغول من طرف جسيمات النظام. µو 

ا الجسيمات:كثافة  ومصفوفة العلقة بين مصفوفة الكثافة لبلوخ  

,𝜌(𝒓كثافة الجسيمات  إن مصفوفة     𝒓′; µ)   ذاتللأنظمة ترتبط بمعظم المقادير الفيزيائية المميزة N   جسيم

𝑇عموما و تعطى عبارتها من أجل نظام مكون من غاز فرميوني ثنائي البعد  عند درجة حرارة  = 0𝐾° كما  يلي : 

 𝜌(𝒓, 𝒓′; µ) =∑𝜑
𝑛𝑚
(𝒓)𝜑

𝑛𝑚
∗ (𝒓′)𝛩(µ − 𝐸𝑛𝑚)

𝑛,𝑚

 (2.17) 
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𝑇هو الكمون الكيميائي للنظام المعطى عند درجة حرارة  µعلما أن  = 0𝐾°   بمعنى أنه يعبر عن طاقة مستوى

𝛩(µدالة القفزة لهيفيزايد قمنا بإدخال فيرمي , بينما  − 𝐸𝑛𝑚)  من أجل احتساب   (2.17)في المجموع أعلاه

 .µطاقتها أقل أو تساوي طاقة فيرمي الحالات المشغولة فقط التي 

 : نلاحظ أنه  يمكننا الاستفادة من تحويل لابلاس لدالة القفزة لهيفيزايد فنكتب (2.16) بالعودة الى العلاقة

 𝜌(𝒓, 𝒓′; µ) =∑𝜑
𝑛𝑚
(𝒓)𝜑

𝑛𝑚
∗ (𝒓)ℒµ

−1 {
𝑒𝑥𝑝(−𝜉𝐸𝑛𝑚)

𝜉
}

𝑛,𝑚

 (2.18) 

 والتي يمكن أيضا كتابتها على الصورة التالية:

 𝜌(𝒓, 𝒓′; µ) = ℒµ
−1 [

1

𝜉
∑𝜑

𝑛𝑚
(𝒓)𝜑

𝑛𝑚
∗ (𝒓)𝑒𝑥𝑝(−𝜉𝐸𝑛𝑚)

𝑛,𝑚

] (2.19) 

,𝜌(𝒓استنتاج العلاقة بين مصفوفة الكثافة للجسيمات  يمكننا (2.10)و باستعمال العبارة  𝒓′; µ)  و مصفوفة

,𝐶(𝒓الكثافة لبلوخ  𝒓′ ; 𝜉) و هي :  

 𝜌(𝒓, 𝒓′; µ) = ℒµ
−1 [

1

𝜉
𝐶(𝒓, 𝒓′ ; 𝜉)] (2.20) 

,𝐶(𝒓, بمعرفة  إذن 𝒓′ ; 𝜉)  يمكننا ايجاد عبارة كثافة الجسيمات𝜌(𝒓, 𝒓′; µ) . 

;𝑪(𝒓العلقة بين   𝝃)  و𝝆(𝒓)اا

بأنها العناصر القطرية لمصفوفة كثافة الجسيمات  𝜌(𝒓)تعرف كثافة الجسيمات المحلية 

𝜌(𝒓, 𝒓′; 𝜉)  فنتحصل علىيها بوضع ,𝒓 = 𝒓′ أي أن : 

 {
𝜌(𝒓; µ) = 𝜌(𝒓, 𝒓′; µ)|𝒓=𝒓′
𝐶(𝒓; 𝜉) = 𝐶(𝒓, 𝒓′; 𝜉)|𝒓=𝒓′

 (2.21) 

 : يمكن أن نكتب (2.20)و بالنظر الى 

 𝜌(𝒓; µ) = ℒµ
−1 [

1

𝜉
𝐶(𝒓 ; 𝜉)] (2.22) 
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الذي يتم عبر التقنين  شرط بواسطة Nالعدد الكلي للجسيمات مرتبطة ب 𝜌(𝑟)كثافة الجسيمات المحلية  إن

 ي:، أعلى كل الفضاء الفيزيائي المدروس 𝜌(𝑟) مكاملة الكثافة المحلية

 ∫𝜌(𝒓)𝑑𝒓 = 𝑁 (2.23) 

;𝑪(𝒓العلقة بين مصفوفة   𝝃) و عدد الجسيمات N  ا

 : نجد (2.23)في العلاقة  (2.22)بارة بتعويض عبارة كثافة الجسيمات المحلية الممثلة بالع

 𝑁 = ∫ℒµ
−1 [

1

𝜉
𝐶(𝒓 ; 𝜉)] 𝑑𝑟 = ℒµ

−1 {
1

𝜉
∫𝐶(𝒓 ; 𝜉)𝑑𝑟} (2.24) 

  نجد أن: (2.16)و  (2.11)إلى العلاقتين  و بالنظر 

 𝑁 =∑  𝛩(µ − 𝐸𝑛𝑚)
𝑛,𝑚

 (2.25) 

 

,𝒓)بين مصفوفة الكثافة لبلوخ  العلقة  𝒓′; 𝝃)  و كثافة التيار𝑱(𝒓) ا

,𝜌(𝒓بدلالة مصفوفة كثافة الجسيمات  𝑱(𝒓)تعطى عبارة كثافة التيار  𝒓′; 𝜇) ا : بالعلاقة التالية

𝑱(𝒓)ا =
ħ

2𝑚∗𝑖
[(𝛁𝐫 − 𝛁𝐫′)𝜌(𝒓, 𝒓′; 𝝁)]

𝒓=𝒓′
 (2.26) 

مصفوفة الكثافة لبلوخ و دلالة نحصل على عبارة كثافة التيار ب (2.26)مباشرة في  (2.20)و بإدراج العلاقة 

 هي:

 𝑱(𝒓) =
ħ

2𝑚∗𝑖
ℒµ
−1 {

1

𝜉
[(𝜵𝑟 − 𝜵𝒓′)𝐶(𝒓, 𝒓

′; 𝜉)]𝒓=𝒓′} (2.27) 

,𝑪(𝒓عبارة مصفوفة الكثافة لبلوخ    𝒓′ ; 𝝃) من أجل الجملة المدروسة : 

,𝐶(𝒓أن تحديد العبارة التحليلة للعناصر المصفوفية  (2.10)يبدو من خلال العبارة     𝒓′; 𝜉)  يتطلب منا

, لكن هذه الطريقة ليست ضرورية عند دراسة  𝐸𝑛𝑚و القيم الذاتية المرافقة لها  𝜑𝑛𝑚معرفة أشعة الحالة 

، فقد تم استخراج عبارة هذه العناصر المصفوفية بطرق رياضية أخرى دون اللجوء الأنظمة الفيزيائية كثير من

 تاليين:إلى حل معادلة شرودينغر، مع استخدام الشرطين ال
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 {
𝐻𝐶(𝒓, 𝒓′; 𝜉) =

−𝜕𝐶(𝒓, 𝒓′; 𝜉)

𝜕𝜉

𝐶(𝒓, 𝒓′; 0) = 𝛿(𝒓 − 𝒓′)

 (2.28) 

ر بأن 
ّ
  : الهاملتوني المدروس هيعبارة و بشكل خاص، فمن أجل النظام محل الاهتمام في هذه المذكرة فإننا نذك

 𝐻 =
1

2𝑚∗
𝒑2 +

1

2
𝑚∗𝜔0

2𝒓2 − 𝜴. 𝑳 (2.29) 

 والذي توافقه العبارة التحليلية التالية لمصفوفة الكثافة لبلوخ ][:

 

𝐶(𝒓, 𝒓′; 𝜉) =
𝑚∗𝜔0

2𝜋ħ𝑠𝑖𝑛ℎ (𝜉ħ𝜔0)
𝑒𝑥𝑝 [

−𝑖𝑚∗𝜔0 𝑠𝑖𝑛ℎ(𝜉ħ𝛺)

ħ 𝑠𝑖𝑛ℎ(𝜉ħ𝜔0)
(𝒓 × 𝒓′)𝒆𝑧]

× 𝑒𝑥𝑝 [
−𝑚∗𝜔0𝑠𝑖𝑛ℎ (

𝜉ħ(𝜔0 + 𝛺)
2

) 𝑠𝑖𝑛ℎ (
𝜉ħ(𝜔0 −𝛺)

2
)

2ħ𝑠𝑖𝑛ℎ (𝜉ħ𝜔0)
(𝒓 + 𝒓′)2]

× 𝑒𝑥𝑝 [
−𝑚∗𝜔0𝑐𝑜𝑠ℎ (

𝜉ħ(𝜔0 + 𝛺)
2

) 𝑐𝑜𝑠ℎ (
𝜉ħ(𝜔0 − 𝛺)

2

2ħ𝑠𝑖𝑛ℎ (𝜉ħ𝜔0)
(𝒓 − 𝒓′)2] 

(2.30) 

𝒓كما يجب الاشارة إلى أن العناصر القطرية لهذه المصفوفة نجدها بوضع  = 𝒓′  فنحصل على العبارة ,𝐶(𝒓, 𝜉) 

 الآتية:

 
𝐶(𝒓; 𝜉) =

𝑚∗𝜔0
2𝜋ħ𝑠𝑖𝑛ℎ(𝜉ħ𝜔0)

𝑒𝑥𝑝 [
−𝑚∗𝜔0
ħ

(𝑐𝑜𝑡ℎ(𝜉ħ𝜔0)

−
𝑐𝑜𝑠ℎ(𝜉ħ𝛺)

𝑠𝑖𝑛ℎ(𝜉ħ𝜔0)
) 𝒓2] 

(2.31) 

 طيف طاقة النظام 
إيجاد قيم طيف طاقة النظام  صفوفة الكثافة لبلوخ أنها تساعدنا فيم معرفة عناصر من بين فوائد 

𝐸𝑛𝑚 التي تربط بين قيم الطاقة و  (2.11)ول معادلة شرودينغر , وذلك بفضل العلاقة بدون الرجوع لحل

;𝐶(𝒓العناصر للمصفوفة  (2.31) عبارةفإذا أخذما ال القطرية لمصفوفة الكثافة لبلوخ.العناصر  𝜉)  قمنا  و

 امل الآتي:الاستعانة بالتكب بإجراء المكاملة على كامل فضاء الموضع ذي البعدين فإننا نجد 

 ∫ 𝑒𝑥𝑝(−𝑎𝑡2)𝑑𝑡

+∞

−∞

= √
𝜋

𝑎
 (2.32) 

 أن:
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 ∫𝐶(𝒓; 𝜉)𝑑𝑟 =
1

4
𝑠𝑖𝑛ℎ−1(𝜉ħ𝛺+)𝑠𝑖𝑛ℎ

−1(𝜉ħ𝛺−) (2.33) 

 :حيث

 

 
𝛺+ = 𝛺 + 𝜔0
𝛺− = 𝛺 − 𝜔0

 (2.34) 

 وباستخدام النشر  التالي][:

 𝑠𝑖𝑛ℎ−1(𝑥) = 2∑𝑒𝑥𝑝[−(2𝑛 + 1)𝑥]

∞

𝑛=0

 (2.35) 

  : نجد أن

 ∫𝐶(𝒓; 𝜉)𝑑𝑟 = ∑∑ 𝑒𝑥𝑝 {−𝜉 [ħ𝛺+ (𝑛 +
1

2
) + ħ𝛺− (𝑚 +

1

2
)]}

∞

𝑚=0

∞

𝑛=0

 (0.36) 

الطيف الطاقوي لجسيم خاضع لكمون هزاز  أننستنتج طابقة وإجراء الم (2.11)العامة وبالمقارنة مع النتيجة 

 هو: (2.29)توافقي دوّار ذو الهاملتوني 

 𝐸𝑛𝑚 =  ħ𝛺+ (𝑛 +
1

2
) + ħ𝛺− (𝑚 +

1

2
) (2.37) 

 𝜌(𝒓)كثافة الجسيمات   
 العبارة التحليلية الصريحة لكثافة المحلية للجسيمات الخاصة بالنظام المدروسفي الحقيقة يمكن استخراج 

 ما يعطينا العبارة التالية: (2.22)في العلاقة  وإدراجها (2.31)وذلك انطلاقا من العبارة 

 

𝜌(𝒓) =
1

2𝜋𝑎2
ℒµ
−1 {

1

𝜉𝑠𝑖𝑛ℎ(𝜉ħ𝜔0)
𝑒𝑥𝑝 [−(𝑐𝑜𝑡ℎ(𝜉ħ𝜔0)

−
𝑐𝑜𝑠ℎ(𝜉ħ𝛺)

𝑠𝑖𝑛ℎ(𝜉ħ𝜔0)
)
𝑟2

𝑎2
]} 

(2.38) 

نصل إلى  (][يمكن الاطلاع عليها في المراجع في أعمال سابقة  حسابهاتم ثم عبر حسابات رياضية طويلة نوعا ما ) 

 :النهائية التاليةالنتيجة 
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𝜌(𝒓) =

𝑒𝑥𝑝(−𝑟2 𝑎2⁄ )

𝜋𝑎2
∑∑∑

(𝑟 𝑎⁄ )2(𝑚+𝑛)

𝑚! 𝑛!

∞

𝑚=0

∞

𝑛=0

∞

𝑘=0

 

× 𝐿𝑘
𝑛+𝑚(2𝑟2 𝑎2⁄ )𝛩[µ − (2𝑘ħ𝜔0 + 𝐸𝑛𝑚)] 

(2.39) 

𝑎أن  حيث = √
ħ

𝑚𝜔0
 . هو الطول المميز لكمون الهزاز التوافقي 

  𝒋(𝒓)عبارة كثافة التيار   
 هي: (2.29)إن معادلة شرودينغر المتعلقة بالزمن والموافقة للهاملتوني 

 𝑖ħ
𝜕|𝜑⟩

𝜕𝑡
= 𝐻|𝜑⟩ = (

−ħ2

2𝑚∗
𝜵2𝜔0

2𝒓2 − 𝜴. 𝑳) |𝜑⟩ (2.40) 

.𝜵وباستخدام شرط الاستمرارية  𝑱(𝒓) =  𝑱(𝒓)توزيع التيار فإنه يمكننا إيجاد العبارة العامة التي  تعطي  0

 ز توافقي متماثل المناحي الدوار:الخاضعة لكمون هزا ∗𝑚 للجسيمة ذات الكتلة

 𝑱(𝒓) =
ħ

2𝑖𝑚∗
[(𝜵𝒓 − 𝜵𝒓′)𝜌(𝒓, 𝒓

′; µ)]𝒓=𝒓′⏟                    
𝑱𝑘𝑖𝑛(𝒓)

− (𝛀 × 𝐫)𝜌(𝒓)𝒆𝜑  (2.41) 

الجزء الحركي لكثافة التيار كما  يمثل الحد الأول  تتكون من حدين. 𝑱(𝒓)  (2.41)نلاحظ أن عبارة كثافة التيار 

, بينما  𝑱𝑘𝑖𝑛(𝒓)نسميه  و يمكننا القول أن هذا الأخير يعبر عن عبارة كثافة التيار في المعلم المطلق )بدون دوران( 

 المدروسة ونكتب إذن:لجملة فينتج من الحركة الدورانية لالحد الثاني 

 𝑱(𝒓) = 𝑱𝑘𝑖𝑛(𝒓) − 𝛺𝑟𝜌(𝒓)𝒆𝜑  (2.42) 

 :علما أن

 {

𝜴 = 𝛺𝒆𝑧
𝒓 = 𝑟𝒆𝑟

𝒆𝑟 × 𝒆𝑧 = 𝒆𝜑
⇒ (𝜴 × 𝒓) = 𝛺𝑟𝒆𝜑  (2.43) 

 حيث وضعنا:
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𝑱𝑘𝑖𝑛(𝒓) =

ħ

2𝑖𝑚∗
[(𝜵𝒓 − 𝜵𝒓′)𝜌(𝒓, 𝒓

′; µ)]𝒓=𝒓′

=
ħ

2𝑚∗𝑖
ℒµ
−1 {

1

𝜉
[(𝜵𝑟 − 𝜵𝒓′)𝐶(𝒓, 𝒓

′; 𝜉)]𝒓=𝒓′} 

(2.44) 

 .للوصول إلى الطرف الثاني (2.20)العلاقة في السطر الأول من الطرف الثاني لهذه المعادلة حيث استخدمنا 

,𝐶(𝒓إذن بإدراج عبارة  𝒓′; 𝜉)  نجد أن: (2.44)في  (2.30)المعطاة بالعلاقة 

 
𝑱𝑘𝑖𝑛(𝒓) =

(𝒆𝑧 × 𝒓)

2𝜋𝛼2
ℒµ
−1 {

𝜔0𝑠𝑖𝑛ℎ(𝜉ħ𝛺)

𝑠𝑖𝑛ℎ2(𝜉ħ𝜔0)
𝑒𝑥𝑝 [−(𝑐𝑜𝑡ℎ(𝜉ħ𝜔0)

−
𝑐𝑜𝑠ℎ(𝜉ħ𝛺)

𝑠𝑖𝑛ℎ(𝜉ħ𝜔0)
)]
𝒓

𝛼2
} 

(2.45) 

 نجد العبارة المفيدة التالية لكثافة التيار الكلي: (2.45)و  (2.42)و  (2.38)الآن وباستخدام العبارات 

 

𝑱(𝒓) =
𝑟

2𝜋𝑎2
ℒµ
−1 {

1

𝜉
(
𝜔0 𝑠𝑖𝑛ℎ(𝜉ħ𝛺)

𝑠𝑖𝑛ℎ2(𝜉ħ𝜔0)
−

𝛺

𝑠𝑖𝑛ℎ(𝜉ħ𝜔0)
)

× 𝑒𝑥𝑝 [−(𝑐𝑜𝑡ℎ(𝜉ħ𝜔0) −
𝑐𝑜𝑠ℎ(𝜉ħ𝛺)

𝑠𝑖𝑛ℎ(𝜉ħ𝜔0)
)
𝑟2

𝑎2
]} 𝒆𝜑  

(2.46) 

وهي التي سننطلق منها عند البحث عن العبارة التحليلة للعزم الحركي المداري الكلي للنظام. يمكن الاستمرار 

 يمكن إيجادها في الأعمال التالية ][:اد العبارة الصريحة لكثافة التيار والتي لإيج

 

𝑱(𝒓) =
𝜔0𝑟

𝜋𝑎2
𝑒𝑥𝑝 (

−𝑟2

𝑎2
)∑∑∑

1

𝑚!𝑛!
(
𝑟

𝑎
)
2(𝑚+𝑛)

{𝐿𝑘
𝑛+𝑚+1 (2

𝑟2

𝑎2
)

∞

𝑚=0

∞

𝑛=0

∞

𝑘=0

× [𝛩 (µ̃ − 2𝑘 − (𝑛 + 𝑚 + 2) − (𝑛 − 𝑚 − 1)
𝛺

𝜔0
)

− 𝛩 (µ̃ − 2𝑘 − (𝑛 + 𝑚 + 2) − (𝑛 − 𝑚 + 1)
𝛺

𝜔0
)]

−
𝛺

𝜔0
𝐿𝑘
𝑛+𝑚 (2

𝑟2

𝑎2
)𝛩(µ̃ − 2𝑘 − (𝑛 + 𝑚 + 1) − (𝑛 −𝑚)

𝛺

𝜔0
)} 𝒆𝜑  

(2.47) 

µ̃ وضعنا للاختصار حيث  =
µ

ħ𝜔0
 



 

 

 

 

 الفصل الثالث
الاهتزازات الكمومية للعزم الحركي المداري الكلي  

لغاز فرميوني منحل خاضع لكمون لهزاز توافقي  
 دوراني



 Chapter three ثالثالفصل ال

الكلي المداري  للعزم الحركي  الكمومية  زازات  لغاز فرميوني منحل خاضع لكمون لهزاز  الاهت

 توافقي دوراني

Oscillations quantiques du moment cinétique orbital total d’un gaz de fermions 
dégénéré soumis à un potentiel d’oscillateur harmonique isotrope tournant 

 مقدمة 
بعدما قمنا بتحضير النتائج الخاصة بالمقادير الفيزيائية الضرورية لعملنا في هذه المذكرة، سيتركز عملنا 

في هذا الفصل على اشتقاق العبارة التحليلة للقيمة المتوسطة للعزم الحركي المداري الكلي للغاز الفرميوني 

 راني موافق لسرعة دوران كمون الحصر التوافقي.المحصور بكمون هزاز توافقي متماثل المناحي في معلم دو 

سنجد أن عبارة هذا العزم المداري الكلي عبارة عن الفرق بين العزم الحركي المداري الكمومي ونظيره 

الكلاسيكي. ففي حين أن الأول منهما ناش ئ عن التغير في المستويات الطاقوية، فالثاني مرتبط بعزم عطالة الغاز 

عة دوران الغاز الفرميوني. إن دراسة باعتباره جسما متماسكا ولذلك سنجد عبارته متعلقة بشكل صريح بسر 

انحراف الجزء الكمومي للعزم الكلي عن نظيره الكلاسيكي هو أهم أهداف هذه المذكرة. سنرى أنهما مختلفان 

 من أجل عدد الجسيمات الصغيرة وأن الاهتزازات الكمومية تظهر بشكل جلي من أجل سرعات دوران صغيرة. 

اضيا بسيطا للعلاقة التي سننطلق منها لحساب العزم الكلي، ثم سنقدم إذن في البداية اشتقاقا ري

ي عدد كدالة ف بعد ذلك نشرع في البحث عن العبارة التحليلية له لنقوم بعد ذلك بدراسة الاهتزازات الكمومية

الجسيمات من أجل قيم مختلفة لسرعة الدوران. فعند سرعات الدوران الضعيفة ستظهر هذه الاهتزازات 

ر مما يدل على مدى انحراف السلوك الكمومي للغاز عن نظيره الكلاسيكي. لكن عند الرفع من قيمة بشكل كبي

سرعة الدوران سنرى تلاش ي هذه الاهتزازات ما يبين أن السلوك الكمومي للغاز يقترب من سلوكه الكلاسيكي، 

 .ية للغازوهو معيار مهم جدا لتمييز متى يمكن استعمال المعالجة الكلاسيكية أو الكموم

 : المداري الكلي  الحركيعبارة القيمة المتوسطة للعزم   
القيمة المتوسطة   المفتاحية التالية التي تربط بيننريد في هذه الفقرة أن نبرهن بطريقة بسيطة عن العلاقة 

 :من جهة ثانية كثافة الثيار مؤثثر الموضع و مؤثثر العزم الحركي المداري الكلي من جهة وبين ؤثثر لم

 〈𝐋〉 ≡ 𝐋 = 𝑚∗∫(𝐫 × 𝐉)𝑑𝐫 (3-1) 

 لدينا:لذلك ننطلق من الجداء الشعاعي الموجود في هذه العلاقة السابقة. 

 𝒓 × 𝑱 = 𝜀𝑖𝑗𝑘r𝑖J𝑗𝐞𝑘 (3-2) 

 بالعلاقة أدناه:. نعلم أيضا أن عبارة كثافة تيار الاحتمال تعطى Einsteinحيث استعملنا اصطلاح 
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 𝐽𝑗 =
ħ

2𝑖𝑚∗
(𝛹∗𝜕𝑗𝛹 −𝛹𝜕𝑗𝛹

∗) (3-3) 

 و منه:

 𝑚∗∫𝐫 × 𝐉(𝐫)𝑑𝐫 =
ħ

2𝑖
∫ 𝜀𝑖𝑗𝑘𝑟𝑖(Ψ

∗𝜕𝑗Ψ−Ψ𝜕𝑗Ψ
∗)𝐞𝑘𝑑𝐫 (3-4) 

  : باستخدام النشر التالي

 
𝜀𝑖𝑗𝑘𝜕𝑗(r𝑖ΨΨ

∗) = 𝜀𝑖𝑗𝑘(𝜕𝑗𝑟𝑖)ΨΨ
∗ + 𝜀𝑖𝑗𝑘𝑟𝑖(𝜕𝑗Ψ)Ψ

∗

+ 𝜀𝑖𝑗𝑘𝑟𝑖Ψ(𝜕𝑗Ψ
∗) 

(3-5) 

 مع حقيقة أن:

 
𝜕𝑗𝑟𝑖 = 𝛿𝑖𝑗

𝛿𝑖𝑗𝜀𝑖𝑗𝑘 = 𝜀𝑖𝑖𝑘 = 0
 (3-6) 

 نا نجد:فإن

 𝜀𝑖𝑗𝑘𝜕𝑗(𝑟𝑖ΨΨ
∗) = 𝜀𝑖𝑗𝑘𝑟𝑖(𝜕𝑗Ψ)Ψ

∗ + 𝜀𝑖𝑗𝑘𝑟𝑖Ψ(𝜕𝑗Ψ
∗) (3-7) 

 و بالتكامل بالتجزئة نجد:

 ∫𝑑𝑣𝜀𝑖𝑗𝑘𝑟𝑖Ψ(𝜕𝑗Ψ
∗) = −∫𝑑𝑣 𝜀𝑖𝑗𝑘𝑟𝑖Ψ

∗(𝜕𝑗Ψ) (3-8) 

  :إذن

 𝑚∗∫𝐫 × 𝐉(𝐫)d𝐫 =
ħ

𝑖
∫𝑑𝑣𝜀𝑖𝑗𝑘𝑟𝑖(𝛹

∗𝜕𝑗𝛹)𝒆𝑘  (3-9) 

 :نلاحظ أنكما 

 ħ

𝑖
𝜀𝑖𝑗𝑘𝑟𝑖(𝜕𝑗)𝐞𝑘 = 𝜀𝑖𝑗𝑘𝑟𝑖P𝑗𝐞𝑘 = 𝐫 × 𝐏 = 𝐋 (3-10) 

 :فنجد في النهاية النتيجة المطلوب إثباتها

 〈𝐋〉 ≡ 𝐋 = ∫Ψ∗𝐋Ψd𝐫 = m∗∫(𝐫 × 𝐉)d𝐫 (3-11) 

وهي العلاقة المهمة التي تشكل نقطة انطلاق دراسة العزم الحركي المداري الكلي للنظام الفيزيائي محل الدراسة 

 في هذه المذكرة.
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   حركي المداري الكلي للنظام الفيزيائي المدروسالعزم ال 
لجسيم   𝐋إن ما سنقوم به في هذه الفقرة هو حساب القيمة المتوسطة للعزم الحركي المداري الكلي           

,فبالنظر إلى العبارة  𝛀بسرعة زاوية دوّار   𝜔0و خاضع لكمون هزاز توافقي متماثل المناحي تواتره  ∗𝑚كتلته 

من خلال و ذلك  𝐋 الحركي المداري الكلي عزمقيمة المتوسطة لللل يمكننا إذن البحث عن العبارة التحليلية (3-1)

 العبارات المعطاة في الفصل الثاني من هذه المذكرة والتي نقوم بالتذكير بها هنا للتسهيل:

 

𝐉(𝐫) =
𝐫

2𝜋𝑎2
ℒ𝜇
−1 {

1

𝜉
(
𝜔0sinh(𝜉ℏΩ)

sinh2(𝜉ℏ𝜔0)

−
Ω

sinh(𝜉ℏ𝜔0)
) exp [−

r2

𝑎2
(coth ( 𝜉ℏ𝜔0)

−
cosh(𝜉ℏΩ)

sinh(𝜉ℏ𝜔0)
)]} 

(3-12) 

 تبسيط الحسابات نضع في هذه العبارة التغييرات التالية: وبغرض

 

{
 
 

 
 𝜆 =

𝜔0sinh(𝜉ℏΩ)

sinh2(𝜉ℏ𝜔0)
−

Ω

sinh(𝜉ℏ𝜔0)
=

𝜔0
sinh(𝜉ℏ𝜔0)

(
sinh(𝜉ℏΩ)

sinh(𝜉ℏ𝜔0)
− 𝛼)

𝛽 =
cosh(𝜉ℏ𝜔0) − cosh(𝜉ℏΩ)

𝑎2sinh(𝜉ℏ𝜔0)
=
2sinh(𝜉ℏΩ+ 2⁄ )sinh(𝜉ℏΩ− 2⁄ )

𝑎2sinh(𝜉ℏ𝜔0)

 (3-13) 

 ضاحيث وضعنا للاختصار أي

 𝛼 = 𝛺 𝜔0⁄  (3-14) 

 بأن:  التذكير كذلكالذي يمثل منسوب الدوران مع 

 Ω± = ω0 ± Ω (3-15) 

  :يليالصورة الجديدة لكثافة التيار الكلي بشكل أبسط كما  نكتببأن لنا تسمح إن هذه الاختصارات 

 𝐉(𝐫) =
𝐫

2𝜋𝛼2
ℒ𝜇
−1 {

1

𝜉
𝜆𝑒𝑥𝑝[−𝛽𝐫2]} (3-16) 

𝐫نقوم أولا بحساب الجداء الشعاعي  𝐋، ومن أجل حساب العزم الحركي الآن × 𝐉(𝐫)  (1-3)الموجود في العبارة 

 . (16-3)باستخدام  وذلك
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نذكر بأن حركة جسيمات الغاز ثنائية البعد، وبالتالي فإن العمل ضمن المعلم القطبي يمكننا من إيجاد النتيجة 

 التالية:

 𝐫 × 𝐉 = 𝐞𝑧
𝑟2

2𝜋𝑎2
ℒ𝜇
−1 {

1

𝜉
𝜆exp[−𝛽𝑟2]} (3-17) 

𝑑𝐫 باستخدام عبارة عنصر الحجم في الاحداثيات القطبية = 𝑟𝑑𝑟𝑑φ  نجد: (1-3)في  (17-3)و بتعويض 

 𝐋 = 𝐞𝑧
𝑚∗

2𝜋𝑎2
ℒ𝜇
−1 {

1

𝜉
𝜆∫𝑟2exp[−𝛽𝑟2]𝑟𝑑𝑟𝑑𝜑} (3-18) 

 بحساب بسيط نجد:

 𝐋 = 𝐞𝑧
𝑚∗

𝑎2
ℒ𝜇
−1

{
 
 

 
 
1

𝜉
𝜆∫ 𝑟3exp[−𝛽𝑟2]𝑑𝑟

∞

0

⏞            
𝐼

}
 
 

 
 

 (3-19) 

 حسب بسهولة ونجد:ت Iإن قيمة التكامل 

 𝐼 = ∫ 𝑟3exp[−𝛽𝑟2]𝑑𝑟

∞

0

=
1

2𝛽2
 (3-20) 

 نجد: (19-3)بتعويضها في و 

 𝐋 = 𝐞𝑧
𝑚∗

2𝑎2
ℒ𝜇
−1 {

1

𝜉

𝜆

𝛽2
} (3-21) 

 فنجد أن: 𝛽و  𝜆للوسائط  (13-3)الآن نستعمل العبارات الصريحة 

 

𝜆

𝛽2
=
𝜔0𝑎

4

4

(

 
sinh(𝜉ℏΩ)

sinh2(𝜉ℏΩ+ 2⁄ )sinh2(𝜉ℏΩ− 2⁄ )

⏞                    
𝑇1

− 𝛼
sinh(𝜉ℏ𝜔0)

sinh2(𝜉ℏΩ+ 2⁄ )sinh2(𝜉ℏΩ− 2⁄ )

⏞                    
𝑇2

)

  

(3-22) 

  : من جهة أخرى لدينا
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{
Ω =

Ω+ − Ω−
2

𝜔0 =
Ω+ + Ω−

2

                                         

 ⇒ {
sinh(𝜉ℏΩ) = sinh (

𝜉ℏΩ+
2
) cosh (

𝜉ℏΩ−
2
) − cosh (

𝜉ℏΩ+
2
) sinh (

𝜉ℏΩ−
2
)

sinh(𝜉ℏ𝜔0) = sinh (
𝜉ℏΩ+
2
) cosh (

𝜉ℏΩ−
2
) + cosh(

𝜉ℏΩ+
2
) sinh (

𝜉ℏΩ−
2
)

 (3-23) 

  : أن نجدل (23-3)و ذلك باستعمال   𝑇2و    𝑇1 الحدينكل من  إذن يمكننا تبسيط

 𝑇1 =
cosh (

𝜉ℏΩ−
2
)

sinh (
𝜉ℏΩ+
2
) sinh2 (

𝜉ℏΩ−
2
)
−

cosh(
𝜉ℏΩ+
2
)

sinh2 (
𝜉ℏΩ+
2
) sinh (

𝜉ℏΩ−
2
)

 (3-24) 

 و

 𝑇2 =
cosh (

𝜉ℏΩ−
2 )

sinh (
𝜉ℏΩ+
2 ) sinh2 (

𝜉ℏΩ−
2 )

+
cosh(

𝜉ℏΩ+
2 )

sinh2 (
𝜉ℏΩ+
2 ) sinh (

𝜉ℏΩ−
2 )

 (3-25) 

  : التالية الرياضية النشور  وباستعمال الآن،

 

{
 
 

 
 sinh−1(𝑥) = 2∑𝑒−(2𝑛+1)𝑥

∞

𝑛=0

cosh(𝑥)

sinh2(𝑥)
= 2 ∑(2𝑚 + 1)𝑒−(2𝑚+1)𝑥

∞

𝑚=0

 (3-26) 

 :يكتب كما يلي (24-3)نجد إذن أن الحد الأول من الطرف الأيسر للعبارة 

 

cosh (
𝜉ℏΩ−
2
)

sinh (
𝜉ℏΩ+
2
) sinh2 (

𝜉ℏΩ−
2
)

= (2∑𝑒−(𝑛+
1
2
)𝜉ℏΩ+

∞

𝑛=0

)(2 ∑(2𝑚 + 1)𝑒−(𝑚+
1
2
)𝜉ℏΩ−

∞

𝑚=0

)

= 4∑∑(2𝑚 + 1)𝑒−(𝑛+
1
2
)𝜉ℏΩ+−(𝑚+

1
2
)𝜉ℏΩ−

∞

𝑚=0

∞

𝑛=0

 

(3-27) 

  : أما الحد الثاني للطرف الأيسر فيأخذ الصيغة التالية
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cosh (
𝜉ℏΩ+
2
)

sinh2 (
𝜉ℏΩ+
2
) sinh (

𝜉ℏΩ−
2
)

= (2∑(2𝑛 + 1)𝑒−(𝑛+
1
2
)𝜉ℏΩ+

∞

𝑛=0

)(2 ∑ 𝑒−(𝑚+
1
2
)𝜉ℏΩ−

∞

𝑚=0

)

= 4∑∑(2𝑛 + 1)𝑒−(𝑛+
1
2
)𝜉ℏΩ+−(𝑚+

1
2
)𝜉ℏΩ−

∞

𝑚=0

∞

𝑛=0

 

(3-28) 

 هي: 𝑇1نجد أن العبارة المكثفة للحد  (24-3)في  (28-3)و  (27-3)وبتعويض كل من 

 𝑇1 = 8∑∑(𝑚 − 𝑛)𝑒−(𝑛+
1
2
)𝜉ℏΩ+−(𝑚+

1
2
)𝜉ℏΩ−

∞

𝑚=0

∞

𝑛=0

 (3-29) 

  :هي 𝑇2 المكثفة للحد عبارةالأن  و بإتباع نفس الخطوات السابقة نجدبنفس الطريقة 

 𝑇2 = 8∑∑(𝑛 +𝑚 + 1)𝑒−(𝑛+
1
2
)𝜉ℏΩ+−(𝑚+

1
2
)𝜉ℏΩ−

∞

𝑚=0

∞

𝑛=0

 (3-30) 

 أن: (30-3)و  (29-3)نجد باستخدام  (22-3)وبالعودة إلى العلاقة 

 
𝜆

𝛽2
= 2𝜔0𝑎

4∑∑[(𝑚 − 𝑛) − 𝛼(𝑛 + 𝑚 + 1)]𝑒−𝜉𝐸𝑛𝑚
∞

𝑚=0

∞

𝑛=0

 (3-31) 

 حيث ادرجنا فيها عبارة طاقة النظام التالية:

 𝐸𝑛𝑚 = ℏΩ+(𝑛 + 1 2⁄ ) + ℏΩ−(𝑚 + 1 2⁄ ) (3-32) 

، فإذا عوضنا فيها الحد 𝐋الخاصة بالعزم الحركي  (21-3)نعود الآن إلى العبارة 
𝜆

𝛽2
 (31-3)بعبارته الجديدة  

 فسنجد أن:

  

 

𝐋 = 𝐞𝑧𝑚
∗𝜔0𝑎

2∑∑[(𝑚 − 𝑛)

∞

𝑚=0

∞

𝑛=0

− 𝛼(𝑛 + 𝑚 + 1)] ℒ𝜇
−1 {

𝑒−𝜉𝐸𝑛𝑚

𝜉
} 

(3-33) 

𝑎2 فإذا تذكرنا أن = ℏ 𝑚∗𝜔0⁄  الأخير بالصبغة الآتيةيمكننا حينها كتابة هذه العبارة فإنه :  
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 𝐋 = 𝐞𝑧ℏ∑∑ [(𝑚 − 𝑛) −
Ω

𝜔0
(𝑛 + 𝑚 + 1)]

∞

𝑚=0

∞

𝑛=0

ℒ𝜇
−1 {

𝑒−𝜉𝐸𝑛𝑚

𝜉
} (3-34) 

وتحويل لابلاس  Heavisideصل السابق، نتذكر أن هناك علاقة بين دالة القفزة لهيفيزايد إلى الفبالعودة 

 أعلاه. في الحقيقة لدينا: (34-3)المعكوس الموجود في العبارة 

 Θ(𝜇 − 𝐸𝑛𝑚) = ℒ𝜇
−1 {

exp(−𝜉𝐸𝑛𝑚)

𝜉
} (3-35) 

لعزم الحركي المداري الكلي لهذا النهائية للقيمة المتوسطة لعبارة نتحصل على ال (34-3)في  (35-3)وبإدراج 

 تكتب على الشكل التالي:والتي دروس النظام الم

 𝐋 = ℏ∑ ∑ {(𝑚 − 𝑛) −
Ω

𝜔0
(𝑛 +𝑚 + 1)}Θ(𝜇 − 𝐸𝑛𝑚)

∞

𝑚=0

∞

𝑛=0

𝐞𝑧  (3-36) 

 الرئيس الأول في هذه المذكرة.وهو المطلب 

 الاهتزازات الكمومية للعزم الحركي المداري الكلي   
سنقوم في هذه الفقرة بدراسة الاهتزازات الكمومية للعزم الحركي المداري  (36-3)على ضوء العبارة التحليلة 

 . (14-3)المعطى بالعلاقة  α، أو كدالة لشدة الدوران المميزة بالوسيط 𝑁الكلي كدالة لعدد الجسيمات 

يمكن أن يكتب كصورة الفرق بين العزم الحركي المداري الكمومي  𝐋نلاحظ أولا أن العزم الحركي المداري الكلي  

𝐋𝐐  و العزم الحركي المداري الكلاسيكي𝐋𝐂:أي ، 

 𝐋 = 𝐋Q − 𝐋C (3-37) 

 حيث أن الجزء الكمومي هو:

 𝐋𝐐 = ħ∑∑(𝑚− 𝑛)Θ(𝜇 − 𝐸𝑛𝑚)𝐞𝑧

∞

𝑚=0

∞

𝑛=0

 (3-38) 
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والذي لا يظهر فيه التعلق بسرعة دوران الغاز الفرميوني إلا بشكل ضمني من خلال عبارة مستويات الطاقة، 

كما أنه ناش ئ عن التغير في مستويات طاقة النظام. على العكس من ذلك يظهر التعلق الصريح بسرعة الدوران 

 الكلاسيكي حيث نكتبه كما يلي:في الجزء 

 𝐋𝐂 = ħ∑∑ α(𝑚 + 𝑛 + 1)Θ(𝜇 − 𝐸𝑛𝑚)𝐞𝑧

∞

𝑚=0

∞

𝑛=0

 (3-39) 

 مرتبطا بعزم عطالة الغاز الفرميوني وكأنه جسم صلب متحد.والذي يمكن اعتباره 

ن الاخر ع أحدهماسنقوم إذن في هذه الفقرة بالمقارنة بين هذين العزمين الكمومي والكلاسيكي وندرس انحراف 

 حيث: 𝑅والتي نعرفها بالوسيط  من خلال دراسة النسبة بينهما

 𝑅 =
𝐋𝐐

𝐋𝐂
=

∑ ∑ (𝑚 − 𝑛)Θ(𝜇 − 𝐸𝑛𝑚)
∞
𝑚=0

∞
𝑛=0

∑ ∑ α(𝑚 + 𝑛 + 1)Θ(𝜇 − 𝐸𝑛𝑚)
∞
𝑚=0

∞
𝑛=0

 (3-40) 

في الحقيقة، إن المجاميع الظاهرة في العلاقات السابقة ليت لا نهائية كما يبدو عليه الحال للوهلة الأولى. إن 

لأن  𝑚و  𝑛وجود دالة القفزة لهيفيزايد تحُدُّ من القيم المسموحة التي يمكن أن يأخذها العددان الكموميان 

. سنحدد إذن في 𝜇الموجودة أسفل مستوى فارمي عدد جسيمات الغاز محدود و هي تشغل المستويات الدنيا 

 الفقرة الموالية العلاقة بين هذين المقدارين الأخيرين. 

 µ  و الكمون الكيميائي Nالعلاقة بين عدد الجسيمات   

 انطلاقا من العلاقة المثبتة في الفصل السابق:

 N =∑∑ Θ(𝜇 − 𝐸𝑛𝑚)

∞

𝑚=0

∞

𝑛=0

 (3-41) 

معلوم ( , لذا يتوجب علينا  Nمن أجل قيمة معينة من الجسيمات )  µإيجاد مستوى طاقة فارمي يمكن لنا  

𝐸𝑛𝑚التي تحقق الشرط  mو  nالبحث عن جميع القيم الممكنة لكل من  ≤ µ :و بالتذكير أن . 

 
Ω+ = Ω + 𝜔0
Ω− = Ω − 𝜔0

 (3-42) 

 نكتب إذن: 𝐸𝑛𝑚التي تعطي مستويات طاقة الغاز الفرميوني  (32-3) باستعمال و 
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𝛩(𝜇 − 𝐸𝑛𝑚) ≥ 0 ⇒ 𝐸𝑛𝑚 ≤ 𝜇

⇒ ħ𝛺+ (𝑛 +
1

2
) + ħ𝛺− (𝑚 +

1

2
) ≤ µ 

(3-43) 

𝑚نضع  𝑛𝑚𝑎𝑥على الترتيب , فلإيجاد  𝑚𝑚𝑎𝑥و  𝑛𝑚𝑎𝑥ب  m و nنسمي القيمة العظمى لكل من  = في   0

 : فنجد (3-43)

 𝑛𝑚𝑎𝑥 =
µ

ħΩ+
−
𝜔0
Ω+

 (3-44) 

 بالعبارة المختصرة التالية: و أ

 𝑛𝑚𝑎𝑥 =
µ̃ − 1

1 + 𝛼
 (3-45) 

µ̃ و  (14-3) منسوب الدوران وهو معطى بالعلاقة 𝛼حيث  =
µ

ħ𝜔0
  . 

 هي:و  (43-3)من خلال  𝑚للعدد الكمومي  𝑚𝑚𝑎𝑥تكون أكبر قيمة  nمن أجل أي قيمة لـ و 

 𝑚𝑚𝑎𝑥 =
µ̃ − (𝛼 + 1)𝑛 − 1

1 − 𝛼
 (3-46) 

وضمن هذه القيم العظمى للأعداد الكمومية المميزة لمستويات طاقة الغاز، يمكن أن نكتب الآن العبارة السابقة 

 على الشكل التالي (3-41)

 N = ∑ ∑ (1)

𝑚𝑚𝑎𝑥

𝑚=0

𝑛𝑚𝑎𝑥

𝑛=0

 (3-47) 

بقيمة  Nات سنجد في النهاية العلاقة التي تربط عدد الجسيم (46-3)و  (45-3)فإذا أخذنا في الاعتبار العلاقات 

 :µ̃مستوى فيرمي 

 N =
µ̃2 + (1 − 𝛼)µ̃ + 𝛼 − 2𝛼2

2(1 − 𝛼2)
 (3-48) 

 يتوجب علينا  المقبولة µ̃حتى نجد قيمة و ,  µ̃من خلال ايجاد قيمة  µإذن , يمكننا تحديد مستوى طاقة فيرمي 

 فنجد: Nو  αمن أجل قيم معلومة لكل من  (48-3) حل المعادلة

 µ̃ = −
1

2
+
1

2
𝛼 +

1

2
√−8𝑁𝛼2 + 9𝛼2 + 8𝑁 − 6𝛼 + 1 (3-49) 
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 الدراسة البيانية للاهتزازات الكمومية للعزم الحركي المداري الكلي 

 كما يلي: 𝐋𝐂والكلاسيكي  𝐋𝐐بين الجزئين الكمومي  𝑅إذن يمكن أن نكتب النسبة 

 𝑅 =
𝐋𝐐

𝐋𝐂
=

∑ ∑ (𝑚 − 𝑛)
𝑚𝑚𝑎𝑥
𝑚=0

n𝑚𝑎𝑥
𝑛=0

∑ ∑ α(𝑚 + 𝑛 + 1)
𝑚𝑚𝑎𝑥
𝑚=0

𝑛𝑚𝑎𝑥
𝑛=0

 (3-50) 

𝛼فمن أجل شدة دوران ثابتة وصغيرة  = يمكننا ملاحظة الاهتزازات الكمومية الشديدة للعزم الحركي  0.05

عند سرعات الدوران المنخفظة أين يظهر السلوك الكمومي للغاز الفرميوني فائق البرودة واضحا  المداري الكلي

 .جدا من خلال هذه الاهتزازات التي تبين مدى انحراف القيم الكلاسيكية عن نظيرتها الكلاسيكية
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الدوران، وهذا امر متوقع نلاحظ في الشكل التالي أسفله أن هذه الاهزازات تبدأ في التلاش ي عند زيادة سرعة 

لأن الغاز سيميل إلى سلوكه الكلاسيكي )أي أن الجزء الكمومي يقترب في قيمه من الجزء الكلاسيكي( كما 

 يوضحه هذا الشكل.

 

 

 

 

 



 

 

 

 
 خاتمة عامة
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 خاتمة عامة
Conclusion générale 

 

 

 

دراسة الاهتزازات الكمومية للعزم الحركي  هو  في هذه المذكرة المقدم لهدف الرئيس من العمللقد كان ا

نائي البعد. في فضاء ثار دو  ون هزاز توافقي متماثل المناحي و البرودة محصور بكم فرميوني فائقالمداري الكلي لغاز 

الجسم الصلب.  يفيزيائيإن هذه الطاهرة، أي ظاهرة الاهتزازات الكمومية، هي أمر معروف عند  في الحقيقة،

ة المميز  المقادير الفيزيائيةومتغيرة سنلاحظ اهتزاز مختلف إخضاع هذا الأخير إلى حقول مغناطيسية شديدة فعند 

 مومياا كله، كذلك الأمر بالنسبة للغازات فائقة البرودة الخاضعة لحقول دورانية، فهي تظهر سلوكا اهتزازي

ب المستويات الطاقويةعكس وهو ما ي للمقادير المميزة لها، وهنا نذكر بشكل خاص العزم الحركي المداري،
 
 ترت

  .بمستويات لاندوللغاز بشكل شبيه 

لعزم الحركي المداري الكلي للغاز الفرميوني فائق االمنجزة في هذه المذكرة عن إن الدراسة النظرية 

عدد الجسيمات، وكذلك أيضا كدالة في شدة سرعة اهتزازيا كموميا لهذا المقدار كدالة في  البرودة أظهرت سلوكا

من خلال هذه الدراسة وصفا دقيقا للنظام المدروس في الفصل الأول، ثم أعقبناه بعد ذلك قدمنا  الدوران.

الكثافة و بكل من مصفوفة الكثافة لبلوخ  الخاصةنتائج الضروري للدراسة عبر تقديم البتحضير الإطار الرياض ي 

لحركي للعزم ا التحليليةبارة سمح لنا بالبحث عن الععبارة كثافة تيار الاحتمال. مما  للجسيمات ثم المحلية

 صل الثالث.إثباتها في بداية الفم المحلية وكثافة التيار والتي ت الكثافةانطلاقا من العلاقة التي تربطه بكل من 

ر في الأخير أنه تم إهمال درجة حرية سبين جسيمات الغاز في هذه الدراسة لأن الاهتمام كان منصبا 
 
نود أن نذك

 ي.على الجزء المداري للعزم الحركي الكل
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 الملخص

 و مستقلة  متعادلة كهربائياغاز فائق البرودة مكون من ذرات فرميونية  فية في الاهتزازات الكمومية تقدم هذه المذكرة دراسة نظري       

عند  تتم المعالجة النظرية لهذا النظام , حول المحور العمودي على مستوى النظاميدور  محصورة بكمون لهزاز توافقي متماثل المناحي

بمختلف الكميات الفيزيائية   , قمنا بدراسة حركة الجسيمات و المقادير الفيزيائية , و وضحنا علاقة مصفوفة بلوخدرجة حرارة معدومة 

و بينا أن عبارة العزم هي الفرق بين العزم الحركي نظام , الحركي الكلي لل للعزم  لنا بإيجاد العبارة التحليلية الدقيقة   ستسمح و التي 

 دوران الغاز الفرميوني متعلقة بسرعةتكون  ة القيمة المتوسطة للعزم الحركي المداري الكليعبار  إنلاسيكي ,  و نظيره الكالكمومي المداري 

في حال سرعة مثلا ى السلوك الكمومي للغاز , فو بالتالي علالكمومية شدة وضمورا الاهتزازات شكل ثر على يؤ  مما وكذا بعدد الجسيمات

الدوران كانت ضعيفة يظهر الاهتزاز بشكل كبير أي إنحرف سلوكه عن نظيره الكلاسيكي , و برفع قيمتها تتلاش ى الاهتزازات يعني أن 

  للغاز . ة الي الكلاسيكي , وهذا مقياس هام لمعرفة متى تستعمل المعالجة الكلاسيكية و الكمومي السلوك أقرب 

Résumé 
On présente dans ce mémoire une étude théorique des oscillations quantiques dans un gaz ultra froid 

formé d’atomes fermioniques neutres piégé par un potentiel harmonique isotrope tournant autour d’un 

axe perpendiculaire au plan content le système supposé bidimensionnel. Cette étude théorique de ce 

système, se faisant à une température nulle, porte sur quelques importantes quantités physiques telles 

la densité de particules et la densité de courant, ingrédients nécessaires à la dérivation d’une 

expression analytique de la valeur moyenne du moment cinétique orbital total du système. les 

expressions de la densité locale et la densité de courant se dérivent à partir de ce qu’on appelle 

« Matrice densité de Bloch ». 

L’expression trouvée pour le moment cinétique orbital total dépend de la vitesse de rotation du 

système ainsi du nombre d’atomes du gaz. Ces deux paramètres influent sur le comportement 

quantique du gaz, chose qu’on peut remarquer à travers les oscillations quantiques, en fonction de l’un 

de ces deux paramètres, que montre la déviation de la partie quantique du moment cinétique total de 

son analogue classique. Pour les petites valeurs de ces deux paramètres le comportement quantique du 

gaz est manifesté et qui commence à disparaitre pour les grandes valeurs du nombre de particules ou 

pour une rotation rapide. 

Abstract  

This work presents a theoretical study of quantum oscillations in an ultra-cold gas formed of neutral 

fermionic atoms trapped by an isotropic harmonic potential rotating around an axis perpendicular to 

the plane containing the supposed two-dimensional system. This theoretical study, at zero temperature, 

covers a few important physical quantities such as particle density and current density, ingredients 

necessary to derive an analytical expression of the mean value of the total orbital angular moment of 

the system. Expressions of local density and current density are derived from the so-called Bloch 

Density Matrix. 

The found expression for the total orbital angular moment depends on the speed of rotation of 

the system as well as the number of atoms of the gas. These two parameters influence the quantum 

behavior of the gas, something that can be observed through quantum oscillations, depending on one 

of these two parameters, that shows the deviation of the quantum part of the total orbital angular 

moment of its classical analogue. For the small values of these two parameters the quantum behavior 

of the gas is manifested and starts to disappear for the large values of the number of particles or for a 

fast rotation 


	0. صفحة الواجهة
	1. الفهرس
	2. الإهداء
	3. شكر و عرفان
	3-1مقدمة
	4. الفصل الأول
	5.  الفصل الثاني
	6. الفصل الثالث
	7. خاتمة
	8. المراجع
	9. الملخص

