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Notation

Notations

� X� : Le dual topologique de X.

� X�� : La bidual topologie de X .

� BX� : Boule unité fermée de l�espace X.

� T � : L�adjoint d�opérateur T .

� T�1 : L�inverse de l�opérateur T .

� p� : L�exposant conjugué de p (i.e.,1
p
+ 1

p� = 1).

� h:; :i : Le crochet de dualité.

� �(X;X�) : La topologie faible.

� �(X�; X��) : La topologie �-faible.
� � : Mesure de probabilité réguliére positive sur l�espace compact 
.

� C(K) : Espace des fonctions continues sur un compact K à valeurs réelles.
� L(X; Y ) : Espace des opérateurs linéaires continus de X dans Y .

� Lr(X; Y ) : L�espace vectoriel des opérateurs réguliers.

� Lf (X; Y ) : L�espace des opér ateurs de rang �nie .

� `p(X) : Espace des suites (xi)ni=1 2 X absolument p�sommables.
� `wp (X) : Espace de suites (xi)ni=1 2 X faiblement p�sommables.
� �p(X; Y ) : Espace des opérateurs p�sommants de X dans Y .
� �+p (X;Y ) : Classe de tous les opérateurs linéaires positivement p�sommants

de X dans Y .

� Cvex(p;q)(X;Y ) : L�ensemble de tous ces opérateurs (p; q)�convexes.
� �p(X; Y ) : Espace des opérateurslattice p�sommants de X dans Y .
p8 : L�exposant conjugué de p (i.e.,1

p
+ 1

p� = 1).

� X� : Le dual topologique de X.

� X�� : La bidual topologie de X .

� T � : L�adjoint d�opérateur T .
� TL : La linéarisation de l�opérateur multilinéaires (m�linéaires) T .
� h:; :i : Le crochet de dualité.
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Notation

Résumé : Dans le cadre de la théories des opérateurs, Notre mémoire touche le
font d�étude des opérateurs p�sommants et des opérateurs p�lattice sommants surtouts
les relations entre ces deux types d�opérateurs par la donner des conditions nécessaires

et su¢ santes sur les espaces de Banach de démarrage et d�arrivées et sur l�opérateur lui

même. Pour ce but ont a pro�té de ce mémoire pour faire une étude détaillé d�un travail de

Monsieur Jerzy SZULGA en 1983 intitulé " On lattice summing operators " publier en le

journal AMS où il a donné des conditions nécessaires et su¢ santes sur le nouveau type des

opérateurs lattic p�sommants et l�espace de Banach de démarrage X et cel d�arrivée Y qui

est un espace de Banach réticulé .pour que tout opérateur Lattice sommant T : X ! Y

soit absolument sommant.

Abstract : The purpose of this thesis is to make a detailed study of a work
by Mr. Jerzy SZULGA in 1983 entitled " On lattice summing operators " published in the

AMS journal where he gave necessary and su¢ cient conditions for the new type of lattice

summing operators and Banach space of start X and cel of arrivals Y which is a lattice

Banach space. So that any lattice summing operator T : X ! Y is absolutely summing.
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Introduction

A savoir, qu�un opérateur T : E ! L est appelée lattice sommant, si pour toute suite

(xn) dans E telle que
P
xn converge inconditionnellement alors la série

P
jTxnj converge

dans L. Le concept d�opérateurs absolument sommant a une certaine analogue naturel

lorsque l�espace de portée est un espace de Banach réticulé ou bien lattice. Bien sûr, si par

exemple .L est un L1�espace ou E est un L1�espace et L est un espace de Hilbert,

alors les deux notions coïncident. Le but de cet mémoire qui est une étude détaillé d�un

article de Jerzy SZULGA en 1983 voir ref . [16] est de caractériser toutes les paires E;

L pour les quelles cela se produit. En 1979, Yanovskii [10] a étudié les problèmes liés à la

sommabilité du lattice sommants .En particulier, il a formulé une conjecture selon laquelle,

si tous les opérateurs lattice sommants agissant sur le même espace de Banach réticulé L

sont absolument sommants, alors L est isomorphe à L1. Cependant, il découle de leur

caractérisation que les espaces de cotype 2 ont bien la même propriété. Un autre sous-produit

de cet travail qui est une formulation encore di¤érente du Propriété Dubinsky-Pekzynski-

Rosenthal �2 (L1; E) = B (L1; E) :

Le mémoire s�articule autour de trois chapitres :

Le premier chapitre . Il ne monopolise que quelques concepts de base qui aideront

le lecteur à mieux comprendre le mémo. Essentiellement est un rappel. Où a-t-on inclus les

résultats classiques dans les théories des opérateurs linéaires et non linéaires. Par exemple

les notions concernant les espaces classiques qui sont les espaces vectoriels normés, et cel de
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Introduction

Banach , Espace de Hilbert ; Quelques outils Mathématiques comme Inégalité de Cauchy-

Schwarz et autre ; Les espaces de Lebesgue Lp et l�espace C (K) ; .Espaces de suites `p et

espace des fonctions continues sur un compact C (K) :.

La dont le chapitre deux. Nous voulons attirer l�attention de ceux qui s�intéressent

à ce travail sur quelques concepts de base comme les espaces de Banach réticulés. Notam-

ment Nous mentionnerons tout ce dont nous avons besoin et qui sont liés aux applications

sommants de toutes sortes. Par exemple, sans limitation opérateurs linéaires p�convexes,

q�concaves et opérateurs linéaires p-sommants.

Le troisième chapitre. Est considéré comme le fond et le bute de ce travail qui

entre dans le cadre de la théories des opérateurs et qui touche l�un des axes d�étude des

opérateurs p�sommants et des opérateurs p�lattice sommants surtouts les relations entre

ces deux types d�opérateurs par la donner des conditions nécessaires et su¢ santes sur les

espaces de Banach de démarrage et d�arrivées et sur l�opérateur lui même.. Et nous y avons

fait une étude détaillée du travail de Monsieur Jerzy SZULGA en 1983 intitulé " On lattice

summing operators " publier en le journal AMS [16] où il a donné des conditions nécessaires

et su¢ santes pour le nouveau type des opérateurs lattic p�sommants et l�espace de Banach

de démarrage X et cel d�arrivées Y qui est un espace de Banach réticulé. Pour que tout

opérateur Lattice sommant T : X ! Y soit absolument sommant.
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous présentons des résultats de base à propos les espaces vectoriel, les

normes, les espaces complets ainsi que des résultats concernant les applications linéaires. Le

dual d�un espace de Banach sera dé�ni à l�aide des application linéaires dont l�espace arrivé

est R. Certaines propriétés seront exposées notamment, la séparabilité, et la ré�exivité d�un

espace de Banach et plusieurs exemples seront donnés. pour plus de détail voir [5] [4] ; [15] .

1.1 Espace vectoriel normé

Dé�nition 1.1.1 Soit K un corps commutatif (K = R ou K = C) et soit X un ensemble

muni de deux lois de compositions, l�une interne

+ : X �X ! X

(x; y) ! x+ y

et l�autre externe

� : K�X ! X

(�; x) ! � � x

On dit que (X;+; �) est un espace vectoriel sur K (on dit aussi K-espace vectoriel ) si

8



1.1. Espace vectoriel normé

1) (X;+) est un groupe commutatif, i.e ,

a) 8x; y; z 2 X : (x+ y) + z = x+ (y + z):(associativité).

b) 8x; y 2 X : x+ y = y + x:(commutatif):

c) X contient un élément 0 tel que 0 � x = 0; 8x 2 X:

2) Pour tout x; y 2 X et �; � 2 K

d) � � (x+ y) = � � x+ � � y (distributivité).

e) (�+ �) � x = � � x+ � � x (distributivité).

f) � � (� � x) = (� � �) � x:

g)1K � x = x:

Remarque 1.1.1 Les éléments de X sont appelés vecteurs et les éléments de K sont appelés

scalaires.

Exemple. L�ensemble R2, muni de l�addition et de la multiplication par un scalaire dé�nies

par :

(x1; x2) + (y1; y2) = (x1 + y1; x2 + y2)

� � (x1; x2) = (� � x1 + � � x2)

est un R-espace vectoriel.

Dé�nition 1.1.2 Soit X un ensemble quelconque. Soit l�application d : X �X �! R+ .

d dite une métrique (distance) sur X si ,

(1) 8x; y 2 X : d(x; y) � 0 et d (x; y) = 0, x = y:

(2) 8x; y 2 X : d (x; y) = d (y:x) (symétrie).

(3 ) 8x; y; z 2 X : d (x; y) � d (x; z) + d(z; y) (inégalité du triangle).

Remarque 1.1.2 Un ensemble muni de telle distance est dite un espace métrique.

Remarque 1.1.3 Un espace métrique est un espace topologique.
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1.1. Espace vectoriel normé

Dé�nition 1.1.3 (La norme). Soit X un espace vectoriel sur K, une norme sur X est

une application N : X 7! R+ tel que

1) 8x 2 X : N (x) = 0, x = 0:

2) 8x 2 X;8� 2 K; on a N (�x) = j�jN (x) (homogénéité).

3) 8x; y 2 X; on a N (x+ y) � N (x) +N (y) (inégalité triangulaire).

Notation 1.1.1 On note N (x) par kxk.

Dé�nition 1.1.4 (Espace normé). On appelle un espace vectoriel normé tout espace vec-

toriel X muni d̀�un norme k:k. On le note (X; k:k) ou simplement X: Si X est un espace

vectoriel normé, on de�nit la distance associée par :

d (x; y) = kx� yk :

L�espace vectoriel normé X est donc un espace métrique par conséquent est un espace

topologique. Cette topologie s�appelle parfois topologie forte.

Dé�nition 1.1.5 Soient k:k1 ; k:k2 deux normes sur X: Elles sont équivalentes si elles dé-

�nissent la même topologie sur X: En d�autre termes, s�il existe � > 0 tel que

8x 2 X : � kxk1 � kxk2 �
1

�
kxk1 :

Proposition 1.1.1 Soit (X; k:k) un espace normé. Les propriétés suivantes sont véri�es.

I ) 8x; y 2 X : kx� yk � kxk � kyk (seconde inégalité triangulaire).

II) 8xi 2 X;8�i 2 K (1 � i � n) :







nX
i=1

�iui






 �
nX
i=1

j�ij kuik (Inégalité triangulaire

généralisée).
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1.2. Espaces complets ( Banach )

Exemple Soient X = Rn et x 2 X: L�application de X dans R+ dé�nie par

kxk1 =
n
sup
i=1
jxij :

est une norme sur Rn:

Théorème 1.1.1 Dans un espace vectoriel normé X de dimension �nie, toutes les normes

sont équivalentes.

Exemple O n dé�nit les trois normes sur Rn de la facon suivantes :

1) 8x 2 Rn : kxk1 =
nX
i=1

jxij

2) 8x 2 Rn : kxk2 = (
nX
i=1

jxij2)
1
2

3) 8x 2 Rn : kxk1 = supni=1 jxij

Elles sont équivalentes. En e¤et, 8x 2 Rn :

kxk1 � kxk1 � n kxk1 ;

et

kxk1 � kxk2 �
p
n kxk1 :

1.2 Espaces complets ( Banach )

Dé�nition 1.2.1 Une suite (xn)n2N de X est dite de Cauchy si

8" > 0;9n 2 N;8 (p; q) 2 N2 : p � q > n =) kxp � xqk < ":
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1.2. Espaces complets ( Banach )

Soit X un espace normé, une suite (xn)n2N de X est dite convergente vers x0 si

8" > 0;9N 2 N : 8n 2 N : n > N ) kxn � x0k < ":

On écrit dans ce cas lim
n!1

xn = x0:

Remarque 1.2.1 1- Toute suite convergente est de Cauchy.

2- La réciproque de cette proposition est fausse en générale. En e¤et, prenons l�exemple

suivant .On a bien que (]0; 1] ; j:j)...est un espace métrique, soit un = 1
n
; n � 1 est une suite

de Cauchy mais n�est pas converge.

Dé�nition 1.2.2 (Espace de Banach). Un espace vectoriel normé X est dit complet (espace

de Banach), si toute suite de Cauchy de X est convergente dans X.

Proposition 1.2.1 Tout espace normé de dimension �nie est un espace de Banach. Et

tout sous espace fermé d�un espace de Banach est un espace de Banach.

Exemples

1) Les espaces R;C;Rn et Cn sont des espaces de Banach.

2) Les espaces lnp des suites �nies de R; où 1 � p <1; sont des espaces de Banach pour la

norme :

k(xi)ni=0klnp =
 

nX
i=0

jxijp
! 1

p

:

3) Si p =1 la norme est

k(xn)ni=0kln1 =
n
sup
i=0
jxij :

4) L�espace vectoriel de fonctions continues sur l�intervalle [0; 1], C ([0; 1]) n�est pas un espace

de Banach pour la norme :

kfk1 =
1R
0

jf (x)j dx:

12



1.3. Espaces de Hilbert

Proposition 1.2.2 (Produit des espaces de Banach). Soient (Xi)
m
i=1 une famille des espaces

de Banach. L�espace produit X = X1� ::::�Xm est un espace de Banach dont son norme

est dé�nie par :

1) 8x 2 X : kxk1 =
mX
i=1

kxikXi : ou bien

2) 8x 2 X : kxk2 = (
mX
i=1

kxikpXi)
1
p ; (1 � p <1) :ou bien

3) 8x 2 X : kxk3 = supmi=1 kxikXi :

Quelques exemples des espaces de Banach

1.3 Espaces de Hilbert

Dé�nition 1.3.1 Soit H un espace vectoriel sur K. On appelle produit scalaire sur H

toute application ' : H �H ! R telle que

I) Linéaire par rapport à la première composante, i.e,

1. ' (x+ x0; y) = ' (x; y) + ' (x0; y) :

2. ' (�x; y) = �' (x; y) :

II) Anti-linéaire par rapport à la deuxième composante, i.e.,

1. ' (x; y + y0) = ' (x; y) + ' (x; y0) :

2. ' (x; �y) = �' (x; y) :

III) Positive, i.e., ' (x; x) � 0:

IV) Dé�nie, i.e., ' (x; x) = 0, x = 0:

V) Hermitienne, i.e., ' (y; x) = ' (x; y):

où x; x0et y sont des éléments quelconques de H et � un élément quelconque de K.

On note habituellement l�application ' par h; i, c�est à dire

8x; y 2 X : ' (x; y) = hx; yi :

13



1.3. Espaces de Hilbert

Exemple On dé�nit le produit scalaire usuel sur X = Rn.par

8x; y 2 Rn : hx; yi =
nX
i=1

xiyi:

1.3.1 Espace préhilbertien

On appelle un espace préhilbertien un espace vectoriel muni d�un produit scalaire. dans ce

cas l�application suivante ;

8x 2 X : kxk =
p
hx; xi: (1.1)

Théorème 1.3.1 Un espace préhilbertien est un espace normé dont sa norme est dé�nit

comme suit 8x 2 X : kxk =
p
hx; xi:

Exemples

a)8x = (x1; :::; xn) ; y = (y1; :::; yn) des éléments de Kn, on pose hx; yi =
nP
i=1

xiyi: Cette

formule dé�nit clairement un produit scalaire sur K: La norme associée est l�application

(module) x 7! jxj :

b) Si K = R, on trouve l�espace euclidien Rn.

1.3.2 Espace de Hilbert

Dé�nition 1.3.2 Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien complet pour la distance

issue du produit scalaire.

Exemples

1) Rn est un espace de Hilbert avec le produit scalaire.

2) L�espace des suites �nies

l2 =

(
(xi)

n
i=1 � R : k(xi)k = (

nX
i=1

jxij2)
1
2

)

14



1.4. Quelques outils Mathématiques

avec le produit scalaire est

h(xi)ni=1 ; (yi)
n
i=1i =

nX
i=1

xiyi:

2) L�espace vectoriel C ([a; b]) des fonctions continues dé�nies sur [a; b] ; on le muni de produit

scalaire suivant

hf; gi =
Z b

a

f (x) g (x)dx; ou f; g 2 C ([a; b])

Il est un espace préhilbertien mais pas de Hilbert.

3) L�espace des polynômes dé�nis sur un intervalle P ([a; b]) n�est pas un espace de Hilbert

avec le produit scalaire

hf; gi =
Z b

a

f (x) g (x) dx; ou f; g 2 P ([a; b]) : (1.2)

1.4 Quelques outils Mathématiques

1.4.1 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Théorème 1.4.1 Soit H un espace de Hilbert. Pour tout le x; y 2 H nous avons

jhx; yij � kxk kyk : (1.3)

1.4.2 Inégalité de Minkowski

Théorème 1.4.2 Soit H un espace de Hilbert. Pour tout le x; y 2 H nous avons

(hx+ y; x+ yi)1=2 � (hx; xi)1=2 + (hy; yi)1=2 :

15



1.5. Espace de suites `p

1.5 Espace de suites `p

Dé�nition 1.5.1 Soient (xn)n2N une suite d�éléments de R et p 2 [1;+1[ : On dé�nit

l�ensemble `p par

`p =

(
(xn)n2N � R : (

X
n2N

jxnjp)
1
p <1

)
:

Si p =1, on dé�nie `1 par

`1 =

�
(xn)n2N � R : sup

n2N
jxnj <1

�
:

On dé�nit les opérations algébrique sur cet ensemble par

1) Pour tout x = (xn)n2N ; x
0 = (x0n)n2N 2 `p, on a x+ x0 = (xn + x0n)n2N :

2) Pour tout � 2 R et x = (xn)n2N 2 `p, on a �x = (�xn)n2N :

Lemme 1.5.1 Soit 1 � p < 1. Soient x = (xn)n2N ; y = (yn)n2N deux suites quelconques.

Nous avons

(
X
n2N

jxn + ynjp)
1
p � (

X
n2N

jxnjp)
1
p + (

X
n2N

jynjp)
1
p : (1.4)

Si p =1, l�inégalité de Minkowski devient

sup
n2N

jxn + ynj � sup
n2N

jxnj+ sup
n2N

jynj :

Proposition 1.5.1 Soit 1 � p <1. Alors, `p est un espace vectoriel sur R.
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1.5. Espace de suites `p

Remarque 1.5.1 Soit 1 � p � 1. Soit x 2 `p, alors

x = (x1; :::; xn; :::)

= x1 (1; 0; :::) + :::+ xn (0; :::; 1; 0; :::) + :::

= x1e1 + :::+ xnen + :::

=
X
n2N

xnen

Donc, fengn2N forme une base de `p:

`p munit des application ssuivantes (dé�nie de `p dans R+)

1. Si 1 � p <1 :


(xn)n2N

p = (X

n2N

jxnjp)
1
p :

2. Si p =1;


(xn)n2N

1 = supn2N jxnj :

sont des norme sur `p (1 � p � 1) :

Théorème 1.5.1 Soit 1 � p � 1. L�espace `p est un Banach.

1.5.1 Espace de Hilbert `2

Théorème 1.5.2 L�espace `2 est un espace de Hilbert dont le produit scalaire est

hx; yi =
X
n2N

xnyn: (1.5)

1.5.2 Espace dual

Théorème 1.5.3 Soient 1 � p � +1. On a

(`p)
� = `p�
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1.5. Espace de suites `p

avec p� est le conjugué de p, i.e., 1
p
+ 1

p� = 1: Le croché de dualité correspondant est

jh(xi) ; (yi)ij =
X
n2N

jynxnj

lels que (xi) 2 `p et (yi) 2 `p� :

Remarque 1.5.2 1- Soient 1 � p � +1. 8 (xi) 2 `p on a

(
X
n2N

jxnjp)
1
p = sup

(X
n2N

j�nxnj : (
X
i2N

j�ijp
�
)
1
p� � 1

)
:

2- Grâce au dualité de l�espace `p, on peut donner une autre formule de sa norme, laquelle

k(xi)kp = sup
(�i)2B`p�

jh(xi) ; (�i)ij

= sup

(X
n2N

j�nxnj : (
X
i2N

j�ijp
�
)
1
p� � 1

)
:

Proposition 1.5.2 1- Soient 1 � p � +1. L�espace `p est re�exif, i.e.,

(`p)
�� = `p: (1.6)

2- Soient 1 � p � q � 1: Nous avons

`1 � ::: � `p � `q � :::`1 (1.7)
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1.6. Les espaces de Lebesgue Lp et l�espace C (K)

1.6 Les espaces de Lebesgue Lp et l�espace C (K)

1.6.1 Tribu

Dé�nition 1.6.1 Soient X un ensemble et T une famille des parties de X (T 2 P (X)).

La famille T est une tribu sur X si elle véri�e

1) ? 2 T:

2) T stable par passage au complémentaire, (i :e:;)

8A 2 T =) Ac 2 T

3) T est stable par union dénombrable, (i :e:), pour toute famille dénombrable (An)n2N � T

[
n2N

An 2 T:

Exemple

1) T = f�;Xg est la tribu minimal sur X.

2) T = P (X) est la tribu maximal sur X.

3) (Tribu borélienne) Soit X un ensemble muni d�une topologie. On appelle tribu borélienne

la tribu engendrée par l�ensemble des ouverts de X, cette tribu sera notée B (X). Dans le

cas X = R, on note B (R).

Espace mesurable. Si T est une tribu sur X, on dit que (X;T ) est un espace mesurable.

Souvent, on note simplement X:

1.6.2 Espace mesuré

Dé�nition 1.6.2 a) Soit (X;T ) un espace mesurable, on appelle mesure sur X une ap-

plication � : T ! R+ = [0;+1] véri�ant
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1.6. Les espaces de Lebesgue Lp et l�espace C (K)

1) � (?) = 0:

2) � est �-additive c-à-d 8 (An)n2N des parties disjointes deux à deux (8i 6= j : Ai\Aj = 0)

on a

�

 [
n2N

An

!
=
X
n2N

� (An) :

b) Soient X un ensemble, T une tribu sur X et � une mesure sur X. Le triplet (X;T; �)

est appelé espace mesuré.

c) Soient (X;T; �) un espace mesuré et A une partie de X: On dit que A est négligeable si

9B 2 T : A � B et � (B) = 0:

d) Soient (X1; T1) et (X2; T2) deux espaces mesurables. Une fonction f : X1 ! X2 est dite

mesurable si

8B 2 T2 : f�1 (B) 2 T1:

On noteM l�ensemble des fonctions mesurables etM+ l�ensemble des fonctions mesurables

positives

M = ff : X ! R, f est mesurableg

M+ =
�
f : X ! R+; f est mesurable

	
:

Remarque 1.6.1 M est un espace vectoriel.

Dé�nition 1.6.3 Soit X est un espace mesurable et soit A 2 T , on appelle fonction carac-

téristique mesurable de l�ensemble A; on note 1x ou �A; la fonction dé�nie par

8x 2 X : �A (x) =

8><>: 1 si x 2 A

0 si x =2 A
: (1.8)
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1.6. Les espaces de Lebesgue Lp et l�espace C (K)

Dé�nition 1.6.4 Soit X un espace mesurable et f : X ! R. On dit que f est étagée si

f est une combinaison linéaire (�nie) des fonctions caractéristiques mesurables. En d�autre

termes s�il existe (Ai)
n
i=1 � T et n réels positifs a1; :::; an tels que

f =
nP
i=1

ai�Ai

avec Ai = f�1 (faig) et
n
[
i=1
Ai = X et Ai \ Aj = �, 8i 6= j:

On note par � l�ensemble des fonctions étagées mesurables et �+ l�ensemble des fonctions

mesurables positives étagées.

Dé�nition 1.6.5 Soient (X;T;m) un espace mesuré, Y un ensemble, f et g des fonctions

dé�nies de X dans Y On dit que f = g presque partout, si l�ensemble

fx 2 X : g (x) 6= f (x)g

est négligeable.

1.6.3 Intégral des fonctions mesurables

Dé�nition 1.6.6 Soit X un espace mesuré et soit f : X ! R+ une fonction étagée positive.

On appelle intégrale de f par rapport à la mesure � le nombre

Z
fd� =

Z
f (x) d� (x) =

nX
i=1

ai� (Ai) : (1.9)

On dit que f est intégrable si son intégral est �ni.
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1.6. Les espaces de Lebesgue Lp et l�espace C (K)

Théorème 1.6.1 (Beppo-Levi). Si fn est une suite croissante de fonctions mesurables

positives convergente vers f on a

lim
n!1

Z
fnd� =

Z
fd�:

Ce théorème est aussi appelée Théorème de la convergence monotones.

1.6.4 Les espaces de Lebesgue Lp

Dé�nition 1.6.7 Soit 1 � p <1: Soient (X;T; �) un espace mesuré et f est une fonction

mesurable dé�nie de X dans R, on note que jf jp 2 M+. La fonction f est dite p-intégrable

si Z
jf jp d� <1:

On note par L p (X;T; �) l�espace de toutes les fonctions mesurables p-intégrables. On dé�nit

l�application suivante

kfkp =
�Z

jf jp d�
� 1

p

:

Proposition 1.6.1 Lp (X;T; �) est un sous espace vectoriel et l�pplication dé�nit ci-dessus

est une semi norme sur Lp (X;T; �) : Soit f 2 L1 (X;T; �) tel que kfk1 = 0. Alors

Z
jf j d� = 0

donc f = 0 (p:p) : Pour cette raison on va dé�nir une relation d�équivalence d�égalité presque

partout a�n de rendre la semi norme une norme. On introduira donc les espaces de Lebesgue

comme des espaces de classes d�équivalences pour cette relation.

Pour tout f; g 2 L1 (X;T; �) on dé�nit la relation suivante

f � g , f = g (p:p) (1.10)
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1.6. Les espaces de Lebesgue Lp et l�espace C (K)

Il s�agira bien d�une relation d�équivalence dont l�espace de classes d�équivalences est L1 (X;T; �).

En e¤et, soit ~f 2 L1 (X;T; �), alors

~f = fg 2 L1 (X;T; �) : f = g p:pg :

Dé�nition 1.6.8 On dé�nit la norme sur L1 par :




 ~f



1
= kfk1 avec f 2 ~f;

Proposition 1.6.2 L�application ~f �!



 ~f




1
est une norme sur L1; et l�espace L1 devient

un espace normé.

Remarque 1.6.2 .Au lieu d�étuliser la notation ~f , on note simplement f d�un élément de

Lp (X;T; �).

Dé�nition 1.6.9 Soit 1 � p < 1. Soit Lp (X;T; �) l�espace des fonctions p-intégrables,

i.e., f : X ! R; telle que Z
jf jp d� <1

On dé�nit Lp (X;T; �) comme l�ensemble des classes d�équivalences sur Lp (X;T; �) pour la

relation d�équivalence (p:p). Soit ~f 2 Lp (X;T; �), alors

~f = fg 2 Lp (X;T; �) : f = g (p:p)g

On dé�nit la norme par 


 ~f



p
= kfkp avecf 2 ~f (2.1)

même remarque, cette dé�nition est cohérente car ne dépend pas du choix de f dans ~f .
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1.6. Les espaces de Lebesgue Lp et l�espace C (K)

Remarque 1.6.3 On peut faire même procédure que dans l�espace L1 pour montrer que Lp

est un espace normé pour la norme dé�nie dans (2.1 ).

1.6.5 L�espace L1

Dé�nition 1.6.10 Soient (X;T; �) un espace mesuré et f une fonction mesurable (de X

dans R )

- Si f 2 Lp on pose kfk1 = inf fc 2 R+; jf j < c p:p:g :

- Si f =2 Lp on pose kfk1 = +1:

Lemme 1.6.1 Si f 2 L1 alors jf j � kfk1 (p:p) :

Théorème 1.6.2 Lp est un espace de Banach pour tout 1 � p � 1:

1.6.6 Inégalité de Minkowski

Théorème 1.6.3 (Inégalité de Minkowski). Soit (X;T; �) un espace mesuré et 1 � p <1.

Soit f; g 2 Lp; alors,

f + g 2 Lp et kf + gkp � kfkp + kgkp : (1.11)

Théorème 1.6.4 (Inégalité de Hölder généralisée). Soient un espace mesuré et p; q; r 2

[1;1] tell que 1
p
+
1

q
=
1

r
: Soient f 2 Lp (E; T;m) et g 2 Lq (E; T;m) on a

fg 2 Lr(X;T; �) et kfgkr � kfkp kgkq (1.12)

1.6.7 Espace des fonctions continues sur un compact C (K)

Dé�nition 1.6.11 Soit A un espace topologique. On dit que A est compact si tout suite de

A contient un sous-suite converge dans A:
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1.6. Les espaces de Lebesgue Lp et l�espace C (K)

Corollaire 1.6.1 Les compacts d�un espace vectoriel normé de dimension �nie sont les

parties fermées et bornées.

Dé�nition 1.6.12 Soit K un espace de Hausdor¤ compact. L�espace C (K) est l�ensemble

de toutes les fonctions continues sur K

C (K) = ff : K ! R; f est continue g

Munissons l�espace des fonctions continues C (K) de la norme suivante

kfk = sup
x2K

jf (x)j :

Cette norme est bien dé�nie d�après les deux théorèmes suivants.

Théorème 1.6.5 L�image d�un ensemble compact par une application continue est com-

pact.

Théorème 1.6.6 Soit K un espace de Hausdorf compact. Alors C (K) est un espace de

Banach.

Remarque 1.6.4 L�espace C(K) n�est pas ré�ixif.
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Chapitre 2

Opérateurs sommables

Dans ce chapitre nous essayons d�attirer l�attention de quelques concepts pour celui

qui s�intéressent à ce travail . Pour ce la nous avons cité quelques terminologies de base

comme les espaces de Banach réticulés. Notamment Nous mentionnerons tout ce dont nous

avons besoin et qui sont liés aux applications sommants de toutes sortes. Par exemple, sans

limitation opérateurs linéaires p-convexes, q-concaves et opérateurs linéaires p-sommants.

2.1 Les application linéaires

Dé�nition 2.1.1 Soient X; Y deux espaces normés et u : X ! Y une application est

linéaire si et seulement si

1) 8x; y 2 X : u (x+ y) = u (x) + u (y) :

2) 8x 2 X;8� 2 R : u (�x) = �u (x) :

On note par : L (X; Y ) l�ensemble des applications linéaires, sachons que u1 et u2 2 L (X; Y )

on le muni de deux opérations algébriques suivantes :

1) 8x 2 X : (u1 + u2) (x) = u1 (x) + u2 (x) :

2) 8x 2 X;8� 2 R : (�u) (x) = �u (x) :
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2.1. Les application linéaires

Dé�nition 2.1.2 Soit u 2 L (X; Y ) : L�application linéaire u est continue s�il existe C > 0

tel que

8x 2 X : ku (x)k � C kxk : (2.1)

On note L (X; Y ) l�espace des applications linéaires continues.

On dé�nit l�application k:k de L (X; Y ) dans R+ en posant

kuk = sup
kxk6=0

ku (x)kY
kxkX

= sup
kxk�1

ku (x)kY :

On a aussi

8x 2 X : ku (x)kY � kuk kxkX :

Théorème 2.1.1 La quantité kuk dé�nit une norme sur L (X; Y ). Si Y est un espace de

Banach alors L (X; Y ) est aussi un espace de Banach.

Théorème 2.1.2 Soit L (X; Y ) l�espace des applications linéaires, si dim X < 1 alors

toute application linéaire de X dans Y est continue.

Dé�nition 2.1.3 Une application u 2 L (X; Y ) est dite isomorphisme ssi elle est :

1- u est continue.

2- u est bijective.

3- u�1 est continue.

Donc dans ce cas on dit que X et Y sont isomorphes noté X = Y:

Remarque 2.1.1 Les espaces de Banach de dimension �nis "n"=n 2 N sont tous iso-

morphes à l�espace Rn:

27



2.1. Les application linéaires

2.1.1 Espace dual, re�exif et séparable

Dé�nition 2.1.4 I- Soit X un espace vectoriel normé. On appelle dual topologique, et on

note X�, l�espace de Banach des formes linéaires continues sur X; c.-à-d.

X� = L (X;R) (2.2)

il est muni de la norme

kx�k = sup
kxk�1

jx� (x)j

= sup
kxk=1

jx� (x)j

= sup
kxk6=0

jx� (x)j
kxk :

II- Soit X un espace normé, le bidual de X; noté X��; est le dual de X�. Pour tout x 2 E

notons

JX (x) : X
� �! K:

la forme linéare sur X� qui à x� 2 E� associe x� (x)

8x� 2 E� : JX (x�) = x� (x)

pour tout x� 2 E� on a

jJX (x) (x�)j = jx�(x)j � kx�k kxk

donc JX (x) 2 X��et kJX (x�)k � kxk : L�application JX 2 L (X;X��) est appelée plonge-

ment canonique de X dans son bidual.

Dé�nition 2.1.5 Un espace de Banach X est dit ré�exif si l�application canonique JX :

X �! X�� est bijective. Autrement dit, X et X�� sont isomorphes isométriques.
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2.2. Topologie faible et �-faible

Proposition 2.1.1 Soit X un Banach. Alors X est ré�exif ssi X� est ré�exif.

Dé�nition 2.1.6 Soit X un espace métrique. On dit que X est séparable si X possède une

partie dénombrable et dense.

Exemple Les espaces vectoriels Rnou Cn (munis d�une norme quelconque) sont sépa-

rables.

Théorème 2.1.3 Soit X un Banach. Si X� est séparable alors ; X est aussi. séparable .

La réciproque est en générale fausse.

Corollaire 2.1.1 Soit X un Banach re�exif. Alors X séparable si et seulement si X� est

séparable.

2.1.2 L�adjoint d�un opérateur linéaire

Dé�nition 2.1.7 Soit X; Y deux espaces vectoriels normés. Pour un opérateur linéaire

borné T 2 L(X;Y ), on de�nie l�opérateur T � 2 L(Y �;X�) par :

T �(y�)(x) = y�(Tx) (i.e.,) hx ;T �y�i = hTx ; y�i ,

pour tout x 2 X et y� 2 Y �, T �est appelé adjoint de T .

Proposition 2.1.2 1) Soit T 2 L(X;Y ) alors T � linéaire et jjT jj = jjT �jj:

2) Pour tout T 2 L(X;Y ) et S 2 L(Y ;Z) on a (S � T )� = T � � S�.

2.2 Topologie faible et �-faible

Dé�nition 2.2.1 (Topologie faible) Soit X un espace de Banach, on note X� l�espace

dual (X� = L(X;K), où K = R ou C ).

La topologie faible, noté �(X;X�) sur un espace de Banach X est la plus petite topologie

sur X rendent continue tous les élements x� 2 X�.
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2.3. Espaces de Banach réticulés

Théorème 2.2.1 Les sous espaces vectoriels fermés de X sont les mêmes pour les deux

topologies (forte et faible). Il en est même plus généralement des parties fermées convexes.

Théorème 2.2.2 (Topologie �-faible) La topologie �-faible d�ésignée aussi par �(X�; X)

est la topologie la moins �ne sur X� rendant continues tout les application ('n)x2X comme

X ,! X��, il est clair que la topologie �(X�; X) est moins �ne que la topologie �(X�; X��).

Autrement dit la topologie �-faible �(X�; X) posséde moins d�ouverts (resp. fermés) que

la topologie faible �(X�; X��).

Théorème 2.2.3 (Alaoglu-Banach-Bourbaki) L�ensemble BX� = f' 2 X� : jj'jj � 1g

est compacte pour la topologie �-faible �(X�; X).

Théorème 2.2.4 (Kakutani) Soit X un espace de Banach. Alors X est ré�exif si et seule-

ment si BX� = f' 2 X� : jj'jj � 1g est compact pour la topologie �(X;X�).

2.3 Espaces de Banach réticulés

Cette section à une très importante rôle pour ce travail car là on va voir l�espace muni

d�une relation d�ordre totale ou partielle qui nous fournit l�utilisation des inégalités dans

notre travail et autres propriétés. Pour plus de détail voir [6] , [8] [7].

Dé�nition 2.3.1 1�Soit E un ensembel non vide muni d�une relation binaire dite d�ordre

et notée " � " si

(i) 8x 2 E, x � x ( ré�exive ),

(ii) x, y 2 E, x � y et y � x =) x = y ( antisymetrique ),

(iii) x, y, z 2 E, x � y et y � z =) x � z ( transitive ).

2- Un espace vectoriel ordonné X la dont pour les quel toute paire d�éléments à une borne

supérieur est appelé espace vectoriel réticulé;i:e:,
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2.3. Espaces de Banach réticulés

8x; y 2 X; sup(x; y) 2 X et inf(x; y) 2 X:

3- Soit X un espace vectoriel réel ordonné, X est complètement réticulé, si:

8A 2 X tel que A 6= �, A majoré =) sup(A) existe.

Dé�nition 2.3.2 Un espace vectoriel ordonné est un espace vectoriel réel E qui est aussi

un espace ordonné où les structures linéaires et de l�ordre reliéent par les implications :

(1) Si x, y, z 2 E et x � y, alors x+ z � y + z,

(2) Si x, y 2 E, x � y et 0 � a 2 R, alors, ax � ay.

Remarque 2.3.1 Soit X un espace de Banach. Si X est réticulé alrs,

1) 8x 2 X ; kjxjk = jjxjj,

2) 8x; y 2 X ; jxj � jyj =) kxk � kyk.

Notons:

kxk = sup(x;�x) tel que

x = x+ � x� et jxj = x+ + x� (1:1),

ou la partie positive de x est x+ = sup(x; 0) (ou x+ = x _ 0), et la partie négative de x

est x� = sup(�x; 0) (ou x� = x ^ 0)

tel que sup((x+ z);(y + z)) = sup(x; y) + z.

Exemple 2.3.1 Les espaces euclidiens Rn avec leurs normes euclidiennes sont tous des

espaces de Banach réticulés.

Proposition 2.3.1 Le dual E �d�un espace de Banach réticulé E est un espace de Banach

complètement réticulé muni de l�ordre nature

x�1 � x�2 () hx�1; xi � hx�2; xi 8x 2 E+,

où h:; :i , est le crochet de dualité.
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2.4. Mesure de Radon

2.3.1 Opérateurs linéaires positifs

Le but de cette partie est de faire un survole un peut approfondi sur les opérateurs

linéaires positifs où on va donné la dé�nition de ces opérateurs et leur constriction algébrique,

ce type d�opérateurs sont entre les espaces de Banach réticulés. Pour plus d�informations

consulter [3] , [8].

Dé�nition 2.3.3 [3] Si E et F sont des espaces vectoriels réticulés,

a) T : E �! F est un opérateur linéaire positif si x � 0 =) Tx � 0 ; T (E+) = F+, sont

fermés par l�addition et la multiplication par des réels positifs mais pas sous la multiplication

par des réels négatifs. L�ensemble de tous ces opérateurs linéaires positifs est noté par :

L+(E;F ).

b) L�espace engendré par les opérateurs linéaires positifs est dit l�espace vectoriel des

opérateurs réguliers, noté par Lr(E;F ).

Pour tout T 2 Lr(E;F ), la norme de T est dé�nie par:

jjT jjr = inff jjSjj : S 2 L+(E;F ), jT (x)j � S(x), x 2 E+g.

Théorème 2.3.1 Si E est un Banach réticulé et F un espace normé réticulé alors tout

opérateur régulier de E dans F est continu pour la norme

jT jj = supfjjT (x)jj : x 2 B+Eg; o�uB+E = BE \ E+:

Proposition 2.3.2 L�espace (Lr(E;F ); jj:jjr) est un espace de Banach. Si F = R, alors

L(E;R) = Lr(E;R)

2.4 Mesure de Radon

Dé�nition 2.4.1 On appelle une mesure de Radon , toute forme linéaire continue sur

C (K) : .Autrement dit c�est une forme à valeures dans R satisfaisant :
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2.4. Mesure de Radon

1- � (f + g) = � (f) + � (g) :

2- � (�f) = �� (f) 8� 2 R:

3- 9a � 0 j� (f)j � a kfk :

Dé�nition 2.4.2 Nous noterons M (K) l�espace des mesures de Radon sur K,pour l�ins-

tant ce n�est autre que le dual topologique de C (K) (i:e: C (K)�) . La norme d�une mesure

est tout simplement la norme dans le dual toplogique.

k`kM(K) = k`kC(K)� = sup
kfkC(K)�1

jh`; fij :

Remarque 2.4.1 On peut voir l�espace C (K) éxactement comme l�espace L1:

Exemple 2.4.1 Soit l�espace E = L1 (0; 1) ; Alors ses dual et bidual donné respectivement

par

E 0 = L1 (0; 1) et E 00 =M (0; 1)

rappelons que les di¤érents crochets de dualité sont dé�nis par

8f 2 L1 (0; 1) ;8g 2 L1 (0; 1) hf; giL1;L1 =
1Z
0

f (t) g (t) dt;

8f 2 L1 (0; 1) ;8� 2M (0; 1) hf; giM;L1 =

1Z
0

f (t) d�:
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2.5. Opérateurs linéaires p�convexes, q�concaves

2.5 Opérateurs linéaires p�convexes, q�concaves

Dans cette section nous généralisons la notion d�opérateurs p�convexes et q�concaves

aux opérateurs linéaires. Nous traitons aussi quelques exemples et remarques concernant

cette classe. Pour plus de détails voir [5] :

Dé�nition 2.5.1 1) Soient E un espace de Banach arbitraire, X un espace de Banach

réticulé et 1 � p � 1. Un opérateur linéaire u : E �! X est dit p�convexe s�il existe une

constante positive C telle que, pour tout n dans N les opérateurs

un lnp (E) �! X
�
lnp
�

(x1; :::; xn) 7�! (u(x1); :::; Tuxn))

sont uniformément bornés par C.

C�est à dire que 






�

nP
i=1

ju (xi)jp
�1
p







 � C

�
nP
i=1

kxikp
�1
p

si 1 � p <1;



 sup
1�i�n

ju (xi)j




 � C sup

1�i�n
kxik si p =1:

La plus petite constante C véri�ant ces inégalités sera notée par Cp (u).

2) Soient X; Y deux espaces de Banach dont X réticulé et 1 � p � 1. Un opérateur

linéaire u : X �! Y; est dit p�concave s�il existe une constante C telle que; pour tout

n dans N les opérateurs

un : X(l
n
p ) �! lnp (Y )

(x1; :::; xn) 7�! (u(x1); :::; u(xn))

sont uniformément bornés par C.

C�est à dire que

ku (xi)klnp (Y ) � C k(xi)kX(lnp ) si 1 � p <1;

sup
1�i�n

ku (xi)k � C





 sup
1�i�n

jxij




 si p =1:
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2.6. Opérateurs linéaires p-sommants

La plus petite constante C véri�ant ces inégalités sera notée par Cp (u).

Remarque 2.5.1 Si X est réticulé, on dira qu�il est q�convexe (resp. q�concave) si l�iden-

tité est q�convexe (resp. q�concave).

Tout opérateur linéaire q-convexe (resp. q-concave) est borné et kTk � Cq (T ) (resp. kTk �

Cq (T )).

Tout espace de Banach est 1�convexe. La p�convexité pour 1 � p � 1 est décroissante e

n p, voir [LT96]. Par exemple Lp pour 1 � p <1 est p�convexe, et Cp (Lp) = 1.

Tout espace de Banach est 1�concave. La p�concavité est croissante en p. Par exemple

Lp pour 1 � p <1 est p�concave et Cp (Lp) = 1.

2.6 Opérateurs linéaires p-sommants

Dé�nition 2.6.1 Soient X; Y deux Banach réticulés et u 2 B (X;Y ). On dira que u est

p�sommant pour 1 � p � 1 si,8>><>>:
9C > 0, telle que 8n 2 N, 8 fx1; :::; xng � X�

nP
1

ku (xi)kp
� 1

p

� C sup
�2BX?

�
nP
1

j< xi; � >jp
� 1

p

ou bien

(k(u (xi))klnp (Y ) � C k(xi)kln!p (X) : (2.3)

On note par

�p (X; Y ) = fu : X �! Y linéaire p�sommantsg

et
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2.6. Opérateurs linéaires p-sommants

�p(T ) = inffC, véri�ant l�inégalité 2.3g.

Remarque 2.6.1 Soit T 2 �p (X; Y ) :

1)


�T (xi)1�i�n�

p � �p (T )


(xi)1�i�n


p;! ;

2) Si en (prendre n = 1) dans (2:1) on a bien que ;

kTk � �p (T ) :

Proposition 2.6.1 (Propriété d�edieal Soient) T 2 �p (X; Y ), v 2 L (E; Y ) et ! 2 L (Y; F )

alors ! � T � v est p�sommant et

�p (! � T � v) � k!k �p (T ) kvk :

Proposition 2.6.2 ( l�inclusion) �p (X; Y ) � �q (X; Y ) où 1 � p � q � 1 et 8T 2

�p (X; Y ) ; �q (T ) � �p (T )

Théorème 2.6.1 (Théorème de Pietsch)[5], [10]Soient u 2 L (X; Y ) et c une constante

positive , Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) u est p�sommant et �p (u) � c:

2) Il existe une probabilité � sur K = (BX� ; � (X�; X)) telle que :

ku (x)k � c

0@Z
K

jhx; �ijp d� (�)

1A 1
p

(2.4)
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2.6. Opérateurs linéaires p-sommants

3) Il existe eu 2 L (S; Y ) tel que le diagramme suivant soit commutatif :
X u�����! Y

i

??????y
x?????? ~T

S Jp=S������!
Sp??????y
??????y

C (K) ������! Lp (X;�) :
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Chapitre 3

Une représentation des opérateurs

lattices

Ce chapitr s�intéresse aux opérateurs p�sommants et les opérateurs p�lattice sommants

surtouts les relations entre ces deux types d�opérateurs par la donner des conditions néces-

saires et su¢ santes sur les espaces de Banach de démarrage et d�arrivées et sur l�opérateur

lui même. Pour ce but ont a pro�té de ce mémoire pour faire une étude détaillé d�un travail

de Monsieur Jerzy SZULGA en 1983 intitulé " On lattice summing operators " publier en le

journal AMS [16] où il a donné des conditions nécessaires et su¢ santes pour le nouveau type

des opérateurs lattic p�sommants et l�espace de Banach de démarrage X et cel d�arrivée Y

qui est un espace de Banach réticulé. Pour que tout opérateur Lattice sommant T : X ! Y

soit absolument sommant. vor [16] ,[17].

Notation 3.0.1 Soit n un entier. Soit X un espace de Banach réticulé et 1 � p � 1. On

note par X(lnp ) l�espace des suites x = (x1; :::; xn) d�éléments de X telles que

kxkX(lnp) =





(

nX
1

jxijp)
1
p






 si 1 � p <1 (3.1)
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3. Une représentation des opérateurs lattices

et

kxkX(ln1) =




 sup
1�i�n

jxij




 si p =1 (3.2)

L�espace X(lnp ) équipé de l�ordre naturel

x � y () xi � yi; 8i;

est un espace de Banach réticulé.

Soit maintenant X un espace de Banach et 1 � p � 1. On note par lp (X) (resp. lnp (X))

l�espace des suites (xi) dans X muni de la norme

k(xi)klp(X) = (
1P
1

kxikp)
1
p

(resp: k(xn)klnp (X) = (
nP
1

kxikp)
1
p )

si p est �ni, et on prend le sup si p est in�ni.

On désigne aussi par l!p (X) (resp. l
n !
p (X)) l�espace des suites (xi) dans X muni de la norme

wp (fxig) = k(xn)kl!p (X) = sup
k�k

X?�1

(

1X
1

jhxi; �ijp)
1
p ) (3.3)

(resp: k(xn)kln!p (X) = sup
k�k

X?�1

(

nX
1

jhxi; �ijp)
1
p ):

On sait voir [5] que lp (X) = l!p (X) pour tout 1 � p < 1; si et seulement si, dim (X)

est �nie. Si p = 1, on a l1 (X) = l!1 (X). On a aussi si 1 < p � 1, l!p (X) � B(lp� ; X)

isométriquement et l!1 (X) � B (cO; X) isométriquement (où p� est le conjugué de p (i.e.,
1

p
+
1

p�
= 1). En d�autres termes, soit v : lp� �! X un opérateur linéaire tel que v (ei) = xi

(i.e., v =
1P
1

ej 
 xj; (ej ) est la base canonique de lp). Alors, kvk = k(xn)kl!p (X) :
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3. Une représentation des opérateurs lattices

3.0.1 Produit tensoriel

On peut construire un produit tensoriel X1 
 ::::::::::::::
 Xn des espaces X1; ::::::::;Xn par

des éléments de l�espace (L(X1; ::::::; Xn;Y ))
� :

Pour xj 2 Xj(j = 1; ::; n) ; on défnit l�opérateur linéaire

x1 
 :::::::
 xn : L(X1; :::::::::::::::; Xn) �! |

x1 
 :::::::
 xn(�) := �(x1; :::::::; xn)

pour toute forme linéaire � sur X1 � ::::::::::: � Xn : Le fonctionnel x1 
 ::::::: 
 xn est un

tenseur élémentaire.

Produit tensoriel algébrique

On considéré le dual algébrique L(X1; :::; Xm)
� de l�espace L(X1; :::; Xm), tel que

L(X1; :::; Xm)
� = f� : L(X1; :::; Xm) �! | : � est une forme linéaireg:

Le produit tensoriel deX1; :::; Xm sera construit à partir des éléments de l�espace L(X1; :::::::::; Xm)
�:

Soit x1; :::; xm 2 X1 � :::�Xm on dé�nit

x1 
 :::
 xm : L(X1; :::; Xm) �! |

x1 
 :::
 xm(') = '(x1; :::; xm)

où ' est une forme m� linéaire .

On pose D l�ensemble formes dé�nie par tous ces éléments,

D : = fx1 
 :::
 xm : x1 2 X1; :::; x
m 2 Xmg � L(X1; :::; Xm):

La forme x1 
 :::
 xm s�appelle tenseur élémentaire..
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3.1. Opérateurs lattices

3.1 Opérateurs lattices

Dans cette section . Étant donné un espace de Banach E et un espace de Banach réticulé

L. Nécessaires et su¢ sants conditions sur E et Lsont données telles que tout opérateur

lattice sommant

u : E ! L soit absolument sommant.

Dé�nition 3.1.1 Soient X; Y deux Banach réticulés et u 2 B (X;Y ). On dira que u est

p�sommant pour 1 � p � 1 si,8>><>>:
9C > 0, telle que 8n 2 N, 8 fx1; :::; xng � X�

nP
1

ku (xi)kp
� 1

p

� C sup
�2BX?

�
nP
1

j< xi; � >jp
� 1

p

ou bien 8>><>>:
9C > 0, telle que 8n 2 N, 8 fx1; :::; xng � X�

nP
1

ku (xi)kp
� 1

p

� Cwp (fxig) :

Dé�nition 3.1.2 Soient X; Y deux Banach réticulés et u 2 B (X;Y ). On dira que u est

lattice sommant pour 1 � p � 1 si,8><>:
9C > 0, telle que 8n 2 N, 8 fx1; :::; xng � X



 nP
1

u (xi)






Y

� C sup
�2BX?

�
nP
1

j< xi; � >j
�

ou bien

8><>:
9C > 0, telle que 8n 2 N, 8 fx1; :::; xng � X



 nP
1

u (xi)





 � Cw1 (fxig) : (3.5)

On note par
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3.1. Opérateurs lattices

�p (X; Y ) = fu : X �! Y linéaire p� lattice sommantsg

et

�p(T ) = inffC, véri�ant l�inégalité 3 .5g.

Remarque 3.1.1 L�espace �p (X; Y ) avec la norme �p(T ) est un espace de Banach.

Proposition 3.1.1 Soit T 2 � (X; Y ) donc on a



�T (xi)1�i�n�

p � � (T )


(xi)1�i�n


p;! :
-Si en (prendre n = 1) dans (2:2) on a bien que ;

kTk � � (T ) � �1 (T ) :

Notation 3.1.1 Soit L un espace de Banach, soit y8 2 L8 tels que y � 0. On note par

(L; y8) le complément de L avec le respect de seminorme suivant hy8; j�ji :

Remarque 3.1.2 (L; y8) est isomorphe au L1 et le homomorphisme naturel lattice Iy8 :

L! (L; y8) est continu.

Proposition 3.1.2 Soient X; Y deux Banach réticulés et u 2 L (X;Y ) : Alors les propriétés

suivantes sont équivalentes :

1- u est un opérateur lattice sommant.

2- Pour tout y8 2 L8 tel que y � 0: Iy8 � u est absolument sommant.

3- Pour tout espace de Banch L1 ou cel qui equivalent a non in�nie dimentiel espace L1

et pour tout opérateur positif S : L! L1 Alors S � u est absolument sommant.
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3.2. Exemple d�un opérateur lattice sommant

3.2 Exemple d�un opérateur lattice sommant

Dé�nition 3.2.1 Soient X; Y deux réticulés et u 2 L (X; Y ) : Alors u dit majoré si

M (u) = sup

�



sup ju (xi)j
i





 : kxik � 1; i = 1::::::n� :
soit �nie. Dans ce cas on note par : M (X;Y ) l�ensemble des opérateurs mgorisé qui est un

espace de Banach.

Proposition 3.2.1 Soient X; Y deux Banach réticulés et T 2 L (X; Y ). Alors u est un

opérateur lattice sommant si et seulement si pour tout opérateur U : ln1 ! X: on a T � U

est majorisé.

Preuve.

On a

� (T ) = sup
n
sup

8<:







���� nP
i=1

T (xi)

����






 : w1 (fxig) � 1; i = 1::::::n; fxig � X

9=;
= sup

n
sup

�



jsup fjT (aixi)j : jaij � 1gj



 : w1 (fxig) � 1; i = 1:::n; fxig � X�
= sup

n
sup

�



jsup jT (SU)j : U 2 ln1:: kUk � 1j



 : S : ln1 ! X: kSk � 1
�

= sup fM (TS) : U 2 ln1:: kUk � 1 : S : ln1 ! X: kSk � 1g :Q:T:D:

Corollaire 3.2.1 Soient X; Y deux Banach réticulés et U 2 L (X; Y ). Alors opérateur

u majorisé est un lattice sommant avec � ((U)) � M(U). De plus si : X = ln1 on a

M (ln1; Y ) = � (l
n
1; Y ) :

Théorème 3.2.1 Soit B un espace de Banach ayant cotype q � 2 ; pour tout espace compact

séparé K , une application continue T : C(K)! B et tout r > q, alors T est r - sommant .
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3.2. Exemple d�un opérateur lattice sommant

Dé�nition 3.2.2 Soit B un espace de Banach ,B est dite à le type p � 1 si pour toute

suite �nie x1; � � �; xn de E alors :

1Z
0







nX
1

ri (u)xi






 du � C
 

nX
1

kxikp
! 1

p

:

avec (ri) est une suite de fonctions de Rademacher dé�nit par :

ri (u) = sign (sin (2
n�u)) ;

et C est une constante �

B est dit ( à le cotype) si dans l�inégalité précédente en remplace (�) par (�)

on pose Ty (B) = sup fp : B est de type pg et Co (B) = fp : B est de cotype pg ;si B 6=

f0g alors :

1 � Ty (B) � 2 � Co (B) � 1:

Remarque 3.2.1 Pour tout fxig � X on a

1P
1

jxijp)
1
p = sup f

P
(aixi) : ai 2 R;

P
jaijp � 1g :

Remarque 3.2.2 [3], [5]et [9] . Notons si l�espace de Banch X est 1�concave, alors il est

isomorphisme dans un L1 espace. Aussi on dit que un espace F est �niment représentable

dans E ( respectivement ; K est lattice �niment représentable dans L) s�il existe �i0 tel

que pour tout sous-espace de dimension �nie F0 � F ( respectivement ; sous lattice K0 � K)

on peut trouver un isomorphisme I0 : F0 ! F ( respectivement ;I0 : K0 ! K) satisfaisant

pour tout x 2 F ( respectivement ;x 2 K) que :

��1 kxk � kI0xk � � kxk :
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3.2. Exemple d�un opérateur lattice sommant

Théorème 3.2.2 Soient X; Y deux Banach réticulés . Alors ; les conditions suivantes sont

équivalentes.

(1)� � (X;Y ) = �1 (X;Y ) :

(2)� M (X;Y ) � �1 (X;Y ) :

(3)� Il existe p 2 [1; 2] telle que on a les deux �p8 (L1;Y ) = B (L1;Y ) et Y est p�concave.

Remarque 3.2.3 Nous identi�ons les les opérateurs 1�absolument sommants et les opé-

rateurs bornés. Ce qui suit est une adaptation de ce que nous avons besoin de Rosenthal [8]

et Maurey et Pisier [7] .

Proposition 3.2.2 Soient p 2 [1; 2] . Les propriétés suivantes sur l�espace de Banach E

sont équivalentes :

(1)� M (E; lp) � �1 (E; lp) :

(2)� Il existe c 2 R�+ telle que pour tout :fxjg � E et fx8ig � E 8 on a

P
(
P
jhx8i; xjij

p)
1
p � cw 1 (hxji) (

P
kx8ik

p)
1
p :

(3)� Pour tout espace de Banach F: on a �1 (E;F ) = �p (E;F ) :

(4)� �p8 (L1;E) = B (L1;E)

Ausi si p < 2 alors pour tout les conditions dans ce qui précédent elle (4) est équivalente

a :

(5)� qE < p8 tel que q
E
= inf fq : �q8 (L1;E) = B (L1;E)g :

Preuve. Les implications (2), (3) , (4) sont la dont la Propostion 3 en [8] .Le fait

que in�mum qE n�est jamais atteint pour 2 < q qui est précisément [8] qui est dû àpar

Maurey et Pisier en [7]. Finalement (2) ni juste que une reformulation de (1) exprimé en

termes d�opérateurs de rang �ni.
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3.2. Exemple d�un opérateur lattice sommant

Dé�nition 3.2.3 U opérateur compact est une application continue entre deux espaces vec-

toriels topologiques X et Y envoyant les parties bornées de X sur les parties relativement

compactes de Y: Les applications linéaires compactes généralisent les applications linéaires

continues de rang �ni.

Lemme 3.2.1 Soient E;L deux Banach réticulés. Supposons que F est �niment repré-

sentable dans E et K est lattice �niment représentable dans L et M (E;L) � �1 (E;L) :

Alors, �1 (T ) � cM (T ) : pour tout opérateur compact T : F ! K; où c est une constante

de dépent pas de T:

Preuve. Soit M c et �c1 désigner les classes des opérateurs compacts dans resp M (E;L)

et �1 (E;L) :Un argument standard montre que M (E;L) � �1 (E;L) ce qui implique que

M c (E;L) � �c1 (E;L) . En particulier par le principe de convexité locale [4, Proposition

1.4] :M c (E;K 88) � �c1 (E;K 88) :En�n répéter la procédure habituelle mais en faisant en uti-

lisant la propriété rxtension des opérateurs majorants comme indiqué dans [9, Proposition

IV.3.10], nous en déduisons que M c (E;K) � �c1 (E;K) :

Corollaire 3.2.2 Si lq est �niment représentable dans E où 1 < q � 1 et M (E;L) �

�1 (E;L) ; alors L est q8�concave particulièrement par le théorème de Dvoretzky dans [2]

on a M (E;L) � �1 (E;L) démontre que L soit un q8�concave .

Preuve. ( de théorème 3.2.2) En fait,avec lemme 3:2:1 nous pouvons, et faire, supposer

que M (lq; L) �
Q
1 (lq; L) ; alor pour tout c > 0,

Q
1 (T ) � cM (T ), pour chaque opérateur

de la forme T =
Pn

i=1 ei � yi : lq ! L. mais

Y
1

(T ) � sup
nX

jaij kyik : w1 (faieig) � 1
o
=
�X

kyikq
0�1=q0

;

M(T ) �



supn���X hei; xi yi

��� : kxk � 1o


 = �X kyikq
0�1=q0
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3.2. Exemple d�un opérateur lattice sommant

Combining ces estimations nous obtenons la condition souhatée. (1) �! (2) est un consé-

quence de la Propotion (3.2.2)

(2) �! (3) soit PL ={p : L p concave }. Avec [4; theorem2:2], lpL est lattice �ni représentant

dans L.d�ou, avec lemma 3.2.1 et Proposition 3.2.2,
Q
p
0
L
(L/; E) = B(L/; E).

Maintenant nous examinons trois cas : pL = 2; pL 2 (1; 2) et pL = 1. les premiers rendements

(3) avec p=2, En vue du corollaire (3; 2:2). Dans le second cas, nous appliquons la conditon

(4) de proposition (3; 2:2) pour que p
0
L > qE et cela implique (3) avec pL 2 (1; 2) et pL = 1

ne porte aucune information sur E, pourtant, si qE </, puis encore q
0
E > qL = 1 et nous

ne pouvons pas continuer comme avant pour obtenir (3) pour un p 2 (1; 2). D�autre part,

si qE </, équivalente, si l/ est �nement représentable dans E (voir[7]), puis par corolaire

(3; 2:2), L est 1� concave ( notez que pL = 1 n�implique pas la concavité , en général). C�est

complétant la preuve de (2) �! (3).

(1) �! (3). Soit p 2 [1; 2] étre tel que
Q
p
0
1
(L/; E) = B(L/; E) et soit L pconcave .Par consé-

quent, par proposition (3,2.2),
Q
1(E;L) =

Q
p(E;L). Par conséquent, par (3), il existe des

constantes C et C1 telle que pour chaque T : E �! L on a

Y
1

(T ) � C
Y
p

(T ) � CC1sup
�



�X jTxijp

�1=p



 : wp (fxig) � 1�
� CC1

Où (fi) est une séquence de variables aléatoires réelles p satable et indépendantes dans

[0; 1] et

w1(f) � 1 = sup
�Z 1

0

���Dx0 ; f(t)E��� dt : x0 2 E 0
;



x0


 � 1�

Pour fonction Evalorisef:Par lethorme de la routine de mesureonpeutvrifierque�(T ) =

sup



R 10 jTf(t)j dt


Où le supréme est repris sur toutes les fonction mesurables du rang �ni
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3.3. Bidual

avec w1(f) � 1
Q
1(T ) � CC1�(T ) pour tous les opérateurs T : E �! L cela compléte la

preuve de (1) �! (3).

3.3 Bidual

Dé�nition 3.3.1 Soit x 2 E. Alors l�application

< :; x >: E� �! K

l �!< l; x >

est une forme linéaire sur E�, un élément du bidual E�� de E.

3.4 Le principe de ré�exivité local

Dé�nition 3.4.1 Soit G un sous espace �ni de bidual E
00
de espace Banach E, et H un

sous espace �ni de dual E
0
donne t � 0 il exists un opérateur R : G �! E tell que :

1- kRk � 1 + t.

2- < Rx
00
; y

0
>=< x

00
; y

0
> pour tout x

00 2 G et y0 2 H.

3- Si J : E �! E
00
est l�injection canonique. pour tout x

00
dans G\J(f) . J on a Rx00 = x00

.

3.5 Théoréme Hahn-Banach

Théorème 3.5.1 Soit X un espace Banach et X0 � X est sousespace. Soit U0 : X0 �! R

est opérateur lineaire borné. Il y a un extension U : X �! R de U (U=E = U0) tel que

kUk = kU0k.
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3.6. Opérateurs linéaires p-lattice sommants

3.6 Opérateurs linéaires p-lattice sommants

Dé�nition 3.6.1 Soit 1 � p �/. Soit E un espace de Banach, F un espace de Banach lat-

tice et T un opérateur linéaire. On dit que T est p-lattice sommant, s�il existe une constante

un constante C > 0 telle que pour tout n dans N et tout (x1; :::; xn) dans E, on a

k(T (xi))kF � C k(xi)kE (3.6)

et

�p(T ) = inf(c v�erfiant(3,6):

L�ensemble de tous les opérateurs linéairesp�lattice sommants est note par :

^p(X; Y ) = fT : E �! F les opérateurs linéaires p-lattice sommantsg :

Proposition 3.6.1 Soit T : E �! F un opérateur p-lattice sommant alors T : E
00 �! F

00

c�est aussi un opérateur p-lattice sommant.

Preuve. Soit E un espace de Banach, F un espace de Banach lattice. Si T : E 00 �! F
00

c�est aussi un opérateur p-lattice sommant, alors T : E �! F doit etre un opérateur p-lattice

sommant aussi. Alors, considérez x
00
1 ; :::; x

00
n dans E

00
. Nous devons trouver une estimation

approprieé pour



�Pn

i=1

��T 00
x
00
i

��p�1=p


.
Pour chaque ensemble �ni c dans l�unité balle Bq de

�
Rq; k:kq

�
, de�né par

y
00
c = sup

�Pn
i=1 aiT

00
x
00
i ; a = (a1; :::; an) 2 c [ f0g

	
.

Puis, avec (3; 6), on a
�Pn

i=1

��T 00
x
00
i

��p�1=p = supy
00
c . La famille

�
y
00
c

	
augmente pas de

vecteurs positifs dans F
00
, norme délimité, et donc il est �

�
F

00
; F

000�
- Cauchy et �

�
F

00
; F

0�
- relativement compact.

En partculier y
00
c a un point d�accumulation y

00
0 pour le �

�
F

00
; F

000�
topologie, et y

00
c converge
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3.6. Opérateurs linéaires p-lattice sommants

à y
00
0 dans �

�
F

00
; F

000�
. On peut monter que y

00
c = supc y

00
0 .

Alors, étant donné � � 0 il existe y0 2 F 0
tel que y

0 � 0,


y0

 � 1 et








 

nX
i=1

���T 00
x
00

i

���p!1=p






 =




y000


 � Dy000 ; y0E+ � = lim
c

D
y
00

c ; y
0
E
+ �

�
D
y
00

c0
; y

0
E
+ 2�

Pour un ensemble �ni c0 = fa1; :::; ang dans Bq, avec 0 2 c0 avec ***, II, 5, 5 et II, 4, 2 :

D
y
00

c0
; y

0
E
= sup

(
nX
i=1

ajiT
00
x
00

i ; 1 � j � m
)
; y

0 � 0

= sup

(
mX
j=1

 
nX
i=1

aji

D
T
00
x
00

i ; y
0
E!

; y
01 + :::+ y

0m = y
0
; y

0j � 0
)

�
mX
j=1

 
nX
i=1

aji

D
x
00

i ; T
0
y
0

j

E!
+ �

Pour y
0
1; :::; y

0
m dans F

0
avec y

0
j � 0, 1 � j � m et y

0
1 + :::+ y

0
m = y

0
.

Nous utilsons le principe de ré�exivité local, avecG = [x
00
1 ; :::; x

00
n] � E

00
, etH = [T

0
y
0
1; :::; T

0
y
0
m] �

E
0
: étant donné t � 0,il y a un opérateur R : G �! E tel que kRk � 1 + t, et


x
00
i ; x

0�
=


Rx

00
i ; x

0�
pour tout x

0 2 H.

écriture xi = Rx
00
i :


x
00
i ; T

0
y
0
j

�
=


xi; T

0
y
0
j

�
=


Txi; y

0
j

�
,1 � i � n, 1 � j � m. Puis :




y000


 �
mX
j=1

 
nX
i=1

aji

D
Txi; y

0

j

E!
+ 3�

� sup

(
nX
i=1

ajiTxi; 1 � j � m
)
;

mX
j=1

y
0

j + 3�

�








 

nX
i=1

jTxijp
!1=p





+ 3�:
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3.6. Opérateurs linéaires p-lattice sommants

Comme, par hypothése, T est p-lattice sommant.




y000


 � �p(T )sup
8<:
 

nX
i=1

���Dxi; x0E���p!1=p ; x0 2 BE0
9=;+ 3�:

En�n, pour tout x
0
dans BE0 ,

��
xi; x0��� = ��
Rx00i ; x0��� = ��
x00i ; R0
x
0��� ou R0

x
0
: G �! K est

une forme linéaire continue avec


R0

x
0

 � 1 + t.

Avec Théoréme de Hahn-Banach, il existe une extention x
000
de x

0
a E

00
, avec



x000

 � 1+ t :
et par conséquent

���Dx00i ; R0
x
0
E��� = ���Dx00i ; x000E��� = (1 + t) �����x00i ; x0001 + t

�����
ou x

000
=(1 + t) 2 BE000 .

Par conséquent

sup

8<:
 

nX
i=1

���Dxi; x0E���p!1=p ; x0 2 B0

E

9=; � (1 + t)sup

8<:
 

nX
i=1

���Dx00i ; x000E���p
!1=p

; x
000 2 BE000

9=;
Nous avons obtenu que pour chaque � � 0 et chaque t � 0








 

nX
i=1

���T 00
x
00

i

���p!1=p






 � �p(T )(1 + t)sup

8<:
 

nX
i=1

���Dx00i ; x000E���p
!1=p

; x
000 2 BE000

9=;+ 3�:
puis T

00
est p-lattice sommant, avec �p(T

00
) � �p(T ).

Remarque 3.6.1 Le résultat est vrai aussi pour p =/ (T : E �! F est dit a etre /-lattice

sommant s�il existe un constante K � 0 telle que pour chaque famille �nie fx1; :::; xng dans

E

k[ni=1 jTxijk � Kmax fkxik ; 1 � i � ng):
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 من الغرض :العربية باللغة المذكرة ملخص

 لعمل تفصيلية دراسة إجراء هو الأطروحة هذه

 On lattice " بعنوان 1983 عام في Jerzy SZULGAالسيد

summing operators"مجلة في المنشور AMS قدم حيث 

 من الجديد للنوع والكافية اللازمة الشروط

 وضع مع الجمعية الشبكية الخطية المؤثرات

 فضاءات و X البداية بناخ فضاءات حول شروط

 و مرتبة بناخ فضاءات وهي Y الوصول بناخ

 جمعي حطي مؤثر كل جعت يتم بحيث .شبكية

 .T: X → Y حيث شبكي جمعي يصبح


