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Résumé

Nous intéressons ici a étudier une classe d’opérateurs, que nous appellerons les opérateurs
(¢, p; Y)-sommants, avec quelques propriétés générales, et nous donnerons quelques exem-
ples, ensuite nous montrerons le théoréme de Pietsch pour cette classe d’opérateur pour
(p = q). Puis on utilisera les notions de (g, p; Y')-sommants pour montrer quelques théorémes

dans la théorie des opérateurs sommants.

Mots clés : Espace de Banach,espace compact de Hausdorff, Produit tensoriel injective,
Les opérateurs p-sommant et (p, ¢)-sommant, les opérateurs (g, p; Y)-sommants, Théoréme

du domination de Pietsch, et les opérateurs (p, Y')-sommants, les opérateurs intégraux.
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Notations générales

Espace des classes d’équivalence p.p des fonctions 7-mesurable.

Espace des fonctions continues de K dans R.

Espace des suites (x;)(resp.(z;)1<i<n) dans X absolument p-sommables.
Espace des suites (x;)(resp.(z;)1<i<n) dans X faiblement p-sommables.
Espace des suites scalaires.

Espace des opérateurs linéaires continus de X dans Y.

Topologie faible définie sur X.

Topologie * —faible définie sur X*.

Boule unité fermé de X .

Espace de probabilités.

Tribu borélienne.

Espace des classes d’équivalence p.s des variables aléatoires & valeurs dans F.
Espace des X € L° (E) telles que | X ()| € I” (2, A, P).

Espace des classes d’équivalence p.p des fonctions (7-B)-mesurables.
Espace de Banach des opérateurs linéaires (p, ¢)-sommants de X dans Y.
Espace de Banach des opérateurs linéaires p-sommants de X dans Y.

L’espérance de X.
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Introduction

La notion d’opérateurs linéaires p-sommants remonte a Grothendieck dans les années 1950,
mais seulement en 1967 et 1968, les travaux classiques de Pietsch [17] et Lindenstrauss-
Pelczynski [15] précisés les idées précieuses de Grothendieck; et ont clairement contribué
au développement de cette notion. Dans ce travail on va étudier la notion des opérateurs
(¢, p; Y)-sommants qui est introduit par Kislyakov dans 1992 et présenter aussi le théoréme
de domination pour cette catégorie d’opérateurs pour p = ¢ qui est démontrer par Kislyakov
[13] en utilisant des nouvelles techniques trouvées dans [21], [4], [22]. Une version générale du
théoréme domination de Pietsch démontré dans [21] est une version améliorée d’un résultat
similaire dans [4] (voir aussi [22]). Le but de ce travail est de regrouper quelques résultats
importants qui sont dédiés au développement de quelques théorémes de sommabilité des
opérateurs linéaires de type (g, p; Y)-sommants.

On va étudie la notion des opérateurs linéaires (¢, p; Y')-sommants et les relations entre
ces opérateurs avec les opérateurs (¢, p)-sommants et les opérateurs intégraux. Pietsch a
établie que si T est p-sommant et S est g-sommant, alors ST est r-sommants(voir 2.1.5 dans
le chapitre) avec r = min {1, i + é} Ce résultat est généralisé par N.Tomczak [28] ou il
a prouvé que si S est (s,t)-sommants alors ST est(r, ¢)-sommants, ol % = % + % < 1,% =
% + % < 1. Notre but est de représenter une généralisations de résultat de N.Tomczak pour
les operateurs (p, Y)-sommants qui a été de démontré par O.Blasco et T.Signes dans [2].

Notre travail est réparti en deux chapitres:

Dans le premier chapitre, on donne un apercu général sur les opérateurs isomorphismes
isométriques, puis la topologie faible et x—faible et les opérateurs linéaires bornés et aussi

les opérateurs compacts et faiblement compacts et quelques notions fondamentales de prob-

abilités et quelques définitions (la suite de Rademacher Bernoulli, Produit tensoriel des



Introduction

espaces vectoriels, formes bilinéaires, puis le produit tensoriel des espaces de Banach,norme
projective, norme injective, les normes raisonnables,...etc.), enfin on définit le type et cotype
de Rademacher et quelques propriétés.

Le deuxiéme chapitre, on va définir, les espaces de suites p-sommables et faiblements
sommables et la classe des opérateurs p-sommants. On va rappeler aussi dans ce chapitre
les opérateurs (g, p)-sommants. Au plus quelques théorémes par exemple le théoréme de
domination de Pietsch et I'inclusion et le théoréme de Grothendieck, on va chercher & étudier,
la relation entre ces opérateurs et les opérateurs (g, p; Y)-sommants. Puis la composition
des opérateurs (p, Y)-sommants. Enfin on va voir la relation entre les opérateurs intégraux

et les opérateurs 1-sommants et intégraux.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Quelques définitions essentielles

On désignera par X et Y deux espaces de Banach et X*,Y* sont leurs espaces duaux, et

rappelons que le bidual de X noté X** est le dual de X* et qu’on peut muni de la norme
VEeX™, [[Elge = sup [<E& " >].
ll* ||y« <1

Définition 1.1.1 Un opérateur linéaire T' : X — Y entre X et Y est dit borné s’il existe

une constante C' > 0 telle que

|T(x)|| < Clz|, pourtout x € X. (1.1.1)

Dans ce cas, pour tout x € X, on définit

1T} = f{C: [ T(x)]| < Cl]l}
= Supep, [[T(2)]
= sup, = [|T(2)]]

_ I7(@)l
= SUPas0 Tl

(1.1.2)

On note par L(X,Y) Uespace vectoriel des opérateurs linéaires bornés de X dans Y qui
est un espace de Banach sur k(= R ou C) muni de la norme définit par (1.1.2). La boule

unité fermée de X sera désignée par Bx.



1.1. Quelques définitions essentielles

Définition 1.1.2 (Isomorphisme, isométrie) L application linéaire T : X — Y est dite
isomorphisme si T est bijective continue et T~ continue. De plus si || T(z)|| = ||z|| pour tout
x € X, on dit que T est une isométrie. Si l'isomorphisme T : X — T(X) vérifier ||T(z)|| =

|z|| pour tout x € X, on dit que T est une isométrie injective et on écrit T : X — Y.

Définition 1.1.3 Un espace de Banach Y est finiment représentable dans un espace de
Banach X si pour tout € > 0, et pour tout sous-espace E de 'Y de dimension finie, il existe

une application linéaire T : EE — X, avec
o] < [T ()| < (X +e) =], © € E.

Définition 1.1.4 (Topologies faible et x-faible) Sur l’espace X. On définit la topologie
faible o(X, X*) noté aussiw qui est la topologie la moins fine sur X rendant continues toutes
les formes linéaires sur X. Soit (x,)n,>1 une suite de X; et x € X. On dilt que converge
faiblement vers x et on écrit x = w — lim,,_,, x,, si et seulement si

(", z) = lim (2%, x,),Vz" € X~

n—oo

Sur lespace X* muni & la topologie de la norme||.|

€t la topologie faible o(X*, X**)
, est définie la topologie *— faible (préfaible) o(X*, X) note aussi w*qui est la topologie la

moins fine sur X* rendant continues toutes les application linéaires.

Y, @ X' — k
o pat) = (2t ),
Soit (xf)p>1 une suite de X* , z* € X*. On dit que (23),>1 converge préfaiblement vers

x*dans X* et on écrit x* = w* — lim,,_, T, st et seulement si

(x,2%) = lim (z,z)) Ve e X

n—oo

Définition 1.1.5 Un espace de Banach X est dit réflexif si ’application

J X — X

x — J(x) = (z,2%)



1.1. Quelques définitions essentielles

est bijective. Notons que st X est un espace normé et si l’application canonique J : X —
X** est bijective, alors nécessairement X est un espace de Banach, car X** est un espace

de Banach et J est une application linéaire bijective et isométrique.
Exemple 1.1.1

1. Les espaces normés de dimension finies sont réflexifs.

2. Pour tout p €]1, 00l I, est réflexif.

Définition 1.1.6 Un sous-ensemble E de X est relativement compact si son adhérence E

est compacte. Le sous-ensemble E est dit précompact si son complété est compact.

Définition 1.1.7 (Les opérateurs compacts) Un opérateur linéaire borné T € L(X,Y)
est dit compact s’il transforme toute partie bornée de X en une partie relativement compact
deY i.e.,(¥V B borneé dans X, m compact). Autrement dit, T est compact si et seulement
si pour toute suite bornée (x,), de X, la suite (T(x,)), admet une sous-suite convergente.

On note K(X,Y) Uespace vectoriel des opérateurs linéaires compacts de X dansY .On pose

K(X) = K(X, X).

Définition 1.1.8 Un opérateur linéaire borné T : X — Y est faiblement compact (T €
W(X,Y)), si T(Bx)est relativement faiblement compact de Y (i.e., T(Bx) faiblement com-
pact de 'Y ).

Théoréme 1.1.1 ( Eberlein-Smulian, [5])
Lopérateur T' : X — Y est faiblement compact, si est seulement si, donnée une suite

bornée (x,) C X, alors T'(x,) posséde une sous-suite faiblement convergente dans'Y .

Remarque 1.1.1 Soit T : X — Y un opérateur. Si X ou Y sont réflexifs, alors T est

faiblement compact.

1. Un sous-ensemble A C X (X un normé) est relativement faiblement compact si la fer-

meture faible de A est compact de la topologie faible de X .

2. Soit X un espace de Banach. Alors Bx est faiblement compact, si et seulement si, X

est réflexif.



1.2. Représentation sur un produit tensoriel

On appelle espace de probabilité un triplet (2, .4, P) ou (£2,.4) est un espace mesurable
et P: A — [0,1] une probabilité sur 4, de masse totale 1,  représente I’ensemble de

toutes les éventualités possibles.

Théoréme 1.1.2 (L’inégalite de Holder) Soient q,p € |0,+oc[ tel que ]13 + pi* =1cet
(:)i,(ys): € X on a

>l ||yi||§<2||$i”p) (ZH%II”*) : (1.1.3)
i=1 i=1 i=1

Théoréme 1.1.3 (L’inégalite de Holder généralisé) Soientr,p,q € |0, +oo] telle que% =

B =

1 1
= = on a
p+q )

(Z(Hxin Hyin)?“) s(ZIWI”) (Zuyz-uqy (114)

=1

3
3 |

1.2 Représentation sur un produit tensoriel

1.2.1 Produit tensoriel des espaces vectoriels

Dans cette section X; Y, Z sera espaces vectoriels sur un corps k telle que(k = R ou C).

Définition 1.2.1 (formes bilinéaire) Une application A : X XY — Z est bilinéaire si

elle est linéaire pour chaque variable.i.e.,

Alarzy + agza,y) = 1Az, y) + aaA(ze,y)
Az, Biyr + Bayz) = BiA(x, y1) + BrA(z,y2)
Pour tout x,x1,19 € X et y,y1,y2 € Y et aq, s, 51,55 € k(k = R ou C). Désignons

B(X xY,Z) l’espace des applications bilinéaires de X XY dans Z. Lorsque Z =k, désignent
B(X xY,k) =B(X xY).

Définition 1.2.2 Soit F [’espace vectoriel libre généré par l'ensemble X x Y et N C F le

sous-espace engendré par les éléments de la forme

() + 22,y) — ar1,y) — (22, ¥),
(iL’,Oéyl + y2) - O‘(xayl) - (l’,y2>.



1.2. Représentation sur un produit tensoriel

oux,x1,T2 € X, y,1ny2 € Y et a € k. Par définition, le produit tensoriel de X et'Y est
’espace vectoriel quotient X @Y := F/N.

Définition 1.2.3 Soient X et Y des espaces vectoriels sur R. Un produit tensoriel de X
et Y est un espace vectoriel Z sur R avec une application bilinéaire ¢ : X XY — Z tel que
pour tout espace vectoriel Vet toute bilinéaire v : X XY — V| il existe une application
linéaire unique v : Z — V tel que 1 = 1 o ¢, appelé la" Propriété universelle "du produit
tensoriel. telle que le diagramme
XxY o Z
5
vl S
V

On rappelle que l'image d’un couple (x,y) € X x Y par le morphisme universelle

¢: XX Y —=Zsenotex®@y e 4.

Proposition 1.2.1 Pour toute application bilinéaire v : X x Y — V| il existe un unique

application linéaire & 2 Z — V tel que

Y(r ®y) =1(r,y) pour tout x € X et y € Y. (1.2.1)

Preuve. Définir une application linéaire @Y) : F — V par

QZ’ (Z Oéi@ia!/@')) = Zaiw(xi;yi)

Bilinéarité de v implique {D(J\/’ )=0

~

Y ((ary + 29,y) — a(21,y) — (2, ¥)) = Y(aw + T2,y) — ap(z1,y) — Y(22,y) = 0.

et de méme pour 'autre type de vecteurs couvrants. Par conséquent, 1) descend a une

application linéaire ¢ : F/IN = X @Y — V, ¢([z]) := ¢ (z).



1.2. Représentation sur un produit tensoriel

Par construction,

bzey) = ¥ ((z,y)])
= ZZJ(IL‘,y)
= ¢($,y)

(Unicité) Depuis X ® Y est engendré par les produits tensoriels purs, chaque application

linéaire est déterminée par ses valeurs sur ces éléments. m

Définition 1.2.4 ( Produit tensoriel de deux vecteurs)Soient v € X, y € Y. On
définit x @ y comme étant une forme linéaire sur 'espace de formes bilinéaires B(X X Y)

comme suite
r®y: BXxY) — R

A — (r®y)(A) = Alz,y)

Définition 1.2.5 ( Produit tensoriel des espaces vectoriels et le rang d’un tenseur)

On définie X @Y le sous-espace de B(X x Y)* telle que

XY =span{ry: v X,ycY} (1.2.2)

i.e., toute application u de X ® Y de la forme

U = Z«Ti®yi
i=1

Le plus petit nombre m pour lesquels il existe une représentation de u contenant m termes

est appelé le rang de u. Enfin, nous définissons un produit tensoriel de deux opérateurs.

Définition 1.2.6 Soient T} : X1 — Xo et T3 : Y] — Yo définie T' 0Ty : X1Q0Y; — Xo® Y,

pour étre unique transformation linéaire qui satisfait

NelT: X107 — Xo®Y,
(Meh)(rey) = (Tr)e (Tw)

Proposition 1.2.2 (Propriétés du produit tensoriel) Soit (x,y) — x @y une applica-

tion bilinéaire vérifier les propriétés suivants

L (21 +22)® y =010 y + 120 ¥,



1.2. Représentation sur un produit tensoriel

2. 201 +y2) =T Ry + T ® ys,
3. Nz ®y) =) ®@y=2 (\y),
4. 0 xr=2x0=0.

Proposition 1.2.3 Si{e;},.; et {f;};c; sont des bases pour X, Y respectivement, puis{e; @ f;}, ;est

une base pour X ® Y. Pour X etY sont de dimension finie on a
dim(X ® V) = dim(X) dim(Y"). (1.2.3)

Preuve. Désignons B := {v; ® w; : i € I,j € J}. 1l est clair que la linéaire de B
contient tous les produits tenseurs purs v ® w. Par conséquent, B couvre V ® W. Pour voir
que B est linéairement indépendant.

Considérer les deux bases {a; : i € I} dans V* et {8, : j € J} dans W, respectivement.

Ils sont définis par les conditions
dag(vi) = O, 08,(wy) = i,

pour tout 7, k € I et j, [ € J. Compte tenu des nombres ¢; ; € K, avec seulement un

nombre fini de ¢; ; # 0, de telle sorte que

E C; Vi & w; = 0,

i
alors
0= (ax® ) (Z CijVi @ wj) = i ®B) (v @wy) = cijon(vi) By (wy) = cxy
7,7 1y,] y,]

Pour tout k € 1,1 € J. Ainsi, B est linéairement indépendant, en effet. m

1.2.2 Produit tensoriel des espaces de Banach

Dans cette section, nous considérons deux espaces de Banach (X, ||.||y), (Y, ].|ly), et on

définie deux normes sur le produit tensoriel algébrique X ® Y.

Définition 1.2.7 (Norme projectiver sur un produit tensoriel) Pour u € X @ Y on

a



1.2. Représentation sur un produit tensoriel

[[ul|; = inf {Z il x Nlyilly = w= ZSEZ ® yi} (1.2.4)
i1 i—1

Par des normes tensoriels, la norme projective est évidemment la plus grande norme ten-

soriel.

Proposition 1.2.4 [2/] ||.||. est une norme sur X @ Y et ||z @yl = ||z| x |yl -
Nous désignerons par X ®:Y est le produit tensoriel X®Y muni de la norme projective||.|| .
Sauf si les espaces X et'Y sont de dimension finie, cet espace n’est pas complet, méme si

X etY sont des espaces de Banach. On note par X®,Y le complété de X @, Y .

Définition 1.2.8 (Norme injective sur un produit tensoriel) Soit u="> "  ©;Qy; €
X ®Y, si l'on considére la forme bilinéaire associée B,(p,1) = > o(x;).0(y;) telle que:
pe X YeY* e>0, puisu — Bu est un prolongement algébrique de X Y a B(X™*,Y™).

|ul|, = sup {

> el)(y)
=1
Proposition 1.2.5 Si X,Y sont de dimension finie alors (X®Y)* = X* QY*.

:u:in@)yi,goeBX*,z/JeBy*} (1.2.5)

=1

Définition 1.2.9 (Les normes raisonnables) Une norme sur X etY est dite raisonnable
si Uapplication bilinéaire (x,y) — x®y de X XY dans X ® Y est de norme < 1, et si de
méme (x', y/) — 2 ®y est une application bilinéaire de norme <1 de X' x Y dans le dual
de ’espace normé X ® Y.

Désignant la norme de ce dual par o', ces conditions signifient que a(x ®1y) < a(z)a(y)
eta (v @y) <a(x)d(y)purze X, yeVY, 2 € X,y €Y. X @Y s’identifie
alors & un sous-espace vectoriel du dual de Uespace normé X ® Y. La norme o induite sur
X' @Y par ce dual est aussi une norme raisonnable. On désigne par X®,Y le complété de

X ®Y pour la norme raisonnable «.

Exemple 1.2.1 Les normes projective et injective sur X ® Y sont raisonnables
L 7wz ®y) = ||yl

2. e(z®@y) = [zl yll,

3. Il existe une norme « est dite raisonnable telle que ¢ < a < .

10



Chapitre 2

Les opérateurs(q, p; Y )-sommants

2.1 Opérateurs (p, g)-sommants

2.1.1 Espace des suites p-sommables

Définition 2.1.1 On note par[,(X) ( resp. 1;(X)) Uespace des suites (x;); ( resp. (¥;)1<i<n

) dans X absolument p-sommables, muni de la norme

( 1
Ty P 71 S p <0
(Zr) 21)

sup [|z;|| ,p = oo .
7

1
n P
(znxiup) <pen
=1

sup [|zil[, p = 00).
\ 1<i<n

||($i)|’zp(X) =

\

(resp- | (21 <izally oy =

D’une fagon analogue, on désigne par 1, l’espace des suites scalaires (o) telles que

o

Z P < o0,

i=1

C’est un espace de Banach pour la norme

1
) p
i=1 (2.1.2)

sup |ay|, p = oco.
3

I, = @), =

11



2.1. Opérateurs (p, q)-sommants

Lemme 2.1.1 L’espace cq est l’espace des suites scalaires (o) telle que lima; = 0. C’est
1— 00

un sous espace fermé de l,, donc un espace de Banach pour la norme

[(cti) || o = sup |ev] (2.1.3)

1

Définition 2.1.2 On note par I$(X) ( resp. [}“(X)) lespace des suites (v;); ( resp.

(xi)1<i<n ) dans X faiblement p-sommables, muni de la norme

(

1
P
o OO INEERES
€] <1

”(xz')Hz;(X)
supq sup |[<z;,§>|p, p=oc0.

L (Ellx«<1
p
sup (ZK i, & >|p> , 1<p<oo
«<1
(7"65]). H("Ei)lgign n w(X)) = Iéllx
! Sup |< l’i7§ >| ) = 0.

€]l x» <1

\  1<i<n

Proposition 2.1.1

1. Pour 1 <p < oo, onal,(X)CIl(X), de plus

@)l (x) < (@)l x)
2.Si p=o0,0naly(X)=1<(X) et
@)l ) = @)l (x) -
3. 1,(X) = I2(X) pour tout 1 <.p < oo si et seulement si dim(X) est finie.

Le lemme classique suivant, qui exprime que le dual de [} (X) s’identifie isométriquement &

I (X%).

1 1
Lemme 2.1.2 Soit 1 < p,p* < 400 tel que — + — = 1. Pour tout o = ()<, €1 et
p p -

B = (ﬁi)lgign €ly ona
n
all, = sup il -
Bl.<1 | |5

12




2.1. Opérateurs (p, q)-sommants

1 1
Lemme 2.1.3 Soit 1 < p,p* < +o0 tel que — + — = 1. Pour tout xy,..,v, € X et
p p
A= ()\1, ,)\n) cR"” on a
H (I‘Z) 1<i<n||jn w = sup )\le
SEEE e Zl

Preuve. On a

H(l’i)lgignul;W(X) T e (Z ) )

€<t \ ;=1

2.1.2 M€ (2
|I£H<1II>\H |Z )
(%)

I

)

= su
[RY/ H£||<1
n
= sup g i
<1 || =5

Ce qui termine la preuve. m

2.1.2 Les opérateurs (p, ¢)-sommants

Définition 2.1.3 Soit T € L(X,Y). On dira que T est (p, q)-sommants pour (1 < p, q < o),

s’il existe une constante C' > 0, telle que pour tout x1,...,x, € X

(Z ||T(-’Bi)||”> p < C sup (Z |< @y, € >|q> q : (2.1.4)

H£||X*§1 i=1

On note 11, ,(X,Y) Uespace de Banach des opérateurs linéaires (p,q)-sommants de X

dans Y muni de la norme
Tpq (1) = inf {C vérifiant 2.1.4} . (2.1.5)

Pour p = q on obtient les opérateurs p-sommants et on note 11, (X,Y) l’espace de

Banach des opérateurs linéaires p-sommants de X dans Y muni de la norme
7, (T') = inf {C vérifiant 2.1.4} . (2.1.6)

Sip = 00, c’est simplement la continuité(i.e. IL, (X,Y) = L(X,Y))
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2.1. Opérateurs (p, q)-sommants

Autrement dit, soit T € L(X,Y) et 1 < p < oo on dit que T est p-sommant, et on écrit

T eIl,(X,Y); s’il existe une canstante C' > 0 tel que pour toute (x;)I, C X, on ait
(T ()i ll,, < C N1 (@il - (2.1.7)

On note par
IL(X,Y) ={T: X — Y linéaires p-sommants}

Pour tout T € I1,(X,Y) on pose
7p(T) = inf {C : vérifiant2.1.7} (2.1.8)
Exemple 2.1.1 Soient K un espace compact, i une mesure positive sur K et 1 < p < oo

1. Pour tout ¢ € L,(u); Uopérateur de multiplication

T, : C(K) — Lyp)
= fy

est p-sommant avec m,(T) = ||| -

2. L’opérateur canonique

est p-sommant avec y(J,) = u(K)%.

Remarque 2.1.1 Il est clair que pour tout T € IL,(X,Y) on a |T| < 7,(T) puisque si on

prend n =1 dans 2.1.7 1.e., x1 = ... = x, = x € X, on trouve
1T (2)|| < 7y(T) [|]]
ce qui donne ||T|| = sup) <1 [|T(z)|| < m,(T).

On a les résultats suivants sur les opérateurs p-sommants. Pietsch a démontré que les

opérateurs p-sommants sont faiblement compacts.

14



2.1. Opérateurs (p, q)-sommants

Théoréme 2.1.1 (Théoréme de domination de Pietsch) [5]Soit T € L(X,Y) est un
opérateur linéaire p-sommant (1 < p < 00), si et seulement si s’il existe une probabilité
réquliére sur l’espace compact K = (Bx«,0(X*, X)), obtenu en munissant la boule unité de

X* de la topologie * -faible, telle que

@ < ) ([l dnter) ) v e x, (2.1.9)

Théoréme 2.1.2 Soit T : X — Y un opérateur p-sommant (1 < p < o0). Alors
1. T est faiblement compact.

2. T il transforme les suites faiblement convergentes en suites convergeant en norme (ou,

on dira que T un opérateur de Dunford-Pettis)

Preuve. 1)Vient, pour p > 1, de faire que T se factorise par 'espace réflexif L,, puis
pour p = 1, du théoréme d’inclusion.

2) Soit (z,,) une suite faiblement nulle de X. D’aprés I'inégalité 2.1.9 on a

Gl < m() ([ e uta))’

Il résulte immédiatement du théoréme de convergence dominée de Lebesgue que lim,, o, [|7(x,,)|| =

0. Alors T est un opérateur de Dunford-Pettis. Ce qui termine la preuve. =

Théoréme 2.1.3 (Théoréme d’inclusion) Soient 1 < p,q,r < oo, Soit p < r, supposons
1,1 1,1
que 5+ =2+ alors

I,,(X,Y) C I, (X,Y).

Théoréme 2.1.4 [5]Soit 1 < ¢ < p < o0, soit K un espace compact, et Y un espace de
Banach, pour T :C(K) — Y, on a

T est (p,1)-sommants < T est (p,q) -sommants. (2.1.10)

Lemme 2.1.4 [5]Soit K un espace compact, pour 1 < p < oo, soit T : C(K) — Y est un
opérateur p-sommants. St p < q < 00, on a

1-2

o (T) < 7|72 mp (T)

D
q
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2.2. Opérateurs(q, p; Y )-sommants

Théoréme 2.1.5 (Multiplication de Pietsch) Pour1 < p,q,r < 0o telle que % =
Si Tell,(X,Y), Sell,(X,Y), donc ST € I1.(X,Y) et m, (ST) < 7, (T') .4 (5).

1,1
p+q'

Lemme 2.1.5 Pour zy,..,z, € X, et v : 1% — X, tel que v(e;) =x;, 1 <i<n,ona

Vopérateur v est 2-sommants et my (v) < c|v].

Théoréme 2.1.6 (Le théoréme de Grothendieck) [5]Tout opérateur borné de L' (1) dans

L?()\) est 1—sommant. i.e.,
L(LH (), LX(N)) = TL(LY (1), L2(N)) (2.1.11)

Avec w1 (T) < kg ||T|| ou kg est a constante universelle de Grothendieck.

2.2 Opérateurs(q, p; Y )-sommants

On va introduire la notion des operateurs(q, p; Y')-sommants qui a introduit par Kislyakov

en 1992(voir [13]) .

Définition 2.2.1 Soit 1 < p < q < oo, un opérateur T : X®.Y — Z est dit (¢,p;Y)-
sommants s’il existe une constante C > 0 telle que pour toute suite finie uy ug, ..., u, € XQY,

nous avons

( > HT(uk)HqZ> <0 s ( > Huk(w*)\l’é> (2.2.1)

{L'*EBx*

ngk 2

ot ug(z*) = Z (x*, 2 5) Yjk » POUT U = Zfﬂj,k ®Yjks Yk €Y etz € X.
j=1 j=1

La classe des opérateurs linéaires(q, p;Y)-sommants notée par 1IY (X®.Y,Z) muni de

Yy
a.p
la norme sutvante

7Y (T) = inf {C vérifiant 2.2.1}

a.p
Si g = p on note par HZ(XQAZ)&Y, Z) et m)(T) Pour Y =k on a Hﬂ;’p(X@)Ek, Z) =
Hl]yP<X7 Z) voir [ﬂa [5]7 [15]7 []8]’ [19] ou [20]

Proposition 2.2.1

1. VT elll (X®Y,Z), T est continue et |T|| <) (T).
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2.2. Opérateurs(q, p; Y )-sommants

2. HY X®.k, 2), T)) est un sous espace vectoriel normé de L(X®.Y, 7).
qp

Proposition 2.2.2 [2|ou[15]L’espace 11} (X®.Y, Z) est un espace de Banach muni de la

norme m) (T).

Preuve. i)II} (X®.Y, Z) est un sous espace vectoriel £L(X®.Y, Z)?
a)Soient T, S € H;fp(X®5§/, Z). Soient uy, ug, ..., u, € X @Y.

1

Z I+ S)(uwuqz) q
. guﬂuk)w(ukn@)
ki HT(uk)qu) %+ ( 3 s<uk>|qz);

7Y (T)SUDeci. (Znuk |p); 4 7Y () UDyecy (Znuk ||p)
= (T) +7,(5) St (Znuk )

DouT+ S ell} (X&.Y,Z)et n} (T'+5) <m) (T)+m (5).
b)Soit v € k et T € I} (X ®.Y, Z)

Q=

IN

1
p

IN

1

(anwwn%)q - (anumn%)
k=1 k=1

7Y (T). 5Dy ( 3 flaw(a H”)
— o] 7 (7). supyec.. (Zuuk ||p>

p

IN

1

On a, alors

D’autre part

17



2.2. Opérateurs(q, p; Y )-sommants

Donc

7Y (aT) > ol 7l (T),
D’ou

m(aT) =|a| ) (T).
c)Soit m} (T) =0;ona |T|| <7} (T)=0=|T|=0=T=0
Finalement, 11} (X®.Y, Z) est un sous espace vectoriel normé L(X®.Y, Z).
@)Y (X ®.Y, Z) est complet.
Soit (T}, )nen une suite de Cauchy dans IIY (X ®.Y, Z)

D’apres la Proposition 2.2.1 on a
Y
|Tn — Tl < 7rq,p(Tn —Thm)

Donc (T}, )nen est une suite de Cauchy dans £(X®.Y, Z). Alors converge vers une limite
T e L(X®.Y,Z).

Soient € > 0 donné et ky un entier. Soient n,m > kg, tels que
7t (T, —Ty) <e
q,p n m —

Soient uq, ug, ..., u, € X @Y

( > INT — Tm)(uk)\lqz> < Top(Tn = Tin)- SUD-cpp,., < > IIuk(éE*)llfx>

n
< ¢ e, (znukmn@
k=1

En faisant tendre m vers ’'infinie.

Qe

1 1
( > T, - T)(Uk)llqz) < Typ(To = T).5Upsecp,. ( ||uk(x*)|y’;,)
k=1
On a montrer que
Y - Y
(T, -T)ell, (XY, Z) et m, (T, = T) < e.

Enfin
T=T-T,+1T,,

18



2.2. Opérateurs(q, p; Y )-sommants

On a
Y A Yy A
T-T,¢€ HW(X@EY, Z)et T, € qup(X(X)EY, Z),

Donc

T elll (X®.Y,Z).

P

Ce qui prouve H;fp(X ®.Y, Z) que est bien un espace vectoriel complet. Alors H;ip(X ®.Y, Z)

Y

est un espace de Banach muni de la norme 7,

(T"). Ce qui termine la preuve. m
Maintenant nous présentons le théoreme de domination pour cette catégorie d’opérateurs
pour p = ¢ qui est démontré par Kislyakov [13]en utilisant des nouvelles techniques trouvées
dans [21], [4], [22].
Une version générale du théoréme domination de Pietsch démontré dans [21] est une

version améliorée d’un résultat similaire dans [4] (voir aussi [22]).

Définition 2.2.2 Soient X, Y etV (arbitraires) ensembles non vides, H(X,Y') une famille

non vide de X dans 'Y, G un espace de Banach et K un espace compact de Hausdorff. Soit
R:KxVxG-—10,00)etS:H(X,Y)xV xG—[0,00)

deuz applications arbitraires et 1 < q < 0o. une application f € H(X,Y) est (R-S)-
abstracts q-sommant s’il existe une constante C > 0 de telle sorte que

1

<Z S(f, Ly, bj)q> q < Csup (Z R (e, Ly bj>q> q ) (2.2.2)

peK =1

pour tous Ty, ...,Tm €V, by,.... b, € G et m € N.

Supposons que R est tel que
R,y K — [0,00) définie par: R, p(¢) = R(p,x,b) (2.2.3)

est continue pour chaque x € V et b € G. Le théoréem de domination de Pietsch de [21]

lit comme suit

Théoréme 2.2.1 (Généralisation du théoréme domination de Pietsch) Supposons que

S est arbitraire, R satisfait 2.2.3 et soit (1 < p < o0). On dit que f € H(X,Y) est (R-S)-

abstracts p-sommant, si et seulement s’il existe une constante C' > 0 et une mesure de
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2.2. Opérateurs(q, p; Y )-sommants

probabilités sur K telle que

S(f,z,0)<C (/}(R(go,x,b)p du(gp))l/p (2.2.4)

pour toute x € V et b € G.

Théoréme 2.2.2 [15Soit 1 < p < oo, un opérateur T : X®.Y — Z est (p,Y)-sommants
si et seulement s’il existe une mesure de probabilités p sur (Bx»,w*) et une constante C' > 0

telle que pour tout u € X @Y on a

1T (u)llz < C”/ lu(@)y du(z") (2.2.5)

By

et 7 (T) = {inf C' vérifiant (2.2.5)}.
Preuve. On choisit les parameétres

V= X&.Y,
G =R,

K = Bx-+, qui est un espace de Hausdorff compact dans la topologie de la convergence faible
sur E, H est un ensemble de toutes les applications de X®.Y & Z et R et S sont définies
par

S:H X (X®Y) xR — [0,00), S(T,u,c) = |c|[|T(u)|z

R: Bx+ x (X®.Y) xR — [0,00), R(z*,u,c) = |c|u(z*)|y

D’apres la Définition 2.2.2 il en résulte que T est (p,Y’) -sommants si et seulement si T’
est (R-S)-abstracts p-sommant. donc on a S(f,z,b) < C ([, R(p,z,b)" du(gp))l/p, Ce qui

termine la preuve. m

Définition 2.2.3 Pour chaque opérateur borné T : X®.Y — Z on peut consideére ¢(T) =
T#:Y — L(X,Z) définie par T#(y)(x) = T(x @y), telle que v € X ety € Y. Il est clair
que cela est un borné i.e., p(L(X®.Y, 7)) C L(Y,L(X, Z))
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2.2. Opérateurs(q, p; Y )-sommants

Corollaire 2.2.1 511 <p<g< o0, on a
Y (X®.Y,Z) CIIY (X&.Y, Z)

Définition 2.2.4 Un opérateur T : C(2, X)) — Y telle que Q) est compact sépare,est appelé
un opérateur p-dominé (8 s’il existe une constante C' > 0 et une mesure de probabilités

sur §) telle que

IT(HIF < C/ L @I du(t) (2.2.6)

Remarque 2.2.1 [19)Si X = C(R2) est l’espace des fonctions continues sur l’espace compact
de Hausdorff Q, Uopérateur T : C(Q)®.Y — Z est 1-sommant si et seulement si T# :
C(Q) — I (Y, Z) est 1-sommant.

Dans [22], les auteurs nous montrent une version abstraite de principe de 'inclusion, il
suit la ligne de la version générale du théoréme domination de Pietsch, Pour des raisons
techniques, le cadre abstrait présente est 1égérement différents de 'un des I’a noté ci-dessus.
Soient X,Y,V,G,W (arbitraires) ensembles non vides, Z un espace vectoriel et H(X,Y)

une famille non vide des applications de X dans Y. Considérons

R:ZxGxW —[0,00)
S:H(X,)Y)X ZxGxV —[0,00)

Soit 1 < p < g < ooet aecR. On suppose que

m

sup ZR(zj,gj,w)p < 00 et supZS(f, 2;,g4,0)? < o00.
wEszl veV j=1

Pour chaque m entier positif et 21, ..., 2, € Z et g1, ..., 9m € G, f € H(X,Y) dire (R-5)-
abstracts (g, p)-sommants (notation f € RSy (X,Y)) s'il existe une constante C' > 0 telle

que

Q=

m m 1/p
(supZS(f, zj,gj,v)q> <C (sup ZR(zj,gj,w)p> :

veV =1 weWw =1

Pour toutes 21, ..., 2, € Z, g1, ..., gm € Get m € N. On dira que S et R sont multiplicatifs
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2.2. Opérateurs(q, p; Y )-sommants

dans la variable z si
R(A\z,g,w) =[N R(z,9,w),
S(f, Az, g,v) = A S(f,2,9,v).

Théoréme 2.2.3 5S¢
pj S Qj pourj = 1727

1< p; <py < o0,
=PL=P (2.2.7)

1< g <q < oo,
1 _ 11 _ 1
p1 q — p2 q2

et S et R sont multiplicatifs dans la variable z ona RSy, p) (X,Y) C RS(4p0) (X,Y).

Théoréme 2.2.4 Sipj et qj étre comme dans 2.2.7, alors

(2.2.8)

I}, ,)(X®Y, Z) C I, (X&.Y, Z).

q1,P1
Preuve. Soit 1 < p < ¢ < 0o, puis prenant

Z=R,G=X&Y,W = By, V={0}

et H(X,Y) est 'ensemble de toutes les applications linéaires de X a Y et R et S sont

définies par
R:Rx (X®Y) x Bxs — [0,00) ,

R(C,u,z%) = |Cllu(z")]
S:H(X;Y) xR x (X®Y) x {0} — [0,00) ,
S(T,C,u,0) = [Cl|T(u)]| 2

I faut que T est (g,p;Y)-sommants si et seulement si elle est(R-S)-abstracts (¢, p)-

sommant. D’apres le Théoréme 2.2.3 nous obtient le théoréme d’inclusion pour cette classe

d’opérateurs. m

Proposition 2.2.3 Si T' est un opérateur (p,Y)-sommants si et seulement si T* est p-

sommant.
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2.2. Opérateurs(q, p; Y )-sommants

Preuve.
1) T est (p,Y)-sommants = T# est p-sommant,

Nous avons ||T# (y) ()|, = |T(z ® y)|| set par le Théoréme 2.2.2 on a
|7 (y) ()],

w}; (1) (Jy. I e y(w*)ﬂ@ d/A);

= w1 ([, @), ) du)”

Alors T # est p—sommant et m, (T#) <=} (T).

IN

2)Pour montrer I'inverse, nous pouvons prendre u = x ® y, et le Théoréme 2.2.2 donne

17 ()
= [Tyl
- @, |
< 7 (T%) (. @@ dr)”
< 7 (T%) (J,. 10 @) ()l )’
< 1 (T#) ([, 1) @) 5 )5 .
Alors T est (p, Y)—sommants et 7 (T) < m, (T'*#). Ce qui termine la preuve. m

Proposition 2.2.4 [2|Nous avons toujours 11,,(X®.Y,Z) C I} (X®.Y,Z).

Preuve. Soit u; us, ..., u, € X®.Y une suite finie et nous avons

1
p

ICwr) i (xg.v) = sup (ZI "Ry uk) ) ; 2" € By, y" € By~
Et
(w(®),y") =D (", 2) (') = (@ @y u)
Pour tout u = Zn T ®y; € X ®Y et par conséquent, si uy ug,...,u, € X Y et
J:

nous avons obtenu

1
P
1(wr) i (xe.v) < sUP (ZII% H”)

T*EBx*

Par conséquent, nous avons l'inclusion suivante
,p(X®:Y, Z) CIIY (X &Y, Z)

Ce qui termine la preuve. m
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2.2. Opérateurs(q, p; Y )-sommants

Proposition 2.2.5 [2|Soit 1 < p < ¢ < oo. Si I} (X®.Y,Z) = 11,,(X®.Y,Z), alors
L(Y,Z) = 1y, (Y, Z). En particulier IY (X®.Y,Y) = IL(X&®.Y.Y) si et seulement si
dim(Y’) < oo.

Preuve. Supposons H;fp(X@)aY, 7Z) =11,,(X®.Y,Z) et a faire prendre A € L(Y, Z),
fixer zj € X* et on considere Ty 4 : X®.Y — Z donner par Ty a(u) = A((u, z3)).

1l est clair qu’il est (1,Y)-sommants(en particulier (g, p;Y )-sommants) par hypothése
Tiga € Hq,p(X@)EY, 7)

Soit (y;)52, € I;)(Y) et xg € Bx avec (g, zo) # 0 puis

To5a((y; ® m0)) = A({wg; 20) ;) = (w55 20) A(y;) € l4(Z)
cela montre que A € 11, ,(Y, Z). Ce qui termine la preuve. m

Corollaire 2.2.2 [27] On o IIF(C(Q,X),Y) = I, (C(Q,X),Y) si et seulement si X est

de dimension finie.

1. Siles opérateurs (q, p)-sommants on a linclusion suivante 1Y (X®.Y,Z) C 1Y, (X®.Y,Z)

q1,P1 q2,p2
) ; 1 1 1 1
si l<p<p<qa<g@<ooousipi<pyq<qet,— <o

2. [(X®.Y,Z) = I} (X®.Y, Z) pour chaque 2 < p < oo [15).

3. IN(C(N)R.Y,Z) =L (C(Q)&.Y, Z) (voir le Théoréme 2.1.6).

Remarque 2.2.2 Le résultat ci-dessus se prolonge a la suite de [1], ou il a été montré que si

T:X®.Y — Z est p-sommant pour (1 < p < 00), alors T* .Y — L(X,Z) est p-sommant.
Proposition 2.2.6 [2]Soit 1 <p<qg< oo
1' (b(Ht}]/,p(X@eK Z)) g E(Y7 HQ,P(Xv Z));

2. Si o(IlY (X ®.Y,Z)) C I, (Y, L(X, Z)) alors L(Y, Z) = 114,(Y, Z). En particulier si
(I (XR®.Y,Y)) CIL(Y, L(X,Y)) pour 1 < p < oo alors dim(Y') < co.
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2.2. Opérateurs(q, p; Y )-sommants

Preuve. 1.S0it T : X&.Y — Z un opérateur (g, p; Y )-sommants et 7% (y) € 11, (X, Z)
et y €Y, soit x1,x9,...,x, € X
1
q

<Z \\T#<y><xj>u;) - <Z 1Ty & y)||qz> q

< myp(T)-Sup,cp,, {Z !I(x*7$j>yH€}

J=1

3=

3=

= lylly 75 ,(T)-sup,ecp,. {Z |<93*;wj>lp}

j=1

Donc T#(y) € I, (X, Z) avec Iy, (T#(y) < lylly -7y, (T).

2. Soit xp € X et xj € X* de telle sorte que ||zo|| = 1 et (xo,zf) = ||z§|| = 1, pour chaque
A€ L(Y,Z), on considere I'operateur Tyx 4 : X®.Y — Y définie par Ty a(u) = A((u, 23)),
qui est (1,Y)-sommants puis Tjg,A e I1,,(Y, £(X,Y))Donc

q q
L(X,Y)

(Z T (e s yj>yy;) |
- (Z HA(yj)u%) ;

T;Zé A (yj )

1
[ee) ) o)
R (TE ) Sy (zuyj,y*w) > (21
j=1

j=1

v

Ce qui termine la preuve. m

2.2.1 La composition des opérateurs (p,Y)-sommants

Pietsch a etudie que si T" est p-sommant et S est g-sommant, alors ST est r-sommant(voir

1

2.1.5 dans ce chapitre) avec r = min {1, % + 5

}. Le resultat est généralisé par N.Tomczak
28], il a prouvé que si S est (s,?)-sommants alors ST est(r, ¢)-sommants, ou 1 = % +1<
1, % = 119 + % < 1. On va réprésenter une généralisations du resultat de N.Tomczak pour les
operateurs (p; Y')—sommants elle est démontré par O.Blasco et T.Signes dans [2].

Lemme 2.2.1 [2]Soit 1 < p < co on dit que T : X®.Y — Z un opérateur (p,Y)-sommants

s’il existe une mesure de probabilités ju sur (Bx«,w*) tel que pour tout z* € Z*et s’il existe
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2.2. Opérateurs(q, p; Y )-sommants

une fonction non négative f.« € Ly(Bx-~, ) vérifiant

(=%, T(u))] < / [{w, )y for (%) dp(7)

By«

Pour tout u € X®.Y et [| fzr

L, <T@,

Preuve. Comme T est (p,Y)-sommants, d’aprés le Théoréme 2.2.2 on peut trouver
la mesure de probabilités p sur (Bx«,w*), un sous-espace fermé X,(Y) de la L,(u,Y) et
un opérateur T € L(X,(Y), Z), de telle sorte que ijix®ey =T et HTH = 7 (T), ot un

opérateur iyg y @ X ®.Y — C(Bx+)®.Y est le plongement isométrique définie par

IX6.Y (Z T ® yj) = Z%(IJ) @ Yj-

ix est intégration naturelle de X dans C(Bx-), et j, est la restriction a ixg y (X ®.Y)

du j, d’inclusion du j, : C(Bx~,Y) — Lp(u,Y). De plus, pour tout u € X®.Y,

‘ <T*(z*), jpiX®EY(u)> ‘ _

<Z*7 ijiX®5Y(u)> ‘

<l |7 oy 0l
= Wz(T) HZ*'Z jpiX@)sY(u)”Lp(,u,Y)
Autrement dit, T*(2*) € (X,(Y))* avec HT*(Z*) < 7y (T) ||z*|| ;. Puis, par 'extension

du théoréme de Hahn-Banach et la dualité (L,(¢,Y))* = Ve (i, Y*) (voir par exemple [8]),
on peut trouver un vecteur évaluée mesure F,- : B — Y* avec p bornée de telle sorte que

7+ et Fo|(x,0v)) = T*(2*). Ensuite, pour tout v € X®.Y,

la variation |F.-|, <7} (T) ||2*]

nous avons
(T = (T dpxen )
= <FZ*7jpiX®EY(U/)>
= fo* (u, z*) dF« (z*),
alors

(" TW) < g,

(uw, 2%y d]Ex]| (7).
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2.2. Opérateurs(q, p; Y )-sommants

D’un autre coté, on sait qu’il existe une fonction non négative f.- € L, (Bx~, pt) avec
E) = / Jodp.
E

y < (1)

= |F..

Pour tous E € Bet ||f-],

Donc

(2%, T (u)] S/B [, ) ly for (%) dpa(™).

Ce qui termine la preuve. m

Théoréme 2.2.5 [2T € I} (X®.Y,Z) et S € Hst(Z W), donc Uopérateur ST : X®.Y —

W est (r,q;Y)-sommants o ; = -+ < 1,0 =+ ¢ < Letn) (ST) < my(S).m) (T).

Preuve. Soit (u;)"_; une suite finie d’é¢léments dans I'espace X ®.Y et w; = o,v; ol
1

p

[ wi, ) |ly dpa(x™)

X*
Puis par I'inégalités de Holder nous avons

(S IST () )* @29
S (S0 [, T)])

RS

(S IST@) ) < (2, |odl”)
7ot(S) (o)1

o=

IA

Nous avons estimé ’expression derniéres , note que

Il = / > s ) - )
SR (Zn ||q>

D’autre part, puisque 7" est (p, Y)-sommants, par le Lemme 2.2.1 on a

1
P

(", T(v2)) / Vi 2y for (%) dpa®).

By«
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2.3. Les opérateurs intégraux

Que nous observons, donc
[(z5, T(vi))] < 0{1/ iy )13 iy 215 [ for (@) | for (27)] 7 dpa(a®)
Bx*

En utilisant I'inégalité de Holder deux fois, on obtient

/
b L
t /

Tl < oo | [ (e 15-@OF) (e 6)P)” dute)

1
t

/ W 2% |for @) dpu(z®) | 1Y

IA

p/

Puis )
%

[z T(wa))| < lIfe-lz

/H st ) Ve @) dpa)

Résumant sur ¢ = 1,2, ..., n, nous obtenons

(Zuz*,T(vi)w) < If- / ZH w2} | fe @) )

lm

1
Pl v i
S HfZ*Hzp/ ||fZ* tp Sup$ GBX* (Z ” ul’ Hq>
1
t
< el sy (ZH uisa W)
1
t
< 1 (1) 12"l 5 suPgeey. (Z [{ui, ||q> :

On obtient

(Z ||ST(UZ)||;V> < 7ot (S)my (S). sup,ecp.. (Z | (ui, ||‘1> . Ce qui termine
=1

Q=

la preuve. m

2.3 Les opérateurs intégraux

Définition 2.3.1 Un opérateur linéaire borné T' entre X et'Y est appelé un opérateur in-

tégral si la forme bilinéaire T définit un élément de (X®.Y*)*, ou 7 est induite par T selon

la formule T(e,z*) = x*(Te)(e € X,x* € Y*). Nous allons définir la norme intégrale de T,
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2.3. Les opérateurs intégraux

Zn:ei@)x;‘ < 1}.
i=1 -

L’espace de tous les opérateurs intégraux de X dans'Y sera notée [(X,Y).

notée ||T|,,, par

n

> 2}(Te;)

=1

T[],y = sup {

Définition 2.3.2 Nous dirons que X est un L., —espace si, pour une X > 1, nous avons que
pour chaque sous-espace de dimension finie B de X, il existe un sous-espace de dimension
finie E de X contenant B, et un opérateur linéaire borné inversible T : E — 19™E tel que

1T < A

Proposition 2.3.1 [23]L’espace X est un Lo,—espace, si et seulement si pour tout espace
Y nous avons que [(X,Y) = I1;(X,Y). Nous allons utiliser cette caractérisation L, —espace
dans la suite. Enfin, nous notons la caractérisation suivante de 1-sommant des opérateurs

(appelé droit semi-intégral par Grothendieck dans[9)).

Proposition 2.3.2 Les propriétés suivantes a propos d’un opérateur linéaire bornéT' de X

a'Y sont équivalentes

1. Si T est 1-sommant,

2. [l existe un espace de Banach Y7, et une injection isométrique ¢ : Y — Y7, de telle sorte

que poT : X — Y] est un opérateur intégral.
Pour plus de détailler voir [6], [10]ou [19).

Remarque 2.3.1 [16] Si T : X®.Y — Z est p-sommant, alors T# : Y — IL,(X,Z) est

p-sommant, nous avons

O(IL,(X6.Y, 2)) C IL(Y, IL(X, Z)). (2.3.1)
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2.3. Les opérateurs intégraux

2.3.1 Les opérateurs 1-sommants et integraux

Dans cette section, nous allons étudier les opérateurs 1-sommants, et les opérateurs I'intégraux
sur X®.Y. Nous allons utiliser la Proposition 2.3.2 de relier ces deux idées. Premier de

tous, nous avons le résultat suivant.

Théoréme 2.3.1 [6]Soit T : X®.Y — Z un opérateur linéaire borné. Désignons par
1: 74 — Z** le plongement isométrique de Z dans Z**. Alors les deux propriétés suivantes

sont équivalentes
1. T I[(X®.Y,Z),

2. 10T € I(X,1(Y,Z*)), oui: I(Y,Z) — I(Y,Z*) est défini par i(U) = ioU chaque
Ue (Y, Z)

En particulier, si T#* € [(X,1(Y, 7)), alors T € I(X®.Y,Z).

Théoréme 2.3.2 [16]Soit T : X®.Y — Z un opérateur linéaire borné. Si T est intégral,
puis T# : X — I(Y,Z) est 1-sommant. Si en autre X est un Lo,—espace, puis T : X®.Y
— 7 est intégral si et seulement si T# : X — 1(Y,Z) est intégral.

Preuve. Tout d’abord, nous allons montrer que, si 7 : X®.Y — Z est un opérateur

intégral, puis T# est dans I1;(X, [(Y, Z) et = (T#) < ||T||,,,- Soit x1,Za, ..., z, dans X, et

int*

fixer £ > 0. Pour chaque i < n, il existe n; € N, (¥ij)j<n; € Y, et(2];)j<n;, € Z*, de sorte que
”Z] 1yzj ® ZZ] < 1, et

[T#i,, < S0 z(T(w@yy) + &

Comme T est un opérateur intégral, et

< sup{X0, ot (@) : ot < La* € X},

sz 1ZJ 1 i @ Yij @ 2

Il en résulte que

2oim1 e 7y (T (@ @ i) < Ty sup {225 27 (@3)] : [l27] < 1,27 € X7}
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2.3. Les opérateurs intégraux

Donc

YT, < 1T lesup {300 2% (@)l o] < 1,27 € X*} +e.

Maintenant, si en plus X est £, —espace, puis par [23], en effet 'opérateur T# est intégral.

Ce qui termine la preuve. m

Théoréme 2.3.3 [16]Si X est un Lo,—espace, alors l'opérateur linéaire bornée T : X®.Y —

7 est 1-sommant si et seulement si T# : X — 11,(Y, Z) est 1-sommant.

Preuve. Soit 7 : X®.Y — Z étre telle que T# : X — II;(Y,Z) est l-sommant.
Depuis X est un L., —espace, il résulte de [25] que T# : X — II;(Y, Z) est un opérateur
intégral. Soit ¢ désignent le plongement isométrique de Z dans C(By-«), 'espace de toutes
les fonctions scalaires continues sur la boule unité Bz« de Z* avec sa topologie x-faible. Ce

induit une isométrie

P I (Y, Z) = 1L (Y, C(Bz-))),
@(U) = poU pour tout U € II;(Y, Z).

Maintenant, il résulte de [26], telle que II; (Y, C(Bz«)) est isométrique a I(Y,C(Bz+))),
par conséquent, nous pouvons supposer que ® o T# : X — [(Y,C(Byz+)) est un opérateur
intégral. De plus, il est facile de vérifier que (p o T)# = @ o T#. D’aprés le Théoréme
2.3.1 l'opérateur p o T : X®.Y — C(By-) est un opérateur intégral, et donc T est en
1, (X®.Y, Z), par Proposition 2.3.2 . Ce qui termine la preuve. m

Remarque 2.3.2 L’implication inverse est vraie pour Y = C(k)(voir [27]) ou si Y est un

Bz« (voir [160]) on a ¢(IL(X @ Y, Z)) = I1(Y,I11(X, Z)) pour Y est un L.,—espace.
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