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Résumé

Nous intéressons ici à étudier une classe d�opérateurs, que nous appellerons les opérateurs

(q; p;Y )-sommants, avec quelques propriétés générales, et nous donnerons quelques exem-

ples, ensuite nous montrerons le théorème de Pietsch pour cette classe d�opérateur pour

(p = q). Puis on utilisera les notions de (q; p;Y )-sommants pour montrer quelques théorèmes

dans la théorie des opérateurs sommants.

Mots clés : Espace de Banach,espace compact de Hausdor¤, Produit tensoriel injective,

Les opérateurs p-sommant et (p; q)-sommant, les opérateurs (q; p;Y )-sommants, Théorème

du domination de Pietsch, et les opérateurs (p; Y )-sommants, les opérateurs intégraux.
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Notations générales

Lp(�) Espace des classes d�équivalence p:p des fonctions T -mesurable.
C(K) Espace des fonctions continues de K dans R.

lp(X)(resp:lnp (X)) Espace des suites (xi)(resp:(xi)1�i�n) dans X absolument p-sommables.

l!p (X)(resp:l
n !
p (X)) Espace des suites (xi)(resp:(xi)1�i�n) dans X faiblement p-sommables.

lp Espace des suites scalaires.

L(X; Y ) Espace des opérateurs linéaires continus de X dans Y .

� (X;X�) Topologie faible dé�nie sur X.

� (X�; X) Topologie � �faible dé�nie sur X�.

BX Boule unité fermé de X .

(
;A; P ) Espace de probabilités.

B Tribu borélienne.

L0 (E) Espace des classes d�équivalence p:s des variables aléatoires à valeurs dans E .

Lp (E) Espace des X 2 L0 (E) telles que kX (:)k2 Lp (
;A; P ) .
Lp (�;E) Espace des classes d�équivalence p:p des fonctions (T -B) -mesurables.
�p;q(X;Y ) Espace de Banach des opérateurs linéaires (p; q) -sommants de X dans Y .

�p(X;Y ) Espace de Banach des opérateurs linéaires p-sommants de X dans Y .

E(X) L�espérance de X.
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Introduction

La notion d�opérateurs linéaires p-sommants remonte à Grothendieck dans les années 1950,

mais seulement en 1967 et 1968, les travaux classiques de Pietsch [17] et Lindenstrauss-

Pe÷czyński [15] précisés les idées précieuses de Grothendieck; et ont clairement contribué

au développement de cette notion. Dans ce travail on va étudier la notion des opérateurs

(q; p;Y )-sommants qui est introduit par Kislyakov dans 1992 et présenter aussi le théorème

de domination pour cette catégorie d�opérateurs pour p = q qui est démontrer par Kislyakov

[13] en utilisant des nouvelles techniques trouvées dans [21]; [4]; [22]. Une version générale du

théorème domination de Pietsch démontré dans [21] est une version améliorée d�un résultat

similaire dans [4] (voir aussi [22]). Le but de ce travail est de regrouper quelques résultats

importants qui sont dédiés au développement de quelques théorèmes de sommabilité des

opérateurs linéaires de type (q; p;Y )-sommants.

On va étudie la notion des opérateurs linéaires (q; p;Y )-sommants et les relations entre

ces opérateurs avec les opérateurs (q; p)-sommants et les opérateurs intégraux. Pietsch a

établie que si T est p-sommant et S est q-sommant, alors ST est r-sommants(voir 2:1:5 dans

le chapitre) avec r = min
n
1; 1

p
+ 1

q

o
. Ce résultat est généralisé par N.Tomczak [28] où il

a prouvé que si S est (s; t)-sommants alors ST est(r; q)-sommants, où 1
r
= 1

p
+ 1

s
� 1; 1

q
=

1
p
+ 1

t
� 1. Notre but est de représenter une généralisations de résultat de N.Tomczak pour

les operateurs (p; Y )-sommants qui a été de démontré par O.Blasco et T.Signes dans [2]:

Notre travail est réparti en deux chapitres:

Dans le premier chapitre, on donne un aperçu général sur les opérateurs isomorphismes

isométriques, puis la topologie faible et ��faible et les opérateurs linéaires bornés et aussi
les opérateurs compacts et faiblement compacts et quelques notions fondamentales de prob-

abilités et quelques dé�nitions (la suite de Rademacher Bernoulli, Produit tensoriel des
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Introduction

espaces vectoriels, formes bilinéaires, puis le produit tensoriel des espaces de Banach,norme

projective, norme injective, les normes raisonnables,...etc.), en�n on dé�nit le type et cotype

de Rademacher et quelques propriétés.

Le deuxième chapitre, on va dé�nir, les espaces de suites p-sommables et faiblements

sommables et la classe des opérateurs p-sommants. On va rappeler aussi dans ce chapitre

les opérateurs (q; p)-sommants. Au plus quelques théorèmes par exemple le théorème de

domination de Pietsch et l�inclusion et le théorème de Grothendieck, on va chercher à étudier,

la relation entre ces opérateurs et les opérateurs (q; p;Y )-sommants. Puis la composition

des opérateurs (p; Y )-sommants. En�n on va voir la relation entre les opérateurs intégraux

et les opérateurs 1-sommants et intégraux.
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Quelques dé�nitions essentielles

On désignera par X et Y deux espaces de Banach et X�; Y � sont leurs espaces duaux, et

rappelons que le bidual de X noté X�� est le dual de X� et qu�on peut muni de la norme

8 � 2 X��; k�kX�� = sup
kx�kX��1

j< �; x� >j .

Dé�nition 1.1.1 Un opérateur linéaire T : X ! Y entre X et Y est dit borné s�il existe

une constante C > 0 telle que

kT (x)k � C kxk , pourtout x 2 X: (1.1.1)

Dans ce cas, pour tout x 2 X, on dé�nit

kTk = inf fC : kT (x)k � C kxkg
= supx2BX kT (x)k
= supkxk=1 kT (x)k
= supx 6=0

kT (x)k
kxk .

(1.1.2)

On note par L(X; Y ) l�espace vectoriel des opérateurs linéaires bornés de X dans Y qui

est un espace de Banach sur |(= R ou C) muni de la norme dé�nit par (1:1:2). La boule

unité fermée de X sera désignée par BX .
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1.1. Quelques dé�nitions essentielles

Dé�nition 1.1.2 (Isomorphisme, isométrie) L�application linéaire T : X ! Y est dite

isomorphisme si T est bijective continue et T�1continue. De plus si kT (x)k = kxk pour tout
x 2 X, on dit que T est une isométrie. Si l�isomorphisme T : X ! T (X) véri�er kT (x)k =
kxk pour tout x 2 X, on dit que T est une isométrie injective et on écrit T : X ,! Y .

Dé�nition 1.1.3 Un espace de Banach Y est �niment représentable dans un espace de

Banach X si pour tout " > 0, et pour tout sous-espace E de Y de dimension �nie, il existe

une application linéaire T : E ! X, avec

kxk � kT (x)k � (1 + ") kxk ; x 2 E:

Dé�nition 1.1.4 (Topologies faible et �-faible) Sur l�espace X. On dé�nit la topologie
faible �(X;X�) noté aussi ! qui est la topologie la moins �ne sur X rendant continues toutes

les formes linéaires sur X. Soit (xn)n�1 une suite de X; et x 2 X. On dit que converge

faiblement vers x et on écrit x = ! � limn!1 xn si et seulement si

hx�; xi = lim
n!1

hx�; xni ;8x� 2 X�

Sur l�espace X� muni à la topologie de la normek:kX� et la topologie faible �(X�; X��)

, est dé�nie la topologie ��faible (préfaible) �(X�; X) note aussi !�qui est la topologie la

moins �ne sur X� rendant continues toutes les application linéaires.

'x : X� ! |

x� 7! 'x(x
�) = hx�; xi :

Soit (x�n)n�1 une suite de X
� , x� 2 X�. On dit que (x�n)n�1 converge préfaiblement vers

x�dans X� et on écrit x� = !� � limn!1 x
�
n si et seulement si

hx; x�i = lim
n!1

hx; x�ni ;8x 2 X

Dé�nition 1.1.5 Un espace de Banach X est dit ré�exif si l�application

J : X ! X��

x 7! J(x) = hx; x�i

4



1.1. Quelques dé�nitions essentielles

est bijective. Notons que si X est un espace normé et si l�application canonique J : X !
X�� est bijective, alors nécessairement X est un espace de Banach, car X�� est un espace

de Banach et J est une application linéaire bijective et isométrique.

Exemple 1.1.1

1. Les espaces normés de dimension �nies sont ré�exifs.

2. Pour tout p 2]1;1[, lp est ré�exif.

Dé�nition 1.1.6 Un sous-ensemble E de X est relativement compact si son adhérence E

est compacte. Le sous-ensemble E est dit précompact si son complété est compact.

Dé�nition 1.1.7 (Les opérateurs compacts) Un opérateur linéaire borné T 2 L(X; Y )
est dit compact s�il transforme toute partie bornée de X en une partie relativement compact

de Y i.e.,(8 B borneé dans X, T (B) compact). Autrement dit, T est compact si et seulement
si pour toute suite bornée (xn)n de X, la suite (T (xn))n admet une sous-suite convergente.

On note K(X; Y ) l�espace vectoriel des opérateurs linéaires compacts de X dans Y .On pose

K(X) = K(X;X).

Dé�nition 1.1.8 Un opérateur linéaire borné T : X ! Y est faiblement compact (T 2
W(X; Y )), si T (BX)est relativement faiblement compact de Y (i.e., T (BX) faiblement com-

pact de Y ).

Théorème 1.1.1 ( Eberlein-�mulian, [5])

L�opérateur T : X ! Y est faiblement compact, si est seulement si, donnée une suite

bornée (xn) � X, alors T (xn) possède une sous-suite faiblement convergente dans Y .

Remarque 1.1.1 Soit T : X ! Y un opérateur. Si X ou Y sont ré�exifs, alors T est

faiblement compact.

1. Un sous-ensemble A � X (X un normé) est relativement faiblement compact si la fer-

meture faible de A est compact de la topologie faible de X.

2. Soit X un espace de Banach. Alors BX est faiblement compact, si et seulement si, X

est ré�exif.

5



1.2. Représentation sur un produit tensoriel

On appelle espace de probabilité un triplet (
;A; P ) où (
;A) est un espace mesurable
et P : A ! [0; 1] une probabilité sur A; de masse totale 1, 
 représente l�ensemble de

toutes les éventualités possibles.

Théorème 1.1.2 (L�inégalite de Hôlder) Soient q; p 2 ]0;+1[ tel que 1
p
+ 1

p� = 1 et

(xi)i,(yi)i 2 X on a

nX
i=1

kxik kyik �
 

nX
i=1

kxikp
! 1

p
 

nX
i=1

kyikp
�

! 1
p�

. (1.1.3)

Théorème 1.1.3 (L�inégalite de Hôlder généralisé) Soient r; p; q 2 ]0;+1[ telle que1
r
=

1
p
+ 1

q
on a  

nX
i=1

(kxik kyik)r
! 1

r

�
 

nX
i=1

kxikp
! 1

p
 

nX
i=1

kyikq
! 1

q

. (1.1.4)

1.2 Représentation sur un produit tensoriel

1.2.1 Produit tensoriel des espaces vectoriels

Dans cette section X;Y; Z sera espaces vectoriels sur un corps | telle que(| = R ou C).

Dé�nition 1.2.1 (formes bilinéaire) Une application A : X � Y ! Z est bilinéaire si

elle est linéaire pour chaque variable.i.e.,

A(�1x1 + �2x2; y) = �1A(x1; y) + �2A(x2; y)

A(x; �1y1 + �2y2) = �1A(x; y1) + �2A(x; y2)

Pour tout x; x1; x2 2 X et y; y1; y2 2 Y et �1; �2; �1; �2 2 |(| = R ou C). Désignons

B(X�Y; Z) l�espace des applications bilinéaires de X�Y dans Z. Lorsque Z = |, désignent
B(X � Y; |) = B(X � Y ).

Dé�nition 1.2.2 Soit F l�espace vectoriel libre généré par l�ensemble X � Y et N � F le

sous-espace engendré par les éléments de la forme

(�x1 + x2; y)� �(x1; y)� (x2; y);
(x; �y1 + y2)� �(x; y1)� (x; y2):

6



1.2. Représentation sur un produit tensoriel

où x; x1; x2 2 X; y; y1y2 2 Y et � 2 |. Par dé�nition, le produit tensoriel de X et Y est

l�espace vectoriel quotient X 
 Y := F=N .

Dé�nition 1.2.3 Soient X et Y des espaces vectoriels sur R. Un produit tensoriel de X

et Y est un espace vectoriel Z sur R avec une application bilinéaire � : X � Y ! Z tel que

pour tout espace vectoriel V et toute bilinéaire  : X � Y ! V , il existe une application

linéaire unique ~ : Z ! V tel que  = ~ � �, appelé la" Propriété universelle "du produit
tensoriel. telle que le diagramme

X � Y ��! Z

 # . ~ 

V

On rappelle que l�image d�un couple (x; y) 2 X � Y par le morphisme universelle

� : X � Y ! Z se note x
 y 2 Z.

Proposition 1.2.1 Pour toute application bilinéaire  : X � Y ! V , il existe un unique

application linéaire ~ : Z ! V tel que

~ (x
 y) =  (x; y) pour tout x 2 X et y 2 Y . (1.2.1)

Preuve. Dé�nir une application linéaire  ̂ : F ! V par

 ̂

 X
i

�i(xi; yi)

!
:=
X
i

�i (xi; yi)

Bilinéarité de  implique  ̂(N ) = 0

 ̂ ((�x1 + x2; y)� �(x1; y)� (x2; y)) =  (�x1 + x2; y)� � (x1; y)�  (x2; y) = 0:

et de même pour l�autre type de vecteurs couvrants. Par conséquent,  descend à une

application linéaire ~ : F=N = X 
 Y ! V , ~ ([x]) :=  ̂(x):

7



1.2. Représentation sur un produit tensoriel

Par construction,
~ (x
 y) = ~ ([(x; y)])

=  ̂(x; y)

=  (x; y)

(Unicité) Depuis X
Y est engendré par les produits tensoriels purs, chaque application
linéaire est déterminée par ses valeurs sur ces éléments.

Dé�nition 1.2.4 ( Produit tensoriel de deux vecteurs)Soient x 2 X, y 2 Y . On

dé�nit x 
 y comme étant une forme linéaire sur l�espace de formes bilinéaires B(X � Y )

comme suite
x
 y : B(X � Y ) �! R

A 7�! (x
 y)(A) = A(x; y)

Dé�nition 1.2.5 ( Produit tensoriel des espaces vectoriels et le rang d�un tenseur)

On dé�nie X 
 Y le sous-espace de B(X � Y )� telle que

X 
 Y = span fx
 y : x 2 X; y 2 Y g (1.2.2)

i.e., toute application u de X 
 Y de la forme

u =
mX
i=1

xi 
 yi

Le plus petit nombre m pour lesquels il existe une représentation de u contenant m termes

est appelé le rang de u. En�n, nous dé�nissons un produit tensoriel de deux opérateurs.

Dé�nition 1.2.6 Soient T1 : X1 ! X2 et T2 : Y1 ! Y2 dé�nie T1
T2 : X1
Y1 ! X2
Y2
pour être unique transformation linéaire qui satisfait

T1 
 T2 : X1 
 Y1 ! X2 
 Y2

(T1 
 T2)(x
 y) = (T1x)
 (T2y)

Proposition 1.2.2 (Propriétés du produit tensoriel) Soit (x; y) 7! x
 y une applica-
tion bilinéaire véri�er les propriétés suivants

1. (x1 + x2)
 y = x1
 y + x2
 y,

8



1.2. Représentation sur un produit tensoriel

2. x
 (y1 + y2) = x
 y1 + x
 y2,

3. �(x
 y) = (�x)
 y = x
 (�y),

4. 0
 x = x
 0 = 0.

Proposition 1.2.3 Si feigi2I et ffjgj2I sont des bases pourX; Y respectivement, puisfei 
 fjgi;jest
une base pour X 
 Y . Pour X et Y sont de dimension �nie on a

dim(X 
 Y ) = dim(X) dim(Y ): (1.2.3)

Preuve. Désignons B := fvi 
 wj : i 2 I; j 2 Jg. Il est clair que la linéaire de B
contient tous les produits tenseurs purs v
w. Par conséquent, B couvre V 
W . Pour voir
que B est linéairement indépendant.

Considérer les deux bases f�i : i 2 Ig dans V � et f�j : j 2 Jg dans W �, respectivement.

Ils sont dé�nis par les conditions

��k(vi) = �k;i; ��l(wj) = �l;j;

pour tout i, k 2 I et j, l 2 J . Compte tenu des nombres ci;j 2 K, avec seulement un

nombre �ni de ci;j 6= 0, de telle sorte queX
i;j

ci;jvi 
 wj = 0;

alors

0 = (�k 
 �l)

 X
i;j

ci;jvi 
 wj

!
=
X
i;;j

ci;j (�k 
 �l) (vi 
 wj) =
X
i;;j

ci;j�k(vi)�l (wj) = ck;l

Pour tout k 2 I; l 2 J . Ainsi, B est linéairement indépendant, en e¤et.

1.2.2 Produit tensoriel des espaces de Banach

Dans cette section, nous considérons deux espaces de Banach (X; k:kX); (Y; k:kY ), et on
dé�nie deux normes sur le produit tensoriel algébrique X 
 Y .

Dé�nition 1.2.7 (Norme projectiver sur un produit tensoriel) Pour u 2 X 
 Y on

a

9



1.2. Représentation sur un produit tensoriel

kuk� = inf
(

nX
i=1

kxikX kyikY : u =
nX
i=1

xi 
 yi

)
(1.2.4)

Par des normes tensoriels, la norme projective est évidemment la plus grande norme ten-

soriel.

Proposition 1.2.4 [24] k:k� est une norme sur X 
 Y et kx
 yk� = kxkX kykY .
Nous désignerons parX
�Y est le produit tensoriel X
Y muni de la norme projectivek:k�.

Sauf si les espaces X et Y sont de dimension �nie, cet espace n�est pas complet, même si

X et Y sont des espaces de Banach. On note par X
̂�Y le complété de X 
� Y .

Dé�nition 1.2.8 (Norme injective sur un produit tensoriel) Soit u =
Pn

i=1 xi
 yi 2
X 
 Y , si l�on considère la forme bilinéaire associée Bu(';  ) =

P
'(xi): (yi) telle que:

' 2 X�;  2 Y �; " > 0; puis u! Bu est un prolongement algébrique de X
Y à B(X�; Y �).

kuk" = sup
(�����

nX
i=1

'(xi) (yi)

����� : u =
nX
i=1

xi 
 yi; ' 2 BX� ;  2 BY �
)

(1.2.5)

Proposition 1.2.5 Si X; Y sont de dimension �nie alors (X
̂Y )� = X� 
̂Y �.

Dé�nition 1.2.9 (Les normes raisonnables) Une norme surX et Y est dite raisonnable

si l�application bilinéaire (x; y) ! x
 y de X � Y dans X 
 Y est de norme � 1, et si de
même

�
x
0
; y

0�! x
0 
 y0 est une application bilinéaire de norme � 1 de X 0 � Y 0

dans le dual

de l�espace normé X 
 Y .

Désignant la norme de ce dual par �
0
, ces conditions signi�ent que �(x
 y) � �(x)�(y)

et �
0
(x

0 
 y
0
) � �

0
(x

0
)�

0
(y

0
) pour x 2 X, y 2 Y , x0 2 X

0
, y

0 2 Y
0
. X

0 
 Y
0
s�identi�e

alors à un sous-espace vectoriel du dual de l�espace normé X 
 Y . La norme �
0
induite sur

X
0 
 Y 0

par ce dual est aussi une norme raisonnable. On désigne par X
̂�Y le complété de

X 
 Y pour la norme raisonnable �.

Exemple 1.2.1 Les normes projective et injective sur X 
 Y sont raisonnables

1. �(x
 y) = kxk kyk,

2. "(x
 y) = kxk kyk,

3. Il existe une norme � est dite raisonnable telle que " � � � �.
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Chapitre 2

Les opérateurs(q; p;Y )-sommants

2.1 Opérateurs (p; q)-sommants

2.1.1 Espace des suites p-sommables

Dé�nition 2.1.1 On note par lp(X) ( resp. lnp (X)) l�espace des suites (xi)i ( resp. (xi)1�i�n

) dans X absolument p-sommables, muni de la norme

k(xi)klp(X) =

8>>><>>>:
 1X
i=1

kxikp
! 1

p

; 1 � p <1

sup
i
kxik ; p =1 .

(2.1.1)

(resp.


(xi)1�i�n

lnp (X) =

8>>><>>>:
 

nX
i=1

kxikp
! 1

p

; 1 � p <1

sup
1�i�n

kxik ; p =1).

D�une façon analogue, on désigne par lp l�espace des suites scalaires (�i) telles que

1X
i=1

j�ijp <1;

C�est un espace de Banach pour la norme

k(�i)klp = k(�i)kp =

8>>><>>>:
 1X
i=1

j�ijp
! 1

p

; 1 � p <1

sup
i
j�ij ; p =1:

(2.1.2)
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2.1. Opérateurs (p; q)-sommants

Lemme 2.1.1 L�espace c0 est l�espace des suites scalaires (�i) telle que lim
i!1

�i = 0. C�est

un sous espace fermé de l1, donc un espace de Banach pour la norme

k(�i)k1 = sup
i
j�ij (2.1.3)

Dé�nition 2.1.2 On note par l!p (X) ( resp. ln !p (X)) l�espace des suites (xi)i ( resp.

(xi)1�i�n ) dans X faiblement p-sommables, muni de la norme

k(xi)kl!p (X) =

8>>>><>>>>:
sup

k�kX��1

 1X
i=1

j< xi; � >jp
! 1

p

; 1 � p <1

sup
i

(
sup

k�kX��1
j< xi; � >j

)
; p =1.

(resp.


(xi)1�i�n

ln !

p (X)
) =

8>>>><>>>>:
sup

k�kX��1

 
nX
i=1

j< xi; � >jp
! 1

p

; 1 � p <1

sup
k�kX��1
1�i�n

j< xi; � >j ; p =1.

Proposition 2.1.1

1. Pour 1 � p � 1, on a lp (X) � l!p (X), de plus

k(xi)kl!p (X) � k(xi)klp(X) .

2. Si p =1; on a l1 (X) = l!1 (X) et

k(xi)kl1(X) = k(xi)kl!1(X) .

3. lp(X) = l!p (X) pour tout 1 �.p <1 si et seulement si dim(X) est �nie.

Le lemme classique suivant, qui exprime que le dual de lnp (X) s�identi�e isométriquement à

lnp� (X
�).

Lemme 2.1.2 Soit 1 � p; p� < +1 tel que
1

p
+
1

p�
= 1. Pour tout � = (�i)1�i�n 2 lnp et

� = (�i)1�i�n 2 lnp on a

k�kp = sup
k�kp��1

(�����
nX
i=1

�i�i

�����
)
.

12



2.1. Opérateurs (p; q)-sommants

Lemme 2.1.3 Soit 1 � p; p� < +1 tel que
1

p
+
1

p�
= 1. Pour tout x1; :::; xn 2 X et

� = (�1; :::; �n) 2 Rn on a



(xi)1�i�n

ln !
p (X)

= sup
k�kp��1







nX
i=1

�ixi






 .
Preuve. On a

(xi)1�i�n

ln !

p (X)
= sup

k�k�1

 
nX
i=1

j� (xi)jp
! 1

p

2:1:2
= sup

k�k�1
sup

k�kp��1

�����
nX
i=1

�i� (xi)

����� ,
= sup

k�kp��1

 
sup
k�k�1

������
 

nX
i=1

�ixi

!�����
!
,

= sup
k�kp��1







nX
i=1

�ixi






 .
Ce qui termine la preuve.

2.1.2 Les opérateurs (p; q)-sommants

Dé�nition 2.1.3 Soit T 2 L(X; Y ). On dira que T est (p; q)-sommants pour (1 < p; q <1),
s�il existe une constante C > 0, telle que pour tout x1; :::; xn 2 X 

nX
i=1

kT (xi)kp
! 1

p

� C sup
k�kX��1

 
nX
i=1

j< xi; � >jq
! 1

q

: (2.1.4)

On note �p;q(X; Y ) l�espace de Banach des opérateurs linéaires (p; q)-sommants de X

dans Y muni de la norme

�p;q (T ) = inf fC véri�ant 2:1:4g : (2.1.5)

Pour p = q on obtient les opérateurs p-sommants et on note �p (X; Y ) l�espace de

Banach des opérateurs linéaires p-sommants de X dans Y muni de la norme

�p (T ) = inf fC véri�ant 2:1:4g : (2.1.6)

Si p =1; c�est simplement la continuité(i.e.,�p (X; Y ) = L(X; Y ))

13



2.1. Opérateurs (p; q)-sommants

Autrement dit, soit T 2 L(X; Y ) et 1 � p <1 on dit que T est p-sommant, et on écrit

T 2 �p(X; Y ); s�il existe une canstante C > 0 tel que pour toute (xi)ni=1 � X, on ait

k(T (xi))ni=1kp � C k(xi)ni=1kp;w : (2.1.7)

On note par

�p(X; Y ) = fT : X ! Y linéaires p-sommantsg

Pour tout T 2 �p(X; Y ) on pose

�p(T ) = inf fC : véri�ant2:1:7g (2.1.8)

Exemple 2.1.1 Soient K un espace compact, � une mesure positive sur K et 1 � p <1

1. Pour tout ' 2 Lp(�); l�opérateur de multiplication

T' : C(K) ! Lp(�)

f 7! f:'

est p-sommant avec �p(T ) = k'kp.

2. L�opérateur canonique

Jp : C(K) ! Lp(�)

f 7! f

est p-sommant avec �p(Jp) = �(K)
1
p .

Remarque 2.1.1 Il est clair que pour tout T 2 �p(X; Y ) on a kTk � �p(T ) puisque si on

prend n = 1 dans 2:1:7 i.e., x1 = ::: = xn = x 2 X; on trouve

kT (x)k � �p(T ) kxk

ce qui donne kTk = supkxk�1 kT (x)k � �p(T ).

On a les résultats suivants sur les opérateurs p-sommants. Pietsch a démontré que les

opérateurs p-sommants sont faiblement compacts.
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2.1. Opérateurs (p; q)-sommants

Théorème 2.1.1 (Théorème de domination de Pietsch) [3]Soit T 2 L(X; Y ) est un
opérateur linéaire p-sommant (1 � p < 1), si et seulement si s�il existe une probabilité
régulière sur l�espace compact K = (BX� ; �(X�; X)), obtenu en munissant la boule unité de

X� de la topologie � -faible, telle que

kT (x)k � �p(T )

�Z
K

jhx; x�ijp d�(x�)
� 1

p

8x 2 X: (2.1.9)

Théorème 2.1.2 Soit T : X ! Y un opérateur p-sommant (1 � p <1). Alors

1. T est faiblement compact.

2. T il transforme les suites faiblement convergentes en suites convergeant en norme (ou,

on dira que T un opérateur de Dunford-Pettis)

Preuve. 1)Vient, pour p > 1, de faire que T se factorise par l�espace ré�exif Lp, puis

pour p = 1, du théorème d�inclusion.

2) Soit (xn) une suite faiblement nulle de X. D�aprés l�inégalité 2:1:9 on a

kT (xn)k � �p(T )

�Z
BX�

jhxn;x�ijp d�(x�)
� 1

p

.

Il résulte immédiatement du théorème de convergence dominée de Lebesgue que limn!1 kT (xn)k =
0. Alors T est un opérateur de Dunford-Pettis. Ce qui termine la preuve.

Théorème 2.1.3 (Théorème d�inclusion) Soient 1 � p; q; r <1, Soit p � r; supposons

que 1
p
+ 1

s
= 1

q
+ 1

r
, alors

�p;q(X; Y ) � �r;s(X; Y ).

Théorème 2.1.4 [5]Soit 1 � q < p < 1, soit K un espace compact, et Y un espace de

Banach, pour T : C (K)! Y , on a

T est (p; 1) -sommants, T est (p; q) -sommants. (2.1.10)

Lemme 2.1.4 [5]Soit K un espace compact, pour 1 � p < 1, soit T : C (K) ! Y est un

opérateur p-sommants. Si p < q <1; on a

�q (T ) � kTk1�
p
q �p (T )

p
q .
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2.2. Opérateurs(q; p;Y )-sommants

Théorème 2.1.5 (Multiplication de Pietsch) Pour 1 � p; q; r <1 telle que 1
r
= 1

p
+ 1
q
:

Si T 2 �p(X; Y ); S 2 �q(X; Y ); donc ST 2 �r(X; Y ) et �r (ST ) � �p (T ) :�q (S).

Lemme 2.1.5 Pour x1; :::; xn 2 X; et v : ln1 ! X; tel que v (ei) = xi; 1 � i � n , on a

l�opérateur v est 2-sommants et �2 (v) � c kvk.

Théorème 2.1.6 (Le théorème de Grothendieck) [5]Tout opérateur borné de L1(�) dans

L2(�) est 1�sommant. i.e.,

L(L1(�); L2(�)) = �1(L1(�); L2(�)) (2.1.11)

Avec �1 (T ) � kG kTk où kG est a constante universelle de Grothendieck.

2.2 Opérateurs(q; p;Y )-sommants

On va introduire la notion des operateurs(q; p;Y )-sommants qui a introduit par Kislyakov

en 1992(voir [13]) :

Dé�nition 2.2.1 Soit 1 � p � q < 1, un opérateur T : X
̂"Y ! Z est dit (q; p;Y )-

sommants s�il existe une constante C > 0 telle que pour toute suite �nie u1;u2; :::; un 2 X
Y ,
nous avons  

nX
k=1

kT (uk)kqZ

! 1
q

� C sup
x�2BX�

8<:
 

nX
k=1

kuk(x�)kpY

! 1
p

9=; (2.2.1)

où uk(x�) =
nkX
j=1

hx�; xj;ki yj;k , pour uk =
nkX
j=1

xj;k 
 yj;k, yj;k 2 Y et xj;k 2 X.

La classe des opérateurs linéaires(q; p;Y )-sommants notée par �Yq;p(X
̂"Y; Z) muni de
la norme suivante

�Yq;p(T ) = inf fC véri�ant 2:2:1g

Si q = p on note par �Yp (X
̂"Y; Z) et �Yp (T ) Pour Y = | on a �|q;p(X
̂"|; Z) =
�q;p(X;Z) voir [7]; [5]; [15]; [18]; [19] ou [20]

Proposition 2.2.1

1. 8 T 2 �Yq;p(X
̂�Y; Z), T est continue et kTk � �Yq;p(T ).
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2.2. Opérateurs(q; p;Y )-sommants

2. (�Yq;p(X
̂"|; Z); �Yq;p(T )) est un sous espace vectoriel normé de L(X
̂"Y; Z).

Proposition 2.2.2 [2]ou[13]L�espace �Yq;p(X
̂"Y; Z) est un espace de Banach muni de la
norme �Yq;p(T ).

Preuve. i)�Yq;p(X
̂"Y; Z) est un sous espace vectoriel L(X
̂"Y; Z)?
a)Soient T; S 2 �Yq;p(X
̂"Y; Z). Soient u1; u2; :::; un 2 X 
 Y . 

nX
k=1

k(T + S)(uk)kqZ

! 1
q

=

 
nX
k=1

kT (uk) + S(uk)kqZ

! 1
q

�
 

nX
k=1

kT (uk)kqZ

! 1
q

+

 
nX
k=1

kS(uk)kqZ

! 1
q

� �Yq;p(T ) supx�2BX�

 
nX
k=1

kuk(x�)kpY

! 1
p

+ �Yq;p(S) supx�2BX�

 
nX
k=1

kuk(x�)kpY

! 1
p

=
�
�Yq;p(T ) + �Yq;p(S)

�
supx�2BX�

 
nX
k=1

kuk(x�)kpY

! 1
p

:

D�ou T + S 2 �Yq;p(X
̂"Y; Z) et �Yq;p(T + S) � �Yq;p(T ) + �Yq;p(S):

b)Soit � 2 | et T 2 �Yq;p(X
̂"Y; Z) 
nX
k=1

k�T (uk)kqZ

! 1
q

=

 
nX
k=1

kT (�uk)kqZ

! 1
q

� �Yq;p(T ): supx�2BX�

 
nX
k=1

k�uk(x�)kpY

! 1
p

= j�j�Yq;p(T ): supx�2BX�

 
nX
k=1

kuk(x�)kpY

! 1
p

:

On a, alors

�Yq;p(�T ) � j�j�Yq;p(T ):

D�autre part

�Yq;p(T ) = �Yq;p(
1

�
(�T )) � 1

j�j�
Y
q;p(�T )
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2.2. Opérateurs(q; p;Y )-sommants

Donc

�Yq;p(�T ) � j�j�Yq;p(T );

D�ou

�Yq;p(�T ) = j�j �Yq;p(T ):

c)Soit �Yq;p(T ) = 0; on a kTk � �Yq;p(T ) = 0) kTk = 0) T = 0

Finalement, �Yq;p(X
̂"Y; Z) est un sous espace vectoriel normé L(X
̂"Y; Z).
ii)�Yq;p(X
̂"Y; Z) est complet.
Soit (Tn)n2N une suite de Cauchy dans �Yq;p(X
̂"Y; Z)
D�après la Proposition 2:2:1 on a

kTn � Tmk � �Yq;p(Tn � Tm)

Donc (Tn)n2N est une suite de Cauchy dans L(X
̂"Y; Z). Alors converge vers une limite
T 2 L(X
̂"Y; Z).
Soient " > 0 donné et k0 un entier. Soient n;m � k0, tels que

�Yq;p(Tn � Tm) � "

Soient u1; u2; :::; un 2 X 
 Y 
nX
k=1

k(Tn � Tm)(uk)kqZ

! 1
q

� �Yq;p(Tn � Tm): supx�2BX�

 
nX
k=1

kuk(x�)kpY

! 1
p

� " supx�2BX�

 
nX
k=1

kuk(x�)kpY

! 1
p

:

En faisant tendre m vers l�in�nie. 
nX
k=1

k(Tn � T )(uk)kqZ

! 1
q

� �Yq;p(Tn � T ): supx�2BX�

 
nX
k=1

kuk(x�)kpY

! 1
p

On a montrer que

(Tn � T ) 2 �Yq;p(X
̂"Y; Z) et �Yq;p(Tn � T ) � ":

En�n

T = T � Tn + Tn;
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2.2. Opérateurs(q; p;Y )-sommants

On a

T � Tn 2 �Yq;p(X
̂"Y; Z) et Tn 2 �Yq;p(X
̂"Y; Z);

Donc

T 2 �Yq;p(X
̂"Y; Z):

Ce qui prouve�Yq;p(X
̂"Y; Z) que est bien un espace vectoriel complet. Alors�Yq;p(X
̂"Y; Z)
est un espace de Banach muni de la norme �Yq;p(T ). Ce qui termine la preuve.

Maintenant nous présentons le théorème de domination pour cette catégorie d�opérateurs

pour p = q qui est démontré par Kislyakov [13]en utilisant des nouvelles techniques trouvées

dans [21]; [4]; [22].

Une version générale du théorème domination de Pietsch démontré dans [21] est une

version améliorée d�un résultat similaire dans [4] (voir aussi [22]).

Dé�nition 2.2.2 Soient X; Y et V (arbitraires) ensembles non vides, H(X; Y ) une famille
non vide de X dans Y , G un espace de Banach et K un espace compact de Hausdor¤. Soit

R : K � V �G �! [0;1) et S : H (X; Y )� V �G �! [0;1)

deux applications arbitraires et 1 � q < 1. une application f 2 H(X;Y ) est (R-S)-
abstracts q-sommant s�il existe une constante C � 0 de telle sorte que 

mX
j=1

S(f; xj; bj)
q

! 1
q

� C sup
'2K

 
mX
j=1

R ('; xj; bj)
q

! 1
q

; (2.2.2)

pour tous x1; : : : ; xm 2 V; b1; : : : ; bm 2 G et m 2 N.
Supposons que R est tel que

Rx;b : K �! [0;1) dé�nie par: Rx;b(') = R('; x; b) (2.2.3)

est continue pour chaque x 2 V et b 2 G: Le théorèm de domination de Pietsch de [21]

lit comme suit

Théorème 2.2.1 (Généralisation du théoréme domination de Pietsch) Supposons que

S est arbitraire,R satisfait 2:2:3 et soit (1 � p <1) : On dit que f 2 H(X; Y ) est (R-S)-
abstracts p-sommant, si et seulement s�il existe une constante C � 0 et une mesure de
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2.2. Opérateurs(q; p;Y )-sommants

probabilités sur K telle que

S(f; x; b) � C

�Z
K

R ('; x; b)p d�(')

�1=p
(2.2.4)

pour toute x 2 V et b 2 G.

Théorème 2.2.2 [13]Soit 1 � p < 1, un opérateur T : X
̂"Y ! Z est (p; Y )-sommants

si et seulement s�il existe une mesure de probabilités � sur (BX� ; !�) et une constante C > 0

telle que pour tout u 2 X 
 Y on a

kT (u)kpZ � Cp
Z
BX�

ku(x�)kpY d�(x�) (2.2.5)

et �Yp (T ) = finf C véri�ant (2:2:5)g.

Preuve. On choisit les paramètres

V = X
̂"Y;

G = R;

K = BX�, qui est un espace de Hausdor¤ compact dans la topologie de la convergence faible

sur E, H est un ensemble de toutes les applications de X
̂"Y à Z et R et S sont dé�nies

par

S : H� (X
̂�Y )� R �! [0;1); S(T; u; c) = jcjkT (u)kZ

R : BX� � (X
̂�Y )� R �! [0;1); R(x�; u; c) = jcku(x�)kY

D�après la Dé�nition 2:2:2 il en résulte que T est (p; Y ) -sommants si et seulement si T

est (R-S)-abstracts p-sommant. donc on a S(f; x; b) � C
�R
K
R ('; x; b)p d�(')

�1=p
, Ce qui

termine la preuve.

Dé�nition 2.2.3 Pour chaque opérateur borné T : X
̂"Y ! Z on peut considère �(T ) =

T# : Y ! L(X;Z) dé�nie par T#(y)(x) = T (x
 y); telle que x 2 X et y 2 Y . Il est clair
que cela est un borné i.e., �(L(X
̂"Y; Z)) � L(Y;L(X;Z))
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2.2. Opérateurs(q; p;Y )-sommants

Corollaire 2.2.1 Si 1 � p � q <1, on a

�Yp
�
X
̂"Y; Z

�
� �Yq

�
X
̂"Y; Z

�
Dé�nition 2.2.4 Un opérateur T : C(
; X)! Y telle que 
 est compact sépare,est appelé

un opérateur p-dominé [8] s�il existe une constante C > 0 et une mesure de probabilités �

sur 
 telle que

kT (f)kp � C

Z



kf(t)kp d�(t) (2.2.6)

Remarque 2.2.1 [19]Si X = C(
) est l�espace des fonctions continues sur l�espace compact

de Hausdor¤ 
, l�opérateur T : C(
)
̂"Y ! Z est 1-sommant si et seulement si T# :

C(
)! �1(Y; Z) est 1-sommant.

Dans [22], les auteurs nous montrent une version abstraite de principe de l�inclusion, il

suit la ligne de la version générale du théorème domination de Pietsch, Pour des raisons

techniques, le cadre abstrait présente est légèrement di¤érents de l�un des l�a noté ci-dessus.

Soient X; Y; V;G;W (arbitraires) ensembles non vides, Z un espace vectoriel et H(X; Y )
une famille non vide des applications de X dans Y . Considérons

R : Z �G�W �! [0;1)
S : H (X; Y )� Z �G� V �! [0;1)

Soit 1 � p � q <1 et � 2 R. On suppose que

sup
w2W

mX
j=1

R (zj; gj; w)
p <1 et sup

v2V

mX
j=1

S(f; zj; gj; v)
q <1.

Pour chaque m entier positif et z1; :::; zm 2 Z et g1; :::; gm 2 G; f 2 H(X;Y ) dire (R-S)-
abstracts (q; p)-sommants (notation f 2 RS(q;p)(X; Y )) s�il existe une constante C > 0 telle

que

 
sup
v2V

mX
j=1

S(f; zj; gj; v)
q

! 1
q

� C

 
sup
w2W

mX
j=1

R (zj; gj; w)
p

!1=p
.

Pour toutes z1; :::; zm 2 Z; g1; :::; gm 2 G etm 2 N . On dira que S etR sont multiplicatifs
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2.2. Opérateurs(q; p;Y )-sommants

dans la variable z si

R (�z; g; w) = j�jR (z; g; w) ;

S (f; �z; g; v) = j�jS (f; z; g; v) :

Théorème 2.2.3 Si
pj � qj pour j = 1; 2;

1 � p1 � p2 <1;

1 � q1 � q2 <1;

1
p1
� 1

q1
� 1

p2
� 1

q2
:

(2.2.7)

et S et R sont multiplicatifs dans la variable z on a RS(q1;p1) (X;Y ) � RS(q2;p2) (X; Y ) .

Théorème 2.2.4 Si pj et qj être comme dans 2:2:7, alors

�Y(q1;p1)(X
̂"Y; Z) � �
Y
q2;p2

(X
̂"Y; Z). (2.2.8)

Preuve. Soit 1 � p � q <1, puis prenant

Z = R; G = X
̂�Y;W = BX� ; V = f0g

et H(X; Y ) est l�ensemble de toutes les applications linéaires de X à Y et R et S sont

dé�nies par

R : R� (X
̂�Y )�BX� �! [0;1) ;

R(C; u; x�) = jCjju(x�)j

S : H(X;Y )� R� (X
̂�Y )� f0g �! [0;1) ;

S(T;C; u; 0) = jCjkT (u)kZ

Il faut que T est (q; p;Y )-sommants si et seulement si elle est(R-S)-abstracts (q; p)-

sommant. D�après le Théorème 2:2:3 nous obtient le théorème d�inclusion pour cette classe

d�opérateurs.

Proposition 2.2.3 Si T est un opérateur (p; Y )-sommants si et seulement si T# est p-

sommant.
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Preuve.

1) T est (p; Y )-sommants ) T# est p-sommant,

Nous avons


T# (y) (x)



Z
= kT (x
 y)kZet par le Théorème 2:2:2 on a

T# (y) (x)



Z

� �Yp (T )
�R

BX�
kx
 y(x�)kpY d�

� 1
p

= �Yp (T )
�R

BX�
khx(x�); yikpY d�

� 1
p

Alors T# est p-sommant et �p
�
T#
�
� �Yp (T ) :

2)Pour montrer l�inverse, nous pouvons prendre u = x
 y, et le Théorème 2:2:2 donne

kT (u)k
= kT (x
 y)kZ
=



T# (y) (x)


Z

� �p
�
T#
� �R

BX�
k((y)(x))(x�)kpY d�

� 1
p

� �p
�
T#
� �R

BX�
k(x
 y) (x�)kpY d�

� 1
p

� �p
�
T#
� �R

BX�
k(u) (x�)kpY d�

� 1
p
.

Alors T est (p; Y )-sommants et �Yp (T ) � �p
�
T#
�
. Ce qui termine la preuve.

Proposition 2.2.4 [2]Nous avons toujours �q;p(X
̂"Y; Z) � �Yq;p(X
̂"Y; Z).

Preuve. Soit u1;u2; :::; un 2 X
̂"Y une suite �nie et nous avons

k(uk)klwp (X
̂"Y ) = sup

8<:
 

nX
k=1

jhx� 
 y�; ukijp
! 1

p

; x� 2 BX�, y� 2 BY �

9=;
Et

hu(x�); y�i =
X

hx�; xji hy�; yji = hx� 
 y�; ui

Pour tout u =
Xn

j=1
xj 
 yj 2 X 
 Y et par conséquent, si u1;u2; :::; un 2 X 
 Y et

nous avons obtenu

k(uk)klwp (X
̂"Y ) � sup
x�2BX�

8<:
 

nX
j=1

kuj(x�)kpY

! 1
p

9=;
Par conséquent, nous avons l�inclusion suivante

�q;p(X
̂"Y; Z) � �Yq;p(X
̂"Y; Z)

Ce qui termine la preuve.
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Proposition 2.2.5 [2]Soit 1 � p � q < 1. Si �Yq;p(X
̂"Y; Z) = �q;p(X
̂"Y; Z), alors
L(Y; Z) = �q;p(Y; Z). En particulier �Yp (X
̂"Y; Y ) = �p(X
̂"Y; Y ) si et seulement si
dim(Y ) <1.

Preuve. Supposons �Yq;p(X
̂"Y; Z) = �q;p(X
̂"Y; Z) et à faire prendre A 2 L(Y; Z),
�xer x�0 2 X� et on considère Tx�0;A : X
̂"Y ! Z donner par Tx�0;A(u) = A(hu; x�0i):
ll est clair qu�il est (1; Y )-sommants(en particulier (q; p;Y )-sommants) par hypothése

Tx�0;A 2 �q;p(X
̂"Y; Z)
Soit (yj)1j=1 2 lwp (Y ) et x0 2 BX avec hx�0; x0i 6= 0 puis

Tx�0;A((yj 
 x0)) = A(hx�0;x0i yj) = hx�0;x0iA(yj) 2 lq(Z)

cela montre que A 2 �q;p(Y; Z). Ce qui termine la preuve.

Corollaire 2.2.2 [27] On a �X1 (C(
; X); Y ) = �1(C(
; X); Y ) si et seulement si X est

de dimension �nie.

1. Si les opérateurs (q; p)-sommants on a l�inclusion suivante �Yq1;p1(X
̂"Y; Z) � �Yq2;p2(X
̂"Y; Z)
si 1 � p2 � p1 � q1 � q2 <1 ou si p1 � p2; q1 � q2 et 1

p1
� 1

q1
� 1

p2
� 1

q2
.

2. �Yp (X
̂"Y; Z) = �Y2 (X
̂"Y; Z) pour chaque 2 < p <1 [13].

3. �Y2 (C(
)
̂"Y; Z) = L (C(
)
̂"Y; Z) (voir le Théorème 2:1:6).

Remarque 2.2.2 Le résultat ci-dessus se prolonge à la suite de [1], où il a été montré que si

T : X
̂"Y ! Z est p-sommant pour (1 � p <1), alors T# : Y ! L(X;Z) est p-sommant.

Proposition 2.2.6 [2]Soit 1 � p � q <1

1. �(�Yq;p(X
̂"Y; Z)) � L(Y;�q;p(X;Z)),

2. Si �(�Yq;p(X
̂"Y; Z)) � �q;p(Y;L(X;Z)) alors L(Y; Z) = �q;p(Y; Z): En particulier si
�(�Yp (X
̂"Y; Y )) � �p(Y;L(X; Y )) pour 1 � p <1 alors dim(Y ) <1.
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Preuve. 1.Soit T : X
̂"Y ! Z un opérateur (q; p;Y )-sommants et T#(y) 2 �q;p(X;Z)
et y 2 Y , soit x1; x2; :::; xn 2 X 

nX
j=1



T#(y)(xj)

qZ
! 1

q

=

 
nX
j=1

kT (xj 
 y)kqZ

! 1
q

� �Yq;p(T ): supx�2BX�

(
nX
j=1

khx�; xji ykpY

) 1
p

= kykY :�Yq;p(T ): supx�2BX�

(
nX
j=1

jhx�;xjijp
) 1

p

.

Donc T#(y) 2 �q;p(X;Z) avec �q;p(T#(y) � kykY :�Yq;p(T ).
2. Soit x0 2 X et x�0 2 X� de telle sorte que kx0k = 1 et hx0;x�0i = kx�0k = 1; pour chaque

A 2 L(Y; Z), on considère l�operateur Tx�0;A : X
̂"Y ! Y dé�nie par Tx�0;A(u) = A(hu; x�0i),
qui est (1; Y )-sommants puis T#x�0;A 2 �q;p(Y;L(X; Y ))Donc

�Yq;p(T
#
x�0;A

): supy�2BY �

 1X
j=1

jhyj; y�ijp
! 1

p

�
 1X
j=1




T#x�0;A(yj)


qL(X;Y )
! 1

q

�
 1X
j=1



Tx�0;A(x0 
 yj)


q
Y

! 1
q

=

 1X
j=1

kA(yj)kqY

! 1
q

.

Ce qui termine la preuve.

2.2.1 La composition des opérateurs (p; Y )-sommants

Pietsch a etudie que si T est p-sommant et S est q-sommant, alors ST est r-sommant(voir

2:1:5 dans ce chapitre) avec r = min
n
1; 1

p
+ 1

q

o
. Le resultat est généralisé par N.Tomczak

[28], il a prouvé que si S est (s; t)-sommants alors ST est(r; q)-sommants, où 1
r
= 1

p
+ 1

s
�

1; 1
q
= 1

p
+ 1

t
� 1. On va réprésenter une généralisations du resultat de N.Tomczak pour les

operateurs (p;Y )�sommants elle est démontré par O.Blasco et T.Signes dans [2]:

Lemme 2.2.1 [2]Soit 1 � p <1 on dit que T : X
̂"Y ! Z un opérateur (p; Y )-sommants

s�il existe une mesure de probabilités � sur (BX� ; !�) tel que pour tout z� 2 Z�et s�il existe
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une fonction non négative fz� 2 Lp0 (BX� ; �) véri�ant

jhz�; T (u)ij �
Z
BX�

khu; x�ikY fz�(x�)d�(x�)

Pour tout u 2 X
̂"Y et kfz�kL
p
0 � �Yp (T ) kz�k.

Preuve. Comme T est (p; Y )-sommants, d�après le Théorème 2:2:2 on peut trouver

la mesure de probabilités � sur (BX� ; !�), un sous-espace fermé Xp(Y ) de la Lp(�; Y ) et

un opérateur ~T 2 L(Xp(Y ); Z), de telle sorte que ~TjpiX
̂"Y = T et



 ~T


 = �Yp (T ), où un

opérateur iX
̂"Y : X
̂"Y ! C(BX�)
̂"Y est le plongement isométrique dé�nie par

iX
̂"Y

�X
xj 
 yj

�
=
X

ix(xj)
 yj:

iX est l�intégration naturelle de X dans C(BX�), et jp est la restriction à iX
̂"Y (X
̂"Y )
du jp d�inclusion du jp : C(BX� ; Y )! Lp(�; Y ). De plus, pour tout u 2 X
̂"Y ,���D ~T �(z�); jpiX
̂"Y (u)E��� =

���Dz�; ~TjpiX
̂"Y (u)E���
� kz�kZ�




 ~T




jpiX
̂"Y (u)

Lp(�;Y )
= �Yp (T ) kz�kZ�



jpiX
̂"Y (u)

Lp(�;Y )
Autrement dit, ~T �(z�) 2 (Xp(Y ))

� avec



 ~T �(z�)


 � �Yq (T ) kz�kZ�. Puis, par l�extension

du théorème de Hahn-Banach et la dualité (Lp(�; Y ))� = V p
0
(�; Y �) (voir par exemple [8]),

on peut trouver un vecteur évaluée mesure Fz� : B ! Y � avec p
0
bornée de telle sorte que

la variation jFz�jp0 � �Yp (T ) kz�kZ� et Fz�j(Xp(Y ))� = ~T �(z�). Ensuite, pour tout u 2 X
̂"Y ,
nous avons

hz�; T (u)i =
D
~T �(z�); jpiX
̂"Y (u)

E
=



Fz� ; jpiX
̂"Y (u)

�
=

R
BX�

hu; x�i dFz�(x�),

alors

jhz�; T (u)ij �
R
BX�

khu; x�ikY d jFz�j (x�).
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D�un autre côté, on sait qu�il existe une fonction non négative fz� 2 Lp0 (BX� ; �) avec

jFz�j (E) =
Z
E

fz�d�.

Pour tous E 2 B et kfz�kL
p
0 = jFz�jp0 � �Yp (T ) kz�kZ�.

Donc

jhz�; T (u)ij �
Z
BX�

khu; x�ikY fz�(x�)d�(x�).

Ce qui termine la preuve.

Théorème 2.2.5 [2]T 2 �Yp (X
̂"Y; Z) et S 2 �s;t(Z;W ), donc l�opérateur ST : X
̂"Y !
W est (r; q;Y )-sommants où 1

r
= 1

p
+ 1

s
� 1; 1

q
= 1

p
+ 1

t
� 1 et �Yr;q(ST ) � �s;t(S):�

Y
p (T ).

Preuve. Soit (ui)ni=1 une suite �nie d�éléments dans l�espace X
̂"Y et ui = �ivi où

�i =

0@ Z
BX�

khui; x�ikqY d�(x�)

1A 1
p

.

Puis par l�inégalités de Hôlder nous avons

(
Pn

i=1 kST (ui)k
r
W )

1
r � (

Pn
i=1 j�ij

p)
1
p (
Pn

i=1 kST (vi)k
s
W )

1
s

� �s;t(S) k(�i)ni=1klnp : supz�2BZ�
�Pn

i=1 jhz�; T (vi)ij
t� 1t (2.2.9)

Nous avons estimé l�expression dernières , note que

k(�i)klnp =

0@ Z
BX�

nX
i=1

khui; x�ikqY d�(x�)

1A 1
p

� supx�2BX�

 
nX
i=1

khui; x�ikqY

! 1
p

:

D�autre part, puisque T est (p; Y )-sommants, par le Lemme 2:2:1 on a

jhz�; T (vi)ij �
Z
BX�

khvi; x�ikY fz�(x�)d�(x�).

27



2.3. Les opérateurs intégraux

Que nous observons, donc

jhz�; T (vi)ij � ��1i

Z
BX�

khui; x�ik
q
p

Y khui; x�ik
q
t
Y jfz�(x�)j

p0
t jfz�(x�)j

p0
q0 d�(x�)

En utilisant l�inégalité de Hôlder deux fois, on obtient

jhz�; T (vi)ij � ��1i �i

0@ Z
BX�

�
khui; x�ikqY jfz�(x�)jp

0
� p0

t
�
jfz�(x�)jp

0
� p0
q0
d�(x�)

1A 1
p0

�

0@ Z
BX�

khui; x�ikqY jfz�(x�)jp
0
d�(x�)

1A 1
t

kfz�k
p0
q0
Lp0

:

Puis

jhz�; T (vi)ij � kfz�k
p0
q0
Lp0

0@ Z
BX�

khui; x�ikqY jfz�(x�)jp
0
d�(x�)

1A 1
t

Résumant sur i = 1; 2; :::; n; nous obtenons 
nX
i=1

jhz�; T (vi)ijt
! 1

t

� kfz�k
p0
q0
Lp0

0@ Z
BX�

nX
i=1

khui; x�ikqY jfz�(x�)jp
0
d�(x�)

1A 1
t

� kfz�k
p0
q0
Lp0
kfz�k

p0
t
Lp0
supx�2BX�

 
nX
i=1

khui; x�ikq
! 1

t

� kfz�kLp0 supx�2BX�

 
nX
i=1

khui; x�ikq
! 1

t

� �Yp (T ) kz�kZ� supx�2BX�

 
nX
i=1

khui; x�ikq
! 1

t

:

On obtient 
nX
i=1

kST (ui)krW

! 1
r

� �s;t(S)�
Y
p (S): supx�2BX�

 
nX
i=1

khui; x�ikq
! 1

q

. Ce qui termine

la preuve.

2.3 Les opérateurs intégraux

Dé�nition 2.3.1 Un opérateur linéaire borné T entre X et Y est appelé un opérateur in-

tégral si la forme bilinéaire � dé�nit un élément de (X
̂"Y �)�, où � est induite par T selon

la formule �(e; x�) = x�(Te)(e 2 X; x� 2 Y �). Nous allons dé�nir la norme intégrale de T ,

28



2.3. Les opérateurs intégraux

notée kTkint par

kTkint = sup
(�����

nX
i=1

x�i (Tei)

����� :







nX
i=1

ei 
 x�i







"

� 1
)
.

L�espace de tous les opérateurs intégraux de X dans Y sera notée I(X; Y ).

Dé�nition 2.3.2 Nous dirons que X est un L1�espace si, pour une � > 1, nous avons que
pour chaque sous-espace de dimension �nie B de X, il existe un sous-espace de dimension

�nie E de X contenant B, et un opérateur linéaire borné inversible T : E ! ldimE1 tel que

kTk kT�k � �:

Proposition 2.3.1 [23]L�espace X est un L1�espace, si et seulement si pour tout espace
Y nous avons que I(X; Y ) = �1(X; Y ): Nous allons utiliser cette caractérisation L1�espace
dans la suite. En�n, nous notons la caractérisation suivante de 1-sommant des opérateurs

(appelé droit semi-intégral par Grothendieck dans[9]).

Proposition 2.3.2 Les propriétés suivantes à propos d�un opérateur linéaire borné T de X

à Y sont équivalentes

1. Si T est 1-sommant,

2. Il existe un espace de Banach Y1, et une injection isométrique ' : Y ! Y1, de telle sorte

que ' � T : X ! Y1 est un opérateur intégral.

Pour plus de détailler voir [6], [10]ou [19].

Remarque 2.3.1 [16] Si T : X
̂"Y ! Z est p-sommant, alors T# : Y ! �p(X;Z) est

p-sommant, nous avons

�(�p(X
̂"Y; Z)) � �p(Y; �p(X;Z)): (2.3.1)
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2.3. Les opérateurs intégraux

2.3.1 Les opérateurs 1-sommants et integraux

Dans cette section, nous allons étudier les opérateurs 1-sommants, et les opérateurs l�intégraux

sur X
̂�Y . Nous allons utiliser la Proposition 2:3:2 de relier ces deux idées. Premier de
tous, nous avons le résultat suivant.

Théorème 2.3.1 [6]Soit T : X
̂"Y ! Z un opérateur linéaire borné. Désignons par

i : Z ! Z�� le plongement isométrique de Z dans Z��. Alors les deux propriétés suivantes

sont équivalentes

1. T 2 I(X
̂"Y; Z),

2. {̂ � T 2 I(X; I(Y; Z��)), où {̂ : I(Y; Z) ! I(Y; Z��) est dé�ni par {̂(U) = i � U chaque

U 2 I(Y; Z)

En particulier, si T# 2 I(X; I(Y; Z)), alors T 2 I(X
̂"Y; Z).

Théorème 2.3.2 [16]Soit T : X
̂"Y ! Z un opérateur linéaire borné. Si T est intégral,

puis T# : X ! I(Y; Z) est 1-sommant. Si en autre X est un L1�espace, puis T : X
̂"Y
! Z est intégral si et seulement si T# : X ! I(Y; Z) est intégral.

Preuve. Tout d�abord, nous allons montrer que, si T : X
̂"Y ! Z est un opérateur

intégral, puis T# est dans �1(X; I(Y; Z) et �1(T#) � kTkint. Soit x1; x2; :::; xn dans X, et
�xer " > 0. Pour chaque i � n, il existe ni 2 N; (yij)j�ni 2 Y; et(z�ij)j�ni 2 Z�; de sorte que


Pni

j=1 yij 
 z�ij





"
� 1, et



T#xi

int �
Pni

j=1 z
�
ij(T (xi 
 yij)) +

"
2i
.

Comme T est un opérateur intégral, et




Pn
i=1

Pni
j=1 xi 
 yij 
 z�ij





"
� sup f

Pn
i=1 jx�(xi)j : kx�k � 1; x� 2 X�g ;

Il en résulte que

Pn
i=1

Pni
j=1 z

�
ij(T (xi 
 yij)) � kTkint sup f

Pn
i=1 jx�(xi)j : kx�k � 1; x� 2 X�g .
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Donc

Pn
i=1



T#xi

int � kTkint sup f
Pn

i=1 jx�(xi)j : kx�k � 1; x� 2 X�g+ ".

Maintenant, si en plus X est L1�espace, puis par [23], en e¤et l�opérateur T# est intégral.
Ce qui termine la preuve.

Théorème 2.3.3 [16]SiX est un L1�espace, alors l�opérateur linéaire bornée T : X
̂"Y !
Z est 1-sommant si et seulement si T# : X ! �1(Y; Z) est 1-sommant.

Preuve. Soit T : X
̂"Y ! Z être telle que T# : X ! �1(Y; Z) est 1-sommant.

Depuis X est un L1�espace, il résulte de [25] que T# : X ! �1(Y; Z) est un opérateur

intégral. Soit ' désignent le plongement isométrique de Z dans C(BZ�), l�espace de toutes

les fonctions scalaires continues sur la boule unité BZ� de Z� avec sa topologie �-faible. Ce
induit une isométrie

'̂ : �1(Y; Z)! �1(Y;C(BZ�)));

'̂(U) = ' � U pour tout U 2 �1(Y; Z):

Maintenant, il résulte de [26], telle que �1(Y;C(BZ�)) est isométrique à I(Y;C(BZ�))),

par conséquent, nous pouvons supposer que '̂ � T# : X ! I(Y;C(BZ�)) est un opérateur

intégral. De plus, il est facile de véri�er que (' � T )# = '̂ � T#. D�après le Théorème
2:3:1 l�opérateur ' � T : X
̂"Y ! C(BZ�) est un opérateur intégral, et donc T est en

�1(X
̂"Y; Z), par Proposition 2:3:2 . Ce qui termine la preuve.

Remarque 2.3.2 L�implication inverse est vraie pour Y = C(|)(voir [27]) ou si Y est un

BZ�(voir [16]) on a �(�1(X 
 Y; Z)) = �1(Y;�1(X;Z)) pour Y est un L1�espace.
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