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INTRODUCTION GENERALE



Introduction

Le probléeme quantique des oscillateurs harmoniques bidimensionnels dépendants du temps est
Potentiellement applicable dans l'analyse des propriétés dynamiques de divers systemes en
physique. Dans ce sens, la conséquence physique du couplage de deux potentiels additifs a suscité
I'intérét de plus de 30 ans apres les différents rapports de Kim et al. [1, 2, 3, 4]. Abdalla a étudié
la mécanique quantique des oscillateurs couplés dépendants du temps associées a un amplificateur
paramétrique et un convertisseur de fréquence [5]. Le propagateur pour un oscillateur harmonique
couplé dépendant du temps et entrainé dont les fréquences et les masses varient au cours du temps

a eté étudié par Benamira en utilisant les méthodes des intégrales de chemin [6].

Si nous mentionnons quelques exemples de systéemes physiques et de phénoménes associés
modélisables par des oscillateurs couplés dépendant du temps, ce sont des nano-circuits
¢lectroniques mésocspiques [7, 8], systémes optomécaniques couplés [9], I’efect d'Aharonov-
Bohm [10], résonances cyclotrones [11] et intrication dans les modeles Heisenberg XY a deux
qubits [12]. En outre, les propriétés quantiques d'un électron libre, dont la masse effective dépend
du temps sous l'influence d'un champ magnétique externe, sont étudiés a la fois dans les jauges de
Landau et de I’asymétrie utilisant des modeles d'oscillateurs bidimensionnels [13-16].Aroze et
Rivera [17] ont étudies le comportement dynamique des électrons modélisables par un
mouvement oscillatoire a 2D en présence d'un champ magnétique dépendant du temps. Ils ont
analysé I'évolution temporelle de toutes les fonctions d'onde correspondantes sous I'hypothese que
I'état initial est une superposition de niveaux de Landau.

Selon la tendance de recherche mentionnée ci-dessus, nous décrivons la dynamique d'un
oscillateur couplé dépendant du temps général dans cette recherche. On utilisera la méthode des
opérateurs invariants [18-20], pour traiter les systemes hamiltoniens complexes variant avec le
temps. La méthode est introduite par Lewis [18,19], et maintenant elle est devenue un outil trés
utile pour développer la théorie quantique pour le cas ou I'hamiltonien du systéme dépend
explicitement du temps. Une methode de transformation unitaire sera également adoptée afin de
simplifier le probleme de quantification du systeme. Les fonctions d'onde exactes pour l'oscillateur
couplé général dépendant du temps seront dérivées en utilisant les états propres de l'opérateur

invariant.

Notre mémoire est structuré comme suit : Le premier chapitre est consacré a I’équation de
Schrédinger stationnaire et non stationnaire (dépendante du temps) avec ces méthodes de solution,

dans le deuxiéme chapitre on présente la solution de I'équation de Schrédinger pour le modele de



I'oscillateur harmonique a 1D avec masse et fréquence variables. Au dernier chapitre, on détaille

I’étude Dynamique quantique d'un oscillateur couplé dependant du temps a deux dimensions.



CHAPITRE]

LEQUATION DE

SCHRODINGER



1-introduction

En physique quantique, en vertu de la dualité onde-corpuscule, la particule est décrite par une
fonction d’onde dont nous décrirons la signification et I’équation qui donne son évolution spatiale
et temporelle (I’équation de Schrédinger).

L’équation de Schrodinger a été proposée de facon inductive par Erwin Schrodinger en 1925 [21].
C’est une équation fondamentale de la mécanique quantique non relativiste. Sa forme générale est
une équation aux derivees partielles du premier ordre par rapport au temps, et du second ordre par
rapport aux coordonnées de I’espace ordinaire. L’équation de Schrddinger joue un rdle
fondamental en mécanique quantique par analogue a 1’équation de Newton en mécanique

classique, car c’est elle qui régit 1’évolution dans le temps du systéme physique.
2- Naissance de I’équation de Schrodinger

Le 20éme siécle a connu I’apparition de I’'une des deux grandes théories physiques du siécle ; la
physique quantique. Tout au debut de la mécanique quantique on a été confronté au probléme de
I’explication des états discrets d’un atome. En mécanique classique 1’état d’un systéme physique
est donné par la résolution des équations du mouvement du systéme. Par contre, en mécanique
quantique 1’état du systéme est déterminé par la résolution de 1’équation de Schrodinger. Cette
équation a été proposée par E. Schrodinger en 1925. De Broglie et Schrédinger ont ainsi pu
développer un parallélisme entre la mécanique classique et l'optique et parvenir a la conception de

la mécanique ondulatoire [21].

Découverte par le physicien Erwin Schrédinger en 1925, I'équation de Schrddinger est une
équation d'onde qui généralise lI'approche ci-dessus de De Broglie aux particules massives non

relativistes soumises a une force d'énergie potentielle.
3- L’équation de Schrddinger

Aprés le quatriéme postulat de la mécanique quantique 1’équation de Schrodinger s’ écrit [22-

26] :

Ay, 0) = ih G Y, o) (1)
Pour une particule libre, ona:
~ ~ p2 2
H=T=P—=—h—A (|-2)
2m 2m

Lorsque la particule est plongée dans un potentiel scalaire V (r) (par exemple le potentiel d’un
oscillateur harmonique) I’Hmiltonien du systéme s’écrit comme suit:
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ﬁ=T+V(r)=;+V(r)=—%A+V(r) (1.3)

4-Solution de I’équation de Schrodinger

4.1-Introduction

Ilyadeux typesde 1’équation de Schrédinger : I’équation de Schrodinger indépendante du temps
(stationnaire) et I’équation de Schrodinger dépendante du temps (non stationnaire). Dans cette

partie, nous allons présenter la solution de I’équation de Schrodinger indépendante du temps.

4.2-La fonction d’onde

La fonction d’onde c’est la solutions de I'équation de Schrdodinger d'un systeme quantique et il
représente le postulat quantique, qui decrit le mouvement des particules quantiques, et donne
toutes les informations des états quantiques (par exemple un électron dans 1’atome) .En générale
la fonction d’onde dépend de I’espace et du temps Y (7, t).
La fonction d'onde (7, t)doit satisfaire les conditions suivantes:

> Elle doit étre continue pour 7.

> Ladérivé VW doit étre continue, ces contraints sont appliquées sous condition de la limite

sur les solutions.

> Elle doit étre normalisée. C'est-a-dire :
[P FOYEOEr = [|YEHPdr=1 (1-4)
avec| W(#,t)|? est la densité de probabilité.

4.3-L’équation de Schriodinger indépendante du temps (stationnaire)

L'équation de Schrodinger est une équation aux dérivées partielles, du premier ordre par rapport
au temps et du second ordre par rapport aux coordonnées de I'espace ordinaire. L'équation de
Schrédinger est dite stationnaire si I'hamiltonien du systéeme physique ne dépend pas explicitement
du temps, auquel I'énergie totale est conservée, donc I'équation de Schrddinger donne des solutions

spéecifiques de la forme :
(7 t) = e (1) (1-5)

OUE: I’énergie, et () satisfait I'équation de Schrédinger stationnaire :
6



hz - = - =
—-8eM + V(e = E@(® (1-6)
4.3-1-L’équation de Schrodinger stationnaire a une dimension

Si une particule de masse m se déplagant sur I’axe x, soumise a une potentiel V(x), pour
déterminer les niveaux d’énergie, et les fonctions d’ondes associées nous devrons résoudre

I’équation de Schrdédinger unidimensionnelle suivante:

L L v o) = Ep) (I-7)

ol —o < x < +o00.

4 3-2-L’équation de Schriodinger stationnaire 2 deux dimensions
Dans ce cas le potentiel dépend de deux dimensions, et I’équation de Schrédinger s’écrit comme
suit :

[ (&4 2) + Vo] 0 y) = Eoxy) (1-8)

4.3.3-L’équation de Schrodinger stationnaire a trois dimensions
Dans ce cas la particule se déplacant dans un potentiel qui dépend de 7 (V (#)) qui soit central
ou non central. Il est préférable d’utiliser les coordonnées sphériques qui sont mieux adaptées a

laplacienA qui s’écrit :

19 i) L2
=2 (r ) — v (1-9)
Avec
2= _p2 |12 (ging ) 4 L2 ]
L*=-h [sin960 (Sln969)+sin296(p2] (I 10)

ou L: est I’opérateur du moment cinétique et 0 <r < +o0, et 8, ¢ sont les angles polaire 0 <

0 <met0 <@ <2m.
L’Hamiltonien s ’écrit:

__M(10(20 L s
H=- (r2 or (T 6r)) + 2mr? + V(T‘) (I_ll)

2m

ce qui permet d’écrire 1’équation Schrédinger pour un potentiel central V() sous la forme :



(5 (73))

a) La séparation des variables

}qJ(r,e, ©) = E¥(r,0,0) (1-12)

L’expression (I-10) montre que toute la dépendance en 6, ¢ est contenue dans I’operateur L? et
ona [H,Lz] = Oet [H,L,] = 0. Les trois observables H,L?, L, admettent un systéme complet de

fonctions propres [22-26] ; de sorte que I’on a

HY¥(r,0,¢9) = E¥(r, 0, @) (1-13)
L>¥(r,6,¢) = l(l + DR*Y(, 0, ) (1-31)
L;¥(r,0,p) = mh¥(r,0,p) (1-14)

Les fonctions propres communes & L? et L, correspondants aux valeurs de [ et m fixées sont les
harmonique sphérique Y7*(8, ) . Les fonctions W(r, 8, ¢) sont donc forcément le produit d’une

fonction radial R(r) par les harmonique sphériques Y7*(8,¢) , soit :
W(r,0,0) = R(K) ¥;"(6,0) (1-15)
Enutilisant le fait que :
LW (r,0,9) = L’R(r) Y*(6,9) = ROL?Y]'(6,9)
= I(l + DR2R(M)Y,™(6, ) (1-16)

on aboutit a I’équation radiale suivante :

(2 () + 42 s vl = v 17

2m

ou encore

dr?

{d R(r) n ZdR(r) 4 2m 2m [E V) — l(l+1)h ]}R( )=0 (1-18)

avec [: estle nombre quantique orbital.

A cause de l'interprétation probabiliste due a M. Born en 1926 [27] des fonctions d'onde, les
solutions de I'équation de Schrédinger doivent appartenir a I'espace de Hilbert. En plus de
I'équation de Schrddinger, les solutions de cette derniere doivent vérifier I'équation de continuité

suivante:



2D 1 Gj (7, 1) =0 (1-19)
avec

p(#@t) =@ ) PF,t) (1-20)

représente la densité de probabilité et
J@E B = == [0 EOVYE D - pF OV F 0] (1-21)

est le vecteur de la densité de courant.

5-Les méthodes de résolution de I’équation de Schrodinger stationnaire
5. 1-Méthodes numériques

On cite par exemple :

-Méthode d’Euler

- Heun

- Euler amélioree

-Runge et Kutta

-Approximations successives...

5.2-Méthodes analytiques

5.2.1- la méthode de perturbation

Cette méthode s’applique dans le cas d’un systéme stationnaire ou I’Hamiltonien est écrit sous la

forme [23]:
H=H,+W, (1-22)

ou Hy est un opérateur indépendant du temps et dont on connait les valeurs propres et les états
propres et W est un opérateur dont les éléments de matrice dans une représentation données sont
petits par rapport a ceux de Hy.
Hy est appelé « hamiltonien non perturbé » et W est appelé « perturbation » . Si W ne depend
pas du temps, la perturbation est dite stationnaire.
Pour assurer que W est plus petit que Hy on introduit un parametre réel A ,que I’on I’impose
d’étre (1 << 1), ce qui permet d’écrire :

H(1) = Hy+ AV, (1-23)
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V est de ’ordre de Hy.
Pour A = 0, H(A) coincide avec I’hamiltonien non perturbé H, .

Les valeurs propres et les vecteurs propres E (1) et | (1) > de H (1) dépendent en général de A
Dans cette méthode, nous allons résoudre de maniére approchée I'équation aux valeurs propres
de H (1) en développant les énergies et les états propres de H( A) en série de puissance du

parametre A qu'on appellera parametre de perturbation.

a-La résolution de I’équation de perturbation aux valeurs propres de H(4)

L’équation aux valeurs propres de H(1) s’écrit :
HOWYD>=E@QD [P @A>, (1-24)
En remplacant H (A) par I'expression (1-23) ,I’équation(1-24) devient:
Ho+ W [yA>= EQ) [y (1> . (1-25)

On sait que A « 1, on admet que E (4) ,et [y (1) > peuvent étre développes en puissance de A

sous la forme :
EQ) = g+ Adgg + Pey + -+ g, + - =37 (APs, (1-26)
et
[YQ) >= [P > + APt > + o+ WP >= T2 AP[YPP >, (1-27)
Nous reportons ces développement dans 1’équation (1-25),0n obtient :
(Ho + AV) (Tpoo AP | 9P >) = (Tp_odPe,) (Spoo AP [ PP >) . (1-28)
L'égalité des coefficients de puissances successive de A dans les deux membres donne un ensemble

des équations appelées équation de perturbation:

Pour les termes d'ordre 0 : (19)
(Hy—e) |¥°>=0 . (1-29)

10



Pour les termes d’ordre 1: (A1)

(Ho—g) [P > + (W= &) [y°>=0. (1-30)

Pour les termes d'ordre 2: ()\2)
(Ho—&0) [0* > +W —en)|9' > — &2’ >=10 . (1-31)

Pour les termes d'ordre p: (AP)
(Ho— e[y > +(V —e)pP ' > — & [P 2 > =g [9° >= 0. (1-32)

On négligeant dans le développement de E (1) , et [y(A) > les termes d'ordre supérieur a 2,

c'est-a-dire on se limitera en fait aux trois premieres équations.
b-La correction d’énergie

Onatrouvé la correction a I'énergie d'ordre 1 jusqu’ a I'ordre 2 par la projection des équations
de perturbation (1-30) et ((1-31) sur I’état |1)° > qui donne en tenant compte ,

<Py >=1. (1-33)

La correction au premier ordre a I'énergie non dégénéré est égale a la valeur moyenne de la

perturbation W dans I'état non-perturbé |@ >, donc:

e =<y’ [V’ >=<0,Vlg, >, (1-34)

avec:
Hy|®, >= E,|0, > . (1-35)

La correction a I'énergie au deuxieéme ordre s'écrit comme suit:

I<BIVIDR>12 (1-36)

£2 = Ym#n E_E
n m

11



c-La correction au vecteur propre
La correction au 1°" ordre du vecteur propre est une superposition linéaire de tous les états non

perturbés autre que |@, >. Cette correction s’écrit sous la forme:

<PV |0n>
En_Em

| ¢1 > = Zm:ﬁn |0 > . (1-37)

Les valeurs propres et les vecteurs propres de I'Hamiltonien perturbé H s'obtiennent en utilisant
les développements (1-26) et (1-27). On obtient donc :

|<@n|W|Bm>|?

|l/) >= |¢n > +Zm¢n En—Enm |¢m >+ (|'38)
et
E = E,+<0,|w|0, > +2m¢n%+ (1-39)

5.2-2- La méthode variationnelle

On sait que la méthode des perturbations stationnaire nécessite la connaissance des valeurs
propres et des vecteurs propres associés au Hamiltonien non perturbé H, , mais quand on ne peut
pas décomposer lehamiltonien total H du systéme en une partieprincipaleH, et une perturbation
W, ce qui rend la résolution de I'équation aux valeurs propres de H trés difficile [28]. Dans ce cas,
il nécessite de connaitre I'énergie de I'état fondamental, donc pour résoudre ce probléme on a alors
recours a la méthode variationnelle [24], qu'est un outil d'approximation simple mais trés utile
dans de nombreux problémes de physique quantique ou il est tres difficile a connaitre la solution

exacte. Elle est basée sur des étapes mathématique que nous allons résumés comme suit [25] :
a-Principe de la méthode

Au debut, en considérant un systeme physique de Hamiltonie H indépendant du temps et supposons
que Nous connaissons ses vecteurs propres |¢, > et les valeurs propres E, associé a H ou ses

valeurs sont discretes et non dégénérées (pour la simplification).

Donc on a:
Hlpn > = Eplpn > . (1-40)
Tout vecteur [p > de l'espace des états peut étre toujours développe sur la base des vecteurs

propres de H:
12



[V >= Zy |op >< @ulp >, (|'41)

et: Eg<E,

La valeur moyenne de I'énergie du systeme dans I'état |y > donnée par :

<y H|p> )
<H>_—<¢|¢> . (1-42)

Si on remplace [y > par son expression nous obtenons :

<Y[H [P >=Z Ey| < @u|tp > |2 = EoZy| < onlYp > |2
= E, <y|¢> . (1-43)

La moyenne d’une série de nombre est plus grande que le plus petit des nombres de cette série oU

E est la valeur propre la plus petite de H , donc :

_ <y| H| P> )
<H>_—<w|w> >E, , (1-44)

qui désigne que quel que soit le choix de I'état | yp >, la valeur moyenne de I'énergie est toujours

supérieure ou égale a I'énergie de I'état fondamental.

5-2-3-La méthode de Nikiforov-Uvarov(N-U)
En général, I'équation de Schrodinger qui peut étre obtenue avec différents potentiels prend la

forme suivante [29]:

2 _ _£ Q2 _
P e L (1-45)

s(1—a3s) ds 52 (1—a35)2

Pour a3z # 0, la solution de I’équation (I-45) est donnée par :

g & 1
3 (1 —-2ass) (1-46)
ol PSP (s) est le polyndme de Jacobi.

Le spectre de 1’énergie est obtenu a partir de 1’équation :

13



a;n — (2n+ Das + 2n+ 1) (Jag + az\/ag) + n(n — Daz + a7 + 2azag + 2,/agay =

0 (1-47)
Pour a; = 0, la solution devient:
Y = s%2 e“l3st11°_1(ans) (1-48)
ou Ly (s) est le polyndme de Laguerre.
Les paramétres a; sont donnés par :
ay=5(1—-ay) (1-49)
as =5 (a2 — 2a3) (1-50)
ag=at+¢, (1-51)
a7 =2a,a5 — &, (1-52)
ag = az + ¢5 (1-53)
a9 = aza; + ddag + ag (1-54)
ap = a + 2a4 + 2,/ag (1-55)
a1 = ay — 2as + 2(ag + as\/ag) (1-56)
ap = as+ . Jag (1-57)
et
a3 = as — (/g + az/ag) (1-58)

6-2Les méthodes de résolution de I'équation de Schridinger dépendante du temps

Il ya deux méthodes de résolution de I'équation de Schrodinger dépendante du temps : les
méthodes exactes et les méthodes approximatives.

a—Méthodes exactes

a.1l-Transformations unitaires

Il est important de se rappeler que pour décrire I’évolution du vecteur d’état | Y (t) > dans I’espace

de Hilbert, on doit choisir un systéme d’axes ou un référentiel.

14



Le choix de référentiel n’a pas de raison d’étre unique, ¢’est-a-dire que 1’on est libre de passer a
un autre systéme d’axes. Chaque fois que 1’on change de référentiel, on change de point de vue et
par conséquent on observe le systéme physique sous un angle différent. En pratique, pour passer
d’un référentiel a un autre, on utilise des opérateurs unitaires U qui peuvent étre indépendants ou

dépendants du temps et qui satisfont la condition [30]:
ttu=uu"=1 (1-59)

ot U™ est l'opérateur adjoint de U. Généralement, pour un Hamiltonien dépendant du temps, on
utilise des opérateurs unitaires dépendants du temps qui transforment le vecteur d'état de la fagon

suivante :

[P(t) >= U y(t) > (1-60)
Dans le nouveau référentiel, le nouvel Hamiltonien s'écrit :

-10

A®=U® HOUE® - kU 2U®) (1-61)

a.2- L'opérateur d’évolution
Du fait de la correspondance linéaire entre | (t,) >et | Y(t) >, il existe un opérateur

linéaire U (t, t,) tel que:
| P (t) >= U(t, to) [P (to) > (1-62)

Dans le cas particuliérement simple ou I’HamiltonienH du systeme ne dépend pas du temps,

I’opérateur U(t, t,) a une forme simple:

Ut ty) = e w(Eto) (1-63)

Effectivement, en prenant la dérivée partielle par rapport au temps de la fonction (1-64) on obtient :

ih=-U(t,te) = HU( to) (1-64)

On note que I’équation (I-64) présente le méme degré de difficulté que 1’équation de Schrédinger,

mais elle présente plus d’avantage lors de ’utilisation des méthodes d’approximation. L’ opérateur
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d’évolution total peut étre ainsi décomposé en un produit d’opérateurs d’évolutions temporelles

infinitésimales :
U(t,ty) = Ut ti)U(tk, tgo1) v ver e U (E, 8 U (4, to) (1-65)

On peut choisir tg, tq, ..., t de telle sorte que les intervalles entre eux soient égaux. Donc U (t, t,)
peut s’écrire :

U(t,to) =IIiL Uit t; — AD) (1-66)

a-3-Changement de représentation

I1 est possible d’utiliser une nouvelle représentation appelé la représentation de Heisenberg. Dans
cette représentation la dépendance par rapport au temps est transférée des vecteurs d’états aux
observables. Bien entendu 1’évolution du systéme ne peut plus étre décrite a partir de la fonction
d’onde, ce qui nous conduit a une équation d’évolution des opérateurs (Ay opérateur quelconque

écrit en description de Heisenberg),

ih< A, (t) = [44(),H®)] + i (%As(t)>H (1-67)

La représentation d’interaction semble étre une description intermédiaire entre la description de
Schradinger et celle de Heisenberg. Ces représentations sont strictement équivalentes, mais leur
utilité réside dans le fait que certaines propriétés quantiques sont plus immédiatement apparentes

dans I’'une que dans ’autre.

b- Méthodes approximatives

On peut citer :

b-1-La théorie de perturbation
L’1dée générale de la méthode est de dégager les effets principaux qui rendent compte globalement
du comportement du systéme, et ensuite de détailler certaines quantités qui découlent d’effets

secondaires moins importants [25].
Donc I’Hmiltonien du systéme s’écrit :
H(t) = Hy(t) + AW (t) (1-68)

ou H(t) est un Hamiltonien d’une équation de Schrodinger que 1’on sait intégre exactement et

W (t) une fonction quelconque et A vérifie: 1 «< 1.

16



Il est montré que 1’opérateur d’évolution vérifie I’équation suivante:

Ut to) = UQ(t, to) + Do, UM(L, to) (1-69)
avec : | Y(t) >= U(t, to)| Y(ty) >, et UD (¢, to) est la solution de I’équation non perturbée.
avec la condition initiale :U9 (¢, ty) = 1 et les U™(t,ty),¥n = 1 sont donnés par :

U™ (¢, to) =
(ih) "2 |

N dt, dty_q ... dt Ut t )W (t) Uty tne )W (En1). ..

U (t2, t)W (t)U (4, to) (1-70)

b-2-La méthode variationnelle
Cette méthode s’appuie sur le théoréeme de Ritz, qui stipule que la valeur moyenne de

I’Hamiltonien calculée par rapport a une fonction d’onde |¥(t)) , c'est-a-dire :

(POHDP®)
(PO¥®)
71)

(H) =

est stationnaire si elle avoisine I’'une de ces valeurs propres. Alors, pour trouver les valeurs propres
de I’Hamiltonien on choisit une fonction d’essai approprié¢e dépendante d’un certain parametre, et
en variant par rapport au parametre les valeurs propres de I’Hamiltonien correspondent aux valeurs

a; pour lesquelles la valeur moyenne est extrémale [12].

b-3-L"approximation soudaine
Supposant que le systeme est soumis a un champ extérieur pendant un intervalle de temps , on
appelle approximation soudaine, I’approximation appliquée dans le cas limite T — 0 , elle

s’énonce comme suit [22] :

«...Alalimite ou T — 0, c'est-a-dire dans le cas du passage infiniment rapide, 1’état dynamique

du systéme reste inchangé ... ».
lTirr(l) U(T + toty) =1 (1-72)

b-4-L’approximation adiabatique

Dans I’autre cas extréme ou 1’hamiltonien du systéme varie lentement avec le temps, c’est-
a-dire T — oo; on parle de 1'une des méthodes les plus puissantes en mécanique quantique :
I’approximation adiabatique. Parmi 1’une des résultats de ces applications dans la solution de
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I’équation de Schrodinger dépendante du temps : la phase de Berry ol phase géométrique. A
travers ce dernier on peut donner aux lecteurs une interprétation sur le role de I’approximation

adiabatique dans la solution de I’équation de Schrodinger dépendante du temps.

c -La méthode des invariants

1-Introduction

Parmi les méthodes les plus puissantes et qui donnent des solutions exactes de I’équation de
Schrédinger dépendante du temps, nous avons la méthode des invariants.

2- La solution de I’équation de Schrodinger

On considere I’équation de Schrodinger suivante :
. 0
ih—|¥(0) = HO|¥(0)) (1-73)

OUH est I’Hamiltonien du systéme.

La solution générale de I’équation de Schrodinger est les états propres de I’invariant multiplié par

un facteur de phase dépendant du temps [18,19] :

p(rt) = e' By, (7t) (1-74)
avec

I, (r;t) = Ay (1 t) (I-75)
A est constant.

Et I vérifie les deux relations suivantes :

di a1 | 1 _
T == +=[H]=0 (1-76)
@) =10 (1-77)

2-1-Le choix d’invariant
v" L.une des méthodes les plus simple pour déterminer I’invariant dynamique est I’utilisation

de l.algébre de Lie. Supposons que I’Hamiltonien H(t) peut s’écrire comme combinaison
linéaire des générateurs (T, Ty, .., Ty,) d.une algébre de Lie fermée sous la forme

H(t) = X ai(O) T; (1-78)

En cherchant I’invariant | (t) qui se décompose complétement sur cette algebre. Choisissons
alors 1 (t) sous la forme
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I(t) =X Bi(t)T; (1-79)

v Si I’hamiltonien n’est pas combinaison linéaire des générateurs de I’algébre de Lie,
I’invariant contient généralement les termes de ’Hamiltonien.
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CHAPITRE II
OSCILLATEUR HARMONIQUE

DEPENDANT DU TEMPS
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Oscillateur harmonique dépendant du temps

1. Introduction

L'oscillateur harmonique est d'une importance fondamentale en physique, car un modele utilisé
dans de nombreux domaines tels que I'électricité, I'électronique, l'optique et la matiére condensée
et aussi il est considéré comme trés important en théorie quantique, car il intervient dans tous les
problémes impliquant des oscillations quantiques, telles que les vibrations moléculaires et
cristallines, et c'est aussi un systéme simple que nous savons parfaitement résoudre I'équation de

Schradinger.

2. Oscillateur harmonique avec masse et fréquence variables

Dans cette partie, nous proposons de résoudre I'équation de Schrédinger pour un oscillateur
harmonique dont la masse et la fréquence varient avec le temps. Pour résoudre I'équation de
Schrédinger, on utilise la méthode des invariants. La méthode des invariants introduite par Lewis
et Riesenfeld [18,19] fournit une méthode typique et puissante pour étudier ce systeme. L'intérét
principal de ce probleme est qu'il peut étre vu comme un modéle exactement soluble, et offre de

multiples applications dans la description des systéemes physiques dans différents domaines de la

physique.

ih 21 (x, £) = [Zﬂ’zt) + MO w? (x| Y(x, D) (1-1)
avec.
= 2+ oo =

oU H est I’hamiltonien du systéme, ¢’est un opérateur auto-adjoint explicitement dépendant du

temps .
X . , . 0 . .. :
Ou x est une coordonnée canonique et p = —i o et I'opérateur del’impulsion.

Les équations canoniques du mouvement sont :

. 8H 1 1
X = =mHl =40 (11-3)
. d
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Pour résoudre I’équation (1), on construit un invariant du systéme décrit par 1'Hamiltonien
dépendant du temps, on utilise I'approche algébrique (algebre de Lie) [18, 19,31] ; soit la base

hermitienne suivante :

1 1 1
Tl :Epzf T2 :E{p;x}, T3 :Exz! (”'5)
avec les relations de commutation

[Tl' Tz] = _Zlth, [Tz, T3] = _ZlhT3, [T11T3] = _lhTZ (”'6)

On va donc essayer de trouver 1’invariant I qui se décomposent complétement dans cette algébre

de Lie. On prend alors I de la forme :
1(t) = X3, B.(OT, (11-7)

ou les g (t) sont des fonctions réelles de temps. Cela veut dire qu'on peut introduire la forme

générale de nos invariant:
1) = B, (DT, + B,(OT; + B,(D)T3 (11-8)

En calculant les coefficients £ (t) qui doivent vérifier:

. 2
ﬁl(t) = - Mﬂz(t)

B,()
M

ﬁz(t) = Ma)zﬂl(t) -
B, () = 2Mw?B,(t)

(11-9)

Ce systeme peut étre simplifié en posant g, = p2ol p est la solution de I'équation auxiliaire

suivante :
5+ M54 w2p = (11-10)
PP p M2p3
En utilisant 1’équation (9) on arrive a déterminer
ﬂz = _Mpp
By = (1+ M2p2p?) (11-11)

Ainsi, l'invariant s'écrit sous la forme :
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1(t) = %{pzpz — Mpp(px + xp) + piz(l + szzpz)xz} (11-12)

Le point clef pour obtenir les fonctions propres de 1(t), est d’utiliser la transformation unitaire

suivante :

(p,n(xr t) = U¢n(x' t) (I |'13)

avec:

— _Mp .2 .
U=exp| thx] (11-14)
Sous cette transformation unitaire I'équation aux valeurs propres devient :

[n(x,1) = 2P (x, 1) (11-15)
et:

2

[=u1u+ =2|p%p? + ’;—2] (11-16)

PP . x L. ' 4 . .
En définissant la nouvelle variable o = o on peut écrire I'équation aux valeurs propres comme suit

h2 62 2
|55+ 2] #n(@) = 2,04(0) (11-17)
avec:
. 1
Gnlx, t) = 75%(0) (11-18)
Le facteur — est introduit dans I'équation (18) pour garantir la condition de normalisation :

7
[ b (e 8) $n(x, Ddx = [ @ (@) (0)do = 1 (11-19)

La solution de I'équation (17) est:

on(0) = [m]m exp |- %] H, [(%)1/2 o ] (11-20)

ou A, =ha(n+ %) , et Hest le polyndme d'Hermite d'ordre n. Alors:
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Pn(x,t) = Ut (x, 1) (11-21)

iM i

00050 = ] "o 2 el () ] =

Maintenant, il ne reste qu’a trouver la phase a, (t):
. . 0
ha(t) =< ¢p|(ih - — H)|p, > (11-23)

Oona: [, >=U*|p, > et: < dp|=< ¢,|U
Pour cela, on utilise la solution de 1’équation de Schrédinger, puis on passe de ¢,(x,t) a

¢,,(x, t),0n obtient :

. - ., O iy [ d vy [ I -
ha(t) =<(;bn|[lha+1h§xa+1h%—m}2]|¢n> (11-24)

ou, on a utilisé I'équation auxiliaire (10) pour éliminer w? de H. Ensuite, en substituant I'équation
(18) dans I’équation (24), on obtient :

h() =< gul [~ 37z] I > (11-25)

En utilisant I'équation (15) et la normalisation de ¢,, on trouve :

a(t) = — (n + l) [l at’ (11-26)

2/ 70 Mp2

Enfin, la solution de I'équation de Schrédinger (1) pour notre systéme est sous la forme suivante :

Yx,t) = Y,C, [m]l/z exp [% (§+ M%)Z)xz —1i (n + %) f;;—;] H, [(%)1/2 (%) ] n-27)
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CHAPITRE 111
DYNAMIQUE QUANTIQUE
D’UN OSCILLATEUR
HARMONIQUE
COUPLE DEPENDANT

DU TEMPS & 2D
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Dynamique quantique d'un oscillateur couplé dépendant du temps a 2D

1. Introduction

Notre objectif principal dans ce travail est d’étudier la dynamique d'un oscillateur couplé
dépendant du temps a 2D avec les masses et les coefficients de couplage varient exponentiellement
avec le temps. On utilisera la méthode des opérateurs invariants, pour traiter les systémes
hamiltoniens complexes variant avec le temps. La méthode est introduite par Lewis et Riesenfeld
[18,19], et maintenant elle est devenue un outil trés utile pour développer la théorie quantique pour
le cas ou I'hamiltonien du systéeme dépend explicitement du temps. Une transformation unitaire
sera également adoptée afin de simplifier le probléme de quantification du systéme. Les fonctions
d'onde exactes pour l'oscillateur couplé dépendant du temps seront dérivées en utilisant les

fonctions propres de l'opérateur invariant.

2. L’invariant classique

Bien que nous soyons intéressés par I'étude de la dynamique quantique de l'oscillateur
couplé dépendant du temps, il peut étre instructif de voir I’opérateur invariant classique du
systtme avant de procéder a I'étude quantique principale. Pour cette raison, voyons
dabord la  quantitt  invariante  classique comme une étape  préliminaire.
L'hamiltonien classique de [l'oscillateur couplé dépendant du temps que nous
considérons dans ce travail est de la forme

2 2
H_ Pl PZ

l 2 2 i
= oo T omm T2 (@ OX1 4 (O0X7 + s (0)X,X5), (11-1)

Les paramétres m, (t) , m,(t) , c;(t) , ¢, (t) et c;(t) sont des fonctions arbitraires du temps.Pour

notre étude nous avons choisit ces paramétres comme suit

(m1(t) = m0136t

|m2(t) = mgpe
{ c; () = ¢y €%t (111-2)
| c,(t) = cyret
\ c3(t) = cp3edt

S5t

Mmyq, Mo2, Co1, Coz» Coz€td sont des constants. Notant que la relation pour les crochets de Poisson

entre les variables canoniques (X;, P;) dans I’espace de phase est donnée par :

(X, P} =6;(,j=12), (111-3)
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xux}={P.B}=0, (I1-4)

Par le choix de la formule explicite des paramétres dépendant du temps, I’Hamiltonien de
I'équation. (1) peut étre utilisé pour décrire différents systemes réels [32,33].

D'une part, un systeme oscillatoire couplé obéissant a une géometrie non commutative aégalement
été étudié au moyen de ce hamiltonien [34]. A partir des relations de base X; = dH /0P, et P, =

—0H /dX; , on peut facilement déduire les équations classiques du mouvement comme

m01X.1 + 6m01X1 + C01X1 +%C03X2 = 0 ( )
. , ) -5
m02X2 + 6m02X2 + C02X2 + §C03X1 = 0

Pour trouver I’opérateur invariant classique du systeme, supposons que sa formule soit de la forme

1 1 1 1 1
I(t) = 5051(t)P12 + Eaz(t)Pzz + B1 ()X, P, + ()X, P, + E)/1(t)X12 + Eyz(t)Xzz + En(t)X1X2
(11-6)

ou a;(t),B;i(t),y;(t) (i=1,2) et n(t) sont des fonctions réelles dérivables de t, qui seront
déterminées ultérieurement. Pour dériver les fonctions dépendantes du temps de | (t), nous

utilisons la condition que la dérivée totale temporelle de | (t) soit nulle

ar _ al n [az oH  al BH]_

dt ~ at i=1

dX; OP; 0P; 0X; - (I”_7)

Eninsérant les Egs. (1) et (6) dans I'équation. (7), on obtient les équations différentielles couplées

pour a; (t), B;(t),y;(t)et n(t) comme

. 2 t _

i@, (t) = —%e 8t (111-8)
. 2 t) _

iy (t) = —%e 8t (111-9)

By (t) = 2c,e%ay (t) — znl—(t)e—& (111-10)
01

Bo(6) = 2cp3e% ay(t) — D o=t (1I-11)
02

V1) = 2¢01% B, (¢) (1-12)
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Y2(t) = zcoze&ﬁz(t) (11-13)
1(t) = co3e® [B1(6) + B2 (D)] (I11-14)

En résolvant les équations couplées ci-dessus, on trouve

a, (t) = mime—& (111-15)

a,(t) = mioz g5t (111-16)
Bi(t) =2 (I11-17)

Ba(t) = 2 (111-18)

Y1) = cos(e% — 1) (111-19)
¥2(8) = co2(e% — 1) (111-20)
n(t) = coz(e® — 1) (11-21)

Nous avons choisit les paramétres agq @o2 Bo1, Bozs Vo1 Vo, €L Mo €gaUX a Z€ro.

De la substitution de ces résultats dans I'Eq. (6), nous obtenons la quantité invariante comme

suit :

1%t 1%t 5 5 1 1
I(t) = 5‘;’”01 P? + Einoz Py + X, Py + - XpPy + - co1 (% — 1)XF + 2 cop(e® — 1)X5 +
%603(6& - 1)X1X2 (“I'22)

Ceci est non seulement utile dans lI'analyse dynamique dans le domaine classique [35], mais

également étroitement lié a la dynamique quantique du systéme.

3. Opérateur d’invariant quantique

Sur la base du développement de la section précédente, il est maintenant simple d'obtenir
I'invariant quantique du systeme. En remplacant les variables canoniques dans l'invariant classique
du systéme par les opérateurs quantiques correspondants, on obtient l'opérateur invariant

quantique, tel que
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l1e~ St

St
I(t) - E Moq

e~

p12 + 1 ﬁzz + é()?1p1 + p1)?1) + é (Xzﬁz + 132)?2) + lC'Ol(e& - 1))?12 +
2 my, 4 4 2

%coz(e& - 1)X2 + %603(e5t - 1)X%,%, (111-23)
Utilisation des relations de commutation dans le domaine quantique

[X:, P:] = ihs;;(i,j = 1,2) (111-24)
on veérifie facilement que l'invariant satisfait I'équation de Liouville-von Neumann de la forme

al _ ol

1 T O frd -
—=—+—[LH]=0 (11-25)

Concernant I'étude des valeurs propres et des états propres du systeme, on peut adopter une
méthode algébrique liée & I'opérateur quantique 7. Grace a cela, il peut étre possible d'obtenir les

solutions quantiques et d’élucider les propriétés quantiques principales du systéme.

Afin d'obtenir les fonctions propres et les valeurs propres de l'opérateur invariant, il est utile que

nous réexprimionsI’Eq. (23) en termes des opérateurs de création et d'annihilation. Pour ce faire,

A~

nous définissons les opérateurs d’'annihilation @; et de création @;"canoniques dépendants du

temps, respectivement, comme

A LN 6 & . 6 i Strrs 655 6 ~
al—m{wl,/mmez (chosE—X251n2)+\/nTne 2 [(P1+2X1)cosz—(P2+

°%,) smg]} (111-26)

(P, +2%,) sing]} (111-27)

~ 1 LN 6, o . 6 i Srrs 55 6
a, —m{wz,/mozez (chosE+XzsmE)+\/nT)ze 2 [(P1 +EX1)COSE+

(P, +35%,) sing]} (111-28)
ay = \/Zil_wz{wz\/m—oze? ()?1 cosg + X, sin g) - \/T;_Oze_it [(ﬁl + g)?l) cosg +
(7, +2%,) smg]} (11-29)
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Ou w; et w, sont les fréquences modifiées qui sont données par

5t 2 5t 2 5t
o1 €°'-1 6 6 Cop €°°—-1 6 . 20 co3(e® -1 .
w? = (& p ——) cos?= + (ﬂ = ——) sm2—+L)asm0 (111-30)
my, eot 4 2 my, eot 4 2 2 /mgimgedt
5t 2 5t 2 5t
o1 €°*-1 6 . o0 Cop €°'-1 6 6 coz(e°t -1 .
w? = (—"1 —— —) sin? = + (ﬂ —— —) cos? - — L)ssm ] (111-31)
Mo, € 4 2 My, € 4 2 21/m01m028 t

avec

— Co3 ]
a0 = el ()] (111-32)

Notant que les opérateurs, d@; et d;, obéissent aux propriétés habituelles des opérateur de création

et d'annihilation, y compris la régle de commutation canonique du boson:

[a1,af]1=1 (11-33)

[a,,8,] = 1 (111-34)

Maintenant I'opérateur invariant, Eq. (23), peut étre réécrit en termes de @; et @& comme

[(t) = haoy (@} @y +1) + ho, (afa, +3) (111-35)
Ainsi, nous avons découplé I'opérateur invariant associé au systéme original a un couplage final.

Ce découplage peut étre trés utile pour déplier la théorie quantique du systéme.

4-Valeurs propres et fonctions d'onde
Selon I’Eq. (35) qui est représenté en termes d'opérateurs numeriques (opérateurs de nombre de

particules), le les états propres de I'opérateur invariant sont les mémes que les états

A~

propres,|n;, n,, t)de aja,etde a;a,, qui suient les relations

ata, |ng,ny,t) = nqng, ny,t) (11-36)
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a;dz nl,nz,t) =n2|n1,n2,t) (I“‘37)

A partir de I'état du point zéro, nous avons facilement les états normalisés:

Inynyt) = ﬁ @hHm(a)"|0,0,t) (111-38)
(nlrnthlr’ll;ﬁZJ t) = 6n17’116n2r'12 (I“'39)

Sur cette base, le spectre de valeurs propres de [ peut s'écrire sous la forme
Anyn, = hooy (ny +3) + Aoy (n +3) (111-40)

Maintenant, pour simplifier le probléeme, nous introduisons une transformation linéaire

d’opérateurs canoniques ()?i, f’l-) en un nouvel ensemble de variables (Qi, ﬁi), tel que

L cos@ — i 0]
P ot [ [ ~

F)=<2{ " 0 Y e (&) (111-41)
. J— S_

1
— co
JMo1 2 Moz 2

—
"o
A
N—
Il
Q
N
3
=
(@]
o
wn
|A
=
~ N2
N
3
N
wn
ot
=
|A
N
~—
Q)
=
—
O NS

(3) (111-42)

N[, O

Ensuite, nous pouvons exprimer les équations. (26)-(29) sous des formes simples en termes de

Q;et t; comme

a, = Jﬁ [w1()0; + ifty] (111-43)
of = s (01 (00 — i (111-44)
8y = ——[w,(£)0; + ift,] (111-45)

2hw,(t)

At —

92 = —m [02(0)Q2 — itz (111-46)
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Les fonctions d'onde dans la représentation X, |t/7nl_n2 (t)), sont liées a cellesen représentationQ

par la relation unitaire de la forme

|lpn1,n2 (t)) = ﬁ(t)llpnl,nz (t)) (I I |'47)

Ou Uest un opérateur unitaire dépendant du temps, qui est donné par

U(t) = U, () U,(0) U3 () U4(t) (111-48)
avec
PR : R PR 1/4 : A R 1/4
J,(t) = exp [2—‘h (PR, + £,P,)In (Z—‘;) ] X exp [2—‘h (B,X, + £,P,)In (Z—Z) ] (111-49)

U,(t) = exp [Zl_h (P X, + X1p1)ln(m01m02926t)1/4]

I . L 1/4
X exp I:% (PZXZ + szz)ln ((m01m02625t)) ]

(111-50)
Oa(t) = exp [- 2 (PR, — P X)) (111-51)
O4(t) = exp [- = (%2 + £2)] (11-52)

notant que U, (t) et U,(t) dans Egs. (49) et (50) sont les opérateurs de compression, alors que

U;(t) dans Eq. (51) I’opérateur de rotation caractérisé par 1’angle variable avec le temps 6 (t).

La solution de I’équation de Schrodinger

e O, )
in Mm@ _ gy ) (111-53)
peut étre écrit comme

Yy m, () = e ¥m1m2 Oy, o, t) (111-54)

ou I’évolution de la phase @, _,,(t) satisfait I’équation
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2 1 R
> Tnuny (t) = - <n1,n2, tllha - Hlnl, n,, t> (111-55)

Enrésolvant I'Eq. (55) dans I'espace de configuration, on peut facilement confirmer que les phases

sont donnees par
U, n, (L) = (n1 + %) w1t + (nz + %) w,t (111-56)

La dynamique quantique du systéeme oscillatoire couplé variant avec le temps, décrite jusqu'a
présent, peut étre largement utilisée pour caractériser les propriétés quantiques pour divers

systémes physiques associés.

5. Application
Dans cette section, nous appliquons la théorie quantique du systéeme pour évaluer les fluctuations
et les produits d'incertitude pertinents, et montrer que les résultats correspondent a ceux connus

précédemment.

Les fluctuations de la paire de variables de position et des variables de moment conjugué

canoniques du systéeme peuvent étre définies respectivement comme

(AXAI:) = <lpn1,n2 (t)|)?i2|lpn1,n2 (t)) - ((¢n1n2 (t)|XAi|¢n1,n2))2 (“I'57)
(Aﬁi) = (l/)nl,nz (t)|pi2 |l/)n1,n2 (t)> - ((l/)nlnz (t)lﬁillpnl,nz>)2 (I I |-58)

pour simplification, on s’intéresse au cas de I'état fondamental, ou n; = n, = 0,.

Nous avons alors pu évaluer les équations. (57) et (58) en utilisant I'Eq. (47), conduisant &

AR,) = (e, s 11159

(&%) ==\ 22+ )2 (11-59)
o \2 _ et sinzg coszg h

(8%,) _m—oz<w1 L] (111-60)
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. 2
(AP1)2 = mye’t [a)1 (1 + 45 )cos2 g + w; (1 + 522) sin’ Q]E (111-61)

w12 4w 2|2
SN2 5 &\ .. 26 8 20]h
(AP3)" = mpe®t [wl (1 + 46012>sm St w2 (1 +2a7) €032 (111-62)

Pour les équations au dessus, on obtient les produits d’incertitude comme

— 2 =~ \2 _ 52 4 0 52 .40 w1 w
@ = [ttt et (22
o \sin?% cos2 8|1 ]
Zwlwz) sin” > cos 2] " (11-63)
- 2 =~ \2 _ (52 . 40 82 49 oy W,
(AXZ) (APZ) = [(1 + 4w12> Sin 7 + (1 + 4w22) cos 5 + (a)_2+ w_l +
6 \ .. 26  ,0]n ]
Zwlwz) sin” > cos“o|— (111-64)

Donc : AX{AP; > get AX,AP, >

YIS

Nous voyons que les produits d'incertitude ci-dessus sont toujours plus grands que g qui est le

produit d'incertitude minimal permise en mécanique quantique.
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Conclusion

Nous avons étudié la dynamique quantique d'un oscillateur couplé dépendant du temps d’un
systeme physique a partir de son hamiltonien sur la base de I'opérateur invariant méthode.
L'opérateur invariant quantique du systéme a été obtenu et il a été montré qu'il obéit a I'équation
de Liouville-Von-Neumann. Avec les opérateurs de création et d'annihilation, I'opérateur invariant
est représenté comme une forme simple et conventionnelle qui est donnée par I'Eq. (35). Les
fonctions propres de I'opérateur invariant quantique ont été dérivés dans I'état de Fock, sont
identiques a ceux de @;Fa; . Nous avons mis en place un opérateur de transformation unitaire qui
relie les fonctions propres du systéme dépendant du temps a celles de l'oscillateur harmonique
simple a 2D. Cet opérateur nous a permis de dériver les solutions quantiques du systéme par la
relation de transformation unitaire. Les fonctions d'onde qui ont été obtenus ne different que par
des phases dépendantes du temps ,a, n,(t), des fonctions propres de l'opérateur invariant
quantique. Afin de montrer la validité de notre théorie quantique, nous l'avons appliquée a un cas
simple ou les masses et les coefficients de couplage varient de facon exponentielle avec le temps.
Les produits d'incertitude du point zéro dans ce cas ont été obtenus, et nous avons confirmé qu'ils

satisfont non seulement aux relations d'incertitude minimale mais coincident avec celles de la

recherche precédente.
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Abstract

In this work the dynamical and quantum properties of a 2D time-dependent coupled oscillator are
studied on the basis of the theory of dynamical invariants. By introducing two pairs of annihilation
and creation operators, it is possible to decouple the original invariant operator so that it becomes
the one that describes two independent subsystems. The eigenvalue problem of this decoupled
quantum invariant can be solved using a unitary transformation approach. According this method,
we finally obtain the eigenfunctions of the invariant operator and the wave functions of the system
in the Fock state. The wave functions that we have developed are necessary to study the quantum
characteristics of the system. In order to show the validity of our theory, we apply our
consequences to the derivation of canonical variable fluctuations and uncertainty products for a
2D oscillatory system whose masses and coupling coefficients vary exponentially.

Keywords: time-dependent coupled oscillator; invariant theory; unitary transformation; wave
function

Résumé

Dans ce travail les propriétés dynamiques et quantiques d'un oscillateur couplé dépendant du temps
a 2D sont étudiées sur la base de la théorie des invariants dynamiques. En introduisant deux paires
d'opérateurs d'annihilation et de création, il est possible de découpler I'opérateur invariant d'origine
pour qu'il devienne celui qui décrit deux sous-systéemes indépendants. Le probleme des valeurs
propres de cet invariant quantique découplé peut étre résolu en utilisant une approche de
transformation unitaire. Grace a cette procédure, nous obtenons finalement les fonctions propres
de l'opérateur invariant et les fonctions d'onde du systéme dans I'état de Fock. Les fonctions d'onde
que nous avons developpées sont nécessaires pour étudier les caractéristiques quantiques du
systeme. Afin de montrer la validité de notre théorie, nous appliquons nos conséquences a la
dérivation des fluctuations des variables canoniques et des produits d'incertitude pour un systéme
oscillatoire a 2D dont les masses et les coefficients de couplage varient de facon exponentielle.
Mots clés : I’oscillateur couplé dépendant du temps, théorie d’invariant, transformation unitaire,
fonction d’onde.
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