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Résumé

Dans ce travail, on présente un mémoire étudié les problémes non linéaires concer-
nant un type dans le domaine des équations intégrales particuliérement les équations
intégrales de type Hammerstein, dont la forme générale est la suivante

Ho(x) = /Q k(x,y) f(y, ¢(y))dy

ou 2 est un ensemble mesurable et les fonctions k(.,.), f(.) sont connues.
On a étudié la continuité de I'opérateur de Hammerstein H dans les espace d’Or-
licz,on utilisé la méthode de décomposition, telle que :

1. la continuité de Fredholm sur 'espace d’Orlicz

2. la continuité de 'opérateur de Nemytskij
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Notations

(Q,%, ) Espace mesure de mesure p
LP (Q) L’espace de Llebegue

1flls la norme sur d’Orlicz

) fonction d’Orlicz

Qo =0\ (2 UQy)

Dx = ess infq, p (v),p* = ess supq, p (v)

Di conjugué de p;, i.e., p%- + pi =1

Q ouvert borné de RY.

of) frontiere de 2

9] mesure de I’ensemble

|E| mesure de l'ensemble E

RY espace euclidien réel de dimension n.

P-P- presque partout.

supp(f) support de la fonction f.

L°(92) L’espace de toutes les classes d’équivalence des fonctions & valeurs réelles mesurabl
L? (Q) {u : fonction mesurable sur Q|IA > 0: [, ® (%) dz < +00}muni de la norme de Lu
luly = lullpyey = {3 >0 fy®(2)dr<1}

co(F) Codimension de I’ensemble F'.

FFB Espace fonctionnel de Banach.

P(Q) Ensemble des partitions des éléments.

A Opérateur intégral.

H Opérateur intégral de Hammerstein.

El Equation intégrale.

EIFS Equation intégrale de Fredholm de deuxiéme espece.
EIVS Equation intégrale de Volterra de deuxiéme espece.
EIL Equation intégrale linéaire.

EINL Equation intégrale non-linéaire



Introduction

Le cadre général de ce mémoire est I’analyse non linéaire dans les espaces fonction-
nels, associés a la géométrie de ces espaces. Dans Cc travail on étudier des équations
intégrales non linéaires de type Hammerstein

Hs&(fv)z/ﬂk(x,y)f(y,sr)(y)),

ou ¢ est la fonction inconnue,k est le noyau donné, f une fonction donné.

La notion continuité dans I’analyse fonctionnelle est propriété topologique impor-
tatnte, nous allons dans ce travail de montrer la continuité de 'opérateur de Ham-
merstein, cette démonstration se basée sur une technique dite de décomposition, i.e.,
on décompose 'opérateur H en deux opérateurs A et N, tels que

H = AN;

ou A est 'opérateur intégral linéaire de Fredholm

Ap) (x) = / ke, 9)o(y)dy

et ou Ny est 'opérateur non linéaire de Nemytskij associé a f

Ny(u)(z) = f(, u(x)).

La continuité de I'opérateur de Nemytskij /N; se faite par une technique déficile
dite linéiarisation, c-a-d, on peut écrire I'opérateur de Nemytskij sous la forme d’preés
I’estimation suivante

[Ny (u)(@)] = [Ny(u)(z)] < Clu(z)] +blz|

Ce mémoire est organisé en trois chapitres :

Le premier chapitre :est généralité sur les espaces fonctionnels et leurs propriétés.

Dans le deuxéme chapitre, on parle sur la construction topologique de I’espace
d’Orlicz et leur gémeétrie (espace vectoriel, norme,...etc).

Le dernier on trouve la continuité des opérateurs de type Hammerstein dans espace
d’Orlicz



Chapitre 1

Généralité sur les espaces

fonctionnels

1.1 Généralité

Espaces vectoriels normés

Soit E un espace vectoriel sur le corps K = R ou C, on appelle une
norme sur l'espace F toute fonction notée||.|| définie sur E a valeurs dans
R, telle que cette fonction vérifie les propriétés suivantes

1. Séparation

|z]| =02 =0

2. Homogénéité
Az| = Al lz]l , Vo € E, VA € k

3. Inégalité Triangulaire
lz+yll < llzll + llyll
tout espace vectoriel muni d’une norme notée ||.|| est un espace vectoriel normé

Suites de Cauchy

Soit x,, une suite d’éléments d’un espace normé (E, ||.||); on dit que la



suite x,, est de Cauchy si, on a la relation suivante

Ve > 0,3N.,Vp,q > N.ona ||z, —z4]| <€

Lemme 1.1 Soit z,,une suite de Cauchy dans un espace normé (E, ||.||) contient une

sous suite x,, convergente vers x alors la suite x,, est aussi convergente vers
le méme élément x :

Preuve. Soit x,, une suite de Cauchy dans F alors, on a
Ve > 0,3IN.,Vp,q > N.onal|z, — z,|| < e
en particulier pour n, > Ne on a
Vp,ng > Ne, ||z, — x| <€,
De plus, la suite x,, admet une sous suite z,,convergente vers x
ng > Ne, ||z, — 2| <e,
D’ot, on peut écrire
Vp,ne = Ne, ||zp — x| = [lzp — 2 4 2n, — @, |
< |lwp — @, + @0, —x|| <€

ce implique la convergence de la suite x,, vers ’élément z[6] m

1.1.1 Espaces complets

Un espace vectoriel normé (E, ||.||) est dit complet, si toute suite de
Cauchyz,, d’éléments de F est une suite convergente dans F : Autrement

dit,

Ve > 0,3IN. € N,Vp,q > N.ona ||z, — x| < e



implique 'existence d’un élément x € F tel que
1My 00Xy, = X

1.1.2 Espaces de Banach

On appelle espace de Banach (F, ||.||) tout espace vectoriel normé et

complet pour la distance déduite de sa norme.

1.2 Espace de Lebesgue L7 (())

Soient €2 un ensemble de R™ et p un nombre positif pour 1<p< oo

on note par L”(2) les classes de toute les fonction mesurables p définir dans €2 ou

/Q|u(x) P dz < 0o

la fonctionnelle || . || p définie par :

lull=(f 1 utz) Py
est une norme dans L (Q)

Définition 1.1 Lorsque p = oo, on définit 1'espace des fonctions essentiellement

bornées

comme suit :

L>* ={f: E — R, mesurable telle quedc > 0: |f(x)| < ¢ p-p.p surE'},

dont la semi norme est

| fll e =supessf =inf{c>0,|f(z)] < ¢ p-p.p surE}
€

ou sup essf désigne le sup essentiel de f sur €2



Définition 1.2 Soit pep(§2)on définit la fonction p, et || . ||,par
Pp(f) = / | f ’p(z) dx + essqsup | f |
Q

15 lh=int {20505 < 1]

p,(f) et || f [|s’appelle modulaire et la norme de I'espace

(respectivement )

Propriétés élémentaires

Pour tout 1 < p < 0o, on note ¢ 'exposant conjugué de p, c’est-a-dire

1
__|__:1
b q

1.3 Espace de Lebesgue généralisé L") ()

soient  un ensemble deR™ on note par L&) (Q)c’est les classes de toutes les
fonction u
telle que :

pp(Au) < oopourA > 0

Remarque 1.1 Si |Q| = 0, alors 'espaceLP®) () c’est I'espace d’Orlicz.

1 L’espace dual deLP®)(Q) c’est I'espace LF(®)ssi p € L™ ()
2 L’espace LP®) (Q) est un espace réflexif ssi
1< essigfp(:v) < esssupp(x) < 0o
Q

Inégalités auxiliaires

Théoréme 1.1 (Inégalité de Holder)



Soit p € P(Q), pour toute fonction fdans L¥(*)(Q) et pour toute

g € L™ (Q) on a I'inégalité suivante

Llf(x)g(x)ldx < [l£1, llgll,

Afini o 1 _ 1
avec la constante r,, définie par :r, = ¢+ - — =

Définition 1.3 On dit que la fonction Mest convexe, s’elle est vérifiée 'inégalité

suivante

M(au; + (1 — @)ug) < aM(ur) + (1 — a) M (uz)

pour tous a (0 < aw < 1).



Chapitre 2

Espace d’Orlicz

Introduction

Les espaces d’Orlicz sont une généralisation des espaces de Lebesgue. La théorie
des espaces d’Orlicz a été proposé dans les années 1920 par Z.W Birnbaum et
W. Orlicz. L’idée de base est de remplacer la fonction convexer — |z|” par

une autre fonction convexe, croissante plus générale ®dite N-fonction et les
espaces ainsi obtenus sont appelés espaces d’Orlicz Lg. Dans les problémes qui
ont des non linéarités a croissance rapide (de type exponentiel) les espaces
d’Orlicz L gsont plus appropriés que les espaces de Lebesgue LP

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques définitions et résultats de ces espaces.

2.1 N-fonction

Une généralisation de la fonction définie par ®(u) = |u|?, est donnée par la classe
des

fonctions suivantes

Définition 2.1 Soit ® : R — R*on dit que est une N-fonction(fonction de Young),si

elle

vérifie les condition suivantes :
i) ® continue ,paire ,convexe et ®(0) =0

ii) ® () > 0 pour tout x >0



o o
i) tim 29 gep im 2 4o

x—0 X T—00 xT

en résulte que ® est croissante et continue ,on peut définir ® de

maniere equivalente  par sa dérivée ®,dont on exige que

Exemple 2.1 Les fonctions suivantes,

(@) = eap(|a]) = 1,6,(x) = B5, 1 < p < +o0

est de fonction d’Orlicz. De plus,¢, est une N-fonction.

2.2 Fonction complémentaire de N-fonction

Définition 2.2 si ® est une N-fonction alors la fonction conjuguée ( duale )

® : [0,00] — [0, 0] est définie par :

® = sup {zy — @ (v)}
Définition 2.3 Soit ® une fonction de Young (N-fonction) et la fonction conjuguée,

alors® aussi est une fonction de Young

Preuve. 1-Pour tout y, la relationzy — ®(z) = 0, si z = 0i.e.®(y) > 0, donc il est
trivial que

®(y) =0

2-Si 0 < y1 < 9, alors

xyy — P(z) > xy; — ®(x), pour tout x

implique ®(y2) > ®(y1), alors @ 1.

Par définition, il existe un nombre 0 < xy < 00, tel que ®(xy) < oo, ainsi

d(y) > 2oy — ®(x0) pour touty

tend vers oo, si y — 00

Puisque ® est convexe et ®(0) = 0, la fonction @ croissante vers une valeur
positive, lorsque x tend vers l'infini.

On note par m la limite de cette fonction et on suppose quel < y < m, alors

zy — ®(r) — —00, siz — o0



implique que ®(y)est finie.

3-Pest convexe, si 0 < y; < ys < 00 et 0 < X\ < 1, alors

z(Ayr + (1 = Ny2) — ()

vy + 2Y2 — Arys — O(x)
= Aoy — @(2)) + (1 = A)(zy2 — B(2))
< A®(y1) + (1= N)®(ya), Y > 0

On prend le sup sur le membre a gauche, on trouve

P(Ay1 + (1 = AN)y2) < A®(y1) + (1 — N)P(y)

Inégalité de Young

Nous utilisons la ligne du raisonnement habituellement utilisée dans la dérivation

de I'inégalité de Holder géométriquement il est clair que I'inégalité suivante est vérifiée

wo < M (u) + N (v)

Définition 2.4 Soit® une N-fonction, et ® sa complémentaire, alors

on a l'inégalité de Young

uwv < @ (u) + @ (v)

Inégalité de Jensen

Soit ’ une N-fonction

(i) Soit uy, ug, ..., u, € R et ag, ag, ...... , o, des nombres positifs, alors

<a1u1 + oty F ....... + anun) < Mg (u1) + azp (ug) + ... + e (uy)

(i) Soit o = v («)définie et positive sur , alors

9



fQ « (x) dx
Inégalité de auxiliaire(Holder)

Soient f € Lget g € L, deux fonction mesurables sur un espace mesuré (®, %, ;1)

avec ® et U deux N-foncoin conjuguées alors f,g € L!

/Lf D) du<2] fllsll g v (2.3)

Preuve. pour presque par tout x € Q:| f |[<oo,| g |<oo,| flle#0et | gl|v#0

A¢0Gﬁ0mgméwaﬂﬁgwgl

on utilise 'inégalité de young

ry <@ () + ¥ (y)

on pose

X = | | 7y:

7
f (@) g@) | /()| | g(@) |
17 Tell g o §®(Hf%)+w(HMW)

et en intégrant sur (2

e [ (e () o (BT o
[ 1@ IWHWfMMNQ/( C{AQ)+@(%£%U)W

/ | f @) g (@) [du <2 fllell g le<I fllell g v




2.3 La condition Ay

Définition 2.5 on dit que la N-fonction ® (u) satisfaite la condition A, §'il existe

une

constante k£ > Otelle que

O (2u) < K® (u),u > ug
pour une valeur positive de uyg

Exemple 2.2 On donne certains exemples de N-fonctions :

= @y (u) = (1 + |u|)log(1 + |u|) et Po(u) = |ul”;p > lsont deux

N-fonctions qui vérifient la condition A, :

- Y, (u) = el —Ju| —1)et 1y (u)— = |u|’ —1;p > 1 sont deux N-fonctions qui
ne vérifient pas la conditionA,

Notons que ¢, = ®;c’est-a-dire la N-fonction ®complémentaire d’une N-fonction

dqui vérifie la condition(A,) ne vérifie pas nécessairement la condition (Ay).

2.4 Modulaire d’Orlicz

Définition 2.6 la fonctionnelle ,

e - M@~ (0,00
;o pq)(f)—/gq)(f(:v))du

est une modulaire convexe sur M (€2) dite modulaire d’Orlicz

2.5 Les classes des espace d’Orlicz

nous d’abord présenterons et étudierons la structure des espaces d’Orlicz sur un

espace de mesure arbitraire et nous spécialisons ensuite pour obtenir des résultats

11



particuliers soit I’espace mesuré (€2, 3, ) ou 2 un certain ensemble de points et 3 est

un 0 algébre

Remarque 2.1 1- soit ® : R — R, une fonction de Young ou la fonction de young

permette de que pour un certain zo € R , si la fonctionf : 2 — R est
measurable ,alors ® (f) =: 2 — R, est measurable
2- D’aprés la définition de la fonction de young ,c’est une extension de

la fonction réelle de Borel.

Définition 2.7 I'ensemble de toutes les fonction mesurables f : {2 — R telle que

/Qq><rfr>du<oo

est noté par Lo (1)

Remarque 2.2 1- Lg (1) Pensemble des classes des espaces d’Orlicz

2- les classes d’Orlicz f}w ne sont pas des espaces vectoriels

2.6 La norme d’Orlicz

Définition 2.8 Soit (£2,3, o) un espace mesuré.
soient u :  — R une fonction mesurable et (®,1)) couple .
complémentaire , de N- fonctions,alors on définit la norme d’Orlicz

Ille - u = [Jufle,par

lullo = Huug:sup{/Qruv\du:/ngmyg 1}

les assertions juste prouvées nous permettrons de présenter la norme

d’Orlicz dans ’ensemble Lg & 'aide d 1’égalité suivante :

lullo= sup ]/Qu(m)v(:c)da:|.

p(v,¥)<1

D’apres la définition la norme ci-dessus,est que satisfaite les axiomes

12



habituels :

1-|lully = 0'ssi u(z) =0 p.p;

2-[Jeully = allully;

3-llur + ually < flually + fluzlly.

I’ensemble L, devient un espace linéaire normé qui s’appel ’espace

d’Orlicz.

Définition 2.9 La norme Luxemburg :

191 = 1515 =int a3 >0, [ () ao <]

La norme d’Amemiya :

1= = int 5 (14 [ @07 @as )

Remarque 2.3

Les deux normes ||| et ||.]|5 sont équivalentes :

L 0] L
Yu e L* (Q), [lully < [lully < 2|lullg

Preuve. voir[2] =

2.7 Espace d’Orlicz

Définition 2.10 On définit ’espace d’Orlicz Lg (€2) par

L¢(Q):{feM(Q) telle que 9>\>O:)\fei¢}

Q

= {f € M (Q) telle que/ ® (A\f (z)) du < 0o pour un certain A > 0}

Remarque 2.4 pour chaque fonction u () € Lg,nous avons

Jullg = sup [(u, )| < p(u,®) +1 (24)
p(v;

13



Théoréme 2.1 complétude

L’espace d’Orlicz muni de la norme |||, (Ls (2), ||-|l5)

est un Banach.

Corollaire 2.1 ( dual de l’espace d’Orlicz)

Si ®et® vérifient la condition (A,), alors

(Lo (2)) = Lg (Q)
Remarque 2.5 L’espace d’Orlicz Lg (€2) peut-étre muni d’'une structure d’espace

de Banach & ’aide d’autres normes distinctes de la norme d’Orlicz,

telle que la norme de Luxemburg définie par

|[ul|5 = inf {k: > 0//Q<1> (%) dr < 1}

2.7.1 Espaces E®

Définition 2.11 On note la fermeture dans Lsde ’ensemble des fonctions bornées

par

E* = ({u :Q— R, 3> 0,u(z)| <bVre Q})

Ly

14



Chapitre 3

Continuité des opérateurs de type

Hammerstein dans espace d’Orlicz

Dans ce chapitre, nous donnons des conditions pour la compléte continuité des
opérateurs intégraux linéaires entre espaces d’Orlicz. et nous donnons des conditions
pour la continuité et

la bornitude de 'opérateur de Nemytskij entre espaces d’Orlicz. Enfin on étudié

la continuité de 'opérateur H dans les espace d’Orlicz

3.1 Equation intégrales

Une équation intégrale est une équation dans laquelle I'inconnu, généralement une
fonction d’une ou plusieurs variables, s’apparait sous le signe intégral. Nous allons
s’intéresser

beaucoup plus aux équations intégrales non-linéaires dont les formes suivantes

o (2)+ f (2) :)\/k(m,t)F(x,t,gp(t))dt

Q

3.2 Equations intégrales linéaires :

Définition 3.1 1- On appelle équation intégrale de Fredholm (EIF) de seconde es-

pece,

15



une équation de la forme

so<x>—A/ B, t) o (1) dt = f (1)

2- On appelle équation intégrale de Fredholm de premiére espéce, une

équation de la forme

)\/bk(x,t)gp(t)dt:()

Définition 3.2 1- On appelle équation intégrale de Volterra (EIV) de seconde espéce,

une équation de la forme

¢<x>—A/mm,wu)dt—f(as)

2- On appelle équation intégrale de Volterra de premiére espéce une

équation de la forme
A/‘m%w¢@yﬁ:o

3.3 Equations intégrales non-linéaires :

Définition 3.3 1- On appelle équation intégrale non-linéaire de Fredholm (EINF)
de

deuxiéme espéce une équation de la forme

b
so(x)—A/ kot o (8) dt = f (2)

2- On appelle équation intégrale non-linéaire de Fredholm de premiére

espéce, une équation de la forme

A/%@jyﬁ»ﬁzo

Définition 3.4 1- On appelle équation intégrale non-linéaire de Volterra (EINV) de

deuxiéme espéce, une équation de la forme

16



<M@—A/wﬂaaw®ﬁﬁ=f®)

2- On appelle équation intégrale de Volterra de premiére espéce, une

équation de la forme

A/wk(x,t,go(t))dtzo

Définition 3.5 1- On appelle équation intégrale de Urysohn une équation de la forme

w@%iéF@Jw@D=9®J€Q

ou F' et g sont des fonctions arbitraires.
2- On appelle équation intégrale de Hammerstein, une équation de la

forme

w@ﬁ—Ak@ﬁf@w@D—g@)teﬂ

Remarque 3.1 L’équation de Hammerstein est un cas particulier de I’équation de

Urysohn.

3.4 Opérateurs dans les espaces L% (Q)

Dans cette on s’intéresse sur le role de la fonction maximale qui est 'on utilisera
pour

estimer un opérateur intégral linéaire, et enfin la relation entre de cet opérateur
est les

équations intégrales singuliéres de la forme suivante

1
Au (z) :/QHU (y) dy

et n’oublier pas I'estimation d’un opérateur intégral singulier par les opérateurs
pseudo

différentiels, utilisant la fonction maximale, pour plus détaille concernant ce do-
maine

Soit I'opérateur intégral suivant
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K (2) Z/QK(x,y)f(y)dy

ot le noyauK (x,y) est dominé par le noyau de différence, i.e.,

k(z,y)| < Al — yl). (3.1)

3.5 4 Opérateurs linéaires dans Lg(f2)

On suppose que ®(u) et ¥(v) deux N-fonctions complémentaires. Soit v(z) une

fonction fixe dans Ly, (€2) d’apres I'inégalité de Holder 2.3 que la fonctionnelle linéaire

I (u) = /Qu (x)v(z)dr,u(z) € Lo () (3.2)

est défini sur 'espace entier Lg (£2)

L’inégalité

12 = lwll, < 2] (3-3)

[

est vérifiée, avec la note que ||I|| la norme du fonctionnel [ (u)

11 = sup I (u)|

[lullp<1
L’inégalité gauche dans 3.3 , depuis I'inégalité de Holder
[ (w)] = [(u, v)] < flul| @ vl

I'inégalité droite dans 3.3 , d’apres2.4

[vlly, = sup fu,vf < sup |u, v =2
plu®) Jullp <2

Nous rappelons que, pour chaque fonction u(zx) € Lg (€2), on a

Jully = a3 { [t dx}“
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1,1
avecy + 3, donc

HlH = sup /U(-T)’U(l’)d.%' = sup /U(%)U((E)dx
flastie o® 67 { fo Blu(e)ds} <17 O
1

= —1_1  Sup /u(:c)v(a:) dx
06565 Jq ®lu(z)]dz<1 [JQ
[v]]

- 1 w; [3]
awﬁﬁ

3.5.1 Opérateur Intégral

On appelle Opérateur Intégral tout Opérateur linéaire A défini sous la forme

A(p) (z) = / k(z,y)e(y)dy (3.4)

3.6 Conditions de continuité des opérateurs inté-

graux linéaires

Dans cette partie on s’intéresse aux opérateurs intégraux de la forme

Au(z) = / B (2, y)u(y) dy (3.5)

Le probleme fondamental dans cette section consistent a 1’étude des conditions ot
I'opérateur 3.5 est continu considéré comme un opérateur de L, dans L., , i.e. qu'il

satisfait la condition

[Aull,, < [lA] lull,, (3.6)

oul||A|| est un certain nombre.

Nous rechercherons naturellement des conditions pour la continuité de A dans
les diverses caractéristiques du noyauk(z,y), le noyau appartient a un certain espace
d’Orlicz, c’est-a-dire

I’intégrale est finie
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/Q / o [0k (, )] ddy,

Soit ¢(u) une N-fonction telle que, pour tout w(x) € Ly, , v(z) € Ly, , 0n a

pour certain c.

w(z,y) = u(x)v(y) € Le (3.7)

avec

lw (@, y)|| < Cllull,, llvll,, (3-8)

ou C' est une constante.

On suppose le noyau k (z,y) de lopérateur intégral linéaire 3.5 appartient a
I'espaceL,, ouy (v) est la N-fonction complémentaire de la N-fonction ¢(u). Alors
I'opérateur 3.5 appartient a '’espace L, —— L, est continue.

Preuve. En utilisant I'inégalité de Holder et3.8 , pour u(x) € L¢, v(z) € Ly, on a

/Q Au(z)o(z)dr = / / (2, y)u(y)o () dady

IWzyWW@yN

IN

< Ok, Yl llwlz, y)ll, (3.9)

alors ce qui suit que l'opérateur A de L, dans Le,.

Puisque |[vl|,,, <2 pour p(v,v,), d’aprés 3.9 alors

Aull,, = swp [ Au@)o(@)de <2C [k @)l ful, (310

p(vip2)<1JQ
ainsi, opérateur A est borné et par conséquent, il est continu.[4] m
Nous avons discuté de la continuité de 'opérateur intégrale suivant sur C'[a, b] :
3.4

dans cette section,nous étudions les opérateur intégraux sur ’espace d’Orlicz

Théoréme 3.1 pour tout k (z,y) € LY ([c,d] x [a,b]) ,afin qu’un opérateur intégral A
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tel
que défini dans 3.4qui transpose L1 [a, blenL ™2 [c, d] est
continue,il est nécessaire et suffisant qu’il existe du positif,les nombres

a, (B tels que

¢ (quv) < M (u) Ny (v) ,u,v > 8 (3.11)

ou Pety), Miet Ny, Moet No,sont trois paires de fonctions
complémentaires.[5]

Preuve. Nécessité :sinon,il existe des séquences croissantes{a,} , {b, }tel que

b
a, — 00, b, — ocoet o (aznn> > M; (a,) Na (b,) ,n=1,2,.....

Notez que lorsque u > 0 nous avons
O (u) ot (u) > u.
En effet,il est facile de voir que
O (v) =0 (®(v)/v) > P (P (v) /v)
Soit @ (v) = uEnsuite nous obtenons l'inégalité ci-dessus par conséquent

nous avons

M; (ay,) Na (by)
&1 (M (an) N2 (bn))
4nM1 (an) N2 (bn)

anby,

" (4”M1 (a,) Ny (bn)) < My (ay) Ns(by),

Y (M (an) Na (ba)) >

anby,
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Sans perte de généralité,nous pouvons supposer
M (a1) (b —a) > 1, Nz (b1) (d —¢) > 1

Encore une fois,prenez une séquence{ F}, }d’intervalles non
chevauchants dans [a, b]

et une séquence {G,, }d'intervalle non chevauchants dans [c, d]tels que

Fo=—— mesGp=————n=12,...
mes 2”M1 (an> mes 2”N2 (bn) n

Définir une fonction sur [¢,d]| X [a, bjcomme suit :

Z 4"M1 N (by,)

‘XGpxF, (1’, Y)

n=1

ou xci-dessus désigne la fonction caractéristique de G,, x F,.

Alors puisque

/ab/Cd\If(Ko(x,y))dxdy = i (4an nan (bn))meanan

11
n

M8 I

n=1

donc kg (z,y) € LY ([e,d] x [a,b]) Ensuite,mettez

=Y axr, (). wl*) =) buxg, (@)

Ensuite,im est facile de voir que

/ab M (zo (y)) dy =1, /CdN2 (o (x)) dz = 1

Autrement dit ,zo (y) € L [a,b],yo () € L2 [c,d] .
Nous allons maintenant montrer que 'opérateur intégral A,tel que donné

par 3.4
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aveck (x, y)remplacé parkg (z,y)n’est pas une opérateur continu de

LM [a, b|dansL™2 [a, d],d’ot une contradiction. Enfait,il découle de

théoréeme 2.1de la section 1 parH:lcoH?w1 < 2 (conséquent)

[ Aol

v

v

v

v

sup {1 4o (2) 3, 13y < 1}
5 oz
5 [ o) @) (o)

2 J.
1 b d
3 / / ko (x,y) zo (y) yo () dxdy
1 o0
n=1

Suffisance comme on peut le voir d’aprés 3.6

il suffit de montrer qu’il existe un nombre positif [ tel que

lz (1) y (2)llg < Uiz @)l Iy (@),

(3.12)

pour x (y) € LM [a, blety (x) € L™? [¢, d]En fait,nous pouvons supposer

||x||?w1 > 0, ||y||?\,2 > 0 donc,si nous posons

Fy={y€lab]: |z @)l /llzly, < B}, Fo=[a.b]\F,

Gi={zeled:ly@)|/lylly, <8}, Gz=[e.d\G,

puis par I’hypotheése,le théoréme de Fubini et le théoréme 2.1 de (la

section 1,0n on obtient)
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0z (1) y (@) |

0 0
1215, 1911,

: H{//GM //GF //GF //GF} |yxy\ii)\fy(yf22>dxdl

< 1+ @ (af?) mesGimesF; + N» () mesGl/ M, (:’m ’(‘y(,])|> dy +
P [,

1y () v (@) Ay
V@) mest [ N <||yH?v1) we [ (HyHN) i [ <qu341> :

< 240 (af?) (d— ) (b—a) + Na(B) (d — ) + My (5) (b— a)

P

d’otl le résultat suit en définissant

al=2+®(ap?)(d—c)(b—a)+ Nz (B) (d—c)+ M (B) (b—a).

Définition 3.6 Opérateur compact complétement continu
Iopérateur T,est dite complétement continu,si elle est continu et

compact

Définition 3.7 Soit la fonction f : 2 xR —— R,on dit que f est satisfaite la condition
de Carathéodory,si
(i) La fonction x — f(x,y) mesurable dans I’ensemble 2, poury € R

(ii) La fonction y —— f(z,y)est continue dans R, pour z € 2

Définition 3.8 Soit la fonction f : 2 x R —— R, satisfaite la condition de Carathéo-
dory
,alors pour chaque fonction ¢(y) étant mesurable sur I'ensemble

nous définissons 'opérateur F'de superposition comme

(Fo)y = f(y, o)),y € Q

L’opérateur F's’appelle aussi 'opérateur de Nemytskij
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3.7 Opérateur de Nemytskij

Opérateur de Nemytskij ( ou de superposition )

On considéré 'opérateur non linéaire de Nemytskij

Ny o L¥([a,b]) = L*([a; b))

u +— Ny(u)

avec

Définition 3.9 Soit D un ouvert borné de R¥et soit la fonction f : R™ — R”
L’application Ny : u — f(.;u(.)),qui & chaque fonction u : D — R"

associe la fonction N¢(u) : D —,R™ définie par

est appelée opérateur de Nemytskij ( ou de superposition ) associé a f.

Définition 3.10 Opérateur de Nemytskij

On dit qu’'une fonction f : Q x R™ — R,est une fonction Carathéodory,si
l'application(x, s) — f (x, s)est continue en z et mesurable en z

1”opérateur F' défini par

(F) (x) = f (2, 5)

est appelé opérateur de Nemytskij

3.8 continuité de condition

A premiére vue, il semble tres difficile de formuler des condition générales de

continuité pour l'opérateur de superposistion dans des espace idéaux . Cependant,
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de talles condition existent. pour formuler le résultat principal de cette section , une

autre notion auxiliaire s’impose . soit ¢ la fonction définie dans

lznll <2770, || P,

>2"n(n=1,2,....)

Etant donné un sous-ensemble ouvert Gd'un espace idéal X, soit

3(G) = [ J{(s,u): s € Qu e R, Ju—xo(s)] <ré(s)}, (3.13)

(zo,7)

ot I'union est prise sur toutes les paires (zg,7) € G x (0,00) telles que la boule
|z — xo|| x < r trouve dans G.I1 est clair que 6(G) contient les graphes de toutes les
fonctions

x € G (plus précisément, ’ensemble {s : (s,z(s)) ¢ 6(G)} a une mesure zéro pour
chaque = € G). Evidemment, 6(G) = Q2 x R si G = X ; par contre, cela est vrai pour
tout G C X non vide si X est quasi-régulier.

Il ressort clairement de la définition qu’il existe une «interaction» étroite entre le
comportement de 'opérateur de superposition F' sur un ensemble G C Xet celui de la
fonction génératrice f sur 'ensemble 0(G) = 2 x R . Par exemple, si G est 'intérieur
du domaine de définition D(F') deF, les propriétés analytiques de F' ne dépendent
pas des propriétés de f a 'extérieur §(G).

Nous sommes maintenant en mesure de prouver notre résultat de base sur la

continuité de 'opérateur de superposition entre des espaces idéaux.

Théoréme 3.2 Soit f une fonction sup-mesurable, et supposons que l'intérieur Gdu
domaine de définition D(F)de l'opérateur de superposition F', généré par fet consi-
déré comme un opérateur entre deux espaces idéaux X et'Y, est non vide. Alors, si le
lopérateur F' est continu sur G, la fonction fest sup-équivalente a certains Carathéo-
dory fonction sur 6(G). Inversement, si la fonction fest sup-équivalente o certains

Carathéodory fonction sur §(G)et Uespace Y est régulier, l'opérateur F est continu sur

G.[1]
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3.9 continuité des opérateurs Nemytskij

Dans cette section, nous intéresserons aux différentes propriétés de continuité de
lopérateur de superposition entre les espaces d’Orlicz. Nous commencgons par le théo-

réme fondamentaux suivant :

Théoréme 3.3 soit f fonction sup mesurable et supposons que lintérieur G du do-
maine de définition D (F')de l'opérateur de superposition ' généré par f et consi-
déré comme un opérateur entre LM et LY, est non vide . Alors , si l'opérateur F
est continu sur G , la fonction [ est sup-équivalente a une fonction Carathéodory
surd (G) (voir(3.13). Inversement, si la fonction f est sup -équivalente a une fonction
Carathéodory sur 6 (G) et N € Ay lopérateur F' est continu sur G

=>[’énoncé découle immédiatement de théoréme 2.2 et du fait que l’espace d’Orlicz
LN est régulier si et seulement si N € Ay

A ce stade , nous donnons un exemple simple qui montre que la deuziéme affirma-
tion du théoréme 2.3 est fausse si N ¢ Ay Comme exemple"double” def (u) = M (u)

lemmaj.3,considérons la fonction
f(u)=N""(u) (3.14)

ot N est une fonction de Young () qui ne satisfait pas une condition Ayl’opérateur de
superposition correspondant F' est une fonction de l’espace L' dans l’espace L™ puisque
N [Fz] = ||z||, < oo pour z € L*. Cependant, F est discontinu & xo = 0.pour voir
cela, choisissez une fonction y € \Ey,et soit
NS RIC I O
0 st |y(s)|>n

Alors les fonction x,, (s) = N (y (s) — yn (5)) appartiennent a l’espace L' et convergent
vers 0.puisque lim,, o ||z,]|; = iMoo N [y (5) — Y (5)] ds = 0. par contre la suite
Fx,, = y—vy, ne converge pas evers dans LY sinon la fonction y serait dans la cléture

de L*®par rapport & la norme Luxemburg (4.8), et appartiendrait donc & EY, une

contradiction.[1]

Théoréme 3.4 (de carathéodory)

Soient ' un sous ensemble d’un espace linéaire E et co(F')de
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dimension m. Alors pour chaque point x de co(F) est une

combinaison convexe de au plus de m + 1 point de F'.

Définition 3.11 Opérateur de Hammerstein
La fonction f étant une fonction de Carathéodory on suppose 2 compact

et considéré un noyau de green k associé a La fonction f
Ho@) = [ k(5.0) (e () dy
Q

3.9.1 Continuité des opérateurs de type Hammerstein dans

espace d’Orlicz

Cet opérateur continu semble étre une composition de l'opérateur intégral de

FredholmA de noyau k continu et de I'opérateur de Nemytskij Ny associé a f

H:AONf.
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Conclusion

Dans ce mémoire, on traiter les équations intégrales non linéaire, cette étude
concernat a une propriété topologique importante c’est la continuité

de l'opérateur de Hammerstein, tel que

Hu(z) = / ke, ) (4, u)dy.

Le role essentiel c’est 1’étude la continuité de I'opérateur H dans 'espace d’Or-
licz on utilise la continuité de Fredholm et la continuité del’opérateur de Nemytskij

(superposition) dans les espaces d’Orlicz
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Abstract

In this memory we study the existence of solution the nonlinear integral
equations, particularly equations of Hammerstein type whose general form is as
follows

Ho(x)= [, k), @(y)dy

Where 2 is a measurable set and the k(., .), f(.) are knowns functions.
For the continuity of the operator H in the Orlicz space we use the compostion
of the Fredholm’s and on the Nemytskij’s operators in the Orlicz spaces.

Résumé

Dans ce mémoire, on a ¢tudié I’existence de la solution des équations intégrales
non linéaires particulierement les équations intégrales de type Hammerstein dont
la forme générale est la suivante

Hp(z)= [, k(x )y, @(y)dy

ou Q est un ensemble mesurable et les fonctions k(.,.), f(.) sont connues.

la continuité de I'opérateur H dans les espace d'Orlicz faite par la composition de
deux opérateurs 1’un est de Fredholm le deuxieme est de Nemytskij



