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Résumé
Dans ce travail, on présente un mémoire étudié les problèmes non linéaires concer-
nant un type dans le domaine des équations intégrales particulièrement les équations
intégrales de type Hammerstein, dont la forme générale est la suivante

H'(x) =

Z



k(x; y)f(y; '(y))dy

où 
 est un ensemble mesurable et les fonctions k(:; :), f(:) sont connues.
On a étudié la continuité de l�opérateur de Hammerstein H dans les espace d�Or-

licz,on utilisé la méthode de décomposition, telle que :

1. la continuité de Fredholm sur l�espace d�Orlicz

2. la continuité de l�opérateur de Nemytskij
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Notations

(
;�; �) Espace mesure de mesure �
Lp (
) L�espace de Llebegue
kfko� la norme sur d�Orlicz
� fonction d�Orlicz

0 = 
n (
1 [ 
1)
p� = ess inf
0 p (x) ; p

� = ess sup
0 p (x)
�pi conjugué de pi, i.e., 1

pi
+ 1

�pi
= 1


 ouvert borné de RN .
@
 frontière de 

j
j mesure de l�ensemble 

jEj mesure de l�ensemble E
RN espace euclidien réel de dimension n.
p.p. presque partout.
supp(f) support de la fonction f .
L0(
) L�espace de toutes les classes d�équivalence des fonctions à valeurs réelles mesurables et �nies p.p sur 

L� (
)

�
u : fonction mesurable sur 
j9� > 0 :

R


�
�
u
�

�
dx < +1

	
muni de la norme de Luxemburg

kuk� = kukL�(
) =
�
� > 0 j

R


�
�
u
�

�
dx � 1

	
:

co(F ) Codimension de l�ensemble F .
EFB Espace fonctionnel de Banach.
P (
) Ensemble des partitions des éléments.
A Opérateur intégral.
H Opérateur intégral de Hammerstein.
EI Equation intégrale.
EIFS Equation intégrale de Fredholm de deuxième espèce.
EIV S Equation intégrale de Volterra de deuxième espèce.
EIL Equation intégrale linéaire.
EINL Equation intégrale non-linéaire
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Introduction

Le cadre général de ce mémoire est l�analyse non linéaire dans les espaces fonction-
nels, associés à la géométrie de ces espaces. Dans Cc travail on étudier des équations
intégrales non linéaires de type Hammerstein

H' (x) =

Z



k (x; y) f (y; ' (y)) ;

où ' est la fonction inconnue,k est le noyau donné, f une fonction donné.
La notion continuité dans l�analyse fonctionnelle est propriété topologique impor-

tatnte, nous allons dans ce travail de montrer la continuité de l�opérateur de Ham-
merstein, cette démonstration se basée sur une technique dite de décomposition, i.e.,
on décompose l�opérateur H en deux opérateurs A et N , tels que

H = ANf

où A est l�opérateur intégral linéaire de Fredholm

A (') (x) =

Z b

a

k(x; y)'(y)dy

et où Nf est l�opérateur non linéaire de Nemytskij associé à f

Nf (u)(x) = f(x; u(x)):

La continuité de l�opérateur de Nemytskij Nf se faite par une technique dé�cile
dite linéiarisation, c-à-d, on peut écrire l�opérateur de Nemytskij sous la forme d�près
l�estimation suivante

jNf (u)(x)j = jNf (u)(x)j � C ju(x)j+ b jxj

Ce mémoire est organisé en trois chapitres :
Le premier chapitre :est généralité sur les espaces fonctionnels et leurs propriétés.
Dans le deuxème chapitre, on parle sur la construction topologique de l�espace

d�Orlicz et leur gémétrie (espace vectoriel, norme,...etc).
Le dernier on trouve la continuité des opérateurs de type Hammerstein dans espace

d�Orlicz
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Chapitre 1

Généralité sur les espaces

fonctionnels

1.1 Généralité

Espaces vectoriels normés

Soit E un espace vectoriel sur le corps K = R ou C, on appelle une

norme sur l�espace E toute fonction notéek:k dé�nie sur E à valeurs dans

R, telle que cette fonction véri�e les propriétés suivantes

1. Séparation

kxk = 0, x = 0

2. Homogénéité

k�xk = j�j kxk ;8x 2 E; 8� 2 k

3. Inégalité Triangulaire

kx+ yk � kxk+ kyk

tout espace vectoriel muni d�une norme notée k:k est un espace vectoriel normé

Suites de Cauchy

Soit xn une suite d�éléments d�un espace normé (E; k:k) ; on dit que la

2



suite xn est de Cauchy si, on a la relation suivante

8" > 0;9N";8p; q � N"ona kxp � xqk < "

Lemme 1.1 Soit xnune suite de Cauchy dans un espace normé (E; k:k) contient une

sous suite xnk convergente vers x alors la suite xn est aussi convergente vers

le même élément x :

Preuve. Soit xn une suite de Cauchy dans E alors, on a

8" > 0;9N";8p; q � N"ona kxp � xqk < "

en particulier pour nk � N" on a

8p; nk � N"; kxp � xnkk < ";

De plus, la suite xn admet une sous suite xnkconvergente vers x

nk � N"; kxnk � xk < ";

D�où, on peut écrire

8p; nk � N"; kxp � xk = kxp � x+ xnk � xnkk

� kxp � xnk + xnk � xk < "

ce implique la convergence de la suite xn vers l�élément x[6]

1.1.1 Espaces complets

Un espace vectoriel normé (E; k:k) est dit complet, si toute suite de
Cauchyxn d�éléments de E est une suite convergente dans E : Autrement

dit,

8" > 0;9N" 2 N;8p; q � N"ona kxp � xqk < "
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implique l�existence d�un élément x 2 E tel que

limn!1xn = x

1.1.2 Espaces de Banach

On appelle espace de Banach (E; k:k) tout espace vectoriel normé et
complet pour la distance déduite de sa norme.

1.2 Espace de Lebesgue Lp (
)

Soient 
 un ensemble de Rn et p un nombre positif pour 1�p<1
on note par Lp(
) les classes de toute les fonction mesurables � dé�nir dans 
 ou

Z



j u(x) jp dx <1

la fonctionnelle k : k p dé�nie par :

k u k= (
Z
n

j u(x) jp)
1
p

est une norme dans LP (
)

Dé�nition 1.1 Lorsque p = 1, on dé�nit l�espace des fonctions essentiellement
bornées

comme suit :

L1 = ff : E ! R;mesurable telle que9c � 0 : jf(x)j � c �-p.p surEg;

dont la semi norme est

kfkL1 = sup
x2


essf = inf fc � 0; jf(x)j � c �-p.p surEg

où sup essf désigne le sup essentiel de f sur 
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Dé�nition 1.2 Soit ��p(
)on dé�nit la fonction �p et k : kppar

�p(f) =

Z



j f jp(x) dx+ ess
 sup j f j

k f kp= inf
�
� > 0 : �p(

f

�
) � 1

�
�p(f) et k f ks�appelle modulaire et la norme de l�espace
(respectivement )

Propriétés élémentaires

Pour tout 1 � p <1, on note q l�exposant conjugué de p, c�est-à-dire

1

p
+
1

q
= 1

1.3 Espace de Lebesgue généralisé Lp(x) (
)

soient 
 un ensemble deRn on note par Lp(x)(
)c�est les classes de toutes les

fonction u

telle que :

�p(�u) <1pour� > 0

Remarque 1.1 Si j
j = 0, alors l�espaceLp(x)(
) c�est l�espace d�Orlicz.

1 L�espace dual deLp(x)(
) c�est l�espace L�p(x)ssi p 2 L1 (
)

2 L�espace Lp(x) (
) est un espace ré�exif ssi

1 < ess inf


p(x) � ess sup



p(x) <1

Inégalités auxiliaires

Théorème 1.1 (Inégalité de Hölder)
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Soit p 2 P (
), pour toute fonction fdans Lp0(x)(
) et pour toute
g 2 Lp(x) (
) on a l�inégalité suivante

Z



jf(x)g(x)jdx � rp kfkp kgkp0

avec la constante rp dé�nie par :rp = cp+
1
p�
� 1

p�

Dé�nition 1.3 On dit que la fonction Mest convexe, s�elle est véri�ée l�inégalité

suivante

M(�u1 + (1� �)u2) � �M(u1) + (1� �)M(u2)

pour tous � (0 � � � 1).
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Chapitre 2

Espace d�Orlicz

Introduction

Les espaces d�Orlicz sont une généralisation des espaces de Lebesgue. La théorie

des espaces d�Orlicz a été proposé dans les années 1920 par Z.W Birnbaum et

W. Orlicz. L�idée de base est de remplacer la fonction convexex! jxjp par
une autre fonction convexe, croissante plus générale �dite N-fonction et les

espaces ainsi obtenus sont appelés espaces d�Orlicz L�. Dans les problèmes qui

ont des non linéarités à croissance rapide (de type exponentiel) les espaces

d�Orlicz L �sont plus appropriés que les espaces de Lebesgue Lp

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques dé�nitions et résultats de ces espaces.

2.1 N-fonction

Une généralisation de la fonction dé�nie par �(u) = jujp, est donnée par la classe
des

fonctions suivantes

Dé�nition 2.1 Soit � : R! R+on dit que est une N-fonction(fonction de Young),si

elle

véri�e les condition suivantes :

i) � continue ,paire ,convexe et �(0) = 0

ii) � (x) > 0 pour tout x > 0

7



iii) lim
x!0

� (x)

x
= 0et lim

x!1

� (x)

x
= +1

en résulte que � est croissante et continue ,on peut dé�nir � de

manière equivalente par sa dérivée �,dont on exige que

Exemple 2.1 Les fonctions suivantes,

 (x) = exp(jxj)� 1; �p(x) =
jxjp
p
; 1 � p < +1

est de fonction d�Orlicz. De plus,�p est une N-fonction.

2.2 Fonction complémentaire de N-fonction

Dé�nition 2.2 si � est une N-fonction alors la fonction conjuguée ( duale )

�� : [0;1] �! [0;1] est dé�nie par :

�� = sup fxy � � (x)g

Dé�nition 2.3 Soit � une fonction de Young (N-fonction) et la fonction conjuguée,

alors�� aussi est une fonction de Young

Preuve. 1-Pour tout y, la relationxy � �(x) = 0, si x = 0i.e.��(y) � 0, donc il est

trivial que

��(y) = 0

2-Si 0 � y1 � y2, alors

xy2 � �(x) � xy1 � �(x), pour tout x
implique ��(y2) � ��(y1), alors �� ".
Par dé�nition, il existe un nombre 0 < x0 <1, tel que �(x0) < 1, ainsi
��(y) � x0y � �(x0) pour touty
tend vers 1, si y ! 1
Puisque � est convexe et �(0) = 0, la fonction �(x)

x
croissante vers une valeur

positive, lorsque x tend vers l�in�ni.

On note par m la limite de cette fonction et on suppose que0 < y < m, alors

xy � �(x)! �1, six!1

8



implique que ��(y)est �nie.

3-��est convexe, si 0 � y1 � y2 <1 et 0 < � < 1, alors

x(�y1 + (1� �)y2)� �(x) = �xy1 + xy2 � �xy2 � �(x)

= �(xy1 � �(x)) + (1� �)(xy2 � �(x))

� ���(y1) + (1� �)��(y2);8x � 0

On prend le sup sur le membre à gauche, on trouve

��(�y1 + (1� �)y2) � ���(y1) + (1� �)��(y2)

Inégalité de Young

Nous utilisons la ligne du raisonnement habituellement utilisée dans la dérivation

de l�inégalité de Hölder géométriquement il est clair que l�inégalité suivante est véri�ée

u� �M (u) +N (�)

Dé�nition 2.4 Soit� une N-fonction, et �� sa complémentaire, alors

on a l�inégalité de Young

u� � � (u) + �/� (�)

Inégalité de Jensen

Soit �une N-fonction

(i) Soit u1; u2; :::; un 2 R et �1; �2; ::::::; �n des nombres positifs, alors

'

�
�1u1 + �2u2 + :::::::+ �nun

�1 + �2 + ::::::+ �n

�
� �1' (u1) + �2' (u2) + :::::::+ �n' (un)

�1 + �2 + ::::::+ �n
(2.1)

(ii) Soit � = � (x)dé�nie et positive sur , alors

9



'

�R


u (x)� (x) dxR


� (x) dx

�
�
R


' (u (x))� (x) dxR



� (x) dx

(2.2)

Inégalité de auxiliaire(Hölder)

Soient f 2 L�et g 2 L deux fonction mesurables sur un espace mesuré (�;�; �)
avec � et 	 deux N-foncoin conjuguées alors f; g 2 L1

Z



j f(x)g(x) j d� � 2 k f k�k g k	 (2.3)

Preuve. pour presque par tout x 2 
 :j f j<1; j g j<1; k f k� 6= 0 et k g k	 6= 0

Z



�

�
j f (x) j
k f k�

�
d� � 1et

Z



	

�
j g (x) j
k g k	

�
d� � 1

on utilise l�inégalité de young

xy � � (x) + 	 (y)

on pose

x =
j f (x) j
k f k�

; y =
j g (x) j
k g k	

j f (x) g (x) j
k f k�k g k	

� �

�
j f (x) j
k f k�

�
+	

�
j g(x) j
k g k	

�
et en intégrant sur 


Z



j f (x) g (x) j
k f k�k g k	

d� �
Z �

�

�
j f (x) j
k f k�

�
+	

�
j g (x) j
k g k	

��
d�

Z



j f (x) g (x) j d� �k f k�k g k	
Z



�
�

�
j f (x) j
k f k�

�
+	

�
j g (x) j
k g k	

��
d�

Z



j f (x) g (x) j d� � 2 k f k�k g k	�k f k�k g k	
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2.3 La condition �2

Dé�nition 2.5 on dit que la N-fonction � (u) satisfaite la condition �2 s�il existe

une

constante k > 0telle que

� (2u) � K� (u) ; u � u0

pour une valeur positive de u0

Exemple 2.2 On donne certains exemples de N-fonctions :

� �1(u) = (1 + juj)log(1 + juj) et �2(u) = jujp ; p > 1sont deux
N-fonctions qui véri�ent la condition �2 :

�  1(u) = ejuj�juj�1)et  2(u)� = juj
p�1; p > 1 sont deux N-fonctions qui

ne véri�ent pas la condition�2

Notons que � 1 = �1c�est-à-dire la N-fonction ��complémentaire d�une N-fonction

�qui véri�e la condition(�2) ne véri�e pas nécessairement la condition (�2).

2.4 Modulaire d�Orlicz

Dé�nition 2.6 la fonctionnelle ,

�� : M (
)! [0;1]

f ! �� (f) =

Z



� (f (x)) d�

est une modulaire convexe sur M (
) dite modulaire d�Orlicz

2.5 Les classes des espace d�Orlicz

nous d�abord présenterons et étudierons la structure des espaces d�Orlicz sur un

espace de mesure arbitraire et nous spécialisons ensuite pour obtenir des résultats
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particuliers soit l�espace mesuré (
;�; �) ou 
 un certain ensemble de points et � est

un � algèbre

Remarque 2.1 1- soit � : R! �R+une fonction de Young ou la fonction de young

permette de que pour un certain x0 2 R , si la fonctionf : 
! R est

measurable ,alors � (f) =: 
! R+ est measurable

2- D�après la dé�nition de la fonction de young ,c�est une extension de

la fonction réelle de Borel.

Dé�nition 2.7 l�ensemble de toutes les fonction mesurables f : 
! R;telle que

Z



� (j f j) d� <1

est noté par ~L� (�)

Remarque 2.2 1- ~L� (�) l�ensemble des classes des espaces d�Orlicz

2- les classes d�Orlicz ~L' ne sont pas des espaces vectoriels

2.6 La norme d�Orlicz

Dé�nition 2.8 Soit (
;�; �) un espace mesuré.

soient u : 
! R une fonction mesurable et (�;  ) couple .

complémentaire , de N- fonctions,alors on dé�nit la norme d�Orlicz

k :k� : u 7! kuk�,par

kukO = kukO� = sup
�Z




j u� j du :
Z



 (�) dy � 1
�

les assertions juste prouvées nous permettrons de présenter la norme

d�Orlicz dans l�ensemble L� à l�aide d l�égalité suivante :

k u k�= sup
p(�; )�1

j
Z



u (x) � (x) dx j :

D�après la dé�nition la norme ci-dessus,est que satisfaite les axiomes

12



habituels :

1-kuk' = 0 ssi u (x) = 0 p.p ;
2-k�uk' = �kuk';
3-ku1 + u2k' � ku1k' + ku2k':
l�ensemble L' devient un espace linéaire normé qui s�appel l�espace

d�Orlicz.

Dé�nition 2.9 La norme Luxemburg :

kfkL = kfk
L
� = inf

�
� : � > 0;

Z



�
jf (x)j
�

�
dx � 1

�
La norme d�Amemiya :

kfkA = kfk
A
� = inf

l>0

1

l

�
1 +

Z



� [lf (x)] dx

�
;

Remarque 2.3

Les deux normes k:kO� et k:k
L
� sont équivalentes :

8u 2 L� (
) ; kukL� � kuk
O
� � 2 kuk

L
�

Preuve. voir[2]

2.7 Espace d�Orlicz

Dé�nition 2.10 On dé�nit l�espace d�Orlicz L� (
) par

L� (
) =
n
f 2M (
) telle que 3 � > 0 : �f 2 ~L�

o

=

�
f 2M (
) telle que

Z



� (�f (x)) d� <1 pour un certain � > 0
�

Remarque 2.4 pour chaque fonction u (x) 2 L�;nous avons

kuk� = sup
�(�; )

j(u; v)j � � (u;�) + 1 (2.4)
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Théorème 2.1 complétude

L�espace d�Orlicz muni de la norme k:k� ; (L� (
) ; k:k�)
est un Banach.

Corollaire 2.1 ( dual de l�espace d�Orlicz)

Si �et�� véri�ent la condition (�2), alors

(L� (
))
0 = L�� (
)

Remarque 2.5 L�espace d�Orlicz L� (
) peut-être muni d�une structure d�espace

de Banach à l�aide d�autres normes distinctes de la norme d�Orlicz,

telle que la norme de Luxemburg dé�nie par

kukL� = inf
�
k > 0=

Z



�

�
u (x)

k

�
dx � 1

�

2.7.1 Espaces E�

Dé�nition 2.11 On note la fermeture dans L�de l�ensemble des fonctions bornées

par

E� =
�n
u : 
! R;9b > 0; ju(x)j � b; 8x 2 


o�
L�
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Chapitre 3

Continuité des opérateurs de type

Hammerstein dans espace d�Orlicz

Dans ce chapitre, nous donnons des conditions pour la complète continuité des

opérateurs intégraux linéaires entre espaces d�Orlicz. et nous donnons des conditions

pour la continuité et

la bornitude de l�opérateur de Nemytskij entre espaces d�Orlicz. En�n on étudié

la continuité de l�opérateur H dans les espace d�Orlicz

3.1 Equation intégrales

Une équation intégrale est une équation dans laquelle l�inconnu, généralement une

fonction d�une ou plusieurs variables, s�apparaît sous le signe intégral. Nous allons

s�intéresser

beaucoup plus aux équations intégrales non-linéaires dont les formes suivantes

' (x) + f (x) = �

Z



k (x; t)F (x; t; ' (t)) dt

3.2 Equations intégrales linéaires :

Dé�nition 3.1 1- On appelle équation intégrale de Fredholm (EIF) de seconde es-

pèce,

15



une équation de la forme

' (x)� �

Z b

a

k (x; t)' (t) dt = f (x)

2- On appelle équation intégrale de Fredholm de première espèce, une

équation de la forme

�

Z b

a

k (x; t)' (t) dt = 0

Dé�nition 3.2 1- On appelle équation intégrale de Volterra (EIV) de seconde espèce,

une équation de la forme

' (x)� �

Z x

a

k (x; t)' (t) dt = f (x)

2- On appelle équation intégrale de Volterra de première espèce une

équation de la forme

�

Z x

a

k (x; t)' (t) dt = 0

3.3 Equations intégrales non-linéaires :

Dé�nition 3.3 1- On appelle équation intégrale non-linéaire de Fredholm (EINF)

de

deuxième espèce une équation de la forme

' (x)� �

Z b

a

k (x; t; ' (t)) dt = f (x)

2- On appelle équation intégrale non-linéaire de Fredholm de première

espèce, une équation de la forme

�

Z b

a

k (x; t; ' (t)) dt = 0

Dé�nition 3.4 1- On appelle équation intégrale non-linéaire de Volterra (EINV) de

deuxième espèce, une équation de la forme

16



' (x)� �

Z x

a

k (x; t; ' (t)) dt = f (x)

2- On appelle équation intégrale de Volterra de première espèce, une

équation de la forme

�

Z x

a

k (x; t; ' (t)) dt = 0

Dé�nition 3.5 1- On appelle équation intégrale de Urysohn une équation de la forme

' (x)�
Z



F (x; t; ' (t)) = g (t) ; t 2 


où F et g sont des fonctions arbitraires.

2- On appelle équation intégrale de Hammerstein, une équation de la

forme

' (x)�
Z



k (x; t) f (t; ' (t)) = g (x) t 2 


Remarque 3.1 L�équation de Hammerstein est un cas particulier de l�équation de

Urysohn.

3.4 Opérateurs dans les espaces Lp(x) (
)

Dans cette on s�intéresse sur le rôle de la fonction maximale qui est l�on utilisera

pour

estimer un opérateur intégral linéaire, et en�n la relation entre de cet opérateur

est les

équations intégrales singulières de la forme suivante

Au (x) =

Z



1

jx� yju (y) dy

et n�oublier pas l�estimation d�un opérateur intégral singulier par les opérateurs

pseudo

di¤érentiels, utilisant la fonction maximale, pour plus détaille concernant ce do-

maine

Soit l�opérateur intégral suivant
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Kf (x) =

Z



K (x; y) f (y) dy

où le noyauK(x; y) est dominé par le noyau de di¤érence, i.e.,

jk(x; y)j � A(jx� yj): (3.1)

3.5 4 Opérateurs linéaires dans L�(
)

On suppose que �(u) et  (v) deux N-fonctions complémentaires. Soit v(x) une

fonction �xe dans L (
) d�après l�inégalité de Hölder 2:3 que la fonctionnelle linéaire

l (u) =

Z



u (x) v (x) dx; u (x) 2 L� (
) (3.2)

est dé�ni sur l�espace entier L� (
)

L�inégalité

klk = kvk � 2 klk (3.3)

est véri�ée, avec la note que klk la norme du fonctionnel l (u)

klk = sup
kuk��1

jl (u)j

L�inégalité gauche dans 3.3 , depuis l�inégalité de Hölder

jl (u)j = j(u; �)j � kuk� k�k 

l�inégalité droite dans 3.3 , d�après2:4

k�k = sup
�(u;�)

ju; �j � sup
kuk��2

ju; �j = 2 klk

Nous rappelons que, pour chaque fonction u(x) 2 L� (
), on a

kuk� = �
1
'�

1
�

�Z



� [u (x)] dx

� 1
�

18



avec 1
�
+ 1

�
, donc

klk = sup
kuk��1

����Z



u (x) v (x) dx

���� = sup

�
1
' �

1
� fR
 �[u(x)]dxg 1��1

����Z



u (x) v (x) dx

����
=

1

�
1
'�

1
�

supR

 �[u(x)]dx�1

����Z



u (x) v (x) dx

����
=

k�k 
�

1
'�

1
�

[3]

3.5.1 Opérateur Intégral

On appelle Opérateur Intégral tout Opérateur linéaire A dé�ni sous la forme

A (') (x) =

Z b

a

k(x; y)'(y)dy (3.4)

3.6 Conditions de continuité des opérateurs inté-

graux linéaires

Dans cette partie on s�intéresse aux opérateurs intégraux de la forme

Au (x) =

Z



k (x; y)u (y) dy (3.5)

Le problème fondamental dans cette section consistent a l�étude des conditions où

l�opérateur 3.5 est continu considéré comme un opérateur de L'1 dans L'2 , i.e. qu�il

satisfait la condition

kAuk'2 � kAk kuk'2 (3.6)

oùkAk est un certain nombre.
Nous rechercherons naturellement des conditions pour la continuité de A dans

les diverses caractéristiques du noyauk(x; y), le noyau appartient à un certain espace

d�Orlicz, c�est-à-dire

l�intégrale est �nie
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Z



Z



' [�k (x; y)] dxdy;

pour certain �.

Soit '(u) une N-fonction telle que, pour tout u(x) 2 L'1 , �(x) 2 L 2 , on a

w(x; y) = u(x)�(y) 2 L' (3.7)

avec

kw (x; y)k � C kuk'1 k�k 2 (3.8)

où C est une constante.

On suppose le noyau k (x; y) de l�opérateur intégral linéaire 3.5 appartient à

l�espaceL où (v) est la N-fonction complémentaire de la N-fonction '(u). Alors

l�opérateur 3.5 appartient à l�espace L'1 7�! L'2 est continue.

Preuve. En utilisant l�inégalité de Hölder et3.8 , pour u(x) 2 L', �(x) 2 L , on aZ



Au(x)�(x)dx =

Z



Z



k(x; y)u(y)�(x)dxdy

� kk(x; y)k kw(x; y)k

� C kk(x; y)k kw(x; y)k' (3.9)

alors ce qui suit que l�opérateur A de L'1 dans L'2 .

Puisque k�k 2 � 2 pour � (�;  2), d�après 3.9 alors

kAuk'2 = sup
�(�; 2)�1

Z



Au (x) � (x) dx � 2C kk (x; y)k kuk'1 (3.10)

ainsi, l�opérateur A est borné et par conséquent, il est continu.[4]

Nous avons discuté de la continuité de l�opérateur intégrale suivant sur C [a; b] :

3:4

dans cette section,nous étudions les opérateur intégraux sur l�espace d�Orlicz

Théorème 3.1 pour tout k (x; y) 2 L ([c; d]� [a; b]) ;a�n qu�un opérateur intégral A
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tel

que dé�ni dans 3:4qui transpose LM1 [a; b]enLM2 [c; d] est

continue,il est nécessaire et su¢ sant qu�il existe du positif,les nombres

�; � tels que

� (�u�) �M1 (u)N2 (�) ; u; � � � (3.11)

oú �et ;M1etN1;M2etN2,sont trois paires de fonctions

complémentaires.[5]

Preuve. Nécessité :sinon,il existe des séquences croissantesfang ; fbngtel que

an 7�! 1; bn 7�! 1et �

�
anbn
4n

�
> M1 (an)N2 (bn) ; n = 1; 2; :::::

Notez que lorsque u � 0 nous avons

��1 (u) �1 (u) > u:

En e¤et,il est facile de voir que

� (�) = � (� (�) =�) >  (� (�) =�)

:Soit � (�) = uEnsuite nous obtenons l�inégalité ci-dessus par conséquent

nous avons

 �1 (M1 (an)N2 (bn)) >
M1 (an)N2 (bn)

��1 (M1 (an)N2 (bn))

>
4nM1 (an)N2 (bn)

anbn

	

�
4nM1 (an)N2 (bn)

anbn

�
< M1 (an)N2 (bn) ;

n = 1; 2; :::::::::::::
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Sans perte de généralité,nous pouvons supposer

M1 (a1) (b� a) > 1; N2 (b1) (d� c) > 1

Encore une fois,prenez une séquencefFngd�intervalles non
chevauchants dans [a; b]

et une séquence fGngd0intervalle non chevauchants dans [c; d]tels que

mesFn =
1

2nM1 (an)
;mesGn =

1

2nN2 (bn)
; n = 1; 2; :::::

Dé�nir une fonction sur [c; d]� [a; b]comme suit :

k0 (x; y) =

1X
n=1

4nM1 (an)N2 (bn)

anbn
:�Gn�Fn (x; y)

où �ci-dessus désigne la fonction caractéristique de Gn � Fn:

Alors puisque

Z b

a

Z d

c

	(K0 (x; y)) dxdy =
1X
n=1

	

�
4nM1 (an)N2 (bn)

anbn

�
mesGn � Fn

<
1X
n=1

1

4n
=
1

3
;

donc k0 (x; y) 2 L	 ([c; d]� [a; b]) Ensuite,mettez

x0(y) =
1X
n=1

an�Fn(y); y0(x) =
1X
n=1

bn�Gn(x)

Ensuite,im est facile de voir que

Z b

a

M1 (x0 (y)) dy = 1;

Z d

c

N2 (y0 (x)) dx = 1

Autrement dit ,x0 (y) 2 LM1 [a; b] ; y0 (x) 2 LN2 [c; d] :
Nous allons maintenant montrer que l�opérateur intégralA,tel que donné

par 3.4
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aveck (x; y)remplacé park0 (x; y)n�est pas une opérateur continu de

LM1 [a; b]dansLM2 [a; d],d�où une contradiction. Enfait,il découle de

théorème 2.1de la section 1 parkx0k0M1
� 2 (conséquent)

kA0k = sup
�
kA0 (x)k0M2

; kxk0M1 � 1
	

� 1

2
kA0(x0)k0M2

� 1

2

Z d

c

A0 (x0) (x) y0(x)dx

� 1

2

Z b

a

Z d

c

k0 (x; y)x0 (y) y0 (x) dxdy

� 1

2

1X
n=1

1 =1:

Su¢ sance comme on peut le voir d�après 3.6

il su¢ t de montrer qu�il existe un nombre positif l tel que

kx (y) y (x)k0� � l kx (y)k0M1
ky (x)k0N2 (3.12)

pour x (y) 2 LM1 [a; b]ety (x) 2 LN2 [c; d]En fait,nous pouvons supposer
kxk0M1

> 0; kyk0N2 > 0 donc,si nous posons

F1 =
�
y 2 [a; b] : jx (y)j = kxk0M1

< �
	
; F2 = [a; b] nF1;

G1 =
�
x 2 [c; d] : jy (x)j = kyk0N2 < �

	
; G2 = [c; d] nG1;

puis par l�hypothèse,le théorème de Fubini et le théorème 2.1 de (la

section 1,on on obtient)
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 �x (y) y (x)kxk0M1
kyk0N2







0

�

� 1 +

�Z Z
G1�F1

+

Z Z
G1�F2

+

Z Z
G2�F1

+

Z Z
G2�F2

�
�

 
�x (y) y (x)

kxk0M1
kyk0N2

!
dxdy

� 1 + �
�
��2

�
mesG1mesF1 +N2 (�)mesG1

Z
F2

M1

 
jx (y)j
kxk0M1

!
dy +

M1 (�)mesF1

Z
G2

N2

 
jy (x)j
kyk0N1

!
dx+

Z
G2

N2

 
jy (x)j
kyk0N1

!
dx

Z
F2

M1

 
jx (y)j
kxk0M1

!
dy

� 2 + �
�
��2

�
(d� c) (b� a) +N2 (�) (d� c) +M1 (�) (b� a)

d�où le résultat suit en dé�nissant

�l = 2 + �
�
��2

�
(d� c) (b� a) +N2 (�) (d� c) +M1 (�) (b� a) :

Dé�nition 3.6 Opérateur compact complètement continu

l�opérateur T;est dite complètement continu,si elle est continu et

compact

Dé�nition 3.7 Soit la fonction f : 
�R 7�! R;on dit que f est satisfaite la condition

de Carathéodory,si

(i) La fonction x 7�! f(x; y) mesurable dans l�ensemble 
, poury 2 R
(ii) La fonction y 7�! f(x; y)est continue dans R, pour x 2 


Dé�nition 3.8 Soit la fonction f : 
�R 7�! R, satisfaite la condition de Carathéo-

dory

,alors pour chaque fonction '(y) étant mesurable sur l�ensemble 


nous dé�nissons l�opérateur Fde superposition comme

(F')y = f(y; '(y)); y 2 


L�opérateur F s�appelle aussi l�opérateur de Nemytskij
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3.7 Opérateur de Nemytskij

Opérateur de Nemytskij ( ou de superposition )

On considéré l�opérateur non linéaire de Nemytskij

Nf : L2([a; b])! L2([a; b])

u 7�! Nf (u)

avec

Nf (u)(x) = f(x; u(x)):

Dé�nition 3.9 Soit D un ouvert borné de RNet soit la fonction f : Rm ! Rn

L�application Nf : u! f(:;u(:));qui à chaque fonction u : D ! Rn

associe la fonction Nf (u) : D !;Rn dé�nie par

Nf (u)(x) = f(x; u(x))

:

est appelée opérateur de Nemytskij ( ou de superposition ) associé à f:

Dé�nition 3.10 Opérateur de Nemytskij

On dit qu�une fonction f : 
� Rn 7�! R;est une fonction Carathéodory,si

l�application(x; s) 7�! f (x; s)est continue en x et mesurable en x

l�opérateur F dé�ni par

(F') (x) = f (x; s)

est appelé opérateur de Nemytskij

3.8 continuité de condition

À première vue, il semble très di¢ cile de formuler des condition générales de

continuité pour l�opérateur de superposistion dans des espace idéaux . Cependant,
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de talles condition existent. pour formuler le résultat principal de cette section , une

autre notion auxiliaire s�impose . soit � la fonction dé�nie dans

kxnk � 2�n�; kFxnk > 2nn(n = 1; 2; ::::::)

Etant donné un sous-ensemble ouvert Gd�un espace idéal X, soit

�(G) =
[
(x0;r)

f(s; u) : s 2 
; u 2 R; ju� x0(s)j � r�(s)g; (3.13)

où l�union est prise sur toutes les paires (x0; r) 2 G � (0;1) telles que la boule
kx� x0kx < r trouve dans G.Il est clair que �(G) contient les graphes de toutes les

fonctions

x 2 G (plus précisément, l�ensemble fs : (s; x(s)) =2 �(G)g a une mesure zéro pour
chaque x 2 G). Evidemment, �(G) = 
�R si G = X ; par contre, cela est vrai pour

tout G � X non vide si X est quasi-régulier.

Il ressort clairement de la dé�nition qu�il existe une «interaction» étroite entre le

comportement de l�opérateur de superposition F sur un ensemble G � Xet celui de la

fonction génératrice f sur l�ensemble �(G) = 
�R . Par exemple, si G est l�intérieur
du domaine de dé�nition D(F ) deF , les propriétés analytiques de F ne dépendent

pas des propriétés de f à l�extérieur �(G).

Nous sommes maintenant en mesure de prouver notre résultat de base sur la

continuité de l�opérateur de superposition entre des espaces idéaux.

Théorème 3.2 Soit f une fonction sup-mesurable, et supposons que l�intérieur Gdu

domaine de dé�nition D(F )de l�opérateur de superposition F , généré par fet consi-

déré comme un opérateur entre deux espaces idéaux X et Y , est non vide. Alors, si le

l�opérateur F est continu sur G, la fonction fest sup-équivalente à certains Carathéo-

dory fonction sur �(G). Inversement, si la fonction fest sup-équivalente à certains

Carathéodory fonction sur �(G)et l�espace Y est régulier, l�opérateur Fest continu sur

G.[1]
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3.9 continuité des opérateurs Nemytskij

Dans cette section, nous intéresserons aux di¤érentes propriétés de continuité de

l�opérateur de superposition entre les espaces d�Orlicz. Nous commençons par le théo-

rème fondamentaux suivant :

Théorème 3.3 soit f fonction sup mesurable et supposons que l�intérieur G du do-

maine de dé�nition D (F )de l�opérateur de superposition F généré par f et consi-

déré comme un opérateur entre LM et LN ; est non vide . Alors , si l�opérateur F

est continu sur G , la fonction f est sup-équivalente à une fonction Carathéodory

sur� (G)(voir(3.13). Inversement, si la fonction f est sup -équivalente à une fonction

Carathéodory sur � (G) et N 2 �2; l�opérateur F est continu sur G

=)l�énoncé découle immédiatement de théorème 2.2 et du fait que l�espace d�Orlicz
LN est régulier si et seulement si N 2 �2

À ce stade , nous donnons un exemple simple qui montre que la deuxième a¢ rma-

tion du théorème 2.3 est fausse si N =2 �2:Comme exemple"double" def (u) = M (u)

lemma4.3,considérons la fonction

f (u) = N�1 (u) (3.14)

où N est une fonction de Young () qui ne satisfait pas une condition �2l�opérateur de

superposition correspondant F est une fonction de l�espace L1 dans l�espace LNpuisque

N [Fx] = kxk1 < 1 pour x 2 L1. Cependant, F est discontinu à x0 = �:pour voir

cela, choisissez une fonction y 2 nEN ;et soit

yn (s) =

8<: y (s) si jy (s)j � n;

0 si jy (s)j > n

9=;
Alors les fonction xn (s) = N (y (s)� yn (s)) appartiennent à l�espace L1et convergent

vers �:puisque limn7�!1 kxnk1 = limn7�!1N [y (s)� yn (s)] ds = 0. par contre la suite

Fxn = y�yn ne converge pas �vers dans LN sinon la fonction y serait dans la clôture
de L1par rapport à la norme Luxemburg (4.8), et appartiendrait donc à EN , une

contradiction.[1]

Théorème 3.4 (de carathéodory)

Soient F un sous ensemble d�un espace linéaire E et co(F )de
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dimension m. Alors pour chaque point x de co(F ) est une

combinaison convexe de au plus de m+ 1 point de F :

Dé�nition 3.11 Opérateur de Hammerstein

La fonction f étant une fonction de Carathéodory on suppose 
 compact

et considéré un noyau de green k associé à La fonction f

H' (x) =

Z



k (x; y) f (y; ' (y)) dy

3.9.1 Continuité des opérateurs de type Hammerstein dans

espace d�Orlicz

Cet opérateur continu semble être une composition de l�opérateur intégral de

FredholmA de noyau k continu et de l�opérateur de Nemytskij Nf associé à f

H = A �Nf :
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Conclusion

Dans ce mémoire, on traiter les équations intégrales non linéaire, cette étude

concernat à une propriété topologique importante c�est la continuité

de l�opérateur de Hammerstein, tel que

Hu(x) =

Z



k(x; y)f(y; u)dy:

Le rôle essentiel c�est l�étude la continuité de l�opérateur H dans l�espace d�Or-

licz on utilise la continuité de Fredholm et la continuité del�opérateur de Nemytskij

(superposition) dans les espaces d�Orlicz
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  ملخص

نوع هامرش̑تا̽ن، ب لمعادلات التكاملیة الغير الخطیة وبالاخص منها المعادلات المسمات ل ˭اصیة الاس̑تمراریةة سادر ب قمنا، في هذه المذكرة

()ൌ  كما یلي شكلها العام  والتي ̽كون ׬ ݇ሺx, ,ሻfሺyݕ φሺyሻሻdyΩ   

 

ة قابߧ للق̀اس هي Ωح̀ث        .معرف˗ين ,(.,.) f(.) k وا߱التان مجمو̊

ر̽ن الاول  باس̑ت˯دامو ذߵ  اورليز في فضاء H المؤ˛ر من الشكل اس̑تمراریة ةسار و߱   .مؤ˛ر ̯يمیت̿شكي والثانيفریدهولم ل ˔ركیب مؤ̨

Abstract  

  In this memory we study the existence of solution the nonlinear integral 
equations, particularly equations of Hammerstein type whose general form is as 
follows 

()ൌ ׬ ݇ሺx, ,ሻfሺyݕ φሺyሻdyఆ   

Where ߗ  is a measurable set and the k(., .), f(.) are knowns functions. 
For the continuity of the operator H in the Orlicz space we use the compostion 
of the Fredholm’s and on the Nemytskij’s operators in the Orlicz spaces. 

Résumé 

Dans ce mémoire, on a étudié l’existence de la solution des équations intégrales 
non linéaires particulièrement les équations intégrales de type Hammerstein dont 
la forme générale est la suivante 

()ൌ ׬ ݇ሺx, ,ሻfሺyݕ φሺyሻdyఆ  

où Ω est un ensemble mesurable et les fonctions k(.,.), f(.) sont connues. 

la continuité de l'opérateur H dans les espace d'Orlicz faite par la composition de 
deux opérateurs l’un est de Fredholm le deuxième est de Nemytskij 

 
  

    


