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Résumé

ans ce mémoire, nous avons considéré une classe de problemes inverses de terme source dépen-

dant de I’'espace pour une équation de la chaleur avec involution et une condition aux limites de
type périodique. L'utilisation de la méthode de Fourier conduit a un probleme spectral pour un opéra-
teur différentiel ordinaire du seconde ordre avec involution. Toutes les fonctions propres de ce probleme
spectral sont construites. Dans le cas ot toutes les valeurs propres du probleme sont simples, le systeme
de fonctions propres ne forme pas une base inconditionnelle. Un critére lorsque ce probleme spectral
peut avoir un nombre infini de valeurs propres multiples est prouvé. Les sous-espaces racine corres-
pondants consistent en une fonction propre et une fonction associée. Nous prouvons que le systeme des
fonctions racines forme une base inconditionnelle et peut étre utilisée pour construire une solution du

probleme inverse. L'existence d"une solution unique de ce probleme inverse est prouvée.

Mots-Clés : Equation de la chaleur avec involution, Condition aux limites de type périodique,

Fonctions propres, Fonctions associées, Probleme inverse.

n this memoir, we have considered a class of inverse space-dependent source term problems for

a heat equation with involution and a periodic boundary condition. The use of Fourier’s method
leads to a spectral problem for an ordinary second-order differential operator with involution. All the
eigenfunctions of this spectral problem are constructed. In the case where all the eigenvalues of the
problem are simple, the system of eigenfunctions does not form an unconditional basis. A criterion when
this spectral problem can have an infinite number of multiple eigenvalues is proved. The corresponding
root subspaces consist of an eigenfunction and an associated function. We prove that the system of root
functions forms an unconditional basis and can be used to construct a solution of the inverse problem.

The existence of a unique solution of this inverse problem is proved.

Keywords : Heat equation with involution, Periodic boundary condition, Eigen functions, Associated

functions, Inverse problem.
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Introduction générale

es équations différentielles a arguments modifiés sont des équations dans lesquelles

la fonction inconnue et ses dérivées sont évaluées avec des modifications de va-

riables de temps ou d’espace; de telles équations sont appelées en général des
équations différentielles fonctionnelles. Parmi ces équations, on peut distinguer les équations
avec involutions [3]. Une fonction f : £ — E avec E C R vérifiant la condition f (f (z)) = =
sur I est appelée une involution, [4} [15]. Les problémes spectraux et les problémes inverses
pour les équations avec involutions ont également recu beaucoup d’attention, voir par exemple,
[7,18,12,[13]. De plus, pour les équations contenant la transformation de la variable spatiale dans
le terme de diffusion, on peut citer I'exposé de Cabada et Tojo [2], ot ils ont donné un exemple
qui décrit une situation concrete en physique : on consideére un fil métallique fermé de longueur
27 qui est enroulé autour d'une feuille fine de matériau isolant, comme illustré dans Figure

B O(—m) = D)

D(—x) QIO D(x)

O D(0)

FIGURE 1 - Disposition schématique des points sur un fil fermé

Soit z = 0 la position la plus basse du fil. Le fil contourne l'isolant vers la gauche jusqu’au

point —r et vers la droite jusqu’au point 7. Le fil est fermé donc les points —7 et 7 coincident.



La couche d’isolant est supposée légerement perméable. De ce fait, la température d"un coté
de l'isolant influence le processus de diffusion de 'autre coté. Par conséquent, 1’équation de
la chaleur classique change avec I'ajout d’un terme supplémentaire ®,, (—z,t) a ®,, (z,t) ol
le] < 1. Soit @ (x,1) est la température au point x de la fil a 'instant ¢.

Ainsi, ce processus est décrit par 1’équation de chaleur non locale suivante :
O, (x,t) = Py, t) — ePpy (—x,t) + f (), (z,t) € Dr, (1)

oDy ={(z,t): —m <z <m 0<t<T}avecT > 0Oet f (z) est'influence d'une source externe
qui ne change pas avec le temps.
Comme information supplémentaire, nous prenons les valeurs d’une condition initiale et

d’une condition finale de la température :
O (2,0)=¢(z), ®(z,7) =9 (z) x € [-7,7]. (2)

Puisque le fil est fermé, il est naturel de supposer que la température aux extrémités du fil est

la méme a tout moment c’est a dire :
O (—m,t) =P (m,t), 0<t<T. 3)

Nous considérons le processus dans lequel le flux de température a une extrémité a chaque
instant ¢ est proportionnel au taux de variation de la température moyenne sur le fil. Alors,

nous avons :

s

O, (—m,t) = 7%/ O (s,t)ds, t €1]0,T). 4)

—T

ot 7 # 0 est le coefficient de proportionnalité. Le probleme inverse (I)-(4) a été étudie par M.
Sadybekov et al. dans [11].



Probléme équivalent

En utilisant (I) et (4), on obtient :

d s
ba (= 1) = 7 /_ o (@, 1)

:”y/_:@(x,t)dx

— 4 [Be (7, 1) + €6 (—T,t) — ¢ (=7, 1) — €65 (7, 1)] + v/w f(x) dx
=y (1= )6 0 = b (0 + [ o)

Alors, nous avons :
O, (—m,t) —ad, (7,t) =7 f (z) dx, (5)

N _ ~(1—e)
olla = =775 ety = 1+7(1 3 .On pose

72:metu(x,t):@(x,t)—l—vg(x2—7r2)/:f(x)dx. (6)
Avec (6)), 'équation (I) devienne :

Ut (T,1) = Ugg (2,) — EUga(—x,1) + F (2) ()
ou F (z) = 2v(e—1) [*_f (x)dz+ f (z). Avec (6), les conditions initiale et finale (2) deviennent :

u(z,0) =p1(z) et u(x,T) =1 (x), z € |-m ], (8)

oty, 1 (z) = p(z) +a(2® = 7°) [T f(x)dr ety (z) = ¢(x) + 72(a? — 7%) [T f(2)dx

Grace (6), les conditions aux limites (3)-() réduisent aux conditions aux limites non locales



suivantes :

u(—m,t) =u(mt), " ©)

Uy (—m,t) = aug (m,t) .

Nous avons la proposition suivante :

Proposition 0.1. {® (z,t), f (z)} est une solution du probleme inverse (1)-@) si et seulement si
{u(x,t), F (x)} est une solution du probleme inverse (7)-(9).

Notre objective dans ce mémoire est I'étude de 1'existence et 1'unicité de la solution du pro-
bleme équivalent (7)-(9). Ce mémoire se décompose en trois chapitres de la maniére suivante :
dans le premier chapitre, nous rappelons certaines notions préliminaires fondamentales et les
outils nécessaires dans ce mémoire concernant les espaces fonctionnels.

Dans le deuxieme chapitre, nous considérons une classe de problémes spectraux pour un
opérateur différentiel ordinaire du second ordre avec involution d’inversion et des conditions
aux limites non locales de type périodique. Un critere de simplicité des valeurs propres du

probleme est démontré : les valeurs propres seront simples si et seulement si le nombre r =

V(1 —¢)/(1+¢),avec |¢| < 1 estirrationnel. Nous montrons que si le nombre r est irrationnel,
alors toutes les valeurs propres du probleme sont simples, et le systéme de fonctions propres du
probleme est complet et minimal mais ne forme pas une base inconditionnelle dans L? (—m, ).
Pour le cas des nombres rationnels r, on prouve qu’'un systeme de fonctions propres et associées
forme une base inconditionnelle dans L? (-, ).

Dans le dernier chapitre, nous avons démonter 1’existence et 1'unicité de la solution du pro-
bleme (7)-(9) par la méthode de Fourier pour que r est rational.

On termine ce mémoire par une conclusion et quelques perspectives.



CHAPITRE 1

OUTILS MATHEMATIQUES

ﬁ) ans ce chapitre, nous rappelons certaines notions préliminaires fondamentales et les outils
nécessaires dans ce mémoire concernant les espaces fonctionnels, un probleme spectral
non autoadjoint et la méthode de point fixe de Banach.

1.1 Espaces fonctionnels

1.1.1 Espaces normés
Définition 1.1 ([1]]). Soit £ un espace vectoriel sur le corps R. Une norme sur E est une appli-
cation ||.| : E — R. vérifiant les conditions suivantes :

1. ||zl >0et|jz| =0<=2=0

2. || Az|| = |A|||z]|,pour tout x € E et pour tout A € R

3. |z +yll < llz]| + [lyll pour tout z,y € E

Remarques 1.1. , L'espace vectoriel £ muni d'un norme S’appelle espace normé, noté par :

(E,].]])- Les application suivantes sont des normes usuelle sur R™ .

n
lall, =3 Jai
=1
1

n P
]|, = <Z|$l|p> pour tout p > 1.

i=1
Exemple 1.1. ,Soit() un ouvert de R" 1'espace vectoriel des fonctions de carré intégrable sur 2
est:

L2(Q):{f:Q%R,/{zlf(x)\de<oo}.

L'application ||| : L*(Q) — R donnée par :
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7= ([ |f(ﬂf)|2dw)%

est une norme.

1.1.2 Espaces de Hilbert

Définition 1.2 ([1]). Soit £ un espace vectoriel sur le corps K. un produit scalaire sur E est une

application (., .) : £ x E — K tell que pour tout z,y, z;, 22 € E et pour tout A € Kona:
1. (z,z) > 0et (z,2) =0. <= x = 0.
2. (z,y) = (y, ).
3. (o1 + 32,y) = (21,9) + (22, 9)-
4. (A\z,y) = A (z,y).

Remarques 1.2. , Un produit scalaire sur £ défini une norme sur £ donnée par :

V€ E: |z|| = (z,2)7 .

Exemple 1.2. , L'espace R muni de produit scalaire :

Ve e R": Z Tili-

est un produit scalaire.

1.1.3 Exemples d’espaces fonctionnels de base

Ainsi, dans cette section,nous rappelons plusieurs exemples d’espaces fonctionnels les plus

couramment rencontrés.

Exemple 1.3 ([10]). Considérons l'espace de Banach C([a, b])’espace de toutes les fonctions
continues a valeurs complexes f sur l'intervalle [a, b] fermé, avec la norme

[Flloc = max [£(z)].

I est bien connu, dans tout cours général d’analyse réelle, que la convergence dans l'espace

Cla, blpar rapport a cette norme est la convergence uniforme de la fonction.

Exemple 1.4. Considérons 'espace de Banach LP(1 < p < co) de tout les suites {z;}, € Z telle

1
p
lll, = (Z Iflfklp)
keZ

K. Nafti Probleme inverse pour une équation de chaleur non locale

que Y |zx|” < oo,avec la norme
kez




1.2. OPERATEURS LINEAIRES 7

Ou Z est ’ensemble des entiers.

1.1.4 Espaces de Lebesgue

Soit [a,b] telle que (—oo < a < b < oo),un intervalle finie de R.

Définition 1.3 ([10]). soit p € R avec 1 < p < 00.0n note par L,[a,b] 'espace des classes
d’équivalence des fonctions de puissance p-intégrables sur [a, b] a valeurs dans C' : LP([a,b]) =

{f : la,b] — C'},f mesurableset || f||,, < oco. avec:

11140 (fa ) (/ fa |pdx)

L'espace L?[a,b] muni de la norme ||.|| est un espace de Banach .Si p = 2,alors L*[a, b] est I'es-
pace de classe d’équivalence des fonctions mesurables de carré intégrable sur [a, b]. Le produit

scalaire sur L?[a, b] est défini pour toute fg € L*([a,b]) par :

ummm:/fmaﬂm

L'espace L*([a, b]) muni de la norme

b 3
Hﬁmmm=(/!ﬂmﬁm9

est un espace de Hilbert.

1.2 Opérateurs linéaires

1.2.1 opérateur auto-adjoint

Définition 1.4. ,Un opérateur A € L(E) est dit auto-adjoint (ou parfois hermitien) s’il est égal a
son adjoint,c’est-a-dire si,Vz,y € E,

(Az,y) = (z, Ay) .

Exemple 1.5. Un opérateur intégral de Fredholm est auto-adjoint si seulement si son noyau k

vérifie

k(y,z) = k(z,y).

K. Nafti Probleme inverse pour une équation de chaleur non locale



1.3. PROPRIETES SPECTRALES DES OPERATEURS LINEAIRES AUTO-ADJOINT 8

1.2.2 opérateur adjoint

Soit A un opérateur linéaire borné défini sur un espace normé E a valeurs dans un espace
normé F alors, pour tout ¢ € E ety € F, on définit les fonctionnelles linéaires bornées U &
F*=L(F,K)etV € E* = L(E,K) avec :K = (RouC) comme suit

F—K U:tp— Up)

et F— K Vipr—Vi(p)

L'opérateur noté A* défini sur F* dans E* est dit opérateur adjoint de A si l'on a, pour tout
Ue FretV € E*
F*— E*

AT U — AY(U) = U(A(p)) = V(e),

ou encore
A* =UoA: p— Ap) —> U(A(p)).

Lemme 1.1. soit ¢ un élément d’un espace normé E alors, la norme ||p|| est défini par
lell = maz {|V'(¢)|; VeE, [V|=1}.

Démonstration. YU € E* telle que ||U|| = 1 ,avec la relation U(y) = ||¢||. D’ott pour tout V' € E*,

avec |[V] = Lona

1.3 Propriétés spectrales des opérateurs linéaires auto-adjoint
On suppose dans la suit que £ = H est un espace de Hilbert et que 7' € L(H)
Définition 1.5 ([6]). On dit qu'un opérateur 7' € L(H) est auto-adjoint si 7* = T',alors
(Tu,v) = (u,Tv) Yu,v € H.
Proposition 1.1. Soit T' € L(H) un opérateur auto-adjoint.On pose

m= inf (Tu,u)etM = sup (Tu,u).
u€H |u|=1 wEH |u|l=1

Alors o(T) C [m, M] m, M € o(T).

K. Nafti Probleme inverse pour une équation de chaleur non locale



1.4. SYSTEMES BIORTHOGONAUX DANS LES ESPACES DE HILBERT 9

Démonstration. Soit A > M, montrons que A € p(7).On a
(Tu,u) < M|u]> Vue H.
et par conséquent
(M — Tu,u) > (A= M) |uf’ = « |u]*VYu € H, aveca > 0.

Appliquant le théoreme de Lax-Milgram on voit que Al — T est bijectif . Montrons que M €
o(T).La forme a(u,v) = (Mu — Tu,v) est bilinéaire,symétrique et

a(u,v) >0 Yvee H.

Appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz a la forme a(u, v) il vient

N |=

\(Mu—Tu,v)|S(Mu—Tu,u)%(MU—T'U,v) Vu,v € H.
D’ou il résulte en particulier que
|Mu — Tl SC(MU—TU,U)% Vu € H. (1.1)

Soit (uy,) une suite telle que |u,| = 1 et (T'u,, u,) — M .Grace a[1.1on voit que|Mu,, — Tu,| —
O,etdonc M € o(T) .
Les propriétés de m s’obtiennent en remplagant T'par — T

1.4 systemes biorthogonaux dans les espaces de Hilbert

Théoreme 1.1 ([10]). Soit A un opérateur densément défini sur un espace de Hilbert H avec un ré-
solvant compact. Supposons que son systeme de vecteurs racines est un systeme fermé et minimal dans
H .Alors le systeme biorthogonal i ce systéme est constitué des vecteurs racines de I'opérateur A*.

Démonstration. Nous désignons par {z;}, . le systeme des vecteurs racines de 'opérateur A,et
Zkren le systeme biorthogonalement adjoint.Nous écrivons 1’équation pour les vecteurs propres

et les vecteurs associés sous une forme unique
Al’k — )\kxk = Hkxk_l

Ou 6, = 0 si x;, est une vecteur propre, et ¢, = 1 si est un vecteur associé(dans ce cas , nous

exigeons en outre que A\, = \;_1). Pour toutes les valeurs des indices k, j € N, nous considérons

K. Nafti Probleme inverse pour une équation de chaleur non locale



1.5. DEVELOPPEMENT BIORTHOGONAL ET BASES DE RIESZ 10

le produit intérieur

0 = (Axp — My — Opwp—y, 25) = (xg, A%2;) — <xk,)\_kzj> — O (Tg—1, 25) (1.2)
= <J}k, A*Zj - )\_ij - 9j+lzj+1> + ()\J - >\k> <Ik, Zj> + 9j+1 <l‘k, Zj+1> - Qk <Ik_1, Zj> . (13)

Compte tenu de la condition de biorthogonalité, le deuxieme terme est égal a zéro pour tout
k,j € N,et les troisieme et quatrieme termes sont égaux a zéro pour k # j + 1.Mais si k =
J + L,alors les troisieme et quatriéme termes sont égaux a zéro dans la somme.Ainsi, pour tout
k, j € N nous obtenons

<l’k, A*Zj — )\_ij — 9j+1zj+1> =0.

Puisque le systeme xjc est fermé dans H, on a
. _
Az = Az = Oz

Soit x,,Znt1, ..., Tnym la chaine du vecteur propre z, et de tous les vecteurs associés
Tpil, ..., Tnpm d'un opérateur A correspondant a une valeur propre A\, = A\y1 = ... = Mgy

et 0, =0etb,.1 = ... = 01y = 1.Aussi,bf,.,, 1 = 0.D’ou

*
A Zn4m — )\nzn—‘rm = Oa

* * N
A Zpim—1 — MZngm—1 = Zn4my -+ A2y — Ay = “n+1

1.5 développement biorthogonal et bases de Riesz

Théoreme 1.2 ([10]). Un systeme fermé et minimal x), est uniformément minimal dans un espace de
Hilbert H si et seulement s'il existe une constante C' > 0 telle que pour toutes les valeurs de indice k ,on
a

k]l - [|z4]] < € < o0 (1.4)

ou z est le systéme biorthogonal de xy. En effet, supposons que xy, soit une base dans H.Alors les déve-

loppements biorthogonaux Yy (f, zx) x, convergent dans H. C’est pourquoi,||(f, zi) x| — 0 comme
k=1
k — oo c-a-d,(f, z ||xk||) —> 0 comme k — oo pour tous les f € H.par conséquent , les normes des

éléments z ||xy|| sont totalement bornées,alors la condition [1.4]est remplie.

Corollaire 1.1. Toute base dans H est un systéme uniformément minimal,et donc (1.4|est valable. La
condition |1.4]est dite condition de minimalité uniforme du systeme x. En effet, il existe des exemples de

K. Nafti Probleme inverse pour une équation de chaleur non locale



1.6. INVOLUTIONS 11

systémes fermés, minimaux et uniformément minimaux qui ne sont pas une base.Par conséquent,|1.4|est

une condition nécessaire pour étre une base.

1.6 involutions

Définition 1.6. Une fonction f : § — S est une involution (ou est involutive) si, qui soit X

dans S,f (f(z)) =«

Exemple 1.6. L'application qui a un entier relatif n associe son opposé—n est une involution de
I'ensemble des entiers relatifs Z.

1.7 séries des fonctions

(converge uniforme)

Définition 1.7 ([5]). Soit ( f,) une suite de fonction définie sur I a valeur dans R ou C on dit que

> fa converge uniformément sur / si (S,,) converge uniformément sur /

Remarques 1.3. 1. si ) _ f,, converge uniformément sur /, alors ) f,, converge simplement

sur /.

2. si) " f.et) g, converge uniformément sur I, alors pour tout A € R, > (f,+\g,) converge

uniformément sur /.

K. Nafti Probleme inverse pour une équation de chaleur non locale



CHAPITRE 2

UNE CLASSE DE PROBLEMES SPECTRAUX
POUR UN OPERATEUR DIFFERENTIEL
ORDINAIRE AVEC INVOLUTION

@ ans ce chapitre, nous considérons une classe de problemes spectraux pour un opéra-
teur différentiel ordinaire du second ordre avec involution d’inversion et des condi-
tions aux limites non locales de type périodique. Un critére de simplicité des valeurs propres

du probleme est démontré : les valeurs propres seront simples si et seulement si le nombre

r=+/(1—¢)/(1+¢), avec || < 1 est irrationnel. Nous montrons que si le nombre r est irra-
tionnel, alors toutes les valeurs propres du probleme sont simples, et le systeme de fonctions
propres du probleme est complet et minimal mais ne forme pas une base inconditionnelle dans
L* (—m, 7). Pour le cas des nombres rationnels r, on prouve qu’un systéme de fonctions propres

et associées forme une base inconditionnelle dans L? (—, 7).

2.1 Probleme spectral

L'utilisation de la méthode de Fourier pour résoudre le probléme inverse (7)-(9) conduit a
un probleme spectral pour l'opérateur £ donné par 1'expression différentielle :

LX (x)==-X"(2)+eX" (—x) =X (), z € [-m, 7], (2.1)

et les conditions aux limites de type périodique

{X (~7) = X (), .

X' (=7) = aX' ().

ol A > 0 est un parametre. On remarque que, le probleme spectral (2.1)-(2.2) a été étudie par
M. Sadybekov et al. dans [11].

12



2.1. PROBLEME SPECTRAL 13

2.1.1 Solution générale de 1'équation (2.1)

Pour construire une solution générale de 1’équation (2.1), nous avons le théoréme suivant :

Théoréme 2.1 ([8]]). La solution générale de I'équation (2.1)) est donnée sous la forme suivante :

: [ A [ A
X (z) = Acos () + Bsin (1), p = 1_¢ et pip = 11z (2.3)

ot A et B sont des constantes arbitraires.

Démonstration. 1l est facile de voir que les fonctions (2.3) sont des solutions de (2.1). Démontrons
I’absence d’autres solutions. Toute fonction X (z) peut étre représentée comme une somme de

fonctions paires et impaires c’est a dire
X(xz)=95(x)+W(x), (2.4)

ou S est une fonction paire et I est une fonction impaire.

En remplagant (2.4) dans (2.1)), on obtient :

8" (x) = —piS (x),

(2.5)
W (2) = =3IV (x).
On résoudre et avec (2.4), on obtient (2.3). O
2.1.2 Valeurs propres du probleme (2.1)-(2.2)
Pour les valeurs propres du probléme (2.1)-(2.2), nous avons le lemme suivant :
Lemme 2.1. Le probleme spectral (2.1)-(2.2)) a deux suites de valeurs propres définies par :
M= (1—¢e)k* k€N,
p=01-2) 2.6)
A= (1+¢)n% n e N
Démonstration. En utilisant (2.3) et (2.2), on obtient le systéme linéaire suivant :
Bsin (mug) = 0,
(7p2) 2.7)

Apy (14 a)sin (mpq) + Bus (1 — a) cos (wuz) = 0.

Le systeme (2.7) admet un infinité de solutions si et seulement si le déterminant de ce systeme

est nul c’est a dire

sin (7)) sin (mpg) = 0. (2.8)
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2.2. PROBLEME SPECTRAL POUR LES NOMBRES IRRATIONNELS R 14

D’apres (2.8) et (2.3), on trouve (2.6). O
Lemme 2.2. Le probleme spectral (2.1)-(2.2) a valeurs propres multiples si et seulement si le nombre r
défini par :
1—¢
_ 29
r Tz (2.9)

est rationnel.

Démonstration. En effet, supposons que les deux suites de valeurs propres sont coincident, donc

ona:
M= (1—e)k* = (1+¢)n

Autrement dit,

n [1—¢
= —_— e
" T 1+¢ Q

2.2 Probleme spectral pour les nombres irrationnels r

Lemme 2.3. Soit r défini par (2.9) est irrationnel. Les fonctions propres du probleme spectral (2.1)-(2.2)
sont données par :

1
Xk () = 7 cos (kx), k € N, N 2.10)
X, () = (1 — a) rcos (nm) cos (;x) — (14 a)sin (T) sin (nz), n € N*.

Démonstration. 1. En utilisant (2.10) et (2.6), on obtient :

— X/ (x) + X} (—x) = M Xk (2)
=Xy (—2) + e X} (x) = M X (—2)

(2.11)

On pose

S(x) =X () + Xy (—z) et W(x) =X, (x) — Xi (—2) (2.12)
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De et (2.12), nous avons :
S"(x) = —k*S (v) = S (z) = Acos (kz), A€R (2.13)
et
W" (z) = — (rk)*W (z) = W (z) = Bsin (rkz), B € R. (2.14)
Avec (2.12)-(2.14), on obtient :
Xk () = gcos (k) + gsin (rkz) (2.15)

En utilisant (2.15) et (2.2), on trouve B = 0. D’autre part, avec la normalisation, nous

avons :

4 2

d’ot Xy, (z) = \/LE cos (kx).

2. Avec (2.10) et (2.1),on a:

=X () + e X0 (—2) = A Xo (1),

(2.16)
—X!'(—2) + X! () = M\ X, (—x).
On pose
S(z) =X, (2)+ X, (—2) et W (2) = X, (z) — X, (—x). (2.17)
De et (2.17), on obtient :
2
S (x) = — (g) S(z) = S (z) = Acos <§x> ,AeR (2.18)
et
W" (x) = —n*W (z) = W (2) = Bsin (nz), B € R. (2.19)
Grace (2.18)-(2.19), nous avons :
X, (z) = écos (;x) + gsin (nx). (2.20)
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En utilisant et (2.2), on obtient :
A (14 a)sin (;7?) + Br (1 —a)cos (nm) = 0.
Si on choisi
A=2r(1—a)cos(nm) et B=—2(1+a)sin <;7r> :
Alors, X, () est donné par :

X, () = (1 — a) rcos (nm) cos (;

x) — (1+a)sin (T

r

) sin (nz), n € N*.

Lemme 2.4. Le systeme de fonctions 2.10) est complet et minimal en L? (—m, ).

Démonstration. Considérons une fonction arbitraire f (=) orthogonale au systéeme (2.10). Nous

avons :

-~ / F ) cos (k) do = —= / (—)] cos (kz) dz.

Cependant, le systéeme {\/L; cos (kx), ke N } forme une base dans L? (0, 7). Donc, on a :

f(x)+ f(—z) = 0 pour tout z € [—m, 7], (2.21)

d’ou1 f est un e fonction impaire.
D’autre part, I’orthogonalité de f (x) a toutes les fonctions propres X,, (x) avec n € N*, on

trouve :
0= /7r f(x) X, (z) = (1—a)rcos(nn) ' f (x) cos <;x> dx
—(1+a) sm / f (z) sin (nx)

—_(1+a)sm< >/ [f (x) — f (—2)] sin (nx) dz.

r 0
Mais, le systeme {sin (nz), n € N*} forme une base dans L? (0, 7). Donc, on a :
f(=x)— f(z) =0, pour tout x € [—m, 7|, (2.22)

d’oti, f est une fonction paire. Par conséquent, de (2.21)) et (2.22), on obtient f (z) = 0 pour tout
T € [—m, 7. O
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Pour démontrer que le systeme de fonctions propres (2.10) ne constitue pas une base incon-

ditionnelle, nous avons le lemme suivant :

Lemme 2.5. Soit r irrationnel. Alors, le systéme de fonctions propres (2.10) du probleme spectral (2.1))-
(2.2) est complet et minimal mais ne forme pas une base inconditionnelle dans L? (—m, 7).

Démonstration. En calculant les normes des fonctions propres (2.10), on obtient :

[ Xkl =1,
2
||XnH2 =7 (l— a)2 2 [1 + Lsin <ﬂ)] +7(1+ a)2 sin? <@> '
2nm r r
Donc, pour n — 400 nous avons :
1
IXP =7 (1 - aPs 47 (14 ) sin? (T 40 <_) | (2.23)
T n

En calculant le produit scalaire en L? (—m, 7) de X}, et X,, avec k,n — +00, on obtient :

/7r cos (kz) sin (;ac) dx

—T

/ " cos (k) cos (;x) dz

—Tr

[ Joos (1 )b con (- ) ]

r

(I—a)r
NZS
|1 —a|r

/T

B 1 —a|r

N
— [ —alry7

(X, X)| =

cos (n)

dx

D’aprés le théoreme d’approximation de Dirichlet [14, Theo. 1A, page 34], pour tout nombre
irrationnel o, il existe un ensemble infini de fractions irréductibles § (ou p et ¢ sont des entiers)

tels que

On pose « = 1, on obtient qu’il existe des sous-suites infinies des entiers naturels k; et n; telles

que

1k

r ’flj

1

27
;
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d’ou

Donc, on obtient :

lim sin (/{j —nTJ) T _q
J—r+o00 ( o TJ) s
Par conséquent, nous avons :
lim [( Xy, X, )| = |1 = a|ry/7. (2.24)
J—+oo
De (2.23), on an:
lim || X, || =1 —alrv/7. (2.25)
J—+oo

En utilisant (2.23)-(2.25)), on trouve :

lim
j—+oo

< X, X, >‘
L, 2 = 1.
HX’%| anH

D’apres Théoreme 3.135 dans [10, page 2019], la condition nécessaire de la propriété de base
inconditionnelle n’est pas satisfait. Dans ce cas, le systeme de fonctions propres du pro-
bleme spectral (2.1)-(2.2) est complet et minimal mais ne forme pas une base inconditionnelle
dans L? (—m, 7). O

2.3 Probleme spectral pour les nombres rationnels r

Dans cette section, on considere le cas oul r est un nombre rationnel. Alors, il existe des

nombres naturels n, et kg tels que r = . Dans ce cas, le probleme spectral (2.1)-(2.2) a un

nombre infini de valeurs propres multiples, c’est a dire
Akoj = Angjr J € N¥. (2.26)

Pour a = 1, le probleme spectral (2.1)-(2.2) a été étudie dans [8, 9]. Dans ce cas, il a été montré
que les sous-espaces propres, constitués de deux fonctions propres, correspondent aux valeurs

propres doubles. Pour a # 1, nous avons le lemme suivant :

Lemme 2.6. 1. Siy # 72, alors les fonctions propres du probléme spectral (2.1)-(2.2) sont données
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par :

1
X (z) = NG cos (kx), (2.27)

X, (z) = (1 — a) rcos (nm) cos (;x> — (1 +a)sin (77;"—7T> sin (nx) ,

oit k € Net n € N*, sauf pour les cas oit k = koj et n = noj pour certains j.
2. Si ¢ = 2 clest adire n = koj et n = ngj, alors les fonctions propres et les fonctions propres

associées du probleme spectral (2.1)-(2.2)) sont données par :

Xhoj (1) = % cos (kojz),
1 (1 + CL) (_1)(n0+ko)j (2.28)

IS SR IO
Shojr (L =gy |5t oje) + ——"—

X () sin (ngjx)

Démonstration. O

Lemme 2.7. Le systéme des fonctions propres et associées (2.27)-(2.28) du probleme spectral (2.1)-(2.2)
(4.1) est complet et minimal en L? (—7, 7).

Démonstration. La preuve est similaire a la preuve du Lemme Soit f une fonction orthogo-
nale au systeme de fonctions (2.27)-(2.28). Nous avons :

/_” f(z) Xy (z)de = /07r [f () + f (2)] cos (kx) dx = 0,

d’ou, f (x) + f (—x) = 0 sur [—m, 7.
De plus, de l'orthogonalité de f () a toutes les fonctions X, (z) de (2.27) on obtient :

f (z)sin (nx) dr = 0 pour tout n € N* sauf les cas oit n = ngj pour certains j. (2.29)

D’autre part, d’apres 1’orthogonalité de f () a toutes les fonctions X, ; (z) de (2.28), on obtient
que est vrai pour les cas n = ngj c’esta dire f (z) — f (—z) = 0 sur [—, 7.

Par conséquent, f (z) = 0 est vrai sur l'intervalle [—n, 7]. Ceci prouve la complétude du
systeme de fonctions (2.27)-(2.28) dans L? (—n, ).

Puisque le systeme considéré (2.27)-(2.28) est un systéeme des fonctions propres et associées
d'un opérateur linéaire, alors il a un systéme bi-orthogonal constitué des fonctions propres et

associées d'un opérateur adjoint. O
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2.4 Probleme spectral adjoint

Définition 2.1. le probléme adjoint de probléme spectral (2.1)-(2.2) est donné par :

Ly (x)=—y" (x)+ey' (—z) =y (x), -7 <x<m, (2.30)
y(om) = by (7). oo
y' (=m) =y (7),

oub=(l+ae)/(a+e).
Le systeme de fonctions propres et associées de ce probleme est donnés par :

1 1—a
Yola) =3 - :

5 mr x (2.32)

correspond a une valeur propre nulle.
Pour les cas ou 7 # 72, les fonctions propres du probleme spectral adjoint (2.30)-(2.31) sont
données par :

Yy (z) = cos (kz) — 1 J_r ZTQ Sii_(:l)m)

1 j— a sin (7’1L7T/T‘) sin (nz) (2.34)

sin (rkx) , (2.33)

Y, (v)

correspondant aux valeurs propres \; et A, avec k € N et n € N* sauf les cas n = ngj et k = koj

pour certain j.

Pour les cas ou 7 = 72 (ou k = koj et n = ngj pour certain j), les fonctions propres et

associées sont données par :

Vo () = —haj (1 = 2) T (<1 sin (o), -
_—1 _ arQ (—1)("°+k°)j x cos (ngjz) + cos (kojx) . .
1+a

Yigi (2) =

Lors de la construction de ce systéme de fonctions propres et associées du probleme adjoint,
nous avons normalisé les fonctions propres de sorte que les conditions de bi-orthogonalité sui-

vantes :
(Xi, Ye) =1, (X,,,Y,) =1, VE € N, Vn € N*, sauf pour les cas k = kqj,n = ngj pour certains j.

Pour les cas ou 7 = 72 (c’est a dire n = ngj et k = kyj pour certains j), nous avons exigé le des

ko

I3
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conditions de bi-orthogonalité suivantes :
<Xk0j7Ykoj> =1, <Xn0j7Y”0j> =1,

ou (-, ) est le produit scalaire dans L? (—, 7). Par calcul direct on trouve les normes des fonc-
tions propres et associées pour les systemes bi-orthogonales telles que

1—a)\’ r2
XilI> =1 Vil =1
1% * (1+a) sin? (rkm)’ ¥l ’
1 1 2
X, |2 = s Val? = (1= @) r? {14 o —sin (=0 ) | (1+ a)”sin? ()
(14 a)”sin (T;—”) 2nm r r
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CHAPITRE 3

ETUDE DU PROBLEME INVERSE -@

@ ans ce chapitre, nous avons considéré uniquement le cas r = /(1 — ¢) / (1 + ¢) est ration-
nel. Dans ce cas, Le systéme de fonctions propres du probleme spectral (2.1)-(2.2) forme
une base inconditionnelle. En utilisant la méthode de Fourier, on démontre un résultat d’exis-
tence et d'unicité de la solution du probleme inverse (7)-(9).

Pour l'existence et l'unicité de la solution du probleme inverse (7)-(9), nous avons le théo-

réme suivant :

Théoreme 3.1. Sous les hypotheses suivantes :
(H1) : ¢y € C*(—m,m) et Yy € C* (—m, 7).
(H2): o1 (=7) = @1 (7), ¢ (=7) = apy (7).
(H3) : 4y (=m) = ¢n (m), ¢ (=7) = ayf (7).

Alors, le probleme inverse (7)-() admet une solution unique {u (x,t), F (z)}.

Démonstration. i Existence : On note par N' = {n € N:n # ngj, ¥j € N}. Alors, le sys-

téme de fonctions
{Xk(x)akEN; Xn(x),HGN; anOj(ZE),jGN}, (31)

forme une base de Riesz dans L? (—x, ).

Par conséquent, toute solution du probleme inverse (7)-(9) peut étre représentée sous la

forme d’une série bi-orthogonale (2.27),

w(,t) = up () Xp (2) + Dt (1) X (1) + D [ Xngs () = 1 Xk ()] tngs (£), (32)
k=0 neN jEN
et
F(x) =Y iXe (@) + > fXa (@) + D 3 Xngj (%) Foss (3.3)

neN JEN

ol uy, (t), uy (t) et uy,,; (t) sont des fonctions inconnues et fi, f,, fn,; sont des coefficients
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inconnus. D’apres la condition initiale et finale (8)), nous avons :

+0o0
o1 () =D oeXk (1) + Y onXn (2) + D §Xngj () g (34)
k=0 neN jEN
“+o0o
= Xk () + D> X (2) + D [ Xngs () = Tj Xaj ()] ngjs (3.5
k=0 neN jJEN

ol Yk, ©n et Yn,j, wk, Uy, et 1,,,; sont des coefficients numériques connus.

En substituant (3.2) et (3.3) dans (7)-(9), en tenant compte de (3.4) et (3.5), on obtient les

problemes suivants :

uy, t)+)\kuk() Je, 0 <t <T,

( (3.6)
(1) + At (1) = fu, 0 <t < T, (3.7)
n (0) = @n, tn (T) =Y, k €N,

noj (£) + Angjtingj () = frgjr 0 <t < T, (3.8)
Ungj (0) = Prngjr Ungj (T) = Ynoj» 7 € N.

Donc, les solutions de chacun des problemes (3.6) a (3.8) existent, sont uniques et peuvent

étre écrits explicitement :

wo (1) = o + 2Bt gy = L0, 9)

Uk <t> 7)\ktS0k + 1 ekaT <¢k - eiAkTQOk) )

(3.10)
szijﬂ(iﬁk—e SOk);
Un, (t) Qpn + 1:—A: <wn - 6_)\” @n) ) (3 11)
fn - l_e>\+>\nT (¢n —e T 90n> )
Ungj (t) = e_AantSDnoj + T 1—e *noi” (w"OJ anTgpan) ’ (3.12)
anJ - l1—e nOrZoJ (wnﬂ] Anog 90"0])

Maintenant, en substituant (3.9)-(3.12) dans (3.2) et (3.3), on arrive a une solution formelle
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du probleme inverse (7)-(9). De (3.10)-(3.12), on obtient les estimations suivantes :

o O] < Ol + 1) | (0] < € il + o) A,
d
o (O < Cllnl + WD [ (0] € honl + ) 0,

d
|un0j (t)| < C (|§0n0j‘ + ‘wnojDv ‘_unoj (t>‘ < C (’(pnoj| + |¢mj|) |/\n0j| )

dt
|ful < C (Jon] + [Ael [vwl)
|fal < C(lnl + [Aal [¥nl)
| froil < C (I€nos] + [Anos] [¥nos) -

D’apres (3.9)-(3.12) et les estimations précédentes, nous avons 1'inégalité suivantes :
ll 2y + 1F N2 riry < © (1ol ooy + 1l 2 n) (3.13)

1= Unicité : Soient {u; (z,t), Fy (z)} et {uz (z,t), Fy (z)} deux solutions du probleme in-
verse (7)-(9). On, pose :

v(x,t) =uy (z,t) —ug (z,t) et S(x) = Fy () — Fy(x).
D’apres (3.13), nous avons :

0]l L2p) + 151l 2y <O

Y

dotiv=0etS =0,donc u; = us et I}, = F5, donc 1'unicité de la solution.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons considéré une classe de problemes inverses de terme source
dépendant de l'espace pour une équation de la chaleur avec involution et une condition aux
limites de type périodique. Ce travail se déroule en deux étapes :

v Nous considérons une classe de problémes spectraux pour un opérateur différentiel
ordinaire du second ordre avec involution d’inversion et des conditions aux limites
non locales de type périodique. Un critére de simplicité des valeurs propres du pro-

bléeme est démontré : les valeurs propres seront simples si et seulement si le nombre

r=+/(1—¢)/(1+¢), avec |¢|] < 1 est irrationnel. Nous montrons que si le nombre r
est irrationnel, alors toutes les valeurs propres du probleme sont simples, et le systeme de
fonctions propres du probléme est complet et minimal mais ne forme pas une base incon-
ditionnelle dans L? (—m, 7). Pour le cas des nombres rationnels r, on prouve qu'un sys-

téme de fonctions propres et associées forme une base inconditionnelle dans L? (-7, ).

v Nous avons considéré uniquement le cas r = /(1 — ¢) / (1 + ¢) est rationnel. Dans ce cas,
Le systeme de fonctions propres du probleme spectral (2.1)-(2.2) forme une base incon-
ditionnelle. En utilisant la méthode de Fourier, on démontre un résultat d’existence et

d’unicité de la solution du probleme inverse (7)-(9).
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ans ce mémoire, nous avons considéré une classe de problemes inverses de terme source dépen-

dant de I'espace pour une équation de la chaleur avec involution et une condition aux limites de
type périodique. L'utilisation de la méthode de Fourier conduit & un probléme spectral pour un opéra-
teur différentiel ordinaire du seconde ordre avec involution. Toutes les fonctions propres de ce probleme
spectral sont construites. Dans le cas o1 toutes les valeurs propres du probleme sont simples, le systeme
de fonctions propres ne forme pas une base inconditionnelle. Un critere lorsque ce probleme spectral
peut avoir un nombre infini de valeurs propres multiples est prouvé. Les sous-espaces racine corres-
pondants consistent en une fonction propre et une fonction associée. Nous prouvons que le systeme des
fonctions racines forme une base inconditionnelle et peut étre utilisée pour construire une solution du

probleme inverse. L'existence d"une solution unique de ce probleme inverse est prouvée.

Mots-Clés : Equation de la chaleur avec involution, Condition aux limites de type périodique,

Fonctions propres, Fonctions associées, Probleme inverse.

n this memoir, we have considered a class of inverse space-dependent source term problems for

a heat equation with involution and a periodic boundary condition. The use of Fourier’s method
leads to a spectral problem for an ordinary second-order differential operator with involution. All the
eigenfunctions of this spectral problem are constructed. In the case where all the eigenvalues of the
problem are simple, the system of eigenfunctions does not form an unconditional basis. A criterion when
this spectral problem can have an infinite number of multiple eigenvalues is proved. The corresponding
root subspaces consist of an eigenfunction and an associated function. We prove that the system of root
functions forms an unconditional basis and can be used to construct a solution of the inverse problem.

The existence of a unique solution of this inverse problem is proved.

Keywords : Heat equation with involution, Periodic boundary condition, Eigen functions, Associated

functions, Inverse problem.
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