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introduction

0.1 Introduction

Les équations aux dérivées partielles constituent aujourd’hui I'un des thémes importants de
la compréhension scientifique et sont d’une grande utilité dans la modélisation de nombreux
problémes de la physique mathématique. Ces équations peuvent étre classifiées en plusieurs
catégories.

Le sujet principal de ce mémoire est ’étude de I'existence des solutions pour certaines
classes d’équations aux dérivées partielles d’ordre fractionnaire en appliquant notion de la
mesure de non compacité sur ces équations a l’aide par des transformations notatment la
trnsformée de Laplace ou de Fourier

Biacino et Miseredino étudié le probléme de Dirichlet sur un rectangle [a, blz[a’, b'] pour

un opérateur différentiel bidimensionnel
Lu = FEu+ Fu (0.1.1)

Ou F est un opérateur uniformément fortement elliptique du quatriéme ordre, tandis
que P est un opérateur qui contient une dérivée partielle spéciale D“u d’ordre fractionnaire
a = (a1,a2)(a; > 0, j = 1,2), |a] = a1 + ag, et a prouvé un théoréme ”alternatif”’ et
un résultat d’existence et unicité pour le probléme de Dirichlet pour l'opérateur (0.1.1).
Ainsi ils ont obtenu des énoncés similaires pour le méme probléme de Dirichlet dans le cas
unidimensionnel (0.1.1) sur un intervalle [a, b]

a I’étude du probléme de Dirichlet sur un intervalle [a,b] pour un opérateur différentiel
unidimensionnel (0.1.1)

Un probléme de type Cauchy pour 1’équation différentielle fractionnaire partielle suiv-
ante:

(DG, ). t) = (Df, ,u)(w.t) (1Sa<%1<B<2). (0.1:2)

Avec

[o]+1 Culz, T
(Dg, yu)(z,t) = (%) ra —1{a}) /0 (t(—7 T;dT (xeRt>0, a>0 (0.1.3)

Il a prouveé 'existence et I'unicité d’une solution u(x,t) et une représentation pour une
telle solution. Dans le cas o et f = 2 et 1 < «a < 2, il a prouvé la positivité de la

solution fondamentale et a étudié le comportement asymptotique de la solution u(x,t).
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Les résultats obtenus peuvent étre interprétés comme un phénoméne entre ’équation de la
chaleur (a = 1; 8 = 2) et I'équation d’onde (o = = 2).
En relation avec les problémes des fractales, les équations différentielles partielles frac-

tionnées des formes

(D, u)(w,t) = —Ax‘ﬁ&i’t) (0<a<1/2; A>0; 3>0) (0.1.4)
Et
(DG, qu)(a,t) = —A % + %u(as, t)] O<a<1/% A>0; k€R)  (0.1.5)

En appliquant la transformée de Laplace par rapport a t, ils ont réduit ces équations a

certaines équations différentielles ordinaires pour

Ula ) = (Loula, ) (p) = /0 (s et

A obtenu des solutions explicites U(x,t) de ces équations sous une certaine condition de
normalisation et a indiqué que les solutions u(z,t) de (0.1.4) et (0.1.5) peuvent étre obtenues
En utilisant la transformée inverse Laplace £~! par rapport a t.

Notre travail est réparti en trois chapitres.

Le premier chapitre est consacré aux définitions et notations sur les équations aux
dérivées partielles classique linéaire et non linéaire et nous introduisons la dérivées fraction-
naires au sens de Caputo et Riemann-Liouville et aussi on a étudié le probléme de Cauchy
pour une équation fractionnaire et le théoréme du point fixe de Darbo souvent utilisé dans
les applications .

Le deuxiéme chapitre on donne quelques notations et définitions de compacité et
les opérateurs compacts et aussi concernant la mesure de non compacité dans les espaces
métrique et quelques exemples de la mesure de Kuratowski , de Hausdorff, et les relation
enter cette mesure. Nous présenterons également quelque propriétés fondamentales et aussi
que quelques théoréeme associe de la mesure de non compacité .

Le troisiéme chapitre Le présent chapitre est consacré aux résultats de 1’équation
différentielle fractionnaire partielle, Nous avons donné une enquéte sur les résultats dans

ce domaine et posons les transformées intégrales Laplace et Fourier pour construire des
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solutions a des problémes de type Cauchy pour I’équation de la diffusion fractionnée et de

I’évolution des ondes fractionnaires .



Notations

0.2 Notation

e I'(z) La fonction de gamma.

e conv(X) l’ensemble convexe de I'ensemble X.

d(X,Y)=inf{|lz —y| : x € X,y € Y} la distance enter X et Y.

IX|| = sup{[lz]|,z € X}

diamX = sup{||lz —y|| : z,y € X}.



Chapitre 1

Introduction aux équations aux

dérivées partielles

On donne tout d’abord quelques définitions et généralités sur les équations aux dérivées
partielles classique et EDPs fractionnaires, et nous introduisons ’existence de solutions de

EDPs fractinnaire ainsi le théoréme du point fixe.

1.1 Notions générales sur ’EDPs classique

Une dérivée partielle d’une fonction a plusieurs variables est la dérivée par rapport & une

seule de ses variables, les autres étant gardées constantes.

Définition 1.1.1 (définition générale)
Soit x une variable U (I'inconnue) dépendant de m variables indépendante xq,xa, ..., Ty, toute

relation enter U, x; (j=1,...,m ) et des dérivées partielles de U par rapport auz x;,

2 2 2 n
F<U,:B1,:1:2,... ou oU 0*U 0*°U 0°U U ):0

) ) PR 2 2 PR PR
0xy1’ 0x9 Oxi 0x3 011019 ox}

constitue une équation aux dérivées partielles (en abrégé: une EDP).



1.1. Notions générales sur I’'EDPs classique

Définition 1.1.2 (EDP linéaire)
Une EDP est dite linéaire quand elle l’est par rapport a U et a toutes ses dérivées partielles.
Si U et ses dérivées partielles apparaissent séparément et "a la puissance 1" dans ’EDP,celle

-ct est dite linéaire :

A(Il, I2)%27(§' + 2B<CL’1, Ig)% + C(ZEh ZL'Q)%QT%]

+D($1,I2)g—z + E(‘Tl,l’g)g—g + F(Qll,x2>U + G(Il,xg) =0

I’équation est dite homogéne si la fonction G indentiquement nulle.

Définition 1.1.3 (EDP non linéaire)
On dit que une EDP non linéaire si la relation enter les dérivées partielles est non linéaire.
Par exemple elle fait intervenir le carré d’un dérivée ou bien on multiplie par une fonction
qui dépend elle -méme de la solution;par exemple l’équation de Berrgers:
UG =0

Définition 1.1.4 (Ordre d’EDP)

On appelle l’ordre d’une EDP ’ordre le plus élevée des dérivées partielle intervenant dans
I’EDP.
Une EDP est dite d’ordre n quand la dérivée partielle d’ordre le plus élevé qu’elle contient

est d’ordre n.

1.1.1 EDP linéaires du 1 ordre

la forme générale pour une EDP

ou ou
A(xl,xQ)a—xl + B([E17 I2)a_[L'2 + C(ZL’l, JIQ)U = D(Jfl,ﬂig)
Ou A, B, C et D sont au plus fonction de z; et x,.

L’EDP est dite homogene lorsque D=0.
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1.1.2 EDP linéaire du 2¢¢ ordre

L’EDP linéaire du 2*®¢ ordre et a deux variables indépendantes x; et x5 a la forme générale

0*U 02U 02U oU oU
A B D—+F— =F
ox? + 0x101 + Caxg + ox + ox +GU

Ou A, B, C, D, E, G et F sont des fonction de ziet xs.

L’EDP est dite non homogene lorsque F=0.

1.2 Classifications des EDP

En particulier la forme générale d’une équation aux dérivées partielles (EDP) du deuxiéme

ordre définie sur un domaine 2 € R? est donnée par :

02U 02U 0*U ou oU
A(Il, Ig)— + 2B(I1,[E2)8xlax2 + C(Il,xg)— -+ f(.Tl, T, U, 8—I17 8_1'2 =

0.
0z? 03

Une classification assez simple de cette équation peut étre fait sur la base des coefficients
associes aux dérivées d’ordre le plus élevé A B et C.

Le déterminant définie par:

A=DB>—4AC

L’équation est dite de type:
Parabolique, si A =0
Hyperbolique, si A > 0
Elliptique, si A < 0

Exemple 1.2.1

9°U | 9%U __
187% CF%—O,&VGC c>0

B? — 4AC = 4c? > 0, I’équation des ondes est hyperbolique.

ou U __
2. %—da—x%—o, avec d>0

B? —4AC = 0, I’équation de la chaleur est parabolique.
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9*U U __
3. + 022 0

iy
Oxg

B? — 4AC = —4 > 0, ’équation de Laplace est elliptique.

1.3 Problémes types aux dérivées partielles

Un probleme mathématique aux dérivées partielles c’est un probleme qui s’écrit sous la

forme:

oU oU oU 8°U 9*U —
F(taxaya Y L x 0 Dy D2 ) 9z ) - f

avec conditions

Parmi ces problémes, on a les suivant :

1. Le probléme de Cauchy (donné avec condition initiale)

(2 —Au=f z€Q

u(z,0) = py(x) avec z € 2
2. Le probléme de mixte (donné avec condition initiale et des conditions aux limites)

(5 —Du=f
u(z,0) = @y(x) avec x € |a, b

u(a,t) = u(b,t) = «
3. Le probléme de Dirichlet non homogéne ( donné avec des conditions aux limites)

—Au(t,z) + c(x)u(t,z) = f(t,z) x€Q
uw(0,2) =5, x € ' (T est la frontiére de Q)

4. Le probléme de Neumann non homogeéne ( donné avec condition sur la dérivée)

—Au(z,t) + c(x).u(x,t) = f(x,t) z € QteRT

Ga(2,0)=g(x), el
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1.4 Equations différentielles partielles d’ordre fraction-
naire

On résolu des équations différentielles partielles d’ordre fractionnaire pour appliqués aux
problémes spéciaux .

Il a étudié deux problémes de visco-élasticité décrivant le mouvement d’un fluide visqueux
entre les surfaces en mouvement et réduit ces problémes aux deux équations différentielles

partielles suivantes de I'ordre fractionnaire:

?92152 =k (CDa B:D (z,0), (0<a<) (1.4.1)

et
2
Ou 0 ($3%(6D37tu)> , (0<a<l) (1.4.2)

Avec un l'inconnu v = u(z,t), les constantes données sont ¢ et k.

Et on a la dérivée fractionnaire partielle au sens de Caputo par rapport a ¢ de la forme:

t

(*D* u)(x,t) = ml_a) / “é/t(”r_ Z))iy L (0<a<1) (1.4.3)

— 00

On définie la fonction de gamma I'(z) par:
+0o0
I'(z) = / e e tdt (€ C, R(z)>0)
0

On étudié le probléme de Darboux pour les équations hyperboliques de second ordre:

Y Uy — Uy = Z ar(z,y)D§Y  f [u(z,0), us(2,0), tze(z,0)] (1.4.4)
k=1
o ak !
oy Y " Ugy — Uyy + QU + buy, + cu + Z arDgy L f [r(x),7'(x)] | =0 (1.4.5)
k=1

Impliquant les dérivées fractionnaires partielles de Riemann-Liouville par rapport a

xr défini par :

o] o
oiten = (5) w0z =00

[a] et {a} étant les parties intégrales fractionnaires de « .
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1.4.1 Dérivées fractionnaires

Il existe plusieurs définitions de dérivées fractionnaires, nous présentons dans cette partie
on va citer celles les définitions de Riemann-Liouville,, Caputo ainsi que Grunwald-letnikov

qui sont les plus utilisées.

Dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.4.1 Soit f une fonction intégrable sur [a,b] alors la dérivée fractionnaire

d’ordre v (n —1 <r <n) au sens de Rieman-Liouville est défini par

D) = (G o IO =m0 s
d" n—r
= )

1. Composition avec l'intégrale fractionnaire:

e [’opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est un inverse

gauche de l'opérateur d’intégration fractionnaire

FEDI(ITf(E) = ()

en général, on a

RLDTl ([rgf(t) _RL Drzr f(t)

et sirg —ry <0, D2 f(t) = 1™ f(¢).
e En général la dérivation et I'intégration fractionnaire ne commettent pas

(t—a)=*

RLp=r(DpR f(t) =RF D27 f(t) — éDf(t)]tﬂbm

avecm—1<rys<m

2. Composition avec les dérivées d’ordre entier:

10



1.4. Equations diftérentielles partielles d’ordre fractionnaire

La dérivation fractionnaire et la dérivation conventionnelle (d’ordre entiére) ne com-

mettent que si:

f®(a) = 0 pour tout k=0,1,2,3,---,n—1
mais
D (e ) = D0 (0) — o Lt
3. Composition avec les dérivées fractionnaires:

Soitn—1<r;<netm-—1<ry<m, alors:

RL yr1 T2 T2+T1 - T2— k <t _ a)_rl_k
DP(DRF(8) = D71 (8) = DR ey, oy
et
— " _ I B n 1k (t — a)—rm—k
D (Dt f(t) D f(t) k;lDt f(t)]t=a F(—TQ k4 1)

par la suite deux opérateurs de dérivation fractionnaire #LDmet BED"2(ry # ry) ne
commettant que si [FL D27k £(#)],_,pour tout k = 1,2, ..., n et [FL D"~k £(¢)],_,pour
tout k =1,2,...,m
Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Définition 1.4.2 Pour une fonction donnée f sur lintervalle [a,b] la dérivée d’ordre frac-

tionnaire au sens de Caputo de f d’ordre r > 0 est définie par
1 t 1 p(n)

<D () = t— g\ T n d

1) = s [ =9 s

icin = [r]+1 et [r] desigmant la partie entier de r.

1. La Relation avec la dérivée de Rimann-Liouville

11



1.4. Equations diftérentielles partielles d’ordre fractionnaire

Soit 1>0 avec n-1<r<n (n€ N*) supposons que f est une fonction telle que © D! f(t) et

RLDr f(t) existent alors

o f(k) a —a k—r
“DLfl) =" D i) - 5

on déduit que si f*)(a) =0 pour k =0,1,2,....,n — 1 on aura °D} f(t) =FED" f(¢)

2. Composition avec 'opérateur d’intégration fractionnaire:

Si f est une fonction continue on a

oo - 10 - 0 - F L=

donc 'opérateur de dérivation de Caputo est un inverse gauche de ’opérateur d’intégration

fractionnaire mais il n’est pas I’ inverse a droite

1.4.2 Solution de probléme de Cauchy pour une équation frac-

tionnaire

On considére ’équation différentielle fractionnaire suivante:
(°Dgy yu)(x,t) = M(DZ ju)(x, 1) (1.4.6)

Aveczx e Rt >0, a>0, >0, A € R\{0}, et impliquant la dérivée fractionnaire
partielle de Caputo (°Dg, ,u)(z,t) par rapport at > 0 d’ordre « > 0, (I -1 < a <[;] € N).
Nous appliquons les transformées de Fourier et de Laplace pour établir la solution explicite

de 'équation (1.4.6) avec les conditions Cauchy suivantes de la forme

w(z,0) = fol), % = fu(x), (k=1,..,l— L,z €R) (1.4.7)

Nous commencons par le cas le plus simple de I’équation (1.4.6) avec 8 =1

ou(x,t)
Ox

(“Dg, ju)(w,t) = A (r € R;t > 0;a > 0) (1.4.8)

12



1.5. Théoréme de point fixe

Corollaire 1.4.1 .

1. 510 < a < 1,donc le probleme de Cauchy est :
(°Dg, u)(z,t) = \2420 - e Ryt > 0
u(z,0) = f(x)

Est résolable et sa solution a la forme

1 ftiee 1 [T (F, :
u(z, t) = —/ sa_leStds—/ (f—x(j)e_’“xda , YER
0!

270 ) ioo 2 J_o S*+i)o

Ou équivalente u(x,t) = 3= [°° B, (=i\at®)(F,f)(0)e "*do
2. 510 < a <2 donc le probleme de Cauchy est :
(°Dg, u)(z,t) = \2420 (1 € R;t > 0)
u(x,0) = fo(x) , 250 = fi(x)

Est résolable et sa solution de la forme

(LIJ t) 1 pytico o1 stds f+00 (Fz fo)(o) 10T o

2mi y—1i00 —00  $¥+ido

f’Y+l00 a—2 stds J“JFOO (szl)(U) —wxdo. ('7 c R)

27r1 —00  S%+iAo

Ou équivalente

1 oo 1 +o00 ‘
u(r,t) = o— /_ Eo(—idat®)(F fo)(0)e " do+— Ea,g(—z')\ata)(Fm f)(o)e " do

2T 2

1.5 Théoréme de point fixe

Théoréme 1.5.1 (Darbo)
Soit X un espace de Banach, D un fermé borné et convexe de X, et F' une fonction continue

de D dans D et a cantraction, telle qu’il existe un nombre v avec 0 < v < 1 et:
a[F(Q)] <~al)]
pour tout 2 C D

Théoréme 1.5.2 (Schauder) Soit D un fermé borné conveze d’un espace de Banach X .
Soit F' une fonction complétement continue de D dans D, (c’est a dire qu’elle est continue et
applique les sous ensembles bornés dans les sous ensembles relativement compacts). Alors,

il existe un point z € D, tel que Fz = z.

13



Chapitre 2

Mesure de non compacité

Dans ce chapitre, nous rappelons brievement la notion de compacité dans un espace métrique
puis introduisons les opérateurs compacts entre les espaces de Banach. Nous donnons
en suite un résultat fondamental de compacité pour les fonctions continues: le théoréme

(d’Ascoli) et quelques définitions sur la mesure de non compacité.

2.1 Notion sur les opérateurs

Définition 2.1.1 (Compacité)
Soit U un ensemble d’un espace normé X, U est dit compact si de tout recouvrement de U
par des ouverts de U on peut extraire un sous-recouvrement fini, i.e.,

YV, j € J (ouverts) tels que U C Uvj(k) Viwy, Jk)=1,2,...n

jeJ
tel que U C U Vi
k=1

Définition 2.1.2 (Compacité Dans C(G))
Dans cette partie, l’espace des fonctions continues défini dans C(G) est muni de la norme

maximum

Iile = masx ()]

14



2.1. Notion sur les opérateurs

Théoréme 2.1.1 (de Bolzano- Weierstrass)
Un espace métrique (X, d) est compact si et seulement si toute suite d’éléments de X admet

une sous-suite convergente.

Théoréme 2.1.2 (Arzela-Ascoli) Un ensemble U C C(G) est relativement compact si et

seulement si il est borné et équicontinu i.e., S’il existe une constante M tel que :
lo(x)| < M pour tout x € GetpelU
Autrement dit, pour tout € > 0, il existe d > 0 tel que:
lo(z) — @(y)| < € pour tout x,y € G et pour tout ¢ € U

Définition 2.1.3 (Opérateur linéaire)
Soient E et F deux espaces normes, un opérateur A défini sur E dans F est dit linéaire s’il
vérifie les conditions suivantes:

Condition additive:

Yoy, 00 € B, on a A(py + ©y) = A(py) + A(py)

Condition homogéne:
Voe EExek=(R ouC), ona A\p) = AA(p)

Définition 2.1.4 (Opérateur borné)
Un opérateur linéaire A défini sur E dans F est dit borné s’il existe une constante positive
C >0, tel que

JA@)] ;< Cllally V€ E

Définition 2.1.5 (Opérateur Compact)
Soit A un opérateur linéaire d’un espace normé X dans un espace norme Y, on dit que A

est un opérateur compact s’il envoie tout ensemble borné un ensemble relativement compact

dans Y.

15



2.2. Mesure de non compacité

2.2 Mesure de non compacité

Dans cette section on donne la définition de la mesure de non compacité avec leur propriété,

notamment la mesure de Kuratwski et Hausdroff

Définition 2.2.1 on dit que la fonction p : M — [0,400) (avec M = UOO_O M,) est

une mesure de non compacité avec A, B C M si les conditions suivantes sont vérifiées:
1. u(A) =0 <= A est compact.
2. p(A) = u(A)
3. AC B= u(A) < u(B)
4. nlconv(A)) = (A)
5. (AU B) = max {u(A), ju(B)}
6. p(r-A) = |r|.u(A)
7. W(A+ B) < u(A) + pu(B)

8. soit Ay D As D .... D wune suite décroissante d’ensemble fermés non vide de A, telle

que

lim p(A,) =0 ;alors Ay = ﬂ A,
n=1

Proposition 2.2.1 soient A, B € M, on a:

2. w(B(A,1) < u(A) + ru(B(0,1))

2.2.1 Mesure de Kuratowski

Définition 2.2.2 Soit (X,d) un espace métrique et Q un sous-ensemble borné de X, la

mesure de non compacité de Kuratowski de () notée par o(Q)) est

a(Q) = inf {e > 0: Q admet un recouvrement fini par des ensemble de diamétre < e}

16



2.2. Mesure de non compacité

Ou:
a(Q) = inf {e >0:30Q1...Q, C Q tells que Q = UQ" , diam(Q;) < e}

i=1
la fonction a est appelée la mesure de non compacité de Kuratowski clairement pour chaque

sous-ensemble borné

a(Q) < diam(Q)

Lemme 2.2.1 Soit ), ()1 et Q)5 des sous-ensembles borné d’un espace métrique complet X,

alors
1. Q1 C Q2 = a(Q1) < (@),
2. a(Q) = Q).
3. a(Q1 U Qy) = max {a(Q1), a(Q2)} .
4. a(Q1NQ2) < min{a(Q1),a(Q2)}.
5. a(Qi+Q2) < a(Q1) + a(Q2).
6. a(AQ) = [A a(Q).
7. Q) = a(co(Q))
Preuve.

1. tout recouvrement de ()5 est un recouvrement de ().

on a

Q C Q = a(Q) <a(Q) et Ye>0,3 {Qi}i<ic, tels que Q C U Qi, diam(Q;) < e,

i—1
alors Q C U Q; = U Q; et diam(Q;) = diam/(Q;)
i—1 i—1

En conclusion

Donc
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2.2. Mesure de non compacité

2. D’aprés (1) ona: a(Q1) < a(Q1U Q) et a(Q2) < a(@Qr U Q)
max {a(Q1), a(Q2)} < a(Q1 U Q).

On a par définition

m

Ve > 0, 3{Qihcicn I{Qiticjen tels que Q1 | Qi Q2 | Qs et
=1 7

9

diam(Qi) < a(Q1)+§, VieLn] et diam(Q;) < (@) + <, Vjelm]

N

Comme les ensembles C;; = (Q; UQ;) pour chacun des indices 1 <i<netl1<j<m
recouvrent ’ensemble )1 U @2, on a Ve > 0,diam(Cy;) < max{a(Q1),a(Q2)} + €.
Alors

(@1 U Q2) < max{a(Q1),a(Q2)}

de (a) et (b) on trouve

a(Q1 U Q2) = max {a(Q1), v(Q2)} .

3. Soit S; et G; deux sous-ensembles bornées dans X, diam(S;) < d pouri=1,2,...,n
telle que Q1 C Uj:1 S; et diam(G ;) < p, pour j = 1,2,...,m tel que Q3 C U:;l Gj,
Alors .

Q1+ Q2 C | JUJ(Si + Gy) et diam(S; + G;) <d+p

i=1j=1

Donc

a(Qr+Q2) <d+p

4. Pour A = 0 Soit S; un sous-ensemble borné dans X , diam(S;) < d pouri=1,2,....n

tel que Q)1 C L_JT'L_1 S;, alors

YA€k AQ C | JAS: et diam(AS;) = |A| diam(S;).

Done
a(AQ) = [A| (Q).
pour A # 0 :
a(Q) = a(A'(AQ)) < AT a(AQ)
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2.2. Mesure de non compacité

Alors
Al a(Q) < a(AQ).

Lemme 2.2.2 Soit (X,d) un espace métrique complet, et soit (F),) une suit décroissante

d’ensemble fermés non vide telle que

e}
lim a(F,) =0, alors Fy, = ﬂ F,, est d’intersection compacte non vide
n=1

Remarque 2.2.1 .
1. Non singuliére si a({a} U Q) = a(Q).
2. Lipchitzienne si |a(Q1) — a(Q2)] < 2dy(Q1,Q2), oudy la semi métrique de Hausdorff.
3. Continuité si pour tout () C X et n'importe € > 0,il y a un 6 > 0 alors
(@) — a(@u)] <€

pour tous (QQ1, satisfaisant p(Q, Q1) < e.

2.2.2 Mesure de Hausdorff

Définition 2.2.3 Soient (X,d) un espace métrique et Q) un sous-ensemble borné de X, la

mesure de non compacité de Hausdorff de QQ notée par x(Q) définie par

X(Q) = inf {e > 0 : admet un recouvrement fini par des boules de rayon < €}

ou

=1

x(Q) :inf{e >0:QC UB(%,T‘@'),% eX,r<e(i=1,..,n)n € N}

Proposition 2.2.2 Supposons que x est la mesure de non compacité de Hausdorff définie
sur X sous ensemble dans E, et soit 1 une mesure de non compacité sur E. alors pour tout

ensemble X € FE
n(X) < pu(B(0,1)) - x(X)
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2.2. Mesure de non compacité

Preuve. Soit € > 0 par définition de x il existe r > 0 tell que r < x(X) + ¢, et un

ensemble fini {z1, ...z, } C F tel que

X C 0 B(z;, 1)

=1

D’apres la propriété de la mesure de non compacité, on obtient:

w(X)

IN

o (U B(mi,r)> =max {u (B(x;,7)), i=1,2,...,n}
= r.max{p(B(x;,1)), i=1,2,...,n}=r-u(B(0,1))

< (u(X) + ) (B, 1)),

Est la conclusion en découle. m

2.2.3 Mesure de non compacité sur les opérateurs

Définition 2.2.4 Soit T': D(T) C X — X un opérateur continu et o(.) est la mesure de
non compacité de Kuratowski dans X, pour tout k > 0 , on dit que T est une contraction
st pour tout sous-ensemble borné A de D(T), T(A) est un sous-ensemble borné dans X
et a(T(A)) < k- a(A), alors a(A) > 0, T(A) est un sous-ensemble borné dans X et
a(T(A)) < a(A).

Définition 2.2.5 Soit T': D(T) C X — X un opérateur continu et x(.) est la mesure de
non compacité de Hausdorff dans X et k > 0, T est dit K — boule contraction si pour tout

sous-ensemble borné A de D(T'), T(A) est un sous-ensemble borné dans X et
X(T(A)) < k- x(A).

Remarque 2.2.2 Il est bien connu que:

1. Si k < 1, alors tous les opérateurs k-ensemble-contraction se condensation.

2. Chaque opérateur de condensation est 1-ensembel-contraction.

Soit T € L(X), nous définissons a(T") par

a(T) = inf {k tel que T est k — ensembel — contraction}
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2.2. Mesure de non compacité

et x(7T') par

X(T) = inf {k tel que T est k — boul — contraction} .

Dans le lemme suivant, nous donnons certaines propriétés importantes de a(T') et x (7).

Lemme 2.2.3 Soit X un espace de Banach et T' € L(X) nous avons

2. a(T) = 0 si seulement si x(7') = 0 si seulement si 7" est compact.

3. SiT, S e L(X), donc a(TS) < a(T)a(S) et x(T'S) < x(T)x(5).

4. Sik € K(X) ,donc a(T + k) = a(T) et x(T' + k) = x(T).

5. a(T*) < x(T) et a(T) < x(T*), o T™* désigne l'opérateur de duel de T

6. Si B est un sous- ensemble borné de X, donc a(7T'(B)) < a(T)a(B).

21



Chapitre 3

Resolution d’équations differentielles

partielles d’ordre fractionnaires

On veut résoudre une E.D.P d’ordre fractionnaire en utilisant une transformation comme

dite de Laplace ou de Fourie pour arrivé a une équation différetielle d’ordre fractionnaire.

3.1 La transformée de Laplace

Définition 3.1.1 Soit f une fonction d’ordre exponentiel o (c’est-a-dire qu’il existe deux

constante M et T telles que
‘f(t) < Me™  pour t> T’

La transformée de Laplace de la fonction f(t) définie pour tout nombre réel t > 0 est la

fonction F, définie par:

Fs) = L{f(1)} = / " exp(—st) f(1)de
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3.2. Equations différentielles partielles de I'ordre fractionnaire

L’inversion de transformation de Laplace s’effectue par le moyen d’une intégrale dans le

plan compleze, pour tout positive,

£ = LYF(R)) = — / T exp(st)F(s)ds

27 —100

Ou 7y est choisi pour que lintégral soit convergente, ce qui implique que v soit supérieur @

la partie réelle de singularité de F(s).

Linéarité: L{af + Bg} = aL{f} + BL{g}.

Dérivation: L{f™(t)} = s"L{f(s)} — ZZ;& snk=1 £k (),
Intégration: L {f; f(u)du} =1c{ry=1c{s1+1 fo? f(u)du.
Convolution: L{f x g} = L{f} x L{g}.

3.2 Equations différentielles partielles de ’ordre frac-
tionnaire

Dans cette section nous présentons des recherches sur certaines équations différentielles
fractionnaires. Tout d’abord considéré le probleme de type Cauchy pour l'opérateur de

différentielle partielle fractionnaire.

3.2.1 Solution de problémes de Cauchy pour les équations d’ondes

et diffusion fractionnée
Nous considérons une équation différentielle fractionnaire de la forme
(Dgu) (@, t) = N (Agu)(z,t) (z € R™t>0;0 < a<2;A>0) (3.2.1)

Impliquant le dérivé fractionnaire partiel de Riemann-Liouville (D§'u)(x,t) d’ordre v > 0

par rapport a t > 0 défini par:

. o\ 1 'z, 7)
(Dg, qu)(z,t) = <a) Ti—{a]) /0 - T){a}dT (x e Rt > 0,0 >0)
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3.2. Equations différentielles partielles de I'ordre fractionnaire

Et le Laplacien (A,u)(z,t) par rapport z € R™ :

_ Q*u(zx,t) - 0Pu(z, 1)

(Baw)(w,0) = =5 5=+ o+ =5 5 (nEN)

En particulier, lorsque n = 1, I’équation (3.2.1)prend la forme de 1’équation connue sous
le nom d’équation de diffision fractionnée et d’onde,par conséquent, nous appelons I’équation
(3.2.1) pour n > 2 I’équation multi-dimensionnelle de diffision et d’onde fractionnée .

Nous appliquons les transformées de Fourier et de Laplace pour obtenir une solution

explicite de I’équation (3.2.1) avec les conditions initiales de type Cauchy :
u(z,0) = 6(z) (x> 0);u(0,t) = g(t) (t>0)

(D§-fu)(2,0%) = fu(x) (3.2.2)

OuzeR"kE=1pourO<a<letk=2pourl <a<2.

3.2.2 Probleme de Cauchy pour les équations bidimensionnelles

Nous considérons I’équation différentielle partielle de 'order 0 < a < 2

O*u(x,t)

(D8‘+7tu) (x,t) = 2 92

(x e Rjt > 0; A >0) (3.2.3)
Avec les conditions initiales du Cauchy de la forme (3.2.2) pour n =1
(Dgyfu)(x,0%) = fi(x) (3.2.4)

OuzeR k=1lpour0<a<l, etk=2pourl <a<?2.

Pour résoudre ce probléme, nous appliquons la transformée de Laplace par rapport a t :

(Liu)(z, s) = / u(z, t)e dt (v € R;s > 0) (3.2.5)
0
Et la transformée de Fourier para rapport z € R :
+oo
(Fou)(o.t) = / W@, e ds (o € Rt > 0) (3.2.6)

e Application de la transformée de Laplace (3.2.5) & (3.2.3) et la formule du

(LDGy)(s) = s"(Ly)(s) =) djs' ' (I-1<a<ll€N)

j=1
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3.2. Equations différentielles partielles de I'ordre fractionnaire

donc
l

(L:Dgy gu) (i, ) = s*(Lu)(z,8) = Y &' H(Dyqu)(x, 04) (3.2.7)

7=1
Pour (t e R, l—1<a<let leN)

Sil=1etl=2danslecasrespectif 0 <a <1 et 1<a<2 ,etlesconditions initial

de (3.2.4) nous avons:
l 52
s(Ea)(o9) = o) 4 (L) (w5 (=1,
k=1

e Application de la transformée de Fourier (3.2.6) et en utilisant la formule

FID p()](2) = (—ix)* (Fo)(x) keN

Avec k =2 )
(7 [ Z5] ) 0.0 = < 1ot (Rt

Nous arrivons a la relation suivante:

l

(FuLlyu)(o,t) = }:

=1

§+Aﬂ,-FhX® (0 €R;t>0;1=1,2) (3.2.8)

Maintenant, nous obtenons la solution explicite u(z,?) en utilisant la transformeée
de Fourier inverse par rapport o :

+oo
(F ') (z,t) = 2i/ u(o,t)e " dx (0 € R;t > 0) (3.2.9)
™ —0o0

Et la transformée de Laplace par rapport s :

s
—100

Y+i00
(L7 ) (z,t) = %/ eu(z,s)ds (v €R; v=R(s) > 0,) (3.2.10)
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3.2. Equations différentielles partielles de I'ordre fractionnaire

Alors facilement et accessibles des transformées de Fourier et de Laplace, nous avons

—clz 2c
_lzl 2)\s2
(.7-":,;6 A 7)(0) = m (3211)

Danc la relation (3.2.8) de la forme

(FoLou)(o, s) = (fx [% Zsklze'is%D (O)(Fofo)(0) (1=1,2)

Ou,conformément & la propriété de convolution

(F(hxp))(x) = (Fh)(x)(Fp)(z)

(FoLliu)(o,s) = (]—} [Z %sklgelilsg ¥y fk(x)]> (o) (1=1,2)

De 1a, en appliquant la transformée inverse de Fourier (3.2.9), on obtient la rela-

tion suivante:

=]

l
1 o g
(Lou)(z,s) = Z —)\ T12em Nk, fio(z) (2 €R;s>0;1=1,2) (3.2.12)
k=1

En appliquant la transformée inverse de Laplace dans (3.2.12), on peut obtenir la

solution explicite au probléme de type Cauchy (3.2.3)- (3.2.4) Pour cela, nous devons
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3.2. Equations différentielles partielles de I'ordre fractionnaire

|

e (k=1

N 2 . . <
connaitre les transformées inverse de Laplace des fonctions s ze
ces fonctions sont exprimées par la transformée de Laplace de la fonction Wright

Zk

¢(a, B3 2) = ; WT(ok + 8) (3.2.13)

de la forme ¢(—a/2,b; —2),s1 0 < a < 2, alors ¢p(—a/2, b; —z) est une fonction entiére
de z,il est facilement prouvé en utilisant (3.2.5) et formule (3.2.13) que

<L’t [tg]% <—%, % —k+1; —%t(g)}) (s) = s Pk Sk (3.2.14)

pour k =1,2
L’application de la transformée inverse de Laplace dans (3.2.14) et prendre (3.2.15) et

hxp=(h*yp)(x)= /OO h(x —t)e(t)dt (z € R)

—0o0

On obtient le résultat suivant

Théoréme 3.2.1 Si0 < o <2 et A > 0,alors le probléme de Cauchy (3.2.4) et (3.2.5) est

résoluble, et sa solution u(x,t) est donnée par:

l o
u(:z:,t):Z/ Gz —mrt)fe(r)dr (I=1 pour 0 <a<1;l=2 pour 1<a<?2
k=1Y 7%

(3.2.15)

G (v,t) = 2—t%*’“¢ (— z) (k=1,2) (3.2.16)

SE
ST
|
o
_I_
“)—‘
|
.

I

A condition que les intégrales dans le coté droit de (3.2.15) soient convergentes.
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3.2. Equations différentielles partielles de I'ordre fractionnaire

Corollaire 3.2.1 Si0 < a <1et A> 0,donc le probleme de Cauchy

D £ = )\28 u(z,t)
( 0+t“)($ ) = 92 (3.2.17)

(D5 vu)(@,04) = f(x)

Est résolube,et sa solution de la forme:

u(z,t) = /00 GY(z —7,t)f(r)dr (3.2.18)
Go(z,1) = 21/\15_1¢ (—% %; —%f‘z‘) (3.2.19)

A condition que les intégrales dans le coté droit de (3.2.18) est convergente.

Corollaire 3.2.2 Sil <a <2et A > 0,donc le probleme de Cauchy

92
(Dg, ju)(z,t) = )\2# (x € R;t > 0) (3.2.20)
(Diysu)(z,04) = fi(z), (Dgiiu)(@,0+) = fa(2) (3.2.21)

Est résolube, et sa solution de la forme:
(e, 1) / G (x — 7, 0) fo()dr + / GOz — 7.1) fo(7)dr (3.2.22)

Avec G¢(x,t) donne par (3.2.19) est G5 (x,t) par:

1 « «
G (1) = 1577 (—% % 1 —th> (3.2.23)

A condition que les intégrales dans le coté droit de (3.2.22) soient convergentes.
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3.2. Equations différentielles partielles de I'ordre fractionnaire

Exemple 3.2.1

0 0
u(al’t,t) — )2 7«5(;2,15)’ u(z,0) = f(z) (z €R; t>0)

Est la solution donne par

00 1 a2
we.t) = [ Gilo = f ()i, Glat) = 5o

Ce résultat bien connu d’un corollaire (3.1.1), Si nous prenons en compte la relation suivante

pour la fonction Wright

M

11 1 22
¢(—§;§72) = ﬁe

Qui est facilement vérifié en utilisant(3.2.13)
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Conclusion

Conclusion

La solution d’une équation aux dérivées partielles est toujours défficile (pas évident), elle
basée sur le cadre fonctionnel c’est-a-dire on montre 1’existence et 1'unicité de solution .

Cette théorie est dépendante pour un chaque type de probléme, Dirichlet, Neumann et
Mixte, et aussi sur le domaine borné et non borné.

La difficulté reste pour les équations aux dérivées partielles d’ordre fractionnaires, i.e,
on applique l'opérateur fractionnaire sur chaque probléme type , alors la méthode de la
résolution est a l'aide d’une transformation connue de Laplace ou Fourier, on réduit la
variable est on arrive a une équation différentielle d’ordre fractionnaire .

Ce travail se fait par un autre sujet de mémoire de Master utilisons la mesure de non

compacité.
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