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introduction

0.1 Introduction

Les équations aux dérivées partielles constituent aujourd�hui l�un des thèmes importants de

la compréhension scienti�que et sont d�une grande utilité dans la modélisation de nombreux

problèmes de la physique mathématique. Ces équations peuvent être classi�ées en plusieurs

catégories.

Le sujet principal de ce mémoire est l�étude de l�existence des solutions pour certaines

classes d�équations aux dérivées partielles d�ordre fractionnaire en appliquant notion de la

mesure de non compacité sur ces équations à l�aide par des transformations notatment la

trnsformée de Laplace ou de Fourier

Biacino et Miseredino étudié le problème de Dirichlet sur un rectangle [a; b]x[a
0
; b

0
] pour

un opérateur di¤érentiel bidimensionnel

Lu = Eu+ Fu (0.1.1)

Où E est un opérateur uniformément fortement elliptique du quatrième ordre, tandis

que P est un opérateur qui contient une dérivée partielle spéciale D�u d�ordre fractionnaire

a = (a1; a2)(aj > 0; j = 1; 2); j�j = a1 + a2; et a prouvé un théorème �alternatif� et

un résultat d�existence et unicité pour le problème de Dirichlet pour l�opérateur (0.1.1).

Ainsi ils ont obtenu des énoncés similaires pour le même problème de Dirichlet dans le cas

unidimensionnel (0.1.1) sur un intervalle [a; b]

à l�étude du problème de Dirichlet sur un intervalle [a; b] pour un opérateur di¤érentiel

unidimensionnel (0.1.1)

Un problème de type Cauchy pour l�équation di¤érentielle fractionnaire partielle suiv-

ante:

(D�
0+;tu)(x; t) = (D

�
0+;xu)(x; t) (1 � � � 2; 1 � � � 2): (0.1.2)

Avec

(D�
0+;tu)(x; t) =

�
@

@t

�[�]+1
1

�(1� f�g)

Z t

0

u(x; �)

(t� �)d� (x 2 R; t > 0; � > 0 (0.1.3)

Il a prouvé l�existence et l�unicité d�une solution u(x; t) et une représentation pour une

telle solution. Dans le cas où et � = 2 et 1 � � � 2; il a prouvé la positivité de la

solution fondamentale et a étudié le comportement asymptotique de la solution u(x; t):
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0.1. Introduction

Les résultats obtenus peuvent être interprétés comme un phénomène entre l�équation de la

chaleur (� = 1; � = 2) et l�équation d�onde (� = � = 2):

En relation avec les problèmes des fractales, les équations di¤érentielles partielles frac-

tionnées des formes

(D�
0+;tu)(x; t) = �Ax��

@u(x; t)

@x
(0 < � � 1=2; A > 0; � � 0) (0.1.4)

Et

(D�
0+;tu)(x; t) = �A

�
@u(x; t)

@x
+
k

x
u(x; t)

�
(0 < � � 1=2; A > 0; k 2 R) (0.1.5)

En appliquant la transformée de Laplace par rapport à t; ils ont réduit ces équations à

certaines équations di¤érentielles ordinaires pour

U(x; t) = (Ltu(x; t))(p) =
Z 1

0

u(x; t)e�ptdt

A obtenu des solutions explicites U(x; t) de ces équations sous une certaine condition de

normalisation et a indiqué que les solutions u(x; t) de (0.1.4) et (0.1.5) peuvent être obtenues

En utilisant la transformée inverse Laplace L�1 par rapport à t:
Notre travail est réparti en trois chapitres.

Le premier chapitre est consacré aux dé�nitions et notations sur les équations aux

dérivées partielles classique linéaire et non linéaire et nous introduisons la dérivées fraction-

naires au sens de Caputo et Riemann-Liouville et aussi on a étudié le problème de Cauchy

pour une équation fractionnaire et le théorème du point �xe de Darbo souvent utilisé dans

les applications .

Le deuxième chapitre on donne quelques notations et dé�nitions de compacité et

les opérateurs compacts et aussi concernant la mesure de non compacité dans les espaces

métrique et quelques exemples de la mesure de Kuratowski , de Hausdor¤, et les relation

enter cette mesure. Nous présenterons également quelque propriétés fondamentales et aussi

que quelques théorème associe de la mesure de non compacité .

Le troisième chapitre Le présent chapitre est consacré aux résultats de l�équation

di¤érentielle fractionnaire partielle, Nous avons donné une enquête sur les résultats dans

ce domaine et posons les transformées intégrales Laplace et Fourier pour construire des
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0.1. Introduction

solutions à des problèmes de type Cauchy pour l�équation de la di¤usion fractionnée et de

l�évolution des ondes fractionnaires .
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Notations

0.2 Notation

� �(z) La fonction de gamma.

� conv(X) l�ensemble convexe de l�ensemble X.

� d(X; Y ) = inf fkx� yk : x 2 X; y 2 Y g la distance enter X et Y.

� kXk = sup fkxk ; x 2 Xg :

� diamX = sup fkx� yk : x; y 2 Xg :
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Chapitre 1

Introduction aux équations aux

dérivées partielles

On donne tout d�abord quelques dé�nitions et généralités sur les équations aux dérivées

partielles classique et EDPs fractionnaires, et nous introduisons l�existence de solutions de

EDPs fractinnaire ainsi le théorème du point �xe.

1.1 Notions générales sur l�EDPs classique

Une dérivée partielle d�une fonction à plusieurs variables est la dérivée par rapport à une

seule de ses variables, les autres étant gardées constantes.

Dé�nition 1.1.1 (dé�nition générale)

Soit x une variable U (l�inconnue) dépendant dem variables indépendante x1; x2; :::; xm; toute

relation enter U , xj ( j = 1; :::;m ) et des dérivées partielles de U par rapport aux xj,

F

�
U; x1; x2; :::;

@U

@x1
;
@U

@x2
; :::;

@2U

@x21
;
@2U

@x22
;
@2U

@x1@x2
; :::;

@nU

@xn1
; :::

�
= 0

constitue une équation aux dérivées partielles (en abrégé: une EDP).
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1.1. Notions générales sur l�EDPs classique

Dé�nition 1.1.2 (EDP linéaire)

Une EDP est dite linéaire quand elle l�est par rapport à U et à toutes ses dérivées partielles.

Si U et ses dérivées partielles apparaissent séparément et "a la puissance 1" dans l�EDP,celle

-ci est dite linéaire :

A(x1; x2)
@2U
@x21

+ 2B(x1; x2)
@2U

@x1@x2
+ C(x1; x2)

@2U
@x22

+D(x1; x2)
@U
@x1
+ E(x1; x2)

@U
@x2
+ F (x1; x2)U +G(x1; x2) = 0

l�équation est dite homogène si la fonction G indentiquement nulle.

Dé�nition 1.1.3 (EDP non linéaire)

On dit que une EDP non linéaire si la relation enter les dérivées partielles est non linéaire.

Par exemple elle fait intervenir le carré d�un dérivée ou bien on multiplie par une fonction

qui dépend elle -même de la solution;par exemple l�équation de Berrgers:

@U

@x1
+ U

@U

@x2
= 0

Dé�nition 1.1.4 (Ordre d�EDP)

On appelle l�ordre d�une EDP l�ordre le plus élevée des dérivées partielle intervenant dans

l�EDP.

Une EDP est dite d�ordre n quand la dérivée partielle d�ordre le plus élevé qu�elle contient

est d�ordre n.

1.1.1 EDP linéaires du 1er ordre

la forme générale pour une EDP

A(x1; x2)
@U

@x1
+B(x1; x2)

@U

@x2
+ C(x1; x2)U = D(x1; x2)

Où A, B, C et D sont au plus fonction de x1 et x2.

L�EDP est dite homogène lorsque D=0.
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1.2. Classi�cations des EDP

1.1.2 EDP linéaire du 2�eme ordre

L�EDP linéaire du 2ème ordre et à deux variables indépendantes x1 et x2 à la forme générale

:

A
@2U

@x21
+B

@2U

@x1@x2
+ C

@2U

@x22
+D

@U

@x
+ E

@U

@x
+GU = F

Ou A, B, C, D, E, G et F sont des fonction de x1et x2.

L�EDP est dite non homogène lorsque F=0.

1.2 Classi�cations des EDP

En particulier la forme générale d�une équation aux dérivées partielles (EDP) du deuxième

ordre dé�nie sur un domaine 
 2 R2 est donnée par :

A(x1; x2)
@2U

@x21
+ 2B(x1; x2)

@2U

@x1@x2
+ C(x1; x2)

@2U

@x22
+ f(x1; x2; U;

@U

@x1
;
@U

@x2
) = 0:

Une classi�cation assez simple de cette équation peut être fait sur la base des coe¢ cients

associes aux dérivées d�ordre le plus élevé A ,B et C.

Le déterminant dé�nie par:

� = B2 � 4:A:C

L�équation est dite de type:

Parabolique, si � = 0

Hyperbolique, si � > 0

Elliptique, si � < 0

Exemple 1.2.1

1. @2U
@x21

� c@2U
@x22

= 0 , avec c > 0

B2 � 4AC = 4c2 > 0; l�équation des ondes est hyperbolique.

2. @U
@x1
� d@2U

@x22
= 0 , avec d > 0

B2 � 4AC = 0 , l�équation de la chaleur est parabolique.
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1.3. Problèmes types aux dérivées partielles

3. @2U
@x21

+ @2U
@x22

= 0

B2 � 4AC = �4 > 0; l�équation de Laplace est elliptique.

1.3 Problèmes types aux dérivées partielles

Un problème mathématique aux dérivées partielles c�est un problème qui s�écrit sous la

forme: 8<: F (t; x; y; :::; U; @U
@t
; @U
@x
; @U
@y
; @

2U
@t2
; @

2U
@x2
; :::) = f

avec conditions

Parmi ces problèmes, on a les suivant :

1. Le problème de Cauchy (donné avec condition initiale)8<: ( @
@t
��)u = f x 2 


u(x; 0) = '0(x) avec x 2 


2. Le problème de mixte (donné avec condition initiale et des conditions aux limites)8>>><>>>:
( @
@t
��)u = f

u(x; 0) = '0(x) avec x 2 [a; b]
u(a; t) = u(b; t) = �

3. Le problème de Dirichlet non homogène ( donné avec des conditions aux limites)8<: ��u(t; x) + c(x):u(t; x) = f(t; x) x 2 

u(0; x) = � ; x 2 � (� est la frontière de 
)

4. Le problème de Neumann non homogène ( donné avec condition sur la dérivée)8<: ��u(x; t) + c(x):u(x; t) = f(x; t) x 2 
; t 2 R+
@u
@x
(x; 0) = g(x); x 2 �

8



1.4. Equations di¤érentielles partielles d�ordre fractionnaire

1.4 Equations di¤érentielles partielles d�ordre fraction-

naire

On résolu des équations di¤érentielles partielles d�ordre fractionnaire pour appliqués aux

problèmes spéciaux .

Il a étudié deux problèmes de visco-élasticité décrivant le mouvement d�un �uide visqueux

entre les surfaces en mouvement et réduit ces problèmes aux deux équations di¤érentielles

partielles suivantes de l�ordre fractionnaire:

%
@2u

@t2
= k

�
cD�

�;t

�
@2u

@x2

��
(x; t) ; (0 < � < 1) (1.4.1)

et

%x3
@2u

@t2
= k

@

@x

�
x3
@

@x
(cD�

�;tu)

�
; (0 < � < 1) (1.4.2)

Avec un l�inconnu u = u(x; t); les constantes données sont % et k.

Et on a la dérivée fractionnaire partielle au sens de Caputo par rapport à t de la forme:

(cD�
�;tu)(x; t) =

1

�(1� �)

tZ
�1

uy(x; y)dy

(t� y)� ; (0 < � < 1) (1.4.3)

On dé�nie la fonction de gamma �(z) par:

�(z) =

Z +1

0

e�tez�1dt (z 2 C; R(z) > 0)

On étudié le problème de Darboux pour les équations hyperboliques de second ordre:

ymuxx � uyy =
nX
k=1

ak(x; y)D
�k
0+;xf [u(x; 0); ux(x; 0); uxx(x; 0)] ; (1.4.4)

@m

@ym

 
ymuxx � uyy + aux + buy + cu+

nX
k=1

akD
�k
0+;xf [r(x); r

0(x)]

!
= 0 (1.4.5)

Impliquant les dérivées fractionnaires partielles de Riemann-Liouville par rapport à

x dé�ni par :

(D�k
0+;xu)(x; y) =

�
@

@y

�[�]+1
1

�(1� f�g)

xZ
0

u(t; y)dt

(x� t)f�g (x � 0; y � 0;� > 0)

[�] et f�g étant les parties intégrales fractionnaires de � .
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1.4. Equations di¤érentielles partielles d�ordre fractionnaire

1.4.1 Dérivées fractionnaires

Il existe plusieurs dé�nitions de dérivées fractionnaires, nous présentons dans cette partie

on va citer celles les dé�nitions de Riemann-Liouville�Caputo ainsi que Grunwald-letnikov

qui sont les plus utilisées.

Dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Dé�nition 1.4.1 Soit f une fonction intégrable sur [a; b] alors la dérivée fractionnaire

d�ordre r (n� 1 < r < n) au sens de Rieman-Liouville est dé�ni par

RLDrf(t) = (
�d
dt
)n � In�rf(t) = 1

�(n� r)
dn

dtn

Z t

a

(t� s)n�r�1f(s)ds

=
dn

dtn
(In�rf(t))

1. Composition avec l�intégrale fractionnaire:

� L�opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est un inverse
gauche de l�opérateur d�intégration fractionnaire

RLDr(Irf(t)) = f(t)

en général, on a

RLDr1(Ir2f(t) =RL Dr2�r1f(t)

et si r2 � r1 < 0 , Dr2�r1f(t) = Ir2�r1f(t):

� En général la dérivation et l�intégration fractionnaire ne commettent pas

RLD�r1(Dr2
t f(t) =

RL Dr2�r1f(t)�
mP
k=1

Df(t)]t=a
(t� a)r1�k
�(r1 � k + 1)

avec m� 1 � r2 < m

2. Composition avec les dérivées d�ordre entier:
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1.4. Equations di¤érentielles partielles d�ordre fractionnaire

La dérivation fractionnaire et la dérivation conventionnelle (d�ordre entière) ne com-

mettent que si:

f (k)(a) = 0 pour tout k = 0; 1; 2; 3; � � �; n� 1

mais

Dr( d
n

dtn
f(t)) = Dn+rf(t)�

n�1P
k=0

f (k)(a)(t�a)k�r�n
�(k�r�n+1)

3. Composition avec les dérivées fractionnaires:

Soit n� 1 < r1 < n et m� 1 < r2 < m, alors:

RLDr1(Dr2
t f(t) = D

r2+r1f(t)�
mP
[

k=1

Dr2�k
t f(t)]t=a

(t� a)�r1�k
�(r1 � k + 1)

et

RLDr2(Dr1
t f(t) = D

r2+r1f(t)�
nP
k=1

Dr1�k
t f(t)]t=a

(t� a)�r21�k
�(�r2 � k + 1)

par la suite deux opérateurs de dérivation fractionnaire RLDr1et RLDr2(r1 6= r2) ne
commettant que si [RLDr2�kf(t)]t=apour tout k = 1; 2; :::; n et [RLDr1�kf(t)]t=apour

tout k = 1; 2; :::;m

Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Dé�nition 1.4.2 Pour une fonction donnée f sur l�intervalle [a,b] la dérivée d�ordre frac-

tionnaire au sens de Caputo de f d�ordre r > 0 est dé�nie par

cDrf(t) =
1

�(n� r)

Z t

a

(t� s)n�r�1f (n)(s)ds

ici n = [r] + 1 et [r] desigmant la partie entier de r:

1. La Relation avec la dérivée de Rimann-Liouville
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1.4. Equations di¤érentielles partielles d�ordre fractionnaire

Soit r>0 avec n-1<r<n (n2 N�) supposons que f est une fonction telle que CDr
t f(t) et

RLDrf(t) existent alors

CDr
t f(t) =

RL Drf(t)�
1P
k=0

f (k)(a)(t� a)k�r
�(k � r + 1)

on déduit que si f (k)(a) = 0 pour k = 0; 1; 2; :::; n� 1 on aura cDr
t f(t) =

RLDrf(t)

2. Composition avec l�opérateur d�intégration fractionnaire:

Si f est une fonction continue on a

CDrIraf = f et I
rC
a D

rf(t) = f(t)�
n�1P
k=0

f (k)(a)(t� a)k
k!

;

donc l�opérateur de dérivation de Caputo est un inverse gauche de l�opérateur d�intégration

fractionnaire mais il n�est pas l�inverse à droite

1.4.2 Solution de problème de Cauchy pour une équation frac-

tionnaire

On considère l�équation di¤érentielle fractionnaire suivante:

(cD�
0+;tu)(x; t) = �(D

�
�;xu)(x; t) (1.4.6)

Avec x 2 R ; t > 0 ; � > 0 ; � > 0 ; � 2 Rnf0g; et impliquant la dérivée fractionnaire
partielle de Caputo (cD�

0+;tu)(x; t) par rapport a t > 0 d�ordre � > 0 ; (l�1 < � < l; l 2 N).
Nous appliquons les transformées de Fourier et de Laplace pour établir la solution explicite

de l�équation (1.4.6) avec les conditions Cauchy suivantes de la forme

u(x; 0) = f0(x);
@ku(x; 0)

@tk
= fk(x); (k = 1; :::; l � 1;x 2 R) (1.4.7)

Nous commençons par le cas le plus simple de l�équation (1.4.6) avec � = 1

(cD�
0+;tu)(x; t) = �

@u(x; t)

@x
(x 2 R; t > 0;� > 0) (1.4.8)
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1.5. Théorème de point �xe

Corollaire 1.4.1 .

1. Si 0 < � � 1;donc le problème de Cauchy est :8<: (cD�
0+;tu)(x; t) = �

@u(x;t)
@x

; x 2 R; t > 0
u(x; 0) = f(x)

Est résolable et sa solution a la forme

u(x; t) =
1

2�i

Z 
+i1


�i1
s��1estds

1

2�

Z +1

�1

(Fxf)(�)

s� + i��
e�i�xd� ; 
 2 R

Ou équivalente u(x; t) = 1
2�

R +1
�1 E�(�i��t�)(Fxf)(�)e�i�xd�

2. Si 0 < � � 2 donc le problème de Cauchy est :8<: (cD�
0+;tu)(x; t) = �

@u(x;t)
@x

(x 2 R; t > 0)
u(x; 0) = f0(x) ;

@u(x;0)
@t

= f1(x)

Est résolable et sa solution de la forme

u(x; t) = 1
2�i

R 
+i1

�i1 s��1estds 1

2�

R +1
�1

(Fxf0)(�)
s�+i��

e�i�xd�

+ 1
2�i

R 
+i1

�i1 s��2estds 1

2�

R +1
�1

(Fxf1)(�)
s�+i��

e�i�xd� (
 2 R)

Ou équivalente

u(x; t) =
1

2�

Z +1

�1
E�(�i��t�)(Fxf0)(�)e�i�xd�+

1

2�

Z +1

�1
E�;2(�i��t�)(Fxf1)(�)e�i�xd�

1.5 Théorème de point �xe

Théorème 1.5.1 (Darbo)

Soit X un espace de Banach, D un fermé borné et convexe de X, et F une fonction continue

de D dans D et � cantraction; telle qu�il existe un nombre 
 avec 0 < 
 < 1 et:

� [F (
)] � 
� [
]

pour tout 
 � D

Théorème 1.5.2 (Schauder) Soit D un fermé borné convexe d�un espace de Banach X .

Soit F une fonction complètement continue de D dans D, (c�est à dire qu�elle est continue et

applique les sous ensembles bornés dans les sous ensembles relativement compacts). Alors,

il existe un point z 2 D; tel que Fz = z.
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Chapitre 2

Mesure de non compacité

Dans ce chapitre, nous rappelons brièvement la notion de compacité dans un espace métrique

puis introduisons les opérateurs compacts entre les espaces de Banach. Nous donnons

en suite un résultat fondamental de compacité pour les fonctions continues: le théorème

(d�Ascoli) et quelques dé�nitions sur la mesure de non compacité.

2.1 Notion sur les opérateurs

Dé�nition 2.1.1 (Compacité)

Soit U un ensemble d�un espace normé X, U est dit compact si de tout recouvrement de U

par des ouverts de U on peut extraire un sous-recouvrement �ni, i:e:;

8Vj; j 2 J (ouverts) tels que U �
[
j2J
Vj(k) 9Vj(k); j(k) = 1; 2; :::; n

tel que U �
n[
k=1

Vj(k)

Dé�nition 2.1.2 (Compacité Dans C(G))

Dans cette partie, l�espace des fonctions continues dé�ni dans C(G) est muni de la norme

maximum

k'k1 = maxx2G
j'(x)j
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2.1. Notion sur les opérateurs

Théorème 2.1.1 (de Bolzano-Weierstrass)

Un espace métrique (X; d) est compact si et seulement si toute suite d�éléments de X admet

une sous-suite convergente.

Théorème 2.1.2 (Arzela-Ascoli) Un ensemble U � C(G) est relativement compact si et

seulement si il est borné et équicontinu i.e., S�il existe une constante M tel que :

j'(x)j �M pour tout x 2 G et ' 2 U

Autrement dit, pour tout � > 0, il existe � > 0 tel que:

j'(x)� '(y)j < � pour tout x; y 2 G et pour tout ' 2 U

Dé�nition 2.1.3 (Opérateur linéaire)

Soient E et F deux espaces normes, un opérateur A dé�ni sur E dans F est dit linéaire s�il

véri�e les conditions suivantes:

Condition additive:

8'1; '2 2 E; on a A('1 + '2) = A('1) + A('2)

Condition homogène:

8' 2 E; � 2 | = (R ou C); on a A(�') = �A(')

Dé�nition 2.1.4 (Opérateur borné)

Un opérateur linéaire A dé�ni sur E dans F est dit borné s�il existe une constante positive

C > 0; tel que

kA(x)kF � C kxkE ;8x 2 E

Dé�nition 2.1.5 (Opérateur Compact)

Soit A un opérateur linéaire d�un espace normé X dans un espace norme Y, on dit que A

est un opérateur compact s�il envoie tout ensemble borné un ensemble relativement compact

dans Y.
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2.2. Mesure de non compacité

2.2 Mesure de non compacité

Dans cette section on donne la dé�nition de la mesure de non compacité avec leur propriété,

notamment la mesure de Kuratwski et Hausdro¤

Dé�nition 2.2.1 on dit que la fonction � : M �! [0;+1) (avec M =
[1

n=0
Mn) est

une mesure de non compacité avec A;B �M si les conditions suivantes sont véri�ées:

1. �(A) = 0()
_

A est compact.

2. �(A) = �(
_

A)

3. A � B =) �(A) � �(B)

4. �(conv(A)) = �(A)

5. �(A [B) = max f�(A); �(B)g

6. �(r:A) = jrj :�(A)

7. �(A+B) � �(A) + �(B)

8. soit A1 � A2 � :::: � une suite décroissante d�ensemble fermés non vide de An; telle

que

lim
n�!1

�(An) = 0 ; alors A1 =
1\
n=1

An

Proposition 2.2.1 soient A;B 2Mn on a:

1. �(�(A)) = �(A)

2. �(B(A; r)) � �(A) + r:�(B(0; 1))

2.2.1 Mesure de Kuratowski

Dé�nition 2.2.2 Soit (X; d) un espace métrique et Q un sous-ensemble borné de X, la

mesure de non compacité de Kuratowski de Q notée par �(Q) est

�(Q) = inf f� > 0 : Q admet un recouvrement �ni par des ensemble de diamètre < �g
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2.2. Mesure de non compacité

Ou:

�(Q) = inf

(
� > 0 : 9Q1:::Qn � Q tells que Q =

n[
i=1

Qi ; diam(Qi) < �

)
la fonction � est appelée la mesure de non compacité de Kuratowski clairement pour chaque

sous-ensemble borné

�(Q) � diam(Q)

Lemme 2.2.1 Soit Q; Q1 et Q2 des sous-ensembles borné d�un espace métrique complet X;

alors

1. Q1 � Q2 =) �(Q1) � �(Q2):

2. �(Q) = �(
_

Q):

3. �(Q1 [Q2) = max f�(Q1); �(Q2)g :

4. �(Q1 \Q2) � min f�(Q1); �(Q2)g :

5. �(Q1 +Q2) � �(Q1) + �(Q2):

6. �(�Q) = j�j�(Q):

7. �(Q) = �(co(Q))

Preuve.

1. tout recouvrement de Q2 est un recouvrement de Q1:

on a

Q �
_

Q =) �(Q) � �(
_

Q) et 8� > 0;9 fQig1�i�n tels que Q �
n[
i=1

Qi; diam(Qi) � �;

alors
_

Q �
n[
i=1

Qi =
n[
i=1

_

Qi et diam(Qi) = diam(
_

Qi)

En conclusion

Q � Q) �(
_

Q) � �(Q)

Donc

�(Q) = �(
_

Q)
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2.2. Mesure de non compacité

2. D�après (1) on a : �(Q1) � �(Q1 [Q2) et �(Q2) � �(Q1 [Q2)

max f�(Q1); �(Q2)g � �(Q1 [Q2):

On a par dé�nition

8� > 0; 9 fQig1�i�n ; 9 fQjg1�j�m tels que Q1 �
n[
i=1

Qi; Q2 �
m[
j=1

Qj et

diam(Qi) � �(Q1) +
�

2
; 8i 2 [1; n] et diam(Qj) � �(Q2) +

�

2
; 8j 2 [1;m]

Comme les ensembles Cij = (Qi[Qj) pour chacun des indices 1 � i � n et 1 � j � m
recouvrent l�ensemble Q1 [ Q2; on a 8� > 0; diam(Cij) � max f�(Q1); �(Q2)g + �.
Alors

�(Q1 [Q2) � max f�(Q1); �(Q2)g

de (a) et (b) on trouve

�(Q1 [Q2) = max f�(Q1); �(Q2)g :

3. Soit Si et Gj deux sous-ensembles bornées dans X, diam(Si) < d pour i = 1; 2; :::; n

telle que Q1 �
[n

i=1
Si et diam(GJ) < p; pour j = 1; 2; :::;m tel que Q2 �

[n

i=1
Gj,

Alors

Q1 +Q2 �
n[
i=1

m[
j=1

(Si +Gj) et diam(Si +Gj) < d+ p

Donc

�(Q1 +Q2) < d+ p

4. Pour � = 0 Soit Si un sous-ensemble borné dans X , diam(Si) < d pour i = 1; 2; :::; n

tel que Q1 �
[n

i=1
Si; alors

8� 2 |; �Q �
n[
i^1

�Si et diam(�Si) = j�j diam(Si):

Donc

�(�Q) = j�j�(Q):

pour � 6= 0 :
�(Q) = �(��1(�Q)) �

����1���(�Q)
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2.2. Mesure de non compacité

Alors

j�j�(Q) � �(�Q):

Lemme 2.2.2 Soit (X; d) un espace métrique complet, et soit (Fn) une suit décroissante

d�ensemble fermés non vide telle que

lim
n�!1

�(Fn) = 0 , alors F1 =
1\
n=1

Fn est d�intersection compacte non vide

Remarque 2.2.1 .

1. Non singulière si �(fag [Q) = �(Q):

2. Lipchitzienne si j�(Q1)� �(Q2)j � 2dH(Q1; Q2), ou dH la semi métrique de Hausdor¤.

3. Continuité si pour tout Q � X et n�importe � > 0;il y a un � > 0 alors

j�(Q)� �(Q1)j < �

pour tous Q1; satisfaisant p(Q;Q1) < �:

2.2.2 Mesure de Hausdor¤

Dé�nition 2.2.3 Soient (X; d) un espace métrique et Q un sous-ensemble borné de X, la

mesure de non compacité de Hausdor¤ de Q notée par �(Q) dé�nie par

�(Q) = inf f� > 0 : admet un recouvrement �ni par des boules de rayon < �g

ou

�(Q) = inf

(
� > 0 : Q �

n[
i=1

B(xi; ri); xi 2 X; ri < �(i = 1; :::; n)n 2 N
)

Proposition 2.2.2 Supposons que � est la mesure de non compacité de Hausdor¤ dé�nie

sur X sous ensemble dans E, et soit � une mesure de non compacité sur E. alors pour tout

ensemble X 2 E
�(X) � �(B(0; 1)) � �(X)
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2.2. Mesure de non compacité

Preuve. Soit � > 0 par dé�nition de � il existe r > 0 tell que r < �(X) + �, et un

ensemble �ni fx1; :::xng � E tel que

X �
n[
i=1

B(xi; r)

D�après la propriété de la mesure de non compacité, on obtient:

�(X) � �

 
n[
i=1

B(xi; r)

!
= max f� (B(xi; r)) ; i = 1; 2; :::; ng

= r:max f� (B(xi; 1)) ; i = 1; 2; :::; ng = r � � (B(0; 1))

� (�(X) + �) � � (B(0; 1)) :

Est la conclusion en découle.

2.2.3 Mesure de non compacité sur les opérateurs

Dé�nition 2.2.4 Soit T : D(T ) � X �! X un opérateur continu et �(:) est la mesure de

non compacité de Kuratowski dans X, pour tout k > 0 , on dit que T est une contraction

si pour tout sous-ensemble borné A de D(T ), T (A) est un sous-ensemble borné dans X

et �(T (A)) � k � �(A); alors �(A) > 0; T (A) est un sous-ensemble borné dans X et

�(T (A)) < �(A):

Dé�nition 2.2.5 Soit T : D(T ) � X �! X un opérateur continu et �(:) est la mesure de

non compacité de Hausdor¤ dans X et k > 0; T est dit K � boule contraction si pour tout
sous-ensemble borné A de D(T ); T (A) est un sous-ensemble borné dans X et

�(T (A)) � k � �(A):

Remarque 2.2.2 Il est bien connu que:

1. Si k < 1, alors tous les opérateurs k-ensemble-contraction se condensation.

2. Chaque opérateur de condensation est 1-ensembel-contraction.

Soit T 2 L(X); nous dé�nissons �(T ) par

�(T ) = inf fk tel que T est k � ensembel � contractiong
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2.2. Mesure de non compacité

et �(T ) par

�(T ) = inf fk tel que T est k � boul � contractiong :

Dans le lemme suivant, nous donnons certaines propriétés importantes de �(T ) et �(T ).

Lemme 2.2.3 Soit X un espace de Banach et T 2 L(X) nous avons

1. 1
2
�(T ) � �(T ) � 2�(T ):

2. �(T ) = 0 si seulement si �(T ) = 0 si seulement si T est compact.

3. Si T; S 2 L(X); donc �(TS) � �(T )�(S) et �(TS) � �(T )�(S):

4. Si k 2 K(X) ;donc �(T + k) = �(T ) et �(T + k) = �(T ):

5. �(T �) � �(T ) et �(T ) � �(T �), où T � désigne l�opérateur de duel de T

6. Si B est un sous- ensemble borné de X, donc �(T (B)) � �(T )�(B):
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Chapitre 3

Resolution d�équations di¤erentielles

partielles d�ordre fractionnaires

On veut résoudre une E.D.P d�ordre fractionnaire en utilisant une transformation comme

dite de Laplace ou de Fourie pour arrivé à une équation di¤éretielle d�ordre fractionnaire.

3.1 La transformée de Laplace

Dé�nition 3.1.1 Soit f une fonction d�ordre exponentiel � (c�est-à-dire qu�il existe deux

constante M et T telles que ��f(t) �Me�t pour t > T
��

La transformée de Laplace de la fonction f(t) dé�nie pour tout nombre réel t � 0 est la

fonction F , dé�nie par:

F (s) = Lff(t)g =
Z 1

0

exp(�st)f(t)dt
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3.2. Équations di¤érentielles partielles de l�ordre fractionnaire

L�inversion de transformation de Laplace s�e¤ectue par le moyen d�une intégrale dans le

plan complexe, pour tout positive,

f�1(t) = L�1fF (t)g = 1

2�

Z 
+i1


�i1
exp(st)F (s)ds

Ou 
 est choisi pour que l�intégral soit convergente, ce qui implique que 
 soit supérieur à

la partie réelle de singularité de F (s):

Linéarité: Lf�f + �gg = �Lffg+ �Lfgg:
Dérivation: Lff (n)(t)g = snLff(s)g �

Pn�1
k=0 s

n�k�1f (k)(0):

Intégration: L
nR t

�
f(u)du

o
= 1

s
Lffg = 1

s
Lffg+ 1

s

R 0
�
f(u)du:

Convolution: Lff � gg = Lffg � Lfgg:

3.2 Équations di¤érentielles partielles de l�ordre frac-

tionnaire

Dans cette section nous présentons des recherches sur certaines équations di¤érentielles

fractionnaires. Tout d�abord considéré le problème de type Cauchy pour l�opérateur de

di¤érentielle partielle fractionnaire.

3.2.1 Solution de problèmes de Cauchy pour les équations d�ondes

et di¤usion fractionnée

Nous considérons une équation di¤érentielle fractionnaire de la forme

(D�
0+;tu)(x; t) = �

2(�xu)(x; t) (x 2 Rn; t > 0; 0 < � < 2;� > 0) (3.2.1)

Impliquant le dérivé fractionnaire partiel de Riemann-Liouville (D�
t u)(x; t) d�ordre � > 0

par rapport à t > 0 dé�ni par:

(D�
0+;tu)(x; t) =

�
@

@t

�[�]+1
1

�(1� f�g)

Z t

0

u(x; �)

(t� �)f�gd� (x 2 R; t > 0; � > 0)
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3.2. Équations di¤érentielles partielles de l�ordre fractionnaire

Et le Laplacien (�xu)(x; t) par rapport x 2 Rn :

(�xu)(x; t) =
@2u(x; t)

@x21
+ :::+

@2u(x; t)

@x2n
(n 2 N)

En particulier, lorsque n = 1, l�équation (3.2.1)prend la forme de l�équation connue sous

le nom d�équation de di¢ sion fractionnée et d�onde,par conséquent, nous appelons l�équation

(3.2.1) pour n � 2 l�équation multi-dimensionnelle de di¢ sion et d�onde fractionnée .
Nous appliquons les transformées de Fourier et de Laplace pour obtenir une solution

explicite de l�équation (3.2.1) avec les conditions initiales de type Cauchy :

u(x; 0) = �(x) (x > 0);u(0; t) = g(t) (t > 0)

(D��k
0+;tu)(x; 0

+) = fk(x) (3.2.2)

Où x 2 Rn; k = 1 pour 0 < � � 1; et k = 2 pour 1 < � < 2 :

3.2.2 Probleme de Cauchy pour les équations bidimensionnelles

Nous considérons l�équation di¤érentielle partielle de l�order 0 < � < 2

(D�
0+;tu)(x; t) = �

2@
2u(x; t)

@x2
(x 2 R; t > 0;� > 0) (3.2.3)

Avec les conditions initiales du Cauchy de la forme (3.2.2) pour n = 1

(D��k
0+;tu)(x; 0

+) = fk(x) (3.2.4)

Où x 2 R; k = 1 pour 0 < � � 1; et k = 2 pour 1 < � < 2 :
Pour résoudre ce problème, nous appliquons la transformée de Laplace par rapport à t :

(Ltu)(x; s) =
Z 1

0

u(x; t)e�stdt (x 2 R; s > 0) (3.2.5)

Et la transformée de Fourier para rapport x 2 R :

(Fxu)(�; t) =

Z +1

�1
u(x; t)eix�dx (� 2 R; t > 0) (3.2.6)

� Application de la transformée de Laplace (3.2.5) à (3.2.3) et la formule du

(LD�
0+y)(s) = s

�(Ly)(s)�
lX

j=1

djs
j�1 (l � 1 < � � l; l 2 N)
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3.2. Équations di¤érentielles partielles de l�ordre fractionnaire

donc

(LtD�
0+;tu)(x; s) = s

�(Lu)(x; s)�
lX

j=1

sj�1(D��j
0+;tu)(x; 0+) (3.2.7)

Pour (x 2 R; l � 1 < � � l et l 2 N )
Si l = 1 et l = 2 dans le cas respectif 0 < � � 1 et 1 < � < 2 ,et les conditions initial

de (3.2.4) nous avons:

s�(Ltu)(x; s) =
lX

k=1

sk�1fk(x) + �
2

�
@2

@x2
Ltu
�
(x; s) (l = 1; 2)

� Application de la transformée de Fourier (3.2.6) et en utilisant la formule

F [Dk'(t)](x) = (�ix)k(F')(x) k 2 N

Avec k = 2 �
Fx
�
@2u(x; t)

@x2

��
(�; t) = � j�j2 (Fxu)(�; t)

Nous arrivons à la relation suivante:

(FxLtu)(�; t) =
lX

k=1

sk�1

s� + �2 j�j2
(Fxfk)(�) (� 2 R; t > 0; l = 1; 2) (3.2.8)

Maintenant, nous obtenons la solution explicite u(x; t) en utilisant la transformée

de Fourier inverse par rapport � :

(F�1
� u)(x; t) =

1

2�

Z +1

�1
u(�; t)e�i�xdx (� 2 R; t > 0) (3.2.9)

Et la transformée de Laplace par rapport s :

(L�1s u)(x; t) =
1

2�

Z 
+i1


�i1
estu(x; s)ds (x 2 R; 
 = R(s) > �') (3.2.10)
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3.2. Équations di¤érentielles partielles de l�ordre fractionnaire

Alors facilement et accessibles des transformées de Fourier et de Laplace, nous avons

(Fxe�cjxj)(�) =
2c

c2 + j�j2
(c > 0;� 2 R)

(Fxe�
jxj
�
s
�
2 )(�) =

2�s
�
2

s� + �2 j�j2
(3.2.11)

Danc la relation (3.2.8) de la forme

(FxLtu)(�; s) =
 
Fx

"
1

2�

lX
k=1

sk�1�
�
2 e�

jxj
�
s
�
2

#!
(�)(Fxfk)(�) (l = 1; 2)

Ou,conformément à la propriété de convolution

(F(h � '))(x) = (Fh)(x)(F')(x)

On a:

(FxLtu)(�; s) =
 
Fx

"
lX

k=1

1

2�
sk�1�

�
2 e�

jxj
�
s
�
2 �x fk(x)

#!
(�) (l = 1; 2)

De là, en appliquant la transformée inverse de Fourier (3.2.9), on obtient la rela-

tion suivante:

(Ltu)(x; s) =
lX

k=1

1

2�
sk�1�

�
2 e�

jxj
�
s
�
2 �x fk(x) (x 2 R; s > 0; l = 1; 2) (3.2.12)

En appliquant la transformée inverse de Laplace dans (3.2.12), on peut obtenir la

solution explicite au problème de type Cauchy (3.2.3)- (3.2.4) Pour cela, nous devons
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3.2. Équations di¤érentielles partielles de l�ordre fractionnaire

connaître les transformées inverse de Laplace des fonctions sk�1�
�
2 e�

jxj
�
s
�
2 (k = 1; 2),

ces fonctions sont exprimées par la transformée de Laplace de la fonction Wright

�(�; �; z) =

1X
k=0

zk

k!�(�k + �)
(3.2.13)

de la forme �(��=2; b;�z); si 0 < a < 2, alors �(��=2; b;�z) est une fonction entière
de z,il est facilement prouvé en utilisant (3.2.5) et formule (3.2.13) que�

Lt
�
t
�
2
�k�

�
��
2
;
�

2
� k + 1;�jxj

�
t�

�
2

���
(s) = sk�1�

�
2 e�

jxj
�
s
�
2 (3.2.14)

pour k = 1; 2

L�application de la transformée inverse de Laplace dans (3.2.14) et prendre (3.2.15) et

h � ' = (h � ')(x) =
Z 1

�1
h(x� t)'(t)dt (x 2 R)

On obtient le résultat suivant

Théorème 3.2.1 Si 0 < � < 2 et � > 0;alors le problème de Cauchy (3.2.4) et (3.2.5) est

résoluble, et sa solution u(x; t) est donnée par:

u(x; t) =

lX
k=1

Z 1

�1
G�k (x� r; t)fk(r)dr (l = 1 pour 0 < � � 1; l = 2 pour 1 < � < 2

(3.2.15)

G�k (x; t) =
1

2�
t
�
2
�k�

�
��
2
;
�

2
� k + 1;�jxj

�
t�

�
2

�
(k = 1; 2) (3.2.16)

À condition que les intégrales dans le côté droit de (3.2.15) soient convergentes.
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3.2. Équations di¤érentielles partielles de l�ordre fractionnaire

Corollaire 3.2.1 Si 0 < � � 1 et � > 0;donc le problème de Cauchy8<: (D�
0+;tu)(x; t) = �

2 @2u(x;t)
@x2

(D��1
0+;tu)(x; 0+) = f(x)

(3.2.17)

Est résolube,et sa solution de la forme:

u(x; t) =

Z 1

�1
G�1 (x� � ; t)f(�)d� (3.2.18)

G�1 (x; t) =
1

2�
t
�
2
�1�

�
��
2
;
�

2
;�jxj

�
t�

�
2

�
(3.2.19)

À condition que les intégrales dans le côté droit de (3.2.18) est convergente.

Corollaire 3.2.2 Si 1 < � < 2 et � > 0;donc le problème de Cauchy

(D�
0+;tu)(x; t) = �

2@
2u(x; t)

@x2
(x 2 R; t > 0) (3.2.20)

(D��1
0+;tu)(x; 0+) = f1(x); (D

��2
0+;tu)(x; 0+) = f2(x) (3.2.21)

Est résolube,et sa solution de la forme:

u(x; t) =

Z 1

�1
G�1 (x� � ; t)f1(�)d� +

Z 1

�1
G�2 (x� � ; t)f2(�)d� (3.2.22)

Avec G�1 (x; t) donne par (3.2.19) est G
�
2 (x; t) par:

G�2 (x; t) =
1

2�
t
�
2
�2�

�
��
2
;
�

2
� 1;�jxj

�
t�

�
2

�
(3.2.23)

À condition que les intégrales dans le côté droit de (3.2.22) soient convergentes.
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3.2. Équations di¤érentielles partielles de l�ordre fractionnaire

Exemple 3.2.1

@u(x; t)

@t
= �2

@2u(x; t)

@x2
; u(x; 0) = f(x) (x 2 R; t > 0)

Est la solution donne par

u(x; t) =

Z 1

�1
G�1 (x� � ; t)f(�)d� ; G(x; t) =

1

2�
p
�
t�1=2e

�jxj2

4�2t

Ce résultat bien connu d�un corollaire (3.1.1), Si nous prenons en compte la relation suivante

pour la fonction Wright

�(�1
2
;
1

2
; z) =

1p
�
e�

z2

4

Qui est facilement véri�é en utilisant(3.2.13)
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Conclusion

Conclusion
La solution d�une équation aux dérivées partielles est toujours dé¢ cile (pas évident), elle

basée sur le cadre fonctionnel c�est-à-dire on montre l�existence et l�unicité de solution .

Cette théorie est dépendante pour un chaque type de problème, Dirichlet, Neumann et

Mixte, et aussi sur le domaine borné et non borné.

La di¢ culté reste pour les équations aux dérivées partielles d�ordre fractionnaires, i.e,

on applique l�opérateur fractionnaire sur chaque problème type , alors la méthode de la

résolution est à l�aide d�une transformation connue de Laplace ou Fourier, on réduit la

variable est on arrive à une équation di¤érentielle d�ordre fractionnaire .

Ce travail se fait par un autre sujet de mémoire de Master utilisons la mesure de non

compacité.
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