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Notation

Dans tout ce qui suit, nous utiliserons les notations suivantes.

RN
x

dp
|E|
€2

Jo £
supp f
Df
div f

Espace euclidien de dimension N, N un nombre naturel non nul
Vecteur de RY, 2 = (21,29, ...,7n), 7, ER, 1 <i < N

ou dxr Mesure de Lebesgue N-dimensionnelle

ou mes (F) Mesure de Lebesgue d'un ensemble E

Mesure de ’ensemble 2

presque partout

Fonction caractéristique de F

Ouvert de RV

La frontiere de €2

L’ensemble des fonctions p—mesurables sur Q C RY a valeurs dans R,
L’ensemble des fonctions simples sur 2 C RV & valeurs dans R,
L’ensemble des fonctions de C'(€2) a support compact dans €2
Semi-modulaire ou modulaire

Semi-modulaire (ou modulaire) conjugée

Fonction d’Orlicz-Musielak

Ensemble des fonction d’Orlicz-Musielak

La fonction complémentaire de

Crochet de dualité entre X et son dual

x) dp Intégrale de f sur Q par rapport a la mesure de Lebesgue

Support de la fonct1on f
= (2L oL L) Gradient de f

Oxy1’ Oz’ "7 8:1:

Divergence du vecteur u, divf = dwl + dl,fz 4.4 2L

drn

fn — f d enote que la suite {f,} converge vers f

fn — f d enote que la suite {f,,} converge faible vers f

Lr(€2)

[ell

= {u: Q — R mesurable et ([, |u(z)|?) Y24z < 400 tel que 1 <p < oo}
= (Jolu@lrdz)”



L>*(Q) ={u:Q— R mesurable ,3M > 0 | |u(z)| < Mp.p.} La norme est notée ||

q Conjugué de Holder de piq= I%

Np
N-p

p* L’exposant de Sobolev associé a p : p* =

Ce(2), ou D(N2) Espace des fonctions indéfiniment dérivables sur €2,

a support compact dans {2

() = Jo lf (@) dr < oo,

r) ={A> 0000 <1}

M :{fELp(z(Q):pp gl},

Cunl) = {p e ov@y|q e bl =l < 172 } ,

p(x) = p(y)| < wllz - yl)

P()(Q))  Espace de Lebesgue généralisé,
PO(Q) = {f mesurable sur Q : p,)(f) < oo}

WP (Q) Espace de Sobolev généralisé

WP (€) Adhérence de C°(Q2) dans WmP0)(Q)

W-m? () Dual de WJ™*(Q)

X Espace dual de X

P Modulaire d’Orlicz-Musielak

L#(§, 1)  Espace d’Orlicz-Musielak

P(Q) L’ensemble des exposants variables définis sur un ouvert Q c RY

ptp~ sup ess et inf ess de p

-1 Norme d’Orlicz

- le Norme de Luxemburg

|- 112 Norme d’Amemiya

— Injection continue

e Injection compacte

e



Introduction Générale

Les équations aux dérivées partielles sont omniprésentes dans les sciences puis-
qu’elles apparaissent aussi bien en dynamique des structures ou en mécanique des
fluides que dans les théories de la gravitation, de ’électromagnétisme (équations
de Maxwell), ou des mathématiques financiéres (équation de Black-Scholes). Elles
sont primordiales dans des domaines tels que la simulation aéronautique, la synthése
d’images, ou la prévision météorologique. Enfin, les équations les plus importantes
de la relativité générale et de la mécanique quantique sont également des EDPs (voir
[18, 24]).

Comme les espaces LP généralisent les espaces L? des fonctions de carré in-
tégrable, mais aussi les espaces [P de suites de puissance p-iéme sommable . Di-
verses constructions étendent encore cette définition a l'aide de distributions ou
en se contentant d’une intégrabilité locale. Tous ces espaces constituent un outil
fondamental de I’analyse fonctionnelle en permettant la résolution d’équations par
approximation avec des solutions non nécessairement dérivables ni méme continues
(voir [1, 6, 7]).
les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels particuliérement adaptés a la
résolution des problémes d’équation aux dérivées partielles. Ils doivent leur nom au
mathématicien russe Serguei Lvovitch Sobolev .

Plus précisément, un espace de Sobolev est un espace vectoriel de fonctions muni
de la norme obtenue par la combinaison de la norme LP de la fonction elle-méme et
de ses dérivées jusqu’a un certain ordre. Les dérivées sont comprises dans un sens

faible, au sens des distributions afin de rendre ’espace complet. Les espaces de So-



bolev sont donc des espaces de Banach.

Intuitivement, un espace de Sobolev est un espace de Banach de fonctions pouvant
étre dérivées suffisamment de fois, pour donner sens par exemple a une équation aux
dérivées partielles et muni d’une norme qui mesure a la fois la taille et la régularité
de la fonction. Les espaces de Sobolev sont un outil essentiel pour I’étude des équa-
tions aux dérivées partielles. En effet, les solutions de ces équations appartiennent
plus naturellement a un espace de Sobolev qu’a un espace de fonctions continues
partiellement dérivables au sens classique (voir |7, 12]).

Par ailleurs, les travaux présentés dans ce mémoire concernent quelques propriétés
des espaces de Lebesgue et de Sobolev & exposant variable aussi les espaces d’Orlicz
( qui est une extension de I'espace de Lebesgue ), plus de détails voir par exemple

(12,3, 5,9, 11, 14, 15, 17, 21]).

Ce mémoire est organisée en trois chapitres.
Le premier chapitre, on expose briévement 1'historique des espaces de fonctions a
exposant variable et les espaces fonctionnels notamment, espace de Lebesgue a expo-
sant variable ( généralisé, qui sont un cas particulier des espaces d’Orlicz-Musielak
et une généralisation des espaces de Lebesgue classiques L? ) et leur propriétés.
Dans le deuxiéme, on expose les espaces fonctionnels notamment, espace de Sobolev
a exposant variable (généralisé) et leur propriétés.
Dans le dernier chapitre, on expose une généralisation de 1'espace d’Orlicz ( qui est
une extension de l'espace de Lebesgue ) ou l'espace connu comme habituelle espace
d’Orlicz-Museilak et leur propriétés.
Pour comprendre le role de I'exposant variable dans les probléme a la restauration
d’image, la modélisation de fluides électrorhéologiques, thermorhéologiques, élas-
ticité, biologie mathématique et le domaine des processus de filtration en médias

complexe nous rappelons certaines travails dans [4, 8, 11, 19, 22, 23].



Chapitre 1

Espaces de Lebesgue a exposant
variables

Coté historique [2]

Les espaces de Lebesgue a exposant variables sont apparus dans la littérature
pour la premiére fois déja dans un article 1931 par Orlicz, quand il a considéré

I'espace fonctionnel L?(2, ) défini par

LP(Q,p) = {f € M(Q, ), tel que p(Af) = /Qgp()\|f(x)|)dx < 400, pour un certain A > 0}.

ou ¢ est une fonction convexe dite fonction d’Orlicz qui posséde des propriétés
analogues & celles de la fonction puissance, qui définie les espaces de Lebesgue usuels.
Par la suite H. Nakano s’est concentré sur I’étude des propriétées principales de la
fonction p, ce qui 'a amené a définir une classe plus large d’espaces fonctionnels,
appelés espaces modulaires. En 1959 W. Orlicz et J. Musielak ont développé la
théorie des espaces d’Orlicz-Musielak, qui sont un exemple d’espaces modulaires,
défini de la méme maniére que les espaces d’Orlicz, en considérant une fonction ¢
définie sur © x [0; 400 & valeurs dans [0; +00]; telle que, (-, t) est mesurable, et
¢(x,-) est une fonction d’Orlicz, p(z,t) est appelée fonction d’Orlicz généralisée ou

encore fonction de Orlicz-Musielak.



1.1 Les espaces L”

Dans cette partie nous présentons un rappel sur les espaces LP avec 1 < p < oo.
Définition 1.1 /6] Soit p € R avec 1 < p < 00, on pose
LP(Q) ={f : Q — R; f mesurable et |f|’ € L' (Q)}.

On note

1711, = (Jo I (@) )

la démonstration que ||.||;, est une norme sur L?, voir [6].

Définition 1.2 /6] On pose
L>(Q)={f:Q— R, f mesurable et C telle que|f ()| < Cp.p.surfd} .

On note
||fHLp = Inf{C;|f (x)| < C p.p. sur Q}.

la démonstration que ||.||;, est une norme sur L>, voir [6].

1 1
Notation soitl < p < oo, on désigne par p’ 'exposant conjugué de pie, —+— = 1.
p

Théoréme 1.1 ( Inégalié de Holder ) [7/

soient f € LP et g € LY avec 1 < p < co. Alors f.g € L' et

1 1
fQ|fg‘§||fHLp Hg||Lp, avec 54-6:1.

preuve Pour la preuve voir [7]

Théoréme 1.2 [6/[7]

L? est une espace de Banach pour tout 1 < p < oo.
preuve. Pour la preuve voir [6].

LP(QY) est réflexif, pour 1 < p < 0.

preuve. Pour la preuve voir [17].

LP () est séparable, pour 1 < p < oo.

preuve. Pour la preuve voir [7].



1.2 Espace Modulaire

Dans cette partie introductif nous présentons une classe importante d’espaces
fonctionnels appelés espaces modulaires, nous nous intéressons aux propriétés et

résultats essentiels pour 1’étude des espaces de Lebesgue a exposant variables.
1.2.1 Définitions et propriétés

Définition 1.3 [15] Soit X un espace vectoriel sur le corps K. La fonction p :
X — [0, 00] est dite semimodulaire dans X, si les propriétés suivantes sont satis-

faisantes :
1. p(0) =0.
2. p(Ax) =p(x), Ve e X, A€ K, avec |A| = 1.
3. p est continue d gauche.

4. p(Ax) =0,V > 0 implique = = 0.

le semimodulaire p est dit continu si |

5. Uapplication N — p (\x) est continue dans (0,00] , pour x € X

Remarque 1.1 [15/

1. Le semimodulaire est toujours conveze.

2. Le semimodulaire est dit modulaire si, p (x) =0 implique x =0 .
Exemple 1.1 S5i1 <p < oo et Q) CR"”, alors
p(0) = [ 1 @P e
definer un modulaire continu sur ’ensemble des fonctions mesurables sur 2.
Définition 1.4 [15] Si p est un semimodulaire ou modulaire dans X, alors
X, = {x € X; lim p(Az) = o} ,
est appelé espace semimodulaire ou espace modulaire (respectivement).

9



Théoréme 1.3 [11] Soit p une semi-modulaire sur X alors X,, est un R-espace

vectoriel.

preuve. Pour la preuve voir [11]

Remarque 1.2 [15] Puisque p(Ax) = p(|\|z) require a /\limop(/\m), avec A €
E—

A (0,00], on peut définir X, par

X, ={x e X,p(Ax) < oo; pour A > 0}.

Théoréme 1.4 [15] Soit p un semimodulaire dans X, alors X, est un espace vec-

toriel norme sur le corps K, ou la norme définie par

[E41 :inf{)\ >0,p (%x) < 1}.

preuve. Pour la preuve voir [11]

Proposition 1.1 (Continuité d’une modulaire) [11] La modulaire p est dite
1. continue a droite \ si /\liml p(Ax) = p(z) pour tout x € X,
H
2. continue a gauche \ si /\liml p(Ax) = p(z) pour tout x € X,
H

3. continue si elle est continue a droite et a gauche.
1.2.2 Propriétés de la modulaire et norme

Lemme 1.1 [11]
1. Soit p un semimodulaire sur X, alors ||z||, <1 et p(z) <1 sont équivalent.

2. si p est continu, alors aussi ||z||, <1 et p(x) <1 sont équivalents, comme
e, = 1 et pla) = 1.
3. Soient p un semimodulaire sur X et x, € X,, alors x, — 0 pour k — oo

si et seulement si klim p (Axr) =0 pour tout A > 0.
—00

preuve. Pour la preuve voir [11]

10



Corollaire 1.1 [11]. Soit p un semimodulaire sur X et x € X,, alors
— Si ||x||p < 1,alors p(x) < ||x||p
— Sillz|, > 1, alors [z , < p(x).

— Jlzll, < p(x) + 1L
preuve. Pour la preuve voir [11].

1.2.3 Convergence dans les espaces modulaires

En plus, de la convergence au sens de la norme, on a la convergence modulaire

définie comme suit.

Définition 1.5 [2] Une suite (x,) € X,, sera dite p-convergente ou modulaire conver-

gente vers x (on ecrit x, — x) s’il existe un X\ > 0 tel que

lim p(A(z, —z)) =0,

n—aoo

Le résultat suivant caractérise la convergence en norme d’une suite de fonctions en

terme de convergence modulaire. On se réstreint au cas de la convergence vers zéro.
Lemme 1.2 [11] Soit p une semi-modulaire sur X et z,, C X, alors,

im |lz,|, =0 siet seulement si lim p(Az,) =0 pour tout A\ > 0.
n—aoQ n—-—ao0

preuve. Pour la preuve voir [11].

Proposition 1.2 (de la convergence modulaire) [2/

1. Six, — x ety, — y dans X, alors pour tout o, B € R(ouC) oz, + Ly, —

ax + Py.

2. La convergence en norme entraine toujours la convergence modulaire. La ré-

ciproque n’est pas toujours vrai .

preuve. Pour la preuve voir [2].

11



1.3 Espaces de Lebesgue a exposant variables

Nous rappelons dans cette partie quelques définitions et propriétés des espaces
de Lebesgue a exposant variables (voir par exemple [3], [9], [11], [14], [16], [17] pour
les démonstrations et plus de détails et [20, 21] pour la théorie générale des espaces

d’Orlicz).
1.4 Définitions et propriétés

Soient

(1.1)

{Q C R™ un domaine ouvert borné,

0f) lipschitzienne continue bornée,

et

p: Qv+ (1,00) une fonction mesurable. (1.2)

Sur I’ensemble des fonctions f : 2 —— R, on définit le fonctionnel

ooy () = / F@P) dz < oo,

et

PY(Q) = {f mesurable sur Q: p,)(f) < oo},
qui est un espace linéaire (espace vectoriel). Il est facile de vérifier que
L. ppy(f) = 0 pour chaque f,
2. pp()(f) = 0 si seulement si f =0,

3. pp()(f) = pp()(—f) pour chaque f,

4. ppy(f) est convexe,

5. Si |f(z)] > |g(z)| pp. x € Q et sipyy(f) < oo alors pp)(f) > ppy(9)

I'inégalité est stricte si | f| # |g],

6. Si0 < pp)(f) < 00, alors la fonction A — p,y(f/A) est continue et décrois-

sante sur l'intervalle [1, +00).

12



Remarque 1.3 [3/ Chaque fonction satisfait les propriétés (1) - (4) est appelée

modulaire convexe.

La propriété (5) est évidente.

Pour prouver la propriété (6), on remarque que p.p. © € €2, ]f(x)/A\p(I) est
une fonction monotone décroissante par rapport a A > 0, et Pp(. ( f/A) est monotone
grace a (5).

Soit 0 < pp()(f/A) < 00 et A N\ A Alors [ f(z)/Ai| /| f(x)/A], le théoreme de
convergence monotone donne la continuité de p,¢)(f/A).

Maintenant, nous présentons le fonctionnel

. f
0 = Wi = inf {305 (£) <1} (13
Proposition 1.3 /3/

Si0 < [[fll,0)0 < 00, Alors ppy (f/ 1fll)0) <

preuve.

On prend {7y} telle que 7 N\ Hf”p(.),ﬂ'

En utilisant la définition de || f][, . proprié¢té (6) et le lemme de Fatou, on

deduit
00 1 ) < i infoy (/) <1

Corollaire 1.2 /3/

Si0 < ||f||p(.)7Q <1, alors ppy(f) < 1.

preuve.

poh) = [ @)l do < '{Jf”ﬁ('w 5= o 1 ) <

Proposition 1.4 [3] (La norme de Luzembourg de LP1)(€2))
Le fonctionnel

.0 2 L7(€) 7 10, 00),
définit une norme sur l'espace LP() ().

13



preuve.

On veut verifier que

—_

. Hpr(‘)’Q > 0 pour chaque f € LP®)(Q),

[\

- [ fll,)q = 0 si et seulement si f =0 p.p. x € Q,
3. VueR, fe LX) uflla= 1100

4. Vf, g€ Lp(x)(Q) L+ g”p(_),g < ||f||p(_),§z + ||9||p(.),9-

1. La premiére proprieté est évidente.
2. Notons
FON ={A> 000 (/0 < 1},
Il est clair que pour f =0, on a F (0) = (0, 00).

Si || fll,.) @ # 0, d’aprés la propriete (6) et Proposition 1.3, on deduit
F(f) =]\ o0), avec A = ||f||p(.),Q

De (1.3), on a
11,0 = infF(f),

cest pour a f =0, on || f[, ) =infF (0) =0.
Supposons, par contradiction, qu’il existe f € LP@®)(Q) telle que ||f||p(_)7Q =0,

mais f # 0 sur un ensemble de mesure non nulle dans €2. Cela signifie que

/ |f(2)]P™ dz > € > 0.
Q

pour certains € > 0.
Puisque infF (f) = 0, il existe une suite {\x} C F (f)N(0,1) tels que A\, — 0

et ppy(f/Ae) <1 ce qui est impossible, car

T 1 T €
L e e e Y
Q /\k Q )\k
comme k — 0.

14



3. Pour chaque constante u € R, on a

[l = mf{A>0:py(puf/A) <1}
mf{ >0 /Qlul

= z'nf{)\>0:/Q f(z)

p(z)
X dr <1
yard

p(z)
de <1

p(z)
= z'nf{\u|(5>0:/ﬂ‘@ dwﬁl}
= |ulinf{6>0:py(pnf/d) <1}

= |yl ||f||p(.),§z. :

4. Soit I'ensemble suivant

M= {f e L"Q): pyy(f) < 1},

On remarque que F (f) = {A>0: f/\ € M}. Puisque py(.) est convexe,

'ensemble M est aussi convexe.

Pour chaque f, g € LP®)(Q) et un arbitraire ¢ > 0

f g
e+ {1 flly0 €+ Nalloe

eM,

d’ou
0f (1-0)g
e+ 1 fllya €+ 19l

eM, VOe(0,1),

grace a la convexite de M.

Choisissons # de maniére spéciale :

0 1-46

e+ [ fll,0)0 et 191,00

0f (1-0)g _ [ty
_l_ =
e+ floe  etlglne Nl + 19l + 26

qui donne , pour chaque € > 0

e M

1 0 + l9ll,00 +2¢€ F(f +9)

15



d’ou
1f+9ll,y0 < ||f||p(.),§z + ||9||p(.),§z + 2e.

Puisque € est arbitraire, I'inégalité (4) est vraie.

Remarque 1.4 /3]

1. Il découle de la Proposition (1.4) que (Lp(')(Q), H-Hp(.),g) est un espace vec-

toriel normé.

2. Sip(-) = p, alors (LP(Q), ||||p> c’est l’espace de Lebesgue classique (Banach),
avec |.II, = pp (f),
3. L’espace LPY)(Q) est un cas particulier des espaces d’Orlicz-Musielak L#(S2)

qui est constitué de toutes les fonctions f sur 2 tel que
/ o(z, \f(x))dx < oo pour certains A > 0,
Q

ot ¢ : Q2 X R+ [0,00) est une fonction mesurable positive semi-continue
inférieurement et convexe, méme pour p.p x € §2, de plus satisfait la condition
lim ¢(z, f) = p(z,0) =0

f—0

Pour les espaces Lebesque-Orlicz LPO(Q) = L9(Q) avee (x, f) = | f]P™.

(pour plus de détails, voir le chapitre 3 sous dessous)

Dans ce qui suit nous utilisons la notation suivante

* = esssupp(x).

Cpesint
p- =essinfp(z), p sup

Proposition 1.5 [3/

Si pt < 00, alors pour chaque [ avec 0 < Hpr(')’Q < 00, 0N a

o) (f/ ”f”p(_),g) =1.

preuve.

En vertu de la Proposition 1.3, il suffit de vérifier que I'inégalité p,()(f/ || fll,()q) <1

16



est impossible. Pour chaque 0 <A < [|f]|,) q

|f|p(m)
dx
a \p(2)

- “ (Moo
a \ Ifll0).q A
e\

< (%) o) (F I Ny 0)-

Si pp() (f/ 11l p(y.0) < 1. on peut choisir A < [ f[|, o tel que pu()(f/A) <1, ce qui

Py (/)

contredit avec la définition de la norme || f[[,, o-

Corollaire 1.3 /3/

Pour pt < oo, les propriétés (2) et (4) de py)(f) et la proposition 1.5 donnent

S ||f||p(.),Q <1, alors py)(f) < ||f||p(,)'

Supposons maintenant que
Vp.px € Q plx) €p,pT] C(1,00). (1.4)

La relation entre la norme sur LP0(Q) et le modulaire py(.) est donnée par le

lemme suivant.

Lemme 1.3 /3]

Si p(-) vérifie les conditions (1.2) et (1.4) .Alors pour chaque f € LPV(Q), on a

. - + - +
min {If150,0 17000} < oo (1) S maz {IF15 0 WG (15)

preuve.

Tout d’abord, on suppose que = || f|| (0.0 7 0 et considérons la fonction la fonction
h(z) = f(z)/p. D’aprés la proposition 1.5, on a h € LPO(Q) avec [hlly)0 = 1.
D’autre part,

o (f) S p <,

1= |h] < ppy(h) <0 )
pO2 = el 1w ppy(f) Siop>1,
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d’out pp)(f) = min {/ﬂﬂ pr }

De plus,

PooSiop<1
oo (1) = [ 1F@P do = [ )P de < 310 1=
Q Q wh St > 1,

qui donne p,)(f) < max {,up*,,uer}. Si [[fll,)a =0, alors f = 0pp. € Qet

pp()(f) = 0 par la propriété (2) du modulaire.

Corollaire 1.4 [3/
Si p(-) vérifie les conditions (1.2) et (1.4) .Alors pour chaque f € LPV)(Q), on a

1 1 1

min{ o5 (D (D} < Wl < mas {ofo (a0} 16)

Remarque 1.5
Si Uexposant p est constant, alors p* = p~ et (1.5), (1.6) implique que p,(f) =
1f1p 0

Corollaire 1.5 [3/
Il résulte de (1.5) et (1.6) que, sip(-) vérifie les conditions (1.2) et (1.4). Alors pour

chaque f € LPY(Q), on a

Lo flye = 1T polf)=1
2. |l < 1o o) <L

Lo fll,e > 1€ o) >1

Lemme 1.4 /3]
Soit {f,} est une suite des fonctions f, € LP(Q) et f € LPO(Q) avec p(x) vérifie

les conditions (1.2) et (1.4). Alors
[fn =l 0 —> 0 st et seulement si ppy(fo — f) —> 0, sin — o0.

preuve.

La preuve est facile grace au lemme 1.3.
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Lemme 1.5 (Inégalié de Holder) /3/

Soit p(-) vérifie les conditions (1.2) et (1.4).

Pour chaque f € LP®(Q) et g € LP®(Q) avec p/(x) = p(i()xz T inégalité suivante
est vraie :
1 1
[idde < (= + =) ilalolyon < 21 hoelolyge: 0D
preuve.

Soit || fll,y.0 = A et [|gll,;() o = w et supposons que A # 0, u 7 0.

d’apres Inégalité de Young,pour p.p. x € {2

) = | 52|42
< ($ @ p(z) +p/<1x) % P’(oc)>
dapres Proposition 1.5
o) (F/A) =1, ppy(g/m) = 1. (1.9)

En intégrant (1.8) sur et utilisent (1.9) on obtient,
1 1
[F(@)g(@)] < A { —=pp) (/) + == pp)(9/ 1)
o p (')

1 1
= | =+ f Il ()0
(p_ W) TR

Soit Ay = 0.supposons que A = 0. Alors f = 0 p.p. dans €,

/Q F(@)g(x)| dz = 0.

1.4.1 Normes équivalentes sur L")(Q)

Soit f € LPO)(Q), on définit

a= s [ lg(aldr (o) - pla) (1.10)

Ppr(y(9)<1
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Proposition 1.6 [3//La norme d’Orlicz deLP")(Q)]
Lt LPO(Q) — R,
définit une norme sur L) ().

preuve.
Pour la preuve voir [3].
Proposition 1.7 Si [f|,) o <00 et py()(g) < oo, Alors

< Moo Storro(g) <1,
B |f|p(,),Qﬂp'(.)(9) stnon.

/Q f(2)g(x)da

Proposition 1.8 /3/

Soit p(x) vérifie (1.2) et (1.4). Si pp()(f) < 400 et [f|,)q <1, alors py)(f) < 1.

preuve.

Pour la preuve voir [3].

Proposition 1.9 /3] Soit p(x) vérifie (1.2) et (1.4).5i|f], ) q < 1, alors pp)a(f) <

‘f’p(),ﬂ

preuve.

Supposons d’abord que p,(f) < co. Soit

g(x) = |f (@) sign f(x),x € Q.
Alors
po($) = [ 112 de = [ 1@)g(e)ts < |fl, 0.
Pour vérifie que ese pyy(f) < 0o, on considére la suite de troncatures
fk(x):mm{k;,|f(x)|}x(;k, ]{/’EN,

alors que {G{k}} est une suite d’ensembles Gy, C G C € tel que Q = UZO:1 Gy, et

Xa, estla fonction caractéristique de Gy, pour tout k € N p,(fi) < oo et

[filpyo < flppa < L
Grace au théoreme de convergence monotone de Lebesgue.
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Théoréme 1.5 [3/[L’équivalence enter les normes de Luzembourg et d’Orlicz] . Soit

p(.) vérifie (1.2) et (1.4).Alors
170(Q) = { £+ fl,00 < 0}
et il existe deux constantes Cy, Cy telles que
Cy ||f||p(.),Q < |f|p(_),Q < (% ||f||p(_),Q Ve LPV(Q).

preuve.
Soit f € LPX(Q). De le corollaire 1.5, linégalité py()(g) < 1 implique l9llyy0 <1,

on utilise ['inégalité de Holder

1 1
/ f(z)g(z)dx < <p_ + m) ||f||p(.),Q Hng’(.),Q <2 ||f||p(~),9

Supposons maintenant que 0 < |f|p(.) o < 0o. Comme

N G )dx: oo .0

= 17
Pl (. )(g )<1 |f’ ’f|p(),ﬂ

Grace a la proposition 1.9 on a py(f/ | fl,)0) < 1. Par corollaire 1.5

<1,
[#/17ba]] o <

d’ot | fll,y.0 < |fly)0 Grace ala définition de la norme de Luzemboury.

Lemme 1.6 [3] Si p(z) vérifie 1.2 et 1.4 , l'espace LPV)(Q) est complet.
preuve.
Soit {fi} est une suite de fonctions de Cauchy fi, € LPV(Q), pour chaque € > 0 il

existe kg € N telle que

/ | fn( (z)||g(x)|dx < e VYm,n > kg (1.11)
et pour tout g avec py()(g9) < 1. On pose Q = |J GiNG; = ¢,i # j. On définit
keN
XGr,
=——— keN,
T 1+ ‘Gk’
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avec,

D (. :/ —dx < <1 (1.12)
PO Jo (L @@ T 1G]

On remplagant g par gy dans (1.11) on obtient

/G ’{1 |G: /‘fm ()] |gr ()] dx < e,
d’ot
/G |fn(z) — fu(z)|dx < e (1 4+ |Gk]) .

Donc {fi.} est une suite de Cauchy dans L*(Gy) pour tout k. On extraire une sous

suite fOr de f, tel que

(Y it = 10— 1Y pp dons G110 € LG,
{7 {s} f,?) — f® pp dans Gy, [ € LN(Ga),
(b L A — 1 pp dans G, £ € LH(G),
Considérons la suite diagonale {f,(nm)} Comme elle admet une sous suite {f,(,f)},

alors
) — Zf(k r)xa, = f(z) p.p.x €L
d’apres (1.11) on a

/Q|f’(“m) — fu] lg(2)| dz < e

pour tout m,n > ng et g tel que py(y(g) < 1. En appliquant le lemme de Fatou, et

par passage a la limite on trouve,

/|fn )| |g(x)| dex < sup /\f&m)(x)—fn(xﬂIg(w)ldﬂcﬁe

meN,m>ng JQ

pour tout n > ng et tout g telle que py(y < 1. Donc, |f — fn|p <e

Corollaire 1.6 [3] Si p(.) vérifie les conditions (1.2) et (1.4) , Alors LPM)(Q) est

un espace de Banach.
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Lemme 1.7 /3] Si p(x) vérifie (1.2) et (1.4), alors LPY)(Q) est réflexif et séparable.
preuve.

Par le lemme 1.6 l’espace LP1)(2) est complet et sous-espace fermé de LP (§2). Pour
p~ > 1 Uespace LP () est un espace de Banach réflexif et séparable. Donc LPO)(Q)
est aussi réflexif et séparable.

Soit p(x) vérifie (1.2) et (1.4). De le corollaire 1.5 on a, pp)(f) < 1 si et seulement
st [[fll, < 1.1 suit du Théoreme 1.5 que pour chaque g € LY @(Q) lapplication
LP@)(Q) Définie par

G(f) = / f@)g(o)de, e PPQ),

est une opérateure linéaire continue sur LP®)(Q) avec la norme vérifie les inégalités
sutvantes

Cillgll,, < IG1I < Callgll,, , avee C1, Cy > 0.

Lemme 1.8 /3] Les conditions suivantes sont équivalentes
1. p e L*(Q),

2. pour chaque opérateure linéaire continue G sur LP®)(Q) il existe une fonction

unique g € LY@ (Q) tel que (1.7) est vraie.

Corollaire 1.7 Le dual de lespaced LP™)(Q) est LP'®)(Q) si et seulement si p €

L=(9).

1.4.2 Convergence dans les espaces de Lebesgue a exposants
variables

En plus des résultats de convergence obtenus dans le chapitre précédent, nous

donnons d’autres résultats de convergence dans le cas o 2 est un ouvert de R".
Théoréme 1.6 Soit Q et p(.) vérifie (1.1) et (1.3), supposer p* < oo.alors pour
f € LPO(Q) et la suite {fr} € LPO(Q) les éléments suivants sont équivalents.

1. fr — [ en norme,
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2. fr — f en modulaire,

3. fr — [ en mesure et pour quelque v > 0, p(vfx) — p(7f).

Théoréme 1.7 ( de convergence monotone) Soient p € P(Q) et (fn)nen une

suite croissante de fonctions mesurables telle que

(fa)nen C LPO(Q) et la lim f,(z) = f(z), alors nh_f)noo anHp(.)(Q) = ||f||p(,)'

n—aoo

Lemme 1.9 (Fatou) Soient p(.) vérifie (1.2) et (fn)n une suite de fonctions me-
surables telle que (f)n C LPO(Q) et lim f, = f u—p.p, si lim anHp() < 00,
n—»-rao0 n—>»0o0 !

alors f € LPO(Q) et 110y < nhinoo 1 frll -

Théoréme 1.8 LPY)(Q) est une espace de Banach pour tout p(.)p(.) vérifie (1.2).

1.5 Théorémes d’injection

Nous appelons constante de Iinjection LP) (Q) < L) (Q) la plus petite constante

k telle que ||f||q(.) < ||f||p(.)~

Lemme 1.10 /3/
Soit les fonctions p(x) et q(z) vérifient les conditions (1.2) et (1.4). Si p(x) > q(x)

p.p. dans 2, alors LPO)(Q) — L1 (Q).

preuve.
En vertu du Lemme 1.3, il suffit de vérifier que la condition p,)(u) < oo donne

Pq()(u) < co. En utilisant I'inégalité de Young, on obtient

po) < [ (L LI ) g

p(@) p(@)
< [ (1) de =190+ gy 0 (1.13)

Lemme 1.11 /3] Soit Q vérifie la condition (1.1), p(x) vérifie la condition (1.2) et

(1.4) et g = const > 1. Si q < p(z) p.p. dans Q, alors

1
1fll,o S Clfll,0 avee la constante C = (1+[Q])9.
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preuve.

Pour la preuve voir [3].

Lemme 1.12 /3] Soit les exposants p(x), q(x) vérifient les conditions (1.2) et (1.4)

et p(x) > q(z) p.p. dans Q. Alors Uinjection LP™®)(Q) C LA*)(Q) est continue.

La norme de lopérateur linclusion ne dépend que de ||, p* et ¢*

1oy < Cllfll0. € =C(Ql %, q7).
Théoréme 1.9 [11] Soient p,q € P(Y) , on définit lexposant r € P(Q) par

! ( L1 0> fout y € Q
— =maxr | — — —, pour tou .
(y) q(y) ply) Y

1. Siq<pu-ppetlelLl(Q),aors
LPY (Q) — L1 (Q) avec la constante de Uinjection k < 2 121,y -

Avec 1 designe une fonction g(y) = 1Vy € Q.
2. Si p est sans atomes et LPY) (Q) < L0 (Q) alors

q<pp—pp.

Proposition 1.10 [11]/ Soit 1 <p<qg<r <oc.AlorsVt>0 on a

q(t) < @p(t) + or(1), (1.14)

et

pp(max {t —1,0}) < (1),

@r(min {t, 1}) < ¢, (1). (1.15)

Corollaire 1.8 [11] Soient p,q € P(2), on suppose que p sans atomes et p(§2) < oo

alors,
LIO(Q) — LPY(Q) avec la constante de Uinjection k < 2(1 4 pu(Q)),

si et seulement si p(y) < q(y)p — p.p pour y € L.
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Lemme 1.13 [11] soient p,q,7 € P(Q2), Avec p < q < rp— p.p dans Q). alors
LP(~)(Q) N LT(')(Q) C Lq(')(Q),

Remarque 1.6 Pour démontrer la continuté de
LPOQ) N L"O(Q) — L1O(Q)

voir le théoréme 3.3.11 page 83 du livre [11].

Théoréme 1.10 [11] soient p,q,r € P(R), avec p < ¢ < rp— p.p dans . Alors
LIO(Q) — LPO(Q) + L"O(Q).

preuve.
Soit g € LI)(Q) avec 9],y < 1, d’prés le Lemme 1.1 py((g) < 1.
On définit,

g0 = sign(g)maz {|g| — 1,0} et g1 = sign(g)min {|g|, 1}

alors on obtient,
g=49go+ o

Par suite

LAO(Q, p) € LPO(Q, ) + L™(Q, p).

D’aprés I'inégalité 1.15 de la Proposition 2.2 on a

©p(90) = pp(sign(g) max {|g| — 1,0}) < py(g) <1,

et

©p(91) = @p(sign(g) min {|g|, 1}) < p,(g) < 1.

Grace au 1.1
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En particulier,

9y = i m {llgoll,c, + lanll,

< 2lgllyey -

Donc

LIO(Q) — LPO(Q) + L"O(Q).
1.6 Théorémes de densité

Théoréme 1.11 [11] Soit p(.) vérifie les condition (1.2) et (1.4), avec pt < 400

alors l’ensemble des fonctions simples S(Q) est dense dans LP®).
gll-llp(.>(Q) = 1’0(Q).

Remarque 1.7 [11] Comme ’ensemble des fonctions simples S()est un sous en-

semble de L>(Q) N LP)(Q) alors il en découle du Théoréme 1.8 que
L=(Q) N LPY(Q) est dense dans LV (Q).

Théoréme 1.12 [9] Soit p(.) vérifie les condition (1.2) et (1.4), on suppose que
pt < +oo alors, l’ensemble des fonctions bornées d supportcompact est dense dans

LPO(Q).

Corollaire 1.9 [9] Soit Soit p(.) vérifie les condition (1.2) et (1.4), on suppose que
pt < +o00, alors les ensembles des fonctions continues a support compact C.(S)) est
dense dans LP1) ().

C@" = ().
Remarque 1.8 [9] Soit p € P(2), si p™ < o0 alors

ﬂ LIO(Q) est dense dans LPY(Q).

g>1

Car cette intersection contient C.(€2).
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Théoréme 1.13 [11] Sip(.) vérifie les condition (1.2) et (1.4), avec pt < oo, alors,
l’ensemble des fonctions indéfiniment dérivables d support compact C3°(Q2) = D(S2)

est dense dans LPV)(Q).

Lemme 1.14 [3] Sip(z) satisfait (1.2) et (1.4), l’ensemble des fonctions mesurables
et bornés dans ) est dense LPV)(Q).

preuve.

Soit f € LP(Q), considérons la suite des fonctions fi € LPU(Q) N L>®(Q) définie

par

L [r@ siei<n
el {k sing f(x) Si|f(2)] > k.

Puisque |fr] < |f| et fx — f p.p. dans Q, en utilisent théoreme de la convergence

dominée de Lebesgue on a, pyy(fr — f) — 0 si k — oo.

Théoréme 1.14 /3] Soit p(x) satisfait (1.2) et (1.4). Alors l’ensemble C(€2) N
L>(Q) est dense dans L) ().

preuve.

Pour la preuve voir [3].

Corollaire 1.10 /3] Dans les conditions de la lemme 1.14 l’espace C§°(€2) est dense
dans LP)(Q), C°(Q) est dense dans l'ensemble des fonctions simples, les fonctions

simples sont denses dans C(Q) N L=(2),et C(Q) N L>®(Q) est dense dans LPO)(Q).

Corollaire 1.11 /3] Dans les conditions de la lemme 1.14 Uespace LPY) () est sé-

parable, I’ensemble des polynomes a coefficients rationnels est dénombrable et dense

dans C3°(Q2).
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Chapitre 2

Espaces de Sobolev a exposant
variables

Les espaces de Sobolev sont omniprésents dans I’étude des équations aux dérivées
partielles elliptiques. Il s’avére donc judicieux d’en faire une bréve présentation avant
d’aborder ces équations. Nous reprenons dans cette section certains énoncés de D.
V. Cruz-Uribe et A. Fiorenza [9], L. Diening et ..[11] et X.L. Fan and D. Zhao [14]
pour une présentation plus compléte des espaces de Sobolev & exposant variables,
on pourra aussi voir S. Antontsev et S. Shmarev [3], O. Kovacik et J. Rékosnik [17]

et V. Radulescu et D. Repovs [22].

2.1 Les espaces W'P()(Q)
Soit €2 comme (1.1) et p(x) vérifie les conditions (1.2) et (1.4). L’espace de Banach
Wol’p(')(Q) est défini par (voi [3])

Wit () — {u e LPO(Q) : |DulP™ € LY(Q),u=0 on aQ}, 2.1)

HUHWOl’p(')(Q) = HUHp(.),Q + HDUHp(.),Q'
2.2 Les Inégalités de Poincaré

Dans cette section, nous donnons des conditions de régularité suffisantes sur
I'exposant p(.) pour les inégalités Poincaré dans les espaces de Sobolev a exposant

variables.
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Lemme 2.1 /3]

Soit Q comme (1.1) et p(z) vérifie les conditions (1.2) et (1.5). Sip(x) € C°(Q),alors

il existe une constante finie C' > 0 tel que pour tout u € Wol’p(')(Q)
Hqu(.),Q <cC HDqu(.),Q' (2.2)

preuve.
[3] 1l suffit de prouwver (2.2) pour un ensemble B N Q,ou B est une boule de rayon
st petit avec

n+1 .
< . .
max p(z) < . min p(z) (2.3)

Le choiz de B dépend du module de continuité de p(x) dans §2. on pose

+_ - mi
p" =maxp(z), p =wminp(z).

D’apres le théoreme d’injection de Sobolev, on a les injections suivantes :
WP Q) c WO(BNQ) c W (BNQ) Cc LP (BN Q) C LPY(BN Q).

Puisque p(x) est uniformément continue sur 2, on peut recouvent ) par un nombre

fini de boules vérifient (2.3), d’ou (2.2).

Remarque 2.1 /3] De linégalité (2.2), on peut définir la norme équivalente de

lespace Wol’p(')(Q) par la relation

lull 100y = 19l 0 (2.4)

Notation 2.1 (Condition de continuité Holdérienne)[3]
Notons par Ci,q(§2) U'ensemble des fonctions p(x) qui satisfait les conditions (1.2) et

(1.4) comme suit

Clog() = {p xeal(9)

{vx,yeg,\x—y\<1/2, } 25)

p(z) = p(y)| < w(lz —yl)

ot w est une fonction continue telle que

_ 1
lim w(r)in—=C < 400, C = canst.
T—0F T
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Soit &(x) noyau (Friedrichs)

-1
_Jexp (—2) st x| < 1, B B
E(x) =k 1— |z k = constantetelleque | &(x)dx = 1.
0 si|x| > 1, 8

on pose
E(x) =€T¢ (%) ., e>0.

Soit f € VVO1 P ('), et Considérons la suite de fonctions

fe(z) = f*é& = . fW)ly —x)dy, >0, (2.6)

I est clair que Q est borné, il existe balle Br(0) = {z € R": |z| < R} tel que

Q C Bg(0), et cela suppf. C Bry1(0) = B pour tout e €0, 1].

Lemme 2.2 [3] Soit Q' CC Q (i.e,dist(09,0Q )> 0). Si p(x) satisfait (2.5), alors

pour tout f € LPL(Q)

ey < CUA 00 + 111, (2.7)

[ fe = fll ) —> 0 comme €—0 (2.8)

C ne dépendant pas de f.
preuve.

1l suffit d’étudier le cas || f|,)q + [[fll,q =1, sinon on peut considérer la fonction

escaladé | = FIA 0+ Lfllq)- Par la définition

[fe(z)] < € sup () | f[l, o <€ (2.9)

r€eRX

soit
pe(x) =min{p(y) : [z —y| < e} < p(y).
d’aprés (2.5) on a,

0 <p(z) —px) Sw(e) < T

. De plus, pour tous petit € > 0 l'inégalité e ™) < e"C est vraie avec la constante

C de 2.5. Pour tout 0 < pu < e

Mp(z) — MP(I)—Pe(x)MPs(iB) < Mw(iv)ﬂpe(z) < eQRCMPe(CU)
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. On utilise cette inégalité , (2.9) et l'inégalité de Holder, on trouve

)P < )P < G (1 7))

Il donne
pp(.),Q’(fe) < Ol (|Q’ + pp(.),Q(f)) < Cl(l + ’Q’)a

d’ou (2.7).
Pour prouver (2.8), on considére la suite des opérateurs réquliére :

S. Lp(')(Q) N Lp(')(Q’)
définie par les formules (2.6). Par (2.7) les opérateurs S, sont uniformément bornée
dans la norme de Uopérateur et S.f = f. — f uniformément dans Q' pour f €
C2(Q). Comme C(Q) est dense dans LPO(Q) (voir corollaire 1.10), il découle
du théoreme de Banach-Steinhaus que S.f = f. — f dans la norme de LPV) ()

comme € — 0 pour tout f € LPL)(Q).

Lemme 2.3 /3/

Soit Q0 satisfait (1.1). Si p(x) € Clog(Q), alors l'ensemble C5°(Q2) est dense en
WOLP(‘)(Q)'

preuve.

De Lemma 2.2, on a
DL(f+&) = [ JwD.&lr =)y
= [ f@Das ey
— [ Dutwsle - vy
= (Du.f)*& — Dy f quand € — 0 dans LPO(Q).

Remarque 2.2 [3]
Le Lemme 2.8 permet de définir l’espace Wol’p(’)(Q) comme la fermeture de C§°(Q2)

dans la norme (2.2), a condition p(z) € Cloy(€2).
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Notons par
Np(z)

p(x) = N —plz)
a€ 0,00 si N <p(x)

si N > p(x),

l’exposant conjugué de Sobolev.

Lemme 2.4 /3]
Soit Q0 satisfait (1.1). Suppose que p(x) vérifie les conditions (1.2) et (1.4). Si

p(z), q(z) € O(Q) et q(z) < p*(x) dans Q, alors pour chaque u € Wol’p(')(Q)
HUHq(.),Q <C HDUHp(.),Q

avec une constante C' dépend de p™,n, les propriétés de O) et le module de continuité
de p(x).

L’ingection Wol’p(')(Q) C L7Y(Q) est continu et compact.
preuve.

Considérons d’abord le cas p* < n. Pour un arbitraire fize x € Q il existe voisinage

U, tel que
min p(z)
< s
r%azxq(x) n — min p(x)
Ug

Soit {Uy},cq une couverture ouverte du compact Q. On choisit un sous-recouvrement
fini {U; :i=1,2,....,k} et supposons que

p; =minp(z), ¢ = maxgq(z).

U; U;
Par Lemme 1.11 uw € Wi (U;), et Uinjection de Sobolev dans le cas classique, on

obtient

WP (U;) — L% (U).
Par Lemme 1.12 v € L% (U;) € LY@(U;), d'ot u € LY®(Q). Supposons main-
tenant l’hypothese pt < n. On remarque que Wol’p(')(ﬂ) C Wol’r(')(Q) avec r(x) =

min{p(zx),r}, ol r est une constante satisfait les inégalités

1 1 1 1
< o< =4 —.
n r n q°

Comme linjection L) (Q) C Wol’r(')(Q) est continue et compacte, d’ou le résultat.
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Remarque 2.3 [3/
On sait que linjection LI10)(Q) C Wol’p(')(Q) est vraie méme dans le cas critique

q(-) < p*(+). (voir [11] pour plus de détails).

Exemple 2.1 /9]

Soit p(x) = |x| 4+ 1, alors p(.) vérifie la condition (1.2) sur R, et par une proposition
2.48 de [9], la fonction f(z) = 1 dans LPY(R); comme Df = 0, f € W'PO(R).
D’autre part ,par un Théoréeme 2.77 de [9] les fonctions bornées a support compact

ne sont pas denses dans LP)(R), alors C°(R) ne peut pas étre dense dans WP (R).

2.3 Les espaces W™*0)(Q))

Définition 2.1 [9/
Pour tous p(-) vérifie la conndition (1.2) et m € N* | on définit l’espace de Sobolev

géneéralise (ou encore espace de Sobolev d’exposant variable) par :
Wmrh(Q) = {ue LPO(Q) : D% € LPV(Q) pour tous |a| < m},

que [’on munit de la norme :

||u||m,p(.)7(ﬂ) - Z ||Dau||LP(-)(Q)

la|<m

L’espace W™PL)(Q) muni de la norme ||ul| () €st un espace normé.

m,p(.)

Proposition 2.1 /9]
Soient Q@ C R™ un ouvert borné, m € N* et les fonctions p(x) et q(x) vérifient les
conditions (1.2) et (1.4),

Sip(z) < q(x) p.p dans Q, alors
qu(-)(Q) SN me(-)(Q)
est continue.

preuve. Pour la preuve voir [9]
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Théoréme 2.2 [9/
Soient Q, p(-) vérifie la conndition (1.2) et m > 1, on a W™PL)(Q) est un espace de

Banach munit de la norme ||.||yym.o0 (q)-

preuve.
C’est immédiat que WP (Q) est un espace vectoriel, puisque |.|| Lo () €st une
norme (voir Proposition 1.4), ||.|lyym.s () est aussi une norme.

On veut montrer que W™?0)(Q) est complet.

Soit {f;} € W™PL)(Q) une suite de Cauchy. Alors pour chacun 0 < |a| < m,
comme ||[D*f; — D*fillpy < I f; = fillmpe), la suite D f; est une suite de Cauchy
dans LPU)(Q), puisque LPU)(Q) est complet (voir chapiter 1) il exist g, € LPM ()
tel que D®f; —> g, en norme. Soit g = gy € W™PL(Q), on utilise une définition
dans [9] et 'inégalité de Holder généralisée, on trouve D%g = g, avec 0 < |a| < m

et fj — g dans WP (Q) en norme.

Théoréme 2.3 [11/
Soit p(-) vérifie la conndition (1.2), L’espace W™PO)(Q) est un espace séparable si

p(-) est bornée, et réflexif si 1 < p~ < pt < 0.

preuve.

Pour la preuve voir [11].

Proposition 2.2 [11]
Soit p(-) vérifie la conndition (1.2). alors W™PL)(Q) — WP ().

loc

Si || < 00,alors Wm’p(')(Q) — WmP ().

preuve.

Pour la preuve voir [11].

Notation 2.4 [11]

La fermeture de C§°() dans ’espace W™PL)(Q) est bornée par ng’p(')(Q).
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Théoréme 2.5 [24] Soit Q@ C R* un ouvert bornné a frontiére lipschitzienne et
p € C(Q) avec p~ > 1, alors lijection
WmPL(Q) — L10(Q)

est continue pour tout fonction ¢ € C(Q) vérifient 1 < q(.) < pT(z), Vo € (Q).

preuve.

Pour la preuve voir [24].

36



Chapitre 3

Espaces d’Orlicz-Musielak

Dans ce chapitre nous présentons les espaces d’Orlicz-Musielak, un exemple d’es-
paces modulaire ot la modulaire est donnée par l'intégrale d’une fonction & valeurs
réelles. On donnera les propriétés basiques de ces espaces et on s’intéressera évide-
ment aux résultats d’approximations et théorémes d’injection. Pour plus de détails

voir [2],[5], [15] et [21].
3.1 Espaces de Orlicz

Définition 3.1 (Modulaire d’Orlicz) [5/, [15]

La fonctionnelle,
po: M(2) = 0,051f = po($) = [ S (@)
est une modulaire conveze sur M(Y) dite modulaire d’Orlicz.

Définition 3.2 (La condition A,) [15] On dit que la N—fonction N(u) satisfaite

la condition Ao, s’il existe une constante k > 0 telle que

N(2u) < kN(u), (u > ug)

pour une valeur positive de uy.

Exemple 3.1 1. La fonction N(s) = |s|In(|s| + 1) est satisfaite la condition
No. En effet, on peut vérifier aisément que N est une N-fonction et on a :

k=4
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1
2. On a aussi, la fonction N(s) = = |s|’, pour p > 1 est vérifiée la condition
p

No. En effet, on a k = 2P
Définition 3.3 (Classe d’Orlicz) [5/ On appelle classe d’Orlicz 'ensemble des
fonctions f € M(Q) vérifiant
[ ot < .
Q

On note LY(2) la classe d’Orlicz. c’est-a-dire
Ly(Q) = {f € M(Q) telle que/gcﬁ(f(a:))d,u < oo} .
Remarque 3.1 Lg(Q) n’est pas un espace vectoriel.
Définition 3.4 (Espace d’Orlicz) [5/ On définit Uespace d’Orlicz Ly(S2) par :
Ls(Q) = {feM(Q) telleque 3IX>0:\fe€Ly(Q)}
= {f € M(Q) telle que / d(MNf(x))dp < oo pour un certain A > O} :
Q
Remarque 3.2 L}(Q) C Ly(2) et L2(Q) C Ly()
Proposition 3.1 [5] L,(S2) est un espace vectoriel réel.

preuve.

1. Soient fiet fo € Ly(€2). Alors il existe Ay et Ay > 0 tels que py(A1 f1) < oo et

pg(A2fa) < oo.

Soit A = min(A1, A2). En utilisant la convexité et la croissance de ¢ on obtient,

A 1 1

[ oG fdn < [ 5008 +606) < [ F600R+o0) < .
Donc f1 + fa € Ly(Q).

2. Soit B € Ret f € Ly(€2), montrons que ff € Ly(2) D’aprés ce qui précede

onanf € Ly(2),Vn > 1. Comme R est archimédien alors V5 € R,3n € N*

tel que 8 < n et ainsi on obtient Sf € L,(£2). Par conséquent, L,(€2) est un

espace vectoriel réel.
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Définition 3.5 [5/ On définit l’espace d’Orlicz E4(Q2) comme suit
Ey(Q) ={f € M(Q) : ps(\f) < o0 pour chaque X\ > 0}.
1. Comme pour les espaces LP(S2) les espaces Ly () et E4(Q) correspondent auz

espaces Ly(2) et £,() quand les fonctions égales o — p.p sont identifiées.

2. Dans la définition des espaces d’Orlicz on a considéré une N-fonction, en
fait on peut prendre une fonction d’Orlicz. On s’est restreint aux N-fonctions
pour l’étude des propriétés de ces espaces.

3. L’espace E4(Q2) est un sous espace de Ly(S2) il est parfois appelé "petit espace

d’Orlicz" et Ly(Q2).le "grand espace d’Orlicz.

Proposition 3.2 /5] On a E,(2) = L,(2) si et seulement si ¢ € Ay(00).

preuve.
Si ¢ ¢ Ay,alors il existe une suite (ag )y croissante vers 'infini telle que ¢(a;) > (gF)
i
et
1 k
10} 1+E ag | > 2 gb(ak),VkEN,
avec e >0, FF € Y et u(F) > 0.
Soit (Fy)r une suite de sous-ensembles disjoints de F'tel que ¢(ag)u(Fi) = %
Soit fr, = > 52, 1 axXFy, alors
ps(fn) = / ¢ < Z GkXFk> dp
Q k=n+1
= Z ¢(ar) u(Fr)
k=n+1
= 2in—>0 quand n — o0,
Donc f, € L4(£2).
1
D’autre part, VI > 1, pour ng € N tel que [ > 1 + — on a pour tout n > ny,
o
(o.9) 1 o0 (0.9]
po(lfn) > D ¢ ((1 + E) ak> n(E) > S Fo(a)uF) = Y e=co
k=n+1 k=n-+1 k=n+1
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Dou f,, € E,(2),Vn € N.

3.2 Normes sur les espaces d’Orlicz

[2] Dans la théorie des espaces d’Orlicz, trois normes sont apparues. Dans les

années trente Orlicz a introduit la norme,

110 = sup{ [ 15000 g € L9 0) < 1},

dite norme d’Orlicz, puis Nakano (1950). Morse-Transue (1950) et Luxemburg
(1955) ont considéré une autre norme, qui est parfois appelée la norme de Luxemburg-
Nakano mais généralement dans la littérature, elle est appelée la norme de Luxem-
burg. Cette norme est la fonction de Minkowski (la jauge) de la boule unité pour

la modulaire d’Orlicz py. C’est-a-dire,

||f\|¢=inf{A 0 p (§) < 1}.

Approximativement a4 la méme époque, . Amemiya a considéré la norme,

, 1
1£1ls = nfisor [1+ps(kf)]
dite norme d’Amemiya.

Définition 3.6 (Norme d’Orlicz) Soit f € Ly(2) alors,

110 = sup{ L1100 g € L9, 0) < 1},

est une norme sur l'espace Ly(2) dite norme d’Orlicz.

Démonstration. voir l’exercice 4.2 page 69 [5].

Définition 3.7 (Norme de Luxemburg) Soit f € Ly(Q2) alors,

I, =ins {3 =050 (§) <1}

est une norme sur l'espace Ly(S2) dite norme de Luzemburg. Démonstration. voir

Uezercice 4.3 page 71 [5].
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Définition 3.8 (Norme d’Amemiya) Soit f € L,(S2) alors,

1712 = infisor 1+ ol

est une norme sur l'espace Ly(§2) dite norme d’Amemiya.

3.3 Fonctions d’Orlicz et fonctions d’Orlicz généra-
lisées
Définition 3.9 (Fonction d’Orlicz) [5] (¢-fonction ) Soit ¢ : [0, 00— [0, 0]
telle que,
1. ¢ est conveze et continue d gauche, ¥t €]0, +00.
2. (0) = 0.
3. i t)=0; l t) = .
dim o) =05 lim o(t) = +oo

Une telle fonction ¢ est appelée ¢-fonction ou fonction d’Olicz, elle est dite

positive si p(t) > 0 pour tout t > 0.

Remarque 3.3 1. ¢ peut prendre des valeurs infinies et peut s’annuler en de-

hors de zéro.
2. Toute ¢-fonction est semi continue inferieurement.

3. Toute ¢-fonction est croissante sur [0, +o0l.
En effet, si on prend 0 < t; <ty alors

to — t t
QO(tl) = @ 2 ! x 0+ —th
to 19

to — 11 t
—0(0) + Lo(ta)
2 2

©(t2)

IN

IN

3.4 Fonctions d’Orlicz généralisées

Définition 3.10 (¢-fonction généralisée ) [15/

Soit (£2,>°, ) un espace mesuré, avec p une mesure o-finie compléte. La fonction
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@ Q x [0, +oo[—> [0, +0o0] est dite fonction d’Orlicz généralisée ou fonction

de Musielak-Orlicz, et on ecrit ¢ € ¢(2, p).

Notation 3.1 5i§2 est un ouvert de R™ et yu la mesure de Lebesgue sur R™, on écrit

simplement ¢ € ¢(£2).
3.5 Espaces d’Orlicz-Musielak

Soit (£2,) ", ) un espace mesuré avec p une mesure o—finie complete. On note
par M (€2, 1) I'ensemble des fonctions yu— mesurables sur 2 valeurs dans R modulo

la relation d’équivalence <= up.p >.

3.5.1 Modulaire d’Orlicz-Musielak

Le lemme suivant montre que toute ¢—fonction généralisée, génére une semi

modulaire sur I’ensemble des fonctions mesurables M (€, u).

Lemme 3.1 [2] Soient o € ¢(S2, 1) et f € M(S2, p)alors

1. La fonction :

Q — [0, 0]

y — oy, |f(W)]),
est mesurable.

2. La fonction p, définie ainsi
py : R — [0, o0

f e polf) = / o, | F ) di,

est une semi modulaire sur M (S, ), dite semi modulaire induite par ¢. De
plus, si @ est positive, alors p, est une modulaire dite modulaire de Musielak-

Orlicz.
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3.5.2 Espaces d’Orlicz-Musielak

Définition 3.11 (Classe de Musielak-Orlicz) [2/

Soit o € ¢(Q2, ), on définit la classe de Musielak-Orlicz comme suit

L5 p) = {f € L?(Q, 1), pp(f) < +o0}.

Remarque 3.4 La classe de Musielak Orlicz n’est pas un espace vectoriel.
Définition 3.12 [2/ Soient ¢ € ¢(€2, u) et

polf) = / oy, 1F )iV f € M9, p),

alors l’espace semi modulaire

L2 u) = {f e M, u),p,(Af) < +oopour un certain\ > 0}
= {f e M(Q,p), lim p,(\f) < 4ocopour un certain) > 0} .
A—>r+o0
Est appelé espace d’Orlicz-Musielak, dit aussi espace d’Orlicz généralisé. On va

maintenant définir un sous espace de L?(S), 1), appelé aussi espace de Musielak

-Orlicz, et est noté E¥(Q, ).

Définition 3.13 /2] Soit ¢ € ¢(2, 1), on definit l’espace de Musielak-Orlicz E¥(S2, )
comme suit

ESD(Q?M) = {f S L@(Qﬁub)vp@()‘f) < 0OVA > 0} '

Remarque 3.5 Si ) est un ouvert de R"L?(Q2, ), LL.(Q2, ) et E¥(S2, ) sont notés
respectivement L?(Q), L.(Q) et E2(Q).
Remarque 3.6 De la définition de L¥(Q, p), LZ.(Q, pn)et E¥(Q, 1) on a
1. E?(Q,p) C LE, (8, p) C LP(Q, ).
2. LE.(Q, ) est conveze.
3. E?(Q, ) est le plus grand sous espace fermé de LE.(S2, ).
4. L?(Q, ) est le plus petit espace vectoriel de M (2, 1) qui contient L. (2, u).
5. E¥(Q,u) = LE(Q, u) = L¥(Q, ) si et seulement si ¢ € Ns.
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3.5.3 Normes sur les espaces d’Orlicz-Musielak

Dans les espaces de Musielak-Orlicz L#(€2, ;1) on définit trois normes, qui sont
ap- pelées norme d’Orlicz, norme de Luxemburg et norme d’Amemiya. Ces normes

sont définies comme suit :

Définition 3.14 /2]

Soit f € L¥(Q, u) alors,

1.
1112 = sup{ [ 1£0001du: g € 1@, prte) <1
Q
est une norme sur ’espace L?(S), ) dite norme d’Orlicz.
2.
. AP
71, =inf x> 0p, (5) <1},
est une norme sur l'espace L¥ (82, p) dite norme de Luzemburyg.
3.
72 = inf 7 [1+ p (k)
‘ HSD_;:I;OI{I[ +p‘P ]
est une norme sur l’espace L¥(Q), ) dite norme d’Amemiya.
Remarque 3.7 1. La norme d’Orlicz et celle de Luzemburg sont équivalentes,

comme le montrent les inégalités suivantes :

11, < A1 < 21011,
2. La norme d’Amemiya est une autre écriture de la norme d’Orlicz, ¢’est d dire
o A
11l = LI -
Inégalité de Holder|2]

Lemme 3.2 Soit ¢ € ¢(2, 1) , alors

[ 1V lgldu <2151,
pour toute f € L?(Q, u) et € L9 (Q, i)
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preuve.

Pour la preuve voir [2].
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Conclusion et perspectives

Dans cette thése, on a présenté une étude sur les espaces de Lebesgue et de
Sobolev a exposants variables et et leur propriétés basiques.

Ce travail souléve un certain nombre de questions qui méritent d’étre appro-
fondies par la suite. Par exemple, il serait judicieux de penser en perspective aux
suivantes :

-Sous quelles conditions 'ensemble C5°(R) est dense dans W™P0)(R) ?

-Caractériser le dual de LPU)(Q) quand p™ = 400 ?

-Trouver un ensemble dense dans W™?()(Q) quand p* = +o0 ?
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Abstract

The work presented in this memory focuses on the study of some properties of
Lebesgue and Sobolev spaces, LP®) and W'P®)  where p is a real-valued function.
These results provide the necessary framework for the study variational problems,
elliptic and parabolic equations with non-standard growth conditions depends on
p(z), which has been the subject of intense research in recent years.

keywords : Variable exponents, Lebesgue spaces, Sobolev spaces, Orlicz spaces,
Orlicz-Musielak spaces, Sobolev embeddings.

Résumé

Les travaux présentés dans ce mémoire, portent sur I'étude de quelques pro-
priétés des espaces de Lebesgue et de Sobolev & exposant variable ( généralisés ).
Ces résultats fournissent le cadre nécessaire a I’étude de problémes variationnels et
d’équations elliptiques paraboliques avec des conditions de croissance non standard
depend de p(x), qui ont fait I'objet d’intenses recherches au cours des derniéres an-
nées.

mots-clés : Exposant variable, espace de Lebesgue, espace de Sobolev, espace d’Or-
licz, espace d’Orlicz-Musielak, inejection de Sobolev.
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