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Introduction

La notion de produit tensoriel d’espaces métriques nouvellement crée a été introduite en

2015 par M.-G. Cabrera-Padilla, J.-A. Chávez-Domínguez, A. Jiménez-Vargas et Moises Vil-

legas Vallecillos dans [CCJV15] comme une généralisation du cas linéaire. Dans ce mémoire,

nous allons éclaircir cette généralisation. Notre travail se compose de trois chapitres.

Le premier chapitre est consacré aux rappels sur les espaces métriques et les opérateurs

lipschitziens, tels que quelques défnitions et propriétés des espaces métriques (l’espaces

métriques linéaires et le produit des espaces métriques), puis nous donnons des préliminaires

concernant quelques propriétés telles que les opérateurs lipschitziens (les espaces retracts,

le prédéal de Lip0(X) et l’adjoint d’opérateurs lipschitziens) [Wea99].

Le deuxième chapitre est dédié aux produits tensoriels d’espace de Banach. Dans la

premiére et deuxième parties de ce chapitre on donne la définition et quelques propriétés

fondamentales sur les opérateurs bilinéaires et le produit tensoriel E ⊗ F (produit tensoriel
algébrique et norme tensorielle). Dans la troisième parties nous étudions la norme tensorielle

injective et projective et nous terminerons ce chapitre par quelques propriétés sur le produit

tensoriel injectif et projectif. Il sera étudié comme base pour le troisième chapitre.

Dans le troisième chapitre, on étudiera le produit tensoriel lipschitzien, nous commencer

par donner quelques notions utiles pour la suite. Puis, on donnera la norme injective lip-

schitzienne ε définie par la formule pour chaque u ∈ X � E on a

ε(u) = sup

{∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(f(xi)− f(yi)) 〈ϕ, ei〉
∣∣∣∣∣ : f ∈ BX# , ϕ ∈ BE∗

}

1



Introduction

où u =
n∑
i=1

δ(xi,yi) � ei avec δ(xi,yi) (f) = f(xi) − f(yi) et cette norme ne dépend pas de

la représentation qui n’est pas unique; toujours dans le cas lipschitzien suivi de quelques

propriétés. On enchainera notre chapitre par l’étude de produit tensoriel projectif muni de

la norme π définie pour chaque u ∈ X � E par

π(u) =

{
inf

n∑
i=1

d(xi, yi) ‖ei‖
}

et les propriétés qui s’y ramènent.

On termine dernier notre mémoire par la conclusion qui consiste à comparer les deux

notions linéaires et non linéaires.
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Chapitre 1

Espaces métriques et opérateurs

lipschitziens

Dans ce chapitre, on donnera quelques préliminaires et quelques propriétés générales qui

concerne les espaces métriques et les opérateurs lipschitziens.

1.1 Les espaces métriques

La notion d’espaces métriques a été introduite par Maurice Fréchet dans sa thèse

de doctorat d’"Etat" en 1906. Il a été parmi les premiers qui ont utilisé le mot espace

métrique. Pour tout ce qui concerne ce chapitre, on pourra consulter l’excellent livre de

Weaver [Wea99]

Définition 1.1.1 Soit X un ensemble non vide. On dira que d est une distance sur X si d

est une application du X2 dans R+ telle que pour tous x, y, z ∈ X on a

(i) d(x, y) = 0⇐⇒ x = y (Séparation).

(ii) d(x, y) = d(y, x) (Symétrie).

(iii) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (Inégalité triangulaire).

Définition 1.1.2 Soit (X; dX ; e) un espace métrique pointé (i.e., e un élément neutre ou

distingué, on prend 0 si X est normé). On note par

M0 = {espaces métriques complets pointés}.
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1.1. Les espaces métriques

Exemple 1.1.1 1.Etant donné un espace métrique (X, d), la distance produit sur X ×X ,

définie par δ((x, y), (x′, y′)) = max(d(x, x′), d(y, y′)).

2.La distance triviale (ou discrète), ∀x 6= y alors d(x, y) = 1.

Définition 1.1.3 Un espace métrique (X, d) est dit discret s’il existe δ > 0 tel que

∀x, y ∈ X, d(x, y) ≥ δ.

Un espace métrique discret est dit localement fini si pour tout a ∈ X et r > 0, l’ensemble

{x ∈ X, d(x, a) ≤ r} est fini.

Définition 1.1.4 Soit X un espace vectoriel. Une métrique d sur X est dite invariante si,

et seulement si, pour tous x, y, z ∈ X

d(x+ z, y + z) = d(x, y).

Définition 1.1.5 Un espace métrique (X, d) est dit métriquement convexe si pour tous

x, y ∈ X et 0 < t < 1, il existe xt ∈ X tel que

d(x, xt) = td(x, y)

et

d(xt, y) = (1− t)d(x, y).

1.1.1 Espaces métriques linéaires

Définition 1.1.6 Soit X un espace vectoriel muni d’une métrique invariante. L’espace

(X, d) est dit espace métrique linéaire si les opérations algebriques sur X sont continues.

1.1.2 Produit des espaces métriques

Définition 1.1.7 Soit {(Xi, dxi, ei), i ∈ I} une famille des espaces métriques dans M0,.

On définit (Π∞Xi, d, e) l’ensemble des éléments x = (xi) tels que sup
i∈I

dXi (xi, ei) < ∞,avec
la métrique

d(x, y) = sup
i∈I

dXi (xi, yi) .

et l’élément distingué e = (ei)i∈I .

On a (Π∞Xi, d, e) ∈M0.

4



1.2. Les opérateurs lipschitziens

Exemple 1.1.2 Le produit
∏∞

R est l∞ (R).

1.2 Les opérateurs lipschitziens

Définition 1.2.1 Une application f : (X, d)→ (Y, ρ) est dit lipschitzienne s’il existe k > 0

tels que

∀x, y ∈ X; ρ(f(x), f(y)) ≤ k d(x, y).

On dit aussi qu’elle est k-lipschitzienne.

• Si k = 1, f est dite non expansive.

• Si k < 1, f est dite une contraction.

Pour une fonction lipschitizienne f, on définit la constante de Lipschitz par:

||f ||Lip = Lip(f)

= sup
x 6=y

ρ(f(x), f(y))

d(x, y)

= inf{k, k vérifiant la définition}.

Définition 1.2.2 Soit (X, e1, d) et (Y, e2, δ) deux espaces métriques, on dit que f : X −→
Y préserve l’elément distingué si : f(e1) = e2.

Définition 1.2.3 Soient (X, d1),(Y, d2) deux espaces métriques. Une application f : X →
Y est un isomorphisme lipschitizien si f est bijective et f et f−1lipschitiziennes.

Elle est un isomorphisme isométrique si

d2(f(x), f(y)) = d1(x, y).

Notation 1.2.1 X est Lipschitz isomorphe à Y ⇔ X ∼= Y.

X est Lipschitz isométrique à Y ⇔ X ≡ Y.

Définition 1.2.4 Soient (X, d1), (Y, d2) deux espaces métriques. On appelle plongement

lipschitzien de X dans Y s’il existent c1, c2 > 0 tel que pour tous x, y ∈ X, on a
1

c2

d1(x, y) ≤ d2(f(x), f(y)) ≤ c1d1(x, y).

Remarque 1.2.1 L’application f est un plongement isométrique si c1 = c2 = 1.

5



1.2. Les opérateurs lipschitziens

1.2.1 Les espaces retracts

Définition 1.2.5 Soit X un espace métrique et E une partie de X. Une application lip-

schitzienne P : X −→ E est dit "Lipschitz retractation" si P�E = IdE Dans ce cas, on

dira que E est l’espace retract de X. Un espace métrique E est dit espace retract absolu s’il

est un espace retract de tout espace métrique qui le contient.

∀E ⊂ X, ∃P : X −→ E retractation.

Proposition 1.2.1 Soit Y un espace métrique. Alors les propriétés suivantes sont équiva-

lentes

(i) L’espace Y est un espace retract absolu.

(ii) Pour tout métrique X, pour tout E ⊂ X et toute fonction lipschitzienne f : E −→ Y

s’étend à f̃ : X −→ Y lipschitzienne.

X

i ↑
f̃

↘
E

f−→ Y

(iii) Pour tout Z espace métrique tel que Y ⊂ Z, pour tout espace métrique F , alors toute

fonction lipschitzienne f : Y −→ F se prolonge à une fonction lipschitzienne f̃ : Z −→ F.

Z

i ↑
f̃

↘
Y

f−→ F

1.2.2 L’espace Lip0(X, Y )

Définition 1.2.6 Soit (X, dX , e) un espace métrique pointé. Pour tout espace de Banach E,

nous désignons par Lip0(X,E) l’espace de toutes les applications lipschitziennes f : X −→ E

nulles au point e.

Lip0(X, Y ) = {f : X → E lipschitziennes telles que f(e) = 0} .

On le munit de la norme

Lip (f) = sup
x 6=y

dY (f (x)− f (y))

dX (x, y)
.

6



1.2. Les opérateurs lipschitziens

Si E = R alors Lip0(X,E) = Lip0(X,R) = Lip0(X) = X#.

L’espace Lip (X) est un espace de Banach, pour tout espace métrique X pointé.

1.2.3 Le prédéal de Lip0(X)

Définition 1.2.7 Soit X un espace de Banach. On dira que V est un prédual de X si

V ? ≡ X.

Soit X ∈M0 i.e., X est un métrique complet à élément déstingué, X = (X, d, e).

X] = Lip0(X) = {f : X −→ R lipschitziennes telles que f(e) = 0} .

Définition 1.2.8 Soit (X, d) un espace métrique, soit X̃ l’ensemble {(x, y) ∈ X2 : x 6= y} .Pour
toute f : X −→ K (= R ou C), on définit

ϕ(f)(x, y) =
f(x)− f(y)

d(x, y)
.

De Leew’s map est l’application

ϕ : Lip0(X) −→ L∞(χ̃)

f 7−→ ϕ(f)

et on a Lip(f) = ‖ϕ(f)‖L∞(χ̃) .

1.2.4 Adjoint d’operateurs lipschitziens

Dans cette sous section on étudiera l’adjoint d’operateurs lipschitziens nous commençons

par rappeler la définition et les propriétés de l’espace d’Arens-Eells.

Définition 1.2.9 Soit (X, d, e) un espace métrique pointé, une molucule sur X est une

fonction m : X −→ R a support fini satisfaisant
∑

x∈supp(m)

m(x) = 0.

On note parM(X) l’espace vectoriel des molécules sur X. On peut écrire

m =
l∑

j=1

λj(1{xj} − 1
{
x′j
}

)

et

m =
l∑

j=1

λjmxjx′j
.

7



1.2. Les opérateurs lipschitziens

La condition
n∑
i=1

m(xi) = 0, mais assure que cette réprésentation existe.

On pose.

‖m‖M(x) = inf

{
l∑

j=1

|λj| d(xj, x
′
j) sur toute les réprésentation

}
.

Il s’ensuit que ‖.‖M(X) est une norme sur l’espaceM(X). On note par Æ(X, dX) le complété

de l’espace normé (M(X), ‖.‖M(X)).

Proposition 1.2.2 L’application.

iX : X −→ Æ(X)

x −→ iX(X) = 1{x} − 1{e}.

= mxe.

est isométrie.

Théorème 1.2.1 Soit X un espace métrique pointé, alors Lip0(X) =Æ(X)?.

Proposition 1.2.3 Soit X ∈M0.

1.pour toute molécule m, on a ‖m‖Æ(X) = sup
f∈B

X”

|〈m, f〉| .

2. ‖.‖Æ(X) est la plus grand semi norme surM(X) qui satisfait.

∥∥1{x} − 1{y}
∥∥
Æ(X)

= d(x, y),∀x, y ∈ X.

Théorème 1.2.2 (Linéarisation) Soit X un espace métrique pointé, soit E un espace de

Banach et soit T : X −→ E un opérateur lipschitzienne et f(0) = 0, alors il existe unique

opérateur linéaire borné u :Æ(X) −→ E, tel que T : u ◦ iX et ‖u‖ = Lip(u).

Æ(X)

iX ↑ ↘ u

X
T−→ E

8



1.2. Les opérateurs lipschitziens

Soit X, Y deux espaces métriques pointés. Sawashima in [Saw75] a défini l’adjoint

lipschitzien (ou dual) T# : Lip0(Y ) −→ Lip0(X) d’une application lipschitzienne T ∈
Lip0(X, Y ) par la formule

T# : Lip0(Y ) −→ Lip0(X)

g 7−→ T#(g) = g ◦ T
.

Il a montré que T# est un opérateur linéaire continue et que∥∥T#
∥∥ = Lip(T ) =

∥∥T# |Y ∗
∥∥ (Si Y est un espace de Banach).

Nous allons montrer que T# correspond à une manière canonique de l’habituelle adjoint de

l’opérateur linéaire attaché à T par la théorème de linéarisation i.e., T# |Y ∗= T ∗L.

Lip0(E)
T#−→ Lip0(X)

p ↓ T ∗L ↗
E∗

Soit S,R est l’isométriques linéaire entre les espaces Lip0(X) et F∗ (X, dX), et Lip0(Y ) et

F∗ (Y, dY ) .

Théorème 1.2.3 Nous avons f # = S ◦ϕ(f)∗ ◦R−1 ou équivalente ϕ(f)∗ = S−1 ◦ f# ◦R,
i.e., les schémas suivants sont commutatifs

Æ (Y, dY )∗
ϕ(f)∗−→ Æ (X, dX)∗

R−1 ↑ S ↓

Lip0(Y )
f#−→ Lip0(X)

ou équivalente

Æ (Y, dY )∗
ϕ(f)∗−→ Æ (X, dX)∗

R ↓ S−1 ↑

Lip0(Y )
f#−→ Lip0(X)

Théorème 1.2.4 (Lindenstrauss, forme faible) Soit F est un espace de Banach. Alors

il existe une projection linéaire PF : F# −→ F ∗ avec ‖PF‖ = 1.

9



1.2. Les opérateurs lipschitziens

En fait, nous aurons besoin de la suite à un renforcement de ce résultat.

Théorème 1.2.5 (Lindenstrauss, forme forte) Soit F est un espace de Banach et E ⊂
F un sous espace de dimension finie. Alors il existe des projections linéaire 1-norme PF :

F# −→ F ∗ et PE : E# −→ E∗tel que, pour chaque f ∈ F#

PE(f/E) = (PFf)/E.

De manière équivalente, si nous désignons par R# : F# −→ E# et R∗ : F −→ E la

restriction des opérateurs.

PER
# = R∗PF .

10



Chapitre 2

Produit tensoriel des espaces de

Banach

2.1 Introduction

Soient (E, ‖.‖E), (F, ‖.‖F ) deux espaces de Banach sur le même corps K.On note par

L (E,F ) l’espace vectoriel des applications linéaires de E dans F et par B (E,F ) l’espace de

Banach des applications linéaires borné de E dans F. Le produit tensoriel est la solution de

problème universel: si qui consiste à linéairisé les opérateurs bilinéaire i.e., la simplification

de la application bilinéaire on application linéaire.

2.1.1 Les opérateurs bilinéaires

Dans cette sous section E, F et G désignent des espaces de Banach sur le même corps

K (= R ou C).

Définition 2.1.1 ([DF93]) Une application

T : E × F −→ G

est dit bilinéaire s’il est linéaire par rapport à chaque composante. On note L (E × F ;G)

l’ensemble de toutes les applications bilinéaires définies de E × F dans G. On définit les

11



2.1. Introduction

opérations linéaires suivantes

(T1 + T2) (x, y) = T1 (x, y) + T2 (x, y)

(αT ) (x, y) = αT (x, y)

ce qui donne à L (E × F ;G) une structure d’espace vectoriel.

Un opérateur bilinéaire T : E × F −→ G est dit continue si,et seulement si, il existe une

constante C � 0 telle que

∀ (x, y) ∈ E × F : ‖T (x, y)‖ ≤ C ‖x‖ ‖y‖ .

Un résultat classique montre que T est continue si, et seulment si, T est continue séparément

(i.e., Tx, Ty sont continues) [DF93].

Exemple 2.1.1 ([DF93]) (1) Application de la convolution

T : L1 (R)× L1 (R) −→ L1 (R)

(f, g) 7−→ T (f, g) = f ∗ g

est bilinéaire.

(2) Soit K est un espace de Hausdorff compact et E est un espace de Banach. Alors

T : C (K)× E −→ C (K,E)

(f, x) 7−→ T (f, x) = f (.)x

est bilinéaire.

2.1.2 Propriétés

On note par L (E × F ;G) l’espace vectoriel des applications bilinéaires continues. Si

G = K on notera L (E × F ;K) = L (E × F ) l’espace des formes bilinéaires sur E × F. On
munit l’espace L (E × F ;G) de la norme suivante

‖T‖ = sup
x∈BE ,y∈BF

‖T (x, y)‖ .

Proposition 2.1.1 Si F est espace de Banach, alors l’espace L (E × F ;G) est un espace

de Banach.

12



2.2. Produit tensoriel E ⊗ F

• Nous désignons parBil(E×F ;G) l’espace de Banach de tous les opérateurs bilinéaires

T : E × F −→ G munit de la norme

‖T‖ = sup {T (x, y) : ‖x‖ = 1, ‖y‖ = 1} .

• L’espace Bil(E,F ;R) est is isométriquement isomorphe à L(E,F ∗) [DF93] en effet,

Bil(E,F ;R) −→ L(E,F ∗)

T 7−→ R (T ) (〈R (T )x, y〉 = T (x, y))
‖T‖ = sup {T (x, y) : ‖x‖ = ‖y‖ = 1} = sup {‖R (T )x‖ : ‖x‖ = 1} = ‖R (T )‖

L(E,F ∗) −→ Bil(E,F ;R)

ϕ 7−→ S (ϕ) (S (ϕ) (x, y) = 〈ϕ (x) , y〉)

2.2 Produit tensoriel E ⊗ F

2.2.1 Produit tensoriel algébrique

Les espaces de Banach sont sur le corps K(= R ou C). Soient E,F des espaces de

Banach (K = R or C). Une paire (H,T ) d’espaces de Banach et T ∈ Bil(E,F ;G) est dite

produit tensoriel de E,F si pour tout espace de Banach G et tout S ∈ Bil(E,F ;H) il existe

une unique ϕ ∈ L(H,G) avec S = ϕ ◦ T [DF93].

E × F T−→ G

S ↓ ↗ ϕ

H

En d’autres termes l’application linéaire

L(H,G) −→ Bil(E,F ;H)

χ 7−→ S

est bijective pour tout G.

Soient E,F deux espaces de Banach. Soient x ∈ E, y ∈ F. On définit x⊗y comme étant
une forme linéaire sur l’espace de formes linéaires L (E,F ) comme suit

13



2.3. Norme tensorielle injective et projective

∀T ∈ L (E × F ) : x⊗ y (T ) = 〈T, x⊗ y〉 = T (x, y) .

On note E ⊗ F l’espace vectoriel engendré par les éléments de la forme x⊗ y avec x ∈ E
et y ∈ F. L’espace E ⊗ F s’appelle espace de produit tensoriel algébrique de E et F . On

peut repésenter cet espace sous la forme suivante:

E ⊗ F =

{
n∑
i=1

xi ⊗ yi : n ∈ N∗, xi ∈ E, yi ∈ F
}
.

2.2.2 Normes tensorielles

Soit α une norme sur l’espace vectoriel E ⊗ F . La norme α est dite raisonnable si pour
tout élément élémentaire x⊗ y on a

α (x⊗ y) = ‖x‖ ‖y‖ .

Soit α une norme raisonnable définie sur E⊗F. De la formule on peut conclure que pour

tout élément u ∈ E ⊗ F tel que u =
n∑
i=1

xi ⊗ yi on a

α (u) = α

(
n∑
i=1

xi ⊗ yi

)
≤

n∑
i=1

‖xi‖ ‖yi‖

≤ inf

{
n∑
i=1

‖xi‖ ‖yi‖
}

où l’infimum est pris sur toutes les représentations de u.

2.3 Norme tensorielle injective et projective

Pour plus d’informations sur cette section, nous pouvons consulter l’excellent livre

[Rya01]
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2.3. Norme tensorielle injective et projective

2.3.1 Norme tensorielle injective

Nous rappelons quelques notations.

F(E,F ) = {opérateurs linéaires T : E −→ F : il existe {Tn} ⊂ F(E,F ) avec ‖T − Tn‖ −→ 0},
T : E ↪→ F , T injective,

T : E
1
↪→ F , T isométrie injective.

Notons que les éléments du produit tensoriel E ⊗ F peuvent étre vu comme des formes

bilinéaires sur l’espace E∗ × F ∗. Si
n∑
i=1

xi ⊗ yi une représentation quelconque de u, alors la

forme bilinéaire associée est donnée par

Bu (x∗, y∗) =

n∑
i=1

x∗ (xi) y
∗ (yi) .

On constate donc que E ⊗ F se plonge canoniquement dans l’espace des formes bilinéaires

L (E∗ × F ∗). On définit donc la norme injective sur E⊗F comme étant la norme induite par
ce polongement. Autrement dit, on voit tout élément de E⊗F comme une forme bilinéaire

de L (E∗ × F ∗) puis on calcul sa norme correspondante. En effet, soit u =

n∑
i=1

xi⊗yi ∈ E⊗F,

sa norme dans L (E∗ × F ∗) est

‖u‖L(E∗×F ∗) = sup
x∗∈BE∗ ,y∗∈BF∗

|Bu (x∗, y∗)|

= sup
x∗∈BE∗ ,y∗∈BF∗

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

x∗ (xi) y
∗ (yi)

∣∣∣∣∣ .
Définition 2.3.1 La norme injective ε sur les produit tensoriel E ⊗ F de deux espaces de

Banach E et F est

ε (u) = sup
‖x∗‖=‖y∗‖=1

{∣∣∣∣∣
n∑
i=1

〈xi, x∗〉 〈yi, y∗〉
∣∣∣∣∣ : u =

n∑
i=1

xi ⊗ yi

}
.

Exemple 2.3.1 1- Nous avons E⊗F ↪→ F(E∗, F )
1
↪→ L(E∗, F )

1
↪→ (E∗ ⊗π F ∗)∗. Il s’ensuit

que

E ⊗ε F
1
↪→ L(E∗, F ).

De même

E∗ ⊗ε F = F(E,F )
1
↪→ L(E,F )

15



2.3. Norme tensorielle injective et projective

et donc

E⊗̂εF
1
= F(E,F ).

2- Rappelons que ext(BC(K)) = { Les fonctionnels de Dirac δt (pour t ∈ K)}. Soit u dans
C (K)⊗ E. Nous avons

‖u‖ε = sup
‖x∗‖=1

sup
t∈K

{∣∣∣∣∣
n∑
i=1

〈fi, δt〉 〈xi, x∗〉
∣∣∣∣∣ : u =

n∑
i=1

fi ⊗ xi

}

= sup
‖x∗‖=1

sup
t∈K

{∣∣∣∣∣
n∑
i=1

〈fi (t)〉 〈xi, x∗〉
∣∣∣∣∣ : u =

n∑
i=1

fi ⊗ xi

}

= sup
t∈K

{
‖u(t)‖E : u =

n∑
i=1

fi ⊗ xi

}
= ‖u‖C(K,E)

où C (K,E) est l’espace des fonctions continues à valeurs E. Donc

C (K)⊗ε E
1
↪→ C (K,E) .

On pourra montrer que

C (K) ⊗̂εE
1
= C (K,E) .

Remarque 2.3.1 la norme injective est une norme induite de celle de l’espace des formes

bilinéaires, i.e.; elle vérifie toutes les hypothéses des normes classiques.

Notation 2.3.1 On note E ⊗ε F le produit tensoriel E ⊗ F muni de la norme injective.

Le complété de E ⊗ε F pour cette norme sera noté
∧

E ⊗ε F , qu’on appelle produit tensoriel
injective de E et F .

Proposition 2.3.1 Soient E,F deux espaces de Banach, alors

(a) Pour tout u de E ⊗ F on a ε (u) ≤ π (u) .

(b) ε (x⊗ y) = ‖x‖ ‖y‖ pour chaque x ∈ E, y ∈ F.
(c) Si x∗ ∈ E∗, y∗ ∈ F ∗, alors x∗ ⊗ y∗ est une forme linéaire bornée sur

∧
E ⊗ε F et

‖x∗ ⊗ y∗‖ = ‖x∗‖ ‖y∗‖ .

Preuve. (a) Soit u ∈ E ⊗ F, nous avons
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2.3. Norme tensorielle injective et projective

ε (u) = sup
x∗∈BE∗ ,y∗∈BF∗

{∣∣∣∣∣
n∑
i=1

x∗ (xi) y
∗ (yi)

∣∣∣∣∣
}

≤
n∑
i=1

‖xi‖ ‖yi‖ ,

en prenant l’infimum sur toutes les représentations de u, on trouve

ε (u) ≤ π (u) .

(b) Nous avons

ε (x⊗ y) = sup
x∗∈BE∗ ,y∗∈BF∗

|x∗ (x) y∗ (y)|

= sup
x∗∈BE∗

|x∗ (x)| sup
y∗∈BF∗

|y∗ (y)|

= ‖x‖ ‖y‖ .

(c) Soient x∗ ∈ E∗, y∗ ∈ F ∗, l’action de x∗ ⊗ y∗ sur un élément u ∈
∧

E ⊗ε F est donnée par

x∗ ⊗ y∗ (u) =
n∑
i=1

x∗ (xi) y
∗ (yi) .

Alors, on a d’une part

‖x∗ ⊗ y∗‖ = sup
ε(u)≤1

|x∗ ⊗ y∗ (u)|

= sup
ε(u)≤1

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

x∗ (xi) y
∗ (yi)

∣∣∣∣∣
≤ ‖x∗‖ ‖y∗‖ sup

ε(u)≤1

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

x∗

‖x∗‖ (xi)
y∗

‖y∗‖ (yi)

∣∣∣∣∣
≤ ‖x∗‖ ‖y∗‖ sup

ε(u)≤1

ε (u) = ‖x∗‖ ‖y∗‖ .

D’autre part,

‖x∗‖ ‖y∗‖ = sup
‖x‖≤1,‖y‖≤1

|x∗ (x) y∗ (y)|

= sup
‖x‖≤1,‖y‖≤1

|x∗ ⊗ y∗ (x⊗ y)|

≤ sup
ε(u)=1

|x∗ ⊗ y∗ (u)| = ‖x∗ ⊗ y∗‖ .

Et ceci termine la démonstration.
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2.3. Norme tensorielle injective et projective

2.3.2 Norme tensorielle projective

Dans cette sous section, on donnera la norme projective π sur E ⊗ F , et quelques

propriétés de cette norme pour les espaces de Banach E,F,G

Définition 2.3.2 Soient E,F deux espaces de Banach. La norme projective π sur E⊗F
est définie comme suit

π (u) = inf

{
n∑
i=1

‖xi‖ ‖yi‖ : u =

n∑
i=1

xi ⊗ yi

}

ou l’infimum est pris sur toutes les représentations u =

n∑
i=1

xi ⊗ yi, n ∈ N.

On note par E ⊗π F = (E ⊗ F, π) et par E⊗̂πF le complété de E ⊗π F. Nous avons
(1).Bil(E,F ;G) = L(E ⊗π F,G) isométriquement.

(2).(E ⊗π F )∗ = Bil(E,F ;R) = L(E,F ∗).

(3).π (x⊗ y) = ‖x‖ ‖y‖ .
(4).Si Ti ∈ L(Ei, Fi), alors

‖T1 ⊗ T2 : E1 ⊗π E2 −→ F1 ⊗π F2‖ ≤ ‖T1‖ ‖T2‖ .

Proposition 2.3.2 Soit (Ω, µ) est un espace mesurable et E un espace de Banach. Alors

l’application

L1 (Ω, µ)⊗π E −→ L1 (Ω, µ, E)

u =
n∑
i=1

fi ⊗ xi 7−→
n∑
i=1

fi (.)xi

est une isométrie dense. En d’autres termes

π (u) =

∫
Ω

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

fi (ω)xi

∥∥∥∥∥ dµ (ω)

et L1 (Ω, µ) ⊗̂πE = L1 (Ω, µ, E) isométriquement.
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2.4. Quelques propriétés

Proposition 2.3.3 Soient E,F deux espaces de Banach. Pour u ∈ E ⊗̂πF

π (u) = inf

{ ∞∑
n=1

‖xn‖ ‖yn‖ : u =
∞∑
n=1

xn ⊗ yn

}
.

Un opérateur T : E −→ F entre espaces de Banach est dit nucléaire s’il existe {x∗n}n≥1 ⊂

E∗et {yn}n≥1 ⊂ F telles que
∞∑
n=1

‖x∗n‖ ‖yn‖ <∞ . On a pour tout x dans E, on a

T (x) =
∞∑
n=1

〈x∗n, x〉 ⊗ yn.

L’opérateur T est continue et

N (T ) = inf

{ ∞∑
n=1

‖x∗n‖ ‖yn‖ : u =

∞∑
n=1

xn ⊗ yn

}
est une norme sur l’espace vectoriel N (E,F ) de tous les opérateurs nucléaires pour qui il

devient un espace de Banach.

Nous notons aussi par F(E,F ) = {T ∈ L(E,F ) : rank(T ) <∞} = E∗ ⊗ F . On a

E∗ ⊗ F −→ F(E,F ) ⊂ N (E,F ) ⊂ L(E,F )

x∗ ⊗ y 7−→ x∗ (.) y
.

2.4 Quelques propriétés

2.4.1 L’espace de E⊗̂εF

Nous allons dans ce partie essayer de caracteriser les formes linéaires sur E⊗̂εF. Revenons

à la définition de la norme injective d’un élément u =
n∑
i=1

xi ⊗ yi de E ⊗ F,

ε (u) = sup

{∣∣∣∣∣
n∑
i=1

x∗ (xi) y
∗ (yi)

∣∣∣∣∣ , x∗ ∈ BE∗ , y
∗ ∈ BF ∗

}
.

Dans cette formule, nous considérons u comme étant une fonction continue sur BE∗×BF ∗ ,où

BE∗ et BF ∗ sont munis de leurs topologies ∗-faibles. En effet, soit u ∈ E⊗̂εF alors

u : BE∗ ×BF ∗ −→ K

(x∗, y∗) 7−→ u (x∗, y∗) =

n∑
i=1

x∗ (xi) y
∗ (yi)
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2.4. Quelques propriétés

dans ce cas, on a

‖u‖ = ε (u) .

Cela nous conduit à conclure queE⊗̂εF se plonge isométriquement dans l’espace de fonctions
continues C (BE∗ ×BF ∗) .

Nous rappelons ici le théoréme de représentation de Riesz pour une forme linéaire définie

sur C (K) avec K un espace topologique compact.

Théorème 2.4.1 (Représentation de Riesz ) SoitK un espace topologique compact muni

de sa tribu borélienne BK . Pour toute forme linéaire positive u sur C (K) , il existe une

unique mesure positive µ sur (K,BK) telle que

∀ f ∈ C (K) : u (f) =

∫
K

f (t) dµ (t) .

Remarque 2.4.1 Le théorème de Han-Banach nous permet de considérer une forme linéaire

bornée sur E⊗̂εF comme une forme linéaire bornée sur l’espace de fonctions continues

C (BE∗ ×BF ∗) . Alors, le théorème de représentation de Riesz montre aussi que l’action

de cette forme est donnée par l’integration en respactant une mesure appropriée. Pour voir

comment cela fonctionne, supposons que T est une forme bilinéaire borné sur E × F dont

la linéairisation T̃ est bornée pour la norme injective. Alors, T̃ se prolonge à une forme

linéaire bornée sur C (BE∗ ×BF ∗) avec méme norme. Par la représentation de Riesz, il

existe une mesure régulière de Borel µ sur BE∗ ×BF ∗ telle que

T̃ (u) =

∫
BE∗×BF∗

u (x∗, y∗) dµ (x∗, y∗) .

2.4.2 L’espace de E⊗̂πF

Soient E,F et G trois espaces de Banach. On note E⊗F le produit tensoriel algébrique

de E, F et E⊗̂πF est le produit tensoriel projective. Si E = F on écrit simplement ⊗̂2
πE.

Soit T : E × F −→ G, à T on associe la linéarisation, T̃ : E⊗̂πF −→ G définie par

T̃

(
n∑
i=1

xi ⊗ yi

)
=

n∑
i=1

T (xi, yi) .
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Chapitre 3

Produit tensoriel des espaces

métriques

La notion de produit tensoriel de Lipschitz a été introduite par M.G. Cabrera-Padilla,

J.A. Chávez-Domínguez et A. Jiménez-Vargas en 2015 dans [CCJV15]. Dans ce chapitre,

on étudiera le produit tensoriel lipschitzien X � E d’un espace métrique pointé X et d’un

espace de Banach E, nous commencer par donner certains préliminaires et résultats sur le

produit tensoriel lipschitzien, puis on donnera des normes qui peuvent être définies sur ce qui

sera utile pourla suite (Lipschitz cross-normes). Nous terminerons ce chapitre par des exem-

ples importants de Lipschitz cross-norms qui sont normes Lipschitz injectives et Lipschitz

projectives. Pour les démonstrations et d’aures détails, on pourra consulter [CCJV15].

3.1 Produit tensoriel de Lipschitz

Le produit tensoriel de lipschitz d’un espace métrique pointé X et d’un espace de Banach

E, que nous notons par X � E, peut être construit comme un espace des fonctionnelles

linéaires sur Lip0(X,E∗).

Définition 3.1.1 ([CCJV15, Définition1.1]) Soit X est un espace métrique pointé et E

un espace de Banach. Pour chaque x ∈ X, soit δ(x,0) : Lip0(X,E∗) → E∗ est l’application

linéaire définie par

δ(x,0)(f) = f(x) (f ∈ Lip0(X,E∗))
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3.1. Produit tensoriel de Lipschitz

Pour chaque (x, y) ∈ X2, soit δ(x,y) : Lip0(X,E∗)→ E∗ l’application linéaire

δ(x,y) = δ(x,0) − δ(y,0).

Le sous espace 4(X,E∗) désignera le sous espace linéaire de L(Lip0(X,E∗), E∗) engendré

par l’ensemble

{δ(x,y) : (x, y) ∈ X2}.

Pour tout γ ∈ 4(X,E∗) et e ∈ E, soit γ � e : Lip0(X;E∗) → K la forme linéaire donnée

par

(γ � e)(f) = 〈γ(f), e〉 (f ∈ Lip0(X,E∗)).

En particulier, pour tout (x, y) ∈ X2 et e ∈ E, soit δ(x,y)� e est l’élément de Lip0(X,E∗)′

défini, pour tout f ∈ Lip0(X;E∗), par

(δ(x,y) � e)(f) =
〈
δ(x,y)(f), e

〉
=
〈
δ(x,0)(f)− δ(y,0)(f), e

〉
= 〈f(x)− f(y), e〉

Soit X est un espace métrique pointé et soit E est un espace de Banach. Le produit

tensoriel de Lipschitz X �E est défini comme le sous-espace vectoriel de Lip0(X,E∗)′. (Le

dual algébrique de Lip0(X,E∗)) engendré par l’ensemble

{
δ(x,y) � e : (x, y) ∈ X2, e ∈ E

}
où

(
δ(x,y) � e

)
(f) = 〈f(x)− f(y), e〉 ,∀f ∈ Lip0(X,E∗).

Nous disons que, δ(x,y)�e est un tenseur de Lipschitz élémentaire. Nous avons u ∈ X�E

si, et seulement si, u =

n∑
i=1

λiδ(xi,yi) � ei et cette représentation n’est pas unique. Notez

chaque élément u ∈ X � E peut être représentée comme suit: u =
n∑
i=1

δ(xi,yi) � ei puisque

λδ(x,y) � e = δ(x,y) � λe. Nous avons également

u (f) =
n∑
i=1

〈f(xi)− f(yi), ei〉 pour tous f dans Lip0(X,E∗).
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3.1. Produit tensoriel de Lipschitz

Désignons par F
((
X#, τ p

)
;E
)
l’espace de tous les opérateurs linéaires de rang finis

continues de
(
X#, τ p

)
dans E, où τ p désigne la topologie de la convergence ponctuelle de

X#.

Théorème 3.1.1 ([CCJV15, Théorème1.8]) Le couple 〈X � E,Lip0(X,E∗)〉 est en du-

alité. La forme bilinéaire 〈., .〉 associé à la dualité est donnée, pour u =
n∑
i=1

δ(xi,yi) � ei ∈

X � E et f ∈ Lip0(X,E∗), par

〈u, f〉 =
n∑
i=1

〈f(xi)− f(yi), ei〉 .

Preuve. Notez que 〈u, f〉 = u(f) par [?, Lemma 1.5]. Il est clair que 〈., .〉 est une forme
bilinéaire de X �E × Lip0(X,E∗) dans K, et que Lip0(X,E∗) sépare les points de X �E.
De plus, si f ∈ Lip0(X,E∗) et 〈u, f〉 = 0 pour tous u ∈ X � E, alors

〈f(x), e〉 =
〈
δ(x,0) � e, f

〉
= 0

pour tout x ∈ X et e ∈ E. Cela implique que f = 0 et donc X � E sépare les points de

Lip0(X,E∗). Ceci termine la preuve du théorème.

Définition 3.1.2 Soit X espace métrique pointé. pour f ∈ X#, x ∈ X et ε ∈ R+, on pose

B(f, x; ε) =
{
g ∈ X# : |g(x)− f(x)| ≺ ε

}
.

Soit S la famille
{
B(f, x; ε) : f ∈ X#, x ∈ X, ε ∈ R+

}
. Alors la topologie de la convergence

ponctuelle τ p sur X# est la topologie générée par S.Nous pouvons vérifier que (X#, p) est

un espace localement convexe.

Nous allons donner de dual de l’espace(X#, p).

Lemme 3.1.1 ([CCJV15, lemme1.11]) Soit X un espace métrique pointé. Alors

(
X#, τ p

)∗
= lin ({δx : x ∈ X}) (⊂

(
X#
)′

).
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3.1. Produit tensoriel de Lipschitz

Preuve. Pour la démonstration on pourra consulter [CCJV15].

Théorème 3.1.2 ([CCJV15, Théorème1.12]) L’application

J : X � E −→ F
((
X#, τ p

)
;E
)
,

donnée par

J(u)(f) =
n∑
i=1

(f(xi)− f(yi)) ei

pour u (∈ X � E) =

n∑
i=1

λiδ(xi,yi) � ei et f ∈ X#, est un isomorphisme linéaire.

Corollaire 3.1.1 Soit X un espace métrique pointé. Si E est un espace de Banach de

dimension finie, alors X�E est linéairement isomorphe à L((X#, τ p);E). En particulier,

X �K est linéairement isomorphe à (X#, τ p)
∗ = lin({δx : x ∈ X}).

3.1.1 Le produit lipschitzien des fonctionnels et opérateurs

Nous allons dans un premier temps introduire le concept du produit tensoriel lispschitzien

des fonctionnels et des opérateurs linéaires bornés.

Définition 3.1.3 ([CCJV15, Définition2.1]) Soit X est un espace métrique pointé et

E un espace de Banach. Soit g ∈ X# et φ ∈ E∗. L’application g� φ : X �E → K, donnée

par

(g � φ)(u) =

n∑
i=1

(g(xi)− g(yi)) 〈φ, ei〉

pour u =
n∑
i=1

δ(xi,yi) � ei ∈ X � E, est appelée " produit tensoriel fonctionel lipschitzien de

g et φ".

Daprés [CCJV15, Lemme1.5], notez que

(g � φ)(u) =
n∑
i=1

〈(g . φ)(xi)− (g . φ)(yi), ei〉 = u(g.φ).
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3.1. Produit tensoriel de Lipschitz

3.1.2 Lipschitz cross-normes

On note par X �α E l’espace vectoriel X � E muni d’une norme α et par X �̂αE son

completé. Nous sommes à la recherche d’une norme sur l’espace linéaire X�E , et pour nos
fins, il est commode de travailler avec des normes qui répondent aux conditions suivantes.

Définition 3.1.4 Soit X un espace métrique pointé et E un espace de Banach. Nous disons

qu’une norme α sur X � E est un cross-norme de Lipschitz si

α
(
δ(x,y) � e

)
= d(x, y) ‖ e ‖

pour tous (x, y) ∈ X2 et e ∈ E.
Une cross-norme de Lipschitz α sur X � E est dit être dualisable si pour g ∈ X# et

φ ∈ E∗, on a ∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(g(xi)− g(yi)) 〈φ, ei〉
∣∣∣∣∣ ≤ Lip(g) ‖ φ ‖ α

(
n∑
i=1

δ(xi,yi) � ei

)

pour tout
n∑
i=1

δ(xi,yi) � ei ∈ X � E.

Une cross-norme de Lipschitz α sur X � E est dite uniforme si pour h ∈ Lip0(X,X)

et T ∈ L(E,E), on a(
n∑
i=1

δ(h(x,),h(yi)) � T (ei)

)
≤ Lip(h) ‖ T ‖ α

(
n∑
i=1

δ(xi,yi) � ei

)

pour tout
n∑
i=1

δ(xi,yi) � ei ∈ X � E.

La dualisable Lipschitz cross-normes sur X � E peut être caractérisée par la borne du

produit tensoriel Lipschitz des fonctionnels.

Proposition 3.1.1 ([CCJV15]) Une cross-norme de Lipschitz α sur X�E est dualisable
si, et seulement si, pour chaque g ∈ X# et φ ∈ E∗, la forme linéaire g � φ : X �α E → K

est borné et

‖ g � φ ‖ = Lip(g) ‖ φ ‖ .
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Proposition 3.1.2 ([CCJV15]) Une cross-norme de Lipschitz α sur X �E est uniforme

si, et seulement si, pour chaque h ∈ Lip0(X,X) et T ∈ L(E,E), l’opérateur linéaire h�T :

X �α E → X �α E est borné et ‖ h� T ‖= Lip(h) ‖ T ‖ .

3.2 Normes injective et projective

3.2.1 La norme injective lipschitzienne

Pour un espace de Banach E et un espace métrique X, nous étudions la norme injective

lipschitzienne sur X � E.

Définition 3.2.1 Pour chaque u =
n∑
i=1

δ(xi,yi) � ei ∈ X � E, on définit

ε(u) = sup

{∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(f(xi)− f(yi)) 〈ϕ, ei〉
∣∣∣∣∣ : f ∈ BX# , ϕ ∈ BE∗

}
.

Remarquons que le supremum sur le côté droit dans la définition précédente existe puisque∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(f(xi)− f(yi)) 〈ϕ, ei〉
∣∣∣∣∣ ≤

n∑
i=1

|(f(xi)− f(yi)) 〈ϕ, ei〉|

≤
n∑
i=1

Lip(f)d(xi, yi) ‖ϕ‖ ‖ei‖

≤
n∑
i=1

d(xi, yi) ‖ei‖

pour tous f ∈ BX#, ϕ ∈ BE∗. Notons que

n∑
i=1

|(f(xi)− f(yi)) 〈ϕ, ei〉| = (f � ϕ)

(
n∑
i=1

δ(xi,yi) � ei

)

et, par conséquent, ε(u) ne dépend pas de la représentation de u par le Lemme 2, donc ε

définit une application de X � E de R.

ε est un dualizable Lipschitz Cross-norme sur X �E. Cross-norme, i.e., ε
(
δ(x,y) � e

)
=

d(x, y) ‖e‖ ,∀x, y ∈ X, ∀e ∈ E. Dualizable, i.e.,∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(f(xi)− f(yi)) 〈ϕ, ei〉
∣∣∣∣∣ ≤ Lip(f) ‖ϕ‖ ε

(
n∑
i=1

δ(xi,yi) � ei

)
,∀f ∈ X#, ∀ϕ ∈ E∗,
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3.2. Normes injective et projective

ε est la moins dualizable Lipschitz Cross-norme sur X � E.

Le complété X�̂εE de X �ε E s’appelle le produit tensoriel de Lipschitz injectif de X

et E. Ensuite nous justifions cette terminologie dans le cas K = R. Nous pouvons identifier

X�̂εE avec l’espace des opérateurs linéaire bornés approximable de

(
X#, τ p

) (
=
(
X#, σ

(
X#, X

)))
.

Proposition 3.2.1 L’application J : X �ε E → F((X#, τ p);E), définie par

J(u)(f) =

n∑
i=1

(f(xi)− f(yi)) ei

pour u =
n∑
i=1

δ(xi,yi) � ei et f ∈ X#est un isomorphisme isométrique. En conséquence,

X�̂εE est isométriquement isomorphe à la fermeture pour la norme de l’opérateur pour la

topologie de F((X#, τ p);E).

Preuve. Par [CCJV15, Théorème1.12], J est une bijection linéaire. Si u =
n∑
i=1

δ(xi,yi)�
ei, on a

‖J(u)‖ = sup{‖J(u) (f)‖ : f ∈ BX#}

= sup{
∣∣∣∣∣ϕ
(

n∑
i=1

(f(xi)− f(yi)) ei

)∣∣∣∣∣ : f ∈ BX# , ϕ ∈ BE∗}

= sup{
∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(f(xi)− f(yi)) 〈ϕ, ei〉
∣∣∣∣∣ : f ∈ BX# , ϕ ∈ BE∗}

= ε(u).

La conclusion est immédiate.

Soit F(X) l’espace de Banach libre sur un espace métrique pointé X. Rappelons que

F(X) est le sous-espace vectoriel de linéaire fermé de (X#)∗ engendrée par l’ensemble

{δx : x ∈ X}, où pour chaquex ∈ X, δx est l’évaluation fonctionnelle au point x defini

sur X#. Nous pouvons prouver que si X est un espace métrique pointé, alors X�̂εKest

isométriquement isomorphe F(X). Nous montrons ci-dessous que l’espace X�̂εE peut être

identifié avec le produit tensoriel de Banach injectif F(X)⊗̂εE.
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3.2. Normes injective et projective

Proposition 3.2.2 L’application I : X �ε E → F(X)⊗ε E, définie par

I(u) =
n∑
i=1

(δxi − δyi)⊗ ei

pour u =

n∑
i=1

δ(xi,yi)� ei,est une isométrie linéaire. En conséquence, X�̂εE est isométrique-

ment isomorphe à F(X)⊗̂εE.

Preuve. Soit u =
n∑
i=1

δ(xi,yi)�ei. PuisqueF(X) =X#, alors la norme de
n∑
i=1

(δxi − δyi)⊗

ei dans F(X)⊗ε E est donnée par

sup{
∣∣∣∣∣
n∑
i=1

〈f, δxi − δyi〉 〈ϕ, ei〉
∣∣∣∣∣ : f ∈ BX# , ϕ ∈ BE∗}.

Comme 〈f, δxi − δyi〉 est précisément f(xi) − f(yi), [CCJV15, Proposition1.7] montre que

I est bien définie (et donc linéaire) et de plus par un coup d’œil rapide à la [CCJV15,

Définition1.5] montre que I est une isométrie. Rappelons que l’espace engendré par {δx}x∈X

est dense dans F(X), par concéquent, les tenseurs de la forme
n∑
i=1

(δxi − δyi) ⊗ ei, avec

xi, yi ∈ X et ei ∈ E sont denses dans F(X)⊗̂εE. Cela montre que l’application I a gamme

dense, et donc X�̂εE est isométriquement isomorphe à F(X)⊗̂εE.

Théorème 3.2.1 ε est un système uniforme et dualizable Lipschitz cross-norme sur X�E.

Tout comme dans le cas de l’espace de Banach, la norme injective est la moins fine des

normes raisonnables avec de belles propriétés.

Théorème 3.2.2 ε est le moins dualizable Lipschitz cross-norme sur X � E.

3.2.2 La norme projective lipschitzienne

Nous introduisons la norme projective lipschitzienne sur X � E.

Définition 3.2.2 Pour chaque u ∈ X � E, on définit

π(u) = inf

{
n∑
i=1

d(xi, yi) ‖ei‖ : u =

n∑
i=1

δ(xi,yi) � ei

}
l’infimum étant pris sur toutes les représentations de u.
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3.2. Normes injective et projective

Théorème 3.2.3 ([CCJV15, Téorème6.2]) π est une dualizable cross-norme de Lip-

schitz sur X � E tel que L ≤ π.

Le complété X�̂πE de X �π E est appelé le produit tensoriel Lipschitz projective de X

et E.

Théorème 3.2.4 π est la plus grande cross-norme Lipschitzienne sur X � E.

Preuve. Nous avons vu dans le théorème précédent que π est une cross-norme lip-

schitzienne sur X �E. Maintenant, soit α est une cross-norme lipschitzienne sur X �E et

soit

u ∈ X � E.

Si
n∑
i=1

δ(xi,yi) � ei est une représentation de u, on a

α(u) = α

(
n∑
i=1

δ(xi,yi) � ei

)
≤

n∑
i=1

α
(
δ(xi,yi) � ei

)
=

n∑
i=1

d(xi, yi) ‖ei‖ .

Maintenant, la définition même de π donne α(u) ≤ π(u).

Dualizable cross-normes lipschitzienne sur X � E sont caractérisées par le fait d’être

entre les normes Lipschitz injectives et les normes Lipschitz projectives.

Proposition 3.2.3 Un norme α sur X �E est une dualizable de Lipschitz cross-norme si,

et seulement si, ε ≤ α ≤ π.

Chaque espace normé a un completé et ce completé est unique à un isomorphisme

isométrique près d’arprès [FHHMZ11, Lemma 3.100], Chaque élément ẽ de completion Ẽ de

E peut être écrit comme ẽ =
∞∑
i=1

ei où ei ∈ E et
∞∑
i=1

‖ei‖ <∞.De plus, ‖ẽ‖ = inf{
∞∑
i=1

‖ei‖},

où l’infimum est pris sur toutes les écritures de ẽ. En résumé, on obtient le résultat suivant.

Théorème 3.2.5 Chaque élément u ∈ X�̂πE admet une représentation

u =
∞∑
i=1

δ(xi,yi) � ei
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3.2. Normes injective et projective

telle que
∞∑
i=1

d(xi, yi) ‖ei‖ <∞.

De plus

π(u) = inf

{ ∞∑
i=1

d(xi, yi) ‖ei‖ : u =

∞∑
i=1

δ(xi,yi) � ei,

∞∑
i=1

d(xi, yi) ‖ei‖ <∞
}
.

Le crochet de dualité satisfaitla formule〈 ∞∑
i=1

δ(xi,yi) � ei, f

〉
=

n∑
i=1

〈f(xi)− f(yi), ei〉

pour tous f ∈ Lip0 (X,E∗).

Proposition 3.2.4 L’application I : X �π E → F(X)⊗π E, défini par

I(u) =
n∑
i=1

(δxi − δyi)⊗ ei

pour u =
n∑
i=1

δ(xi,yi)� ei est un linéaire et isométrique. En conséquence, X�̂πE est isomor-

phe isometriquement à F(X)⊗̂πE.
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Conclusion

On remarque que le produit tensoriel lipschitzien est une généralisqtion logique du

cas linéaire. On retrouve presque les mêmes notions et propriétés. Quelques applications

mineures de ce produit ont été données. Nous attendons pour la suite si cette génélatisation

a un impact. A notre connaissante il a été cite dans le travail de [MT17].
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