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Introduction:

On appelle fonction de Green en physique ce que les mathématiciens appellent
solution élémentaire ou fondamentale d'une équation différentielle linéaire a ceofficie-
nts constants, ou d'une équation aux dérivée partielles linéaire a coefficients constants.
Ces "fonctions™ de Green, qui se trouvent étre le plus souvent des distributions, on été
introduites par George Green en 1828 pour les besoins de I'électromagnétisme.

Le mémoire de Green restera confidentiel jusqu'a sa republication en trois , & partir de
1850. Les fonctions de Green, qui seront dénommées ainsi par Riemann en 1869,
seront alors abondamment utilisée, notamment par Neumann en 1877 pour sa théorie
du potentiel Newtonien dans un espace a deux dimensions , puis en 1882 par Kirchho-
ff pour I'équation de propagation des ondes dans espace a trois dimension et enfin par
Helmholtz en acoustiques.

Elle sont devenus un outil en théorie quantique des champs apres que Feynman les
popularisée en 1848 sous le nom de propagateur dans sa formulation en intégrale de
chemin de I'électrodynamique quantique.

Nous n'aborderons ce sujet que trés légérement ici, juste rappeler les grand principes

de la méthode de Green.
Objectif du mémoire:

L'objectif de ce mémoire est de résoudre quelques problémes aux limites par la

fonction de Green.

Organisation du mémoire

Le mémoire est organisé en trois chapitres :
Chapitre (1) :

Le chapitre (1) présente une notion fondamentale des problémes aux limites a partir

d'équations aux dérivées partielles ( EDP), puis des opérateurs différentiels.
Chapitre (2):

Le chapitre (2) est consacré a I'étude de la méthode de Green et quelques notions

fondamentales sur cet méthode.



Chapitre (3):

Le chapitre (3) est consacré a la résolution théorique de quelques problémes aux
limites par les fonctions de Green.



Chapitre 1

Les problemes aux limites



1) Rappels principaux :

1.1 Notions générales :
Définition (1): la relation reliant des variables indépendantes d'une fonction

inconnue et ses dérivées partielles s'appelle équation aux dérivées partielles :

du du 9%u
F(X,y,a,a,%,...)—o (1)

Ou: F:R" — R

La fonction u est continue dans un domaine ouvert QO < R", ainsi que ses dérivée

existent.
yl
~ x
W L
D
FIG1.1.

En transformant cette équation en identité, elle s'appelle la solution réguliére ou
classique de cette equation.
L'équation (1) est dit homogene . Dans le cas contraire on dit que I'équation (1) inoho-

meéne ( c'est-a-dire que le second membre contient une fonction ).

Exemple (1):

du

2
po ZTL; = 0 (équation de diffusion ) admet les solutions suivantes :

L'équation
uy(x,y) = 2x + y? solution dans tout R?.

u,(x,y) = e *sinify) solution dans R?.
2

Yy
us(x,y) = \/%e"ﬂ solution dans Q {

Pour x = 2 on obtient le graphe de la fonction u; suivante :

x>0
yeR



FIG.1.2- u3(x,y) avec x = 2
D'autre part on définit 'EDP par la théorie des opérateurs :

Définition (2): On rappelle que un opérateur différentielle a n variable et de degré m
est une application A qui associe a tout fonction f définie dans un ouvert Q c R" et
dérivable jusqu' au rang m , une autre fonction Af ,définie sur Q au moyen d'une

fonction F selon la formule :

Af () = F(f(0),0f (%), e Ofar_en f (), %) )

L'opérateur A est dit linéaire si la fonction F est un polyndme au premier degré par
rapport & chacune des dérivées D® avec |a|=Y",a; <m ( « l'ordre de la

dérivation ) autrement dit :

Af (x) = Zjajgm Ca(¥) (DOf) (%) ©)
Ou les fonction C, sont appelés les coefficients de I'opérateur A .donc on la définition:

Définition (3): une équation aux dérivée partielle est une identité Af = 0 .Elle est dit

linéaire si I'opérateur A est linéaire .

Une solution de I'équation dans un ouvert Q une fonction suffisamment dérivable dans
Q telle que :
VxeQAf(x)=0



Exemple (2) : un exemple d'EDP I'équation de Laplace définie par :
Au(x) =0

2 !
A=Y, ;? (L opératur de laplace)

Définition (4):0n appelle ordre d'une EDP le plus élevé des dérivées partielle interve-
nant dans I'EDP.

Exemple (3):
1) Z—Z + Z—; = 0 EDP du 1 ordre linéaire.

a a2 R : .,
2) % + uﬁ + siniifu) = 0 EDP du 2°™ ordre non-linéaire .

Théoréme (1) ( principe de superposition ):
Si uq,u, ...u, sont des solutions , linéairement indépendantes, d'une équation aux
dérivée partielle homogene ( second membre nul ), alors :

u = aquq + auy + -+ + a,u, estaussisolution, a4, a,, ..., a, sont des constantes.
C'est-a-dire l'espace engendré par les solutions linéairement indépendantes ,d'une

EDP formé un espace vectoriel .

Théoreme (2):
La solution générale d'une équation aux dérivées partielles non homogene s'obtient en
ajoutant une solution particuliere de I'équation non homogene a la solution générale

de I'équation homogene.

2) Classification des EDP linéaire du 2" ordre a coefficients

constants :

La forme générale d'EDP linéaire du 2" ordre a coefficients constants est définie par :

%u
dyox

9%y %u u du
[15;7 + B + 6'5;3-+-1)5;-+-l?5;-+-17u,+-(?-— 0 (4)

Avec : A,B,...,G sont des constantes.

Le type de I'EDP dépend du signe de A= B — 4AC doncona:
Si B?> —4AC > 0, I'EDP est dit hyperbolique .
Si B2 — 4AC = 0, I'EDP est dit parabolique .

Si B2 — 4AC < 0, I'EDP est dit elliptique .

9



Exemple (4):

9%u 9%u .
1) W—cﬁ_o avec c>0ona:

A= B? — 4AC = 4C > 0, ainsi I'équation des ondes est hyperbolique.

9%u 9%u

2) Y3z "oz

= 0 I'équation de Tricomiona:

Siy > 0 = I'EDP est hyperbolique .
Siy =0 = I'EDP parabolique .
Siy < 0 = I'EDP elliptique .

Définition (5):( probléme bien posé ):
Soit un probléme définie par une EDP valide sur Q ouvert ( Q c R™) régulier . le
probleme est dit bien posé si :

1) Lasolution existe ( existence )

2) Lasolution (unique)

3) Lasolution stable ( la stabilité ) . si I'une des trois conditions n'est pas veérifier

le probléme est dit " mal posé ".

Remarque (1) : l'existence et l'unicité de la solution voir le théoreme d'existence et

unicité , mais l'application du théoréme est difficile
3) Les problémes aux limites :

3.1 Position du probleme :

Définition (6):0n appelle probléeme de Cauchy une équation aux dérivées partielles
ou, pour au moins une variable ( généralement le temps t ), les conditions " au bord"
sont des conditions initiales ( c'est-a-dire ne portant que sur un bord t=0, et non au
bord t=T).

Pour formuler le probléme on considere les deux exemples :
Le probleme aux limite dans L'EDO:
L'équation différentielle ordinaire (EDO) définit par :

d
{%:f(t'y) pour 0 <t<T (5)
y(t =0) =y

10



n'est pas un probleme aux limite puisqu'étant posée sur un segment ]0,T[ , avec

0 < T < 4, elle n'ade condition "au bord” qu'ent=0 (etnonent = T).
Il faut ajouter les conditions aux limite pour que I'équation (5) reste valable.

Dans L'EDP:

2
L 271; sur Q (ouvert)/ QO c R?
L'EDP définie par : VteR, (6)

équation de la chaleur

"n'est pas valable "

Il faut ajouter a cette équation qui est valable dans tout le domaine (2 , une relation, est
appelée " condition aux limite ", qui indique ce qui se passe a la frontiere ou au bord
2 du domaine , et une autre relation qui indique quel est I'état initial de la températ-

ure.

T 0

FIG.1.3 —vecteur normal unité orienté vers l'extérieur

Par convention, on choisit l'instant t=0 pour étre le temps initial, et on impose une
condition initiale  u(t = 0,x) = uy(x) .
Ou uy est la fonction de distribution initiale de tempeérature dans le domaine Q . en ce

qui concerne la condition aux limites, cela dépend du contexte physique .

Mathématiquement on a la définition :

11



Définition (7): On appelle probléeme aux limites une équation aux derivée partielle
munie de conditions aux limites sur la totalité de la frontiere du domaine sur lequel

elle est posee.

De nombreux modeles sont a la fois des problemes aux limites et de probléemes de

Cauchy.
3.2 Classification des problemes aux limites :

Les problémes aux limites sont régis par des équations aux dérivée partielle accompg-
neés de conditions aux limites spécifiques . selon le type d'éguation on obtient le
probléme aux limites correspondant. En général il existe trois type des problémes aux

limites.

Pour définir les trois problemes on considere le probleme de Laplace suivant :

{ —Au=f surQ(ouvert) c R" )

f € H avec H espace fonctionel
3.2.1 Probléme de Dirichlet (non homogéne ):

Définition (8): On appelle probléme de Dirichlet une équation de Laplace (7) avec
conditions aux limites de type Dirichlet.
Pour tout Q ouvert de R™ et I' = 9 , le probléme de Dirichlet s'énonce de la fagon

suivante :
Déterminer une fonction u dans un certains espace fonctionnel V telle que :

{—Au =f dans Q ®)
u=g sur I'=0Q

Ou : g la fonction donnée. Si g = 0 le probléme (8) est dit homogene.

Définition (9):

—Au = f sur Q
u=20 surl’

de Hilbert V et H si Pour tout f € H il existe une unique solution u € V et si de plus :

Le probléme : { est bien posé au sens d'Hadamard dans les espaces

lully <cllflly Vf €H etc>0 (constante) indépendante de u et f .

Pour le cas inhomogéne on pose : h = u — g et la définition reste valable.

12



Rappel :
On dit que le probléeme : —Au = f V f € H est bien posé au sens d'Hadamard si
pour toute donnée f il admet une solution unique u, et si cette solution u dépend

continiment de la donnée f .
3.2.2 Probléme de Neumann (non homogéne):

Définition (10): On appelle probléme de Neumann une équation de Laplace (7) avec
conditions aux limites de Neumann. Le probléme s'énonce de la fagon suivante . les

fonction f et g étant données , trouver une solution au probleme :

—Au=f dans ()
{ u _ sur'=0Q ©
on

Si g = 0 le probleme (9) est dit homogene .

Remarque (2) : remarquons tout d'abord que toute solution n'est définie qu'a une con-
stante pres. Le probléme est donc a priori "mal posé"” ( au sens d'Hadamard ) pour ass-
urer l'unicité de la solution, nous supposerons € est borné et connexe et nous ajoutons

une contrainte supplémentaire pour assurer l'unicité de la solution :
fudx =0 Vx€Q .bien sur ce choix n'est pas unique.
3.2.3 Probléme mixte ( Dirichlet-Neumann):

Définition (11):On appelle probléme mixte une équation de Laplace (4) avec conditi-
ons aux limites mixte . le probléme s'‘énonce de la fagon suivante . Trouver une soluti-

on u au probléme :

{ —Au=f dans () 10)
10

Z—i+au=g dans T = 0Q

f, g deux fonctions données. a est une fonction de x.

D'autre part si on utilise la théorie des opérateurs on peut définir les trois critere de

maniere suivante :
4)Critere sous forme d'opérateur des problemes aux limites :

Soit Q un domaine de R" et le T = 9Q bord de ce domaine. On considére un

operateur différentielle £ et I'équation :

13



Lu(x,t) = f(x,t) (11)

Pour résoudre cette équation dans laquelle u est I'inconnue et f une donnée sur

Q x R ,on adjoint les conditions aux limites. Donc on a les critéres :
4.1 Probléme de Dirichlet :

Définition (12):Dans le probleme de Dirichlet ou premier probléeme aux limites on
cherche une solution de I'équation (11) qui prend des valeurs donneées sur le bord de Q

on cherche donc a résoudre le systeme :

{Lu=f Vx € (12)

u=g Vx€oi
en général la fonction g est (au moins) continue.
4.2 Probléme de Neumann :

Définition (13):Dans le probléme de Neumann ou deuxieme probléme au limites, on
cherche une solution de I'équation différentielle dont on connait la valeur du gradient
sur le bord du domaine de résolution. Notons 7 la normale unitaire dirigée vers I'exté-

rieur de Q , on cherche donc a résoudre le probléme :

{Lu=f Vx e (13)

D,u=g Vx€odQ

du =

Expression dans laquelle on anoté D,, = P Vu.n

4.3 Probléeme mixte :

Définition (14) :Dans le probleme de Dirichlet-Neumann ou troisieme probléme, on

cherche une fonction qui vérifie la troisieme condition au bord :

{Lu=f Vx€eQ (14)

Dyu+au=g Vxe€oid
Ou a est une fonction de x

En fin, une équation de la forme : Lu + Au = 0 est un probléme aux valeur propres .

14



Déterminer les solutions de ce type d'équation revient a déterminer le vecteur propre

de l'opérateur L.

Sous certaines conditions, on démontre que chaque probleme admet une solution uni-
que. On doit alors préciser ce qu'on entend par " solution car u peut étre une fonction

différentiable ( solution forte ) ou une distribution ( solution faible ).

15



Chapitre 2 :

La fonction de Green

16



1) Sur les fonctions de Green :

On considere le probléme :

U +kOU@®+POul) =fx) I<t<r (1)
(H) au() —au ()=0 (2)
Bu(r)+Bu(r)=0 3)

Ou k, P, f les fonctions définie et continuessur [ <t <r
On peut construire la solution particuliére de I'équation (1), on considére le probléme
homogéne suivant :

u () + k®u' () + P(Ou(t) =0 (4)
Soient u4(t), u,(t) deux solutions de I'équation (4) donc la solution particuliere de
I'équation (1) s'écrit :

w, (6) = v (Dug (b)) + v (Huy(8) )
Ou : vy, v, deux fonctions inconnues .
Si on suppose que :

viul + v;uz =0

Doncona:

p

u

{u = ViU + VU + ViU + VU = viuy + VU, (6)
P

= viull + véulz + vlulll + vzulzl (7)
On remplace les formules (6) et (7) dans I'équation (1) on obtient :

viug + vaty + v1 (uy + k(O + p(Ow) + v (up + kup + p(D)uz) = £(£)
Etona:

{u'{ +kuy +pu; =0
u, +ku, +pu, =0

Car uq, u, les solutions de I'équations (4).

Donc on obtient un systéme linéaire définie par :
viul + Uéllz =0 (8)

(P) { ror ro
ViU + vaup = f(¢) 9)
Avec : vy, v, lesinconnues .

Donc le systeme (P) admet une seule solution, il faut :
U Up
w(t) = |u1 u'2|¢0 (K)
Ou: w(x) est appelee le Wronskien
Sous la conditions (K) on a:

Ul(t) - _ ft uz(2)f (2) dz ’ Uz(t) — ft u1(z)f (2) dz (10)

to w(z) to  w(z)

17



On remplace les dernieres formules dans (5), donc la solution particuliére s'écrit :

t wp@)f(2) t us(2)f(2)
up(t)=u1(t)ft0—2WT)dz+u2(t)f = dz

to w(2)

On a le théoréme :

1.1 Théoréme :
Soient uq, u, deux solutions indépendants de I'équation:
u' () + ku'(t) + P(Du(t) =0
. _ u1, ulz
Si: W(t)—|u1 u2|¢0
Ona:u,(t) = ft’; G(t,2)f(2) dz

La solution de I'équation non homogeéne :

u' (8) + k(®Ou () + P(Ou(t) = f(t)

AVec :

G(t,2) = ul(Z)uZ(iZEZLSZ(Z)ul(t)

Selon le théoreme (2.1) la solution de I'équation différentielle (1) s'écrit :
w(®) = crus (6) + (D) + J[ (w (e (B) — wo (D () L3 dz (12)

Doncona:

W (6) = ey () + coup(t) + [} (s (2 (6) — wp (s (0) L2 iz

En passant aux conditions aux bord :

Sit = [ on obtient :
au() —au () =c (au1 ) - a’ull (l)) +c, (auz O a'ulz (l))
=y (auz ) - a’ulz(l)) =0
=c =0
Sit=rona:

Bu(r) + Bu (r) = cl(Bul(r) + B'ull(r)) + J[ul(z)(Buz(r) + B'u,(r)) —
1

uy(z)(Buy(r) + B'ull(r))]%dz =0
- [ W@
= ¢1(Buy(r) + B uqy(r)) — f Uy (z)(Bu1 (r)+Buw (r)) Mdz =0
i

= (= flruz(Z)%dZ

18



fz

= u(t) = uy(t) f Uy (Z) dZ + f(ul(z)uz(t) — uz(2)uy (t)) (( ))
!

Finalement on obtient :

u(®) = f{ w@DuO L8 dz + [ (w2 L2 d

Car: fuz(t)f(z)d fuz(z)f()dz+f uz(z)f()

On définit la fonction G par :
uy(Z)uz(t) l<z<t
Gtz)={ "® (11)

uq (Duz(2) t<z<r
w(2)

La fonction G est dit la fonction de Green.

On le théoréeme :

1.2 Théoreme :
Soient P, k, f les fonctions définies et continuessur: [ < x <r
Le probléme aux limites :

u () + kU (x) + P)ulx) = f(x) I<x<r
au() —au () =0 (i)
Bu(r) +Bu(r)=0 (i)

Admet une seule solution (si le probleme homogéne associée n‘admet que la solution
triviale u=0)
Définie par : u(x) = [ G(x,2)f (2)dz

Ou G la fonction de Green definie par la relation (11).
2) Existence de la fonction de Green:

Soient p,q,f € C'([a;b]),(a < b) et (a; ,B;) ER? telle que Vi=12 |ay|+
laz|, |B1] + 1821 # O.

On a les équations différentielles ordinaires:
(pu) +qu=0 (H)
(pu) +qu=f  (NH)

Ainsi que les conditions aux bords associées:

19



ayu(a) + a,u (@) =0

(B {ﬁlua)) + 8, =u(b) = 0

au(a) + ayu'(a) =y

Bt gyt + s = ) =

Théoreme(1):

Si le probléme homogene (H)- (CB), n'admet pas de solution non triviale alors, il
existe une (et une seule) fonction G ne dépend pas de f, et dite fonction de Green ,
telle que , pour tout fonction f, la solution u du probleme non homogéne (NH)-

(CB),,, Sécrit de maniére unique sous la forme:

b

u(x) =fG(x,s)f(s)ds

Exemple(1):

on calcule une fonction de Green du probléeme aux limites suivant:

u +u=0 dansO<x<E
2 12
A (12)
u(0)=u(§)=0

la solution générale de I'équation u” + u = 0 s'écrit sous la forme :
u = acosx + bsinx

u(0)=0=>a=0

u(g)=0=>b=0

donc il existe une( et seulement une) fonction de Green associée au probléme (12)

il est claire que :{cosx,sinx} est un systtme de solution fondamentales , alors on

calcule le wronskien :

__|cosx sinx| _

= _ =1
—Sinx CcoSXx

Et on obtient:

20



COSESINX si0<e<x
G(x,e) =1 _. . U
(x,€) Sinecosx Six <e< E

3) la fonction de Green pour un opérateur différentiel :

Soit le probleme définit par :
Lu=f

Ou : L opérateur de dérivation injectif , donc on a la définition :

Définition :
La fonction de Green associée a l'opérateur L avec des conditions aux bord homogéne

est solution du probleme :

{ LG(x,y) = 6(x —y)
x+— G(x,.) vérifieles conditions aux bord homogene

Ou 6 désigne la fonction de Dirac.

Remarque :
Définissons la fonction de Dirac § en point x par :
8lx=xo = 6(x — x9) = lim._g f (x)

Ou:
l Si XO—ESXSX'()‘FE
£ 2 2
fe(x) = . . e
0 si x>(x0+5)v(x<x0—5)
Alors :
(o0 siox=xp
8(x xO)_{O Sl X # X
Et donc :

b 1 a<x<b
fa6(x—xo)dx—{0 € [a,b]

Si f est une fonction continue en X, ,0n a également :

f(xg) a<x<bh

b
J} Fe0sGe = myax = {70 450

Multiplions I'équation :

L(G6(x,8) =8(x = &)
Par f (&) on obtient :

FEOLGxO) = f(E)(x - &)

21



Et on intégre les deux termes par rapport a ¢, on obtient :
L2 FOLGE D) = [0 f(©)8(x - §)de

En remarquant que : f(x) = [ f(§)8(x — §)d¢

Alors: Lu = [*7 fF(E)L(G(x,§))de=f (x)

Donc : u(x) = f_J:o f(G(x,6)d¢

Propriétes :

1. la fonction de Green est symétrique, i.e. G(x, &) = G(&,x)

2. G est une fonction continue et bornée.

3. lafonction x —

% est continue pour tout x # y.
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Chapitre 3

Construction de la fonction de green de

guelques problemes aux limites
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1)Rappelles sur la transformation de mellin
Definition :
On appelle transformée de mellin de f la fonction £ définit par :

f(o) = f(;roof(x)x"_1 dx g €C

Ou la fonction f définie sur R*

Lorsque I’intégrale converge

Exemple(1):
f: Rt - R
x = f() =— (a>0)
flo)= f0+m ,;:—(11 dx = :::;: 0 <Res <1

2.2 Quelques propriétés :

1) x%f(x) = f(o +a)

2 fOP) = (=) 8 >0)
3 fO = fo)

) (LDy=—(c - Df(e - 1)

xdx
) (3F) = ~of (@
I'(o)

6) [ = (~1)" - 250 =)

Avec T la fonction Gamma

N (o) = (-1)"6" (o)

8) soit i la transformation de mellin de la fonction h, avec h = f = g alors ona :

24
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h(o) = f(x) * g(x)=f (o) x G(o) ( désigne le convolution multiplicative)

Remarque : soient f et g deux fonction définies sur R*,le convolution multiplicative

de f par g pour la mesure (de Haar) dt—t la fonction h définit par :

s d
A = f@) + 90 = [ FO9DT
0

Définition (transformation inverse) :

La transformée de mellin inverse de f est donnée par la fonction f avec f est définie

pour a; < Reg < a, et

2mi YH
Lorsque ’intégrale converge

Proposition :

Soit A un opérateur différentiel homogene a coefficient constants , d’ordre 2m par

rapport aux variable x et y . Alors en coordonnées polaires(r, 8) 1’opérateur r>™ A est

un polyndme de degré 2m par rapport a la variable r ;—T .

Conséquence :

Si A est un opérateur différentiel homogene elliptique d’ordre 2m la transformation de

mellin de 7™ AU ,

S’écrit :

—_— a —_—

AU = Py, (0,6, ) (0, 0)

Ou P,,, est un polynéme de degré 2m par rapport a la variable o

Nous utiliserons cette proposition pour le cas particulier ou m=1 et A= A ( I’opérateur

de Laplace) , I’opérateur 72Au = (r %)2 + (%)2
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Cette formule est tres utile surtout pour établir une fonction de green , pour les

problémes aux limites avec 1’opérateur de Laplace.

Exemple(2):

Consideérons le probléme :
Au=0 dans ()
u(r,0)=g 2
u(rcos,rsing) =0

ou Q={r,0)€eR*r>0,0<60<¢<2m}

En multipliant ’opérateur A par r? , et en passant a la transformation de mellin , le

probléme (2) sera:

r2Au=0 dans Q
ii(0,0) =g 3)
ti(o,9) =0
Ona:
_ ou ou R
2Au=(r—)2 + (—)2 = — 207 —
reAu (rar +(69 602+au 0

On obtient un probléme différentiel ordinaire d’ordre deux par rapport a la variable 9,

Et dépendant d’un paramétre complexe o,

a%u

7+ a%ii(6) =0
ii(0,0) = § )
u(o,9)=0

Il admet comme solution :
ti(o,0) = acos(a@) + bsin(a0)
En utilisant les conditions aux limites et si en posant § = 1, on obtient :
i(c,0)=1=a=1

— cos o)

U = 1 =
u(G' QD) 0 b sinifog)

26



D’ou:

cos'!

ti(o,0) = cos(ab) — ﬁsini?ﬁb@)

La fonction :

]V(O', 6, (P) _ sing (¢ —0)

sino@
Est la transformation de mellin du noyau de poisson N(r, 6, ¢).

En utilisant le produit de convolution multiplicative , il vient :

“+oo

d
utr,0) = | gONG.0.05
0

Ou u(r, 8) représente la transformation de mellin inverse de (o, 8)

2) la relation entre la transformation de mellin et de

Fourier:

Il ya une certaine analogie entre la transformation de mellin et celle de Fourier , on
peut passer de I’une a I’autre en effectuant un changement de variable convenable

comme par exemple : r =e~*,sil’onpose o = ic,0Onaura:
floy= [ far =
Eten posantr = e~* , il vient :
f(o) = fj;o fle e dt = F(e)
Qui n’est autre que la transformation de Fourier de F(t) = f(r)

Le travaille suivant est basé sur I’alternative de Fredholm (les équations d’EDP ou

EDO) , dans la partie suivante on peut rappelle cette notion.
3) L’alternative de Fredholm :

Soit le probléme de Cauchy :
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{Luzf a<x<b

u(a) =ulb) =a ®)

1- Si le probléme homogene associ€ a (5) n’admet que la solution triviale u = 0
(i.e A = 0 n’est pas une valeur propre) , alors le probléme non homogéne
admet une solution unique .

2- Si le probleme homogene admet une solution non triviale (i.e. A = 0 est une
valeur propre ) ,alors le probléme (5) n’admet aucune solution ot un nombre

infinie des solutions .

Si v est solution du probléme homogéne alors :

Slfa vf = 0 = le probléme non homogéne admet un nombre infini des solutions

. rb . .
Si fa vf # 0 = il n’ya aucune solution.

Exemple(3):

Au =x 0<x<?2
{u(O) =u(2) =2 )

La solution de I’équation homogeéne Au = 0 s’écrit :
u(x) =Ax+B

Pouru(0) =2 =B =2

Pouru(2)=2=4=0

On remarque que v = 2 est une solution de 1’équation homogeéne car Av = 0 mais

[ 2xdx=1%0
Donc le probléme (6) n’admet aucune solution.
4.La fonction de green , pour un probléeme aux limite
d’EDP :
4.1probléme de Dirichlet:
Consideérons le probleme suivant :
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{Auz f

u=20 sur =0Q

Avec :Q) = {(x, y) ER%x?+y2>0,0< arctani <@p< 271}

Q:est dit le secteur plan et ¢ la mesure de 1’angle d’ouverture a 1’intérieur

En coordonnées polaires le probléme (7) s’écrit :

9%u 10u 1 9%u
{ m ;; r—zm = f(T', 6) dans Q
u(r,0) =u(r,p) =0 dansT = 0Q

Avec O ={(r,0) e R?, r > 0,0 < 6 < 2}

Ou hien :

{Au(r, 0) =f(r0) dans Q
u(r,0) =u(r,9) =0 dansT = 0Q

Ce dernier probléme équivalent au suivant :

{rzAu =r2f dans Q
u(r,0) =u(r,p) =0 dansT
Ou bien:

{rzAu(r, 6) =F(r,0) sur )

u(r,0) =u(r,9) =0 sur

Avec: F(r,0) = r2f(r,0)

Si on suppose que f admet une transformation de mellin donc ona :

r2f(r,0)=f(c +2,0) = F(0,06)

——— %q

2 _ 2~

r<Au = + ol
962

Par la transformée de mellin , on transforme le probleme (11) au suivant :

255 ~
22 +0%u(6) = f(o +2,6) 0<8<o

u(0) =u(p) =0
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Donc on obtient un probleme de Cauchy par rapport a la variable 6 que 1’on peut

écrire sous la forme :

n 2 _~
{y + 0%y = F(6) 0<B<og (13)

y(0) =y(p) =0
Avec y(0) =1i(0)

Cherchons maintenant une fonction de green associée a (13) , en effet nous avons le

théoréme suivant :
Théoreme(1):

Si le probléme homogéne associée a (12) n’admet que la solution triviale alors il

existe une (seule une) fonction de green G continue et symétrique définie par :

1 (8)iz(a) si 0<a<é
A (@1,12) -
G(o,0,a) ={ M0
' iy (a)iz(0) .
T si 0<a<g

Ou {u7, u3} est un systeme fondamental de solution pour le probleme homogéne , et w

leur wronskien .

Alors le probleme (12) admet une solution représenter par :
i (0,0) = fo(p G(0,0,2)F(0,a)da
Demonstration :

1) On ale probléme homogene associée a (12) s’écrit :

{a” () + g2ii(6) =0 0<0<g
(0) =u(p) =0

La solution générale s’écrit :
#1(0) = C; cos(a0) + C,sini{vd) , (Cy1,C,) € R?
En passant aux conditions initiales :
1(0)=0=>C, =0
() =0=(C,, =0)V(op =nn),n€L
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Par suite ,si o # nm pour tout n dans Z alors :
C;=0alorsti=0
Donc il existe une fonction de Green G associé au probléme (12)

2) Pour déterminer cette fonction de Green , cherchons un systéme des solutions

fondamentales des problemes de Cauchy respectifs suivants :

@ (6) + 0% (6) = 0 0<0<g

{ﬁll(O) =0, a’ll (0) = -1 (14)
iy (0) + 021i,(8) = 0

{ﬁz (@) = 0,1i5(p) = 0 (15)

Pour (14) ,ona:
iy = C; cos(a8) + C,sinifo0)
7.7,1(0):0:>C1:O

1;(0) = -1=0C, = -1

,(0) = %Sinae , 0% 0
Pour (15) ,0na:
i, = C3cos(00) + C4 sin(op)
i, (@) = 0 = C3 cos(a@) + C,sin(op) =0
En multipliant le deux derniers termes par o sin(o¢) on obtient :
oC3sinapcosap + aCusinap = 0
ii,(p) = 1 = —0C3sincp + oCycosop = 1

En multipliant le deux derniers termes par cos(a¢) on obtient :
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—0Cy(sin*a@ + cos?ap) = cosap

Alors :
C4 — cos;r(p et Cg — _sin:(p
Donc :
—sino@cosol coso@sino sino(p — 0
5,6) = ¢ | Cosopsinop __ sina(p — 6)
o o
Alors :
— singH L 9 sino
W, %)) = | o * ™ Tl =0 1o s
—cosal coso(p —0)

3) Lafonction de Green est une fonction symétrique, bornée et donnée par :

(—sino(p — a) sin{ivh)

J osino@ wosest
G(o,0,a) = | —sinoasina(p — 6) [ 0<a<
k osino@ e

Il reste maintenant a montrer que la fonction du probléme (12) , s’écrit sous la forme

suivante :
ii(0,0) = fo(p G(0,0,a)F(0,0)da

Et pour ce la posons :

92 5
L= 302 +o0°l
Qui est ’opérateur de notre probléme.
C'est-a-dire :
La=F

Ou L représente la transformée de Mellin de ’opérateur r2A

Alors d’apres la définition de la fonction de green on a:
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- 0%G -
LG(0,0,a) =6(0 —a) & W—i—azG =606 —-a)

Li=F e [’ GLu=[/GF

En intégrant la terme gauche deux fois par partie , on obtient :

f [ f W+026)da

Ona:
[Gau ¢ B
0l,
Car u est nulle sur le bord , et :
l~ aG1” .
u— =
a0 o

Car G vérifie les conditions au bord aussi (par la définition de la fonction de Green)

en remarquant que :

0°G +02G =1LG =650

Onaaura:
f(;p 500 — a)da = fo(p G(0,0,a)da
Et d’apres la définition de la fonction de Dirac on a :
ii(o,a) = [ 1(6)6(6 — a)dd

®
= 1i(0, Q) = f G(0,0,a)Fda
0

Donc si on pose 8 = a , on obtient :
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i(o,0) = fo(’) G(o,a,0)F(o,a)da et comme la fonction de Green est symétrique ,

on aura alors :
ii(0,0) = fO(p G(0,0,a)F(0,a)da
4.2 probléme de Neumann:

Considérons le probléeme de Neumann suivant :

Au=f dans ()
{a_u = 0 sur [=0Q (16)
v
Ou : Q le méme ensemble
Ou applique la transformation de mellin sur notre probléme on obtient :
2T | 525(6) = £(6) 0<6<g
36?2 , ’ 17)
a(0)=u(p)=0
Pour qu’il existe une fonction de Green associée au probleme homogene
2T | 52(0) = 0 0<6<q
962 , (18)
a0 =u(p)=0

N’admet que la solution triviale.
La solution générale de 1’équation :
0*u
397 +0°1(0) =0
Est donnée par :
ti(o,0) = acosc6 + bsingl V(a, b) € R?
En passant aux conditions aux bord :
70 =0=b=0
il (¢) = 0 = —oasinop =0

Siiop #kn(k€Z),alorsa=0
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Donc il existe une fonction de Green associée au probleme(17).

2) soit {¢p1, ¢, } un systeme des solutions du probléme (18), alors elle vérifient :

{qb’{ +0%¢, =0
$1(0) =1,¢,(0)=0

{qb’z’ + 0%, =0
(@) =1, ¢(p) =0

Pour le probleme (19) on a:
¢1(0) = Cicosa6 + Cysinab
$1(0)=1=C, =1 etC, =0= ¢,(0) = cosod
Et pour le probléme (20)
¢,(0) = bycosab + b,sinc6

b, = cosa et b, = sinop

(19)

(20)

Donc: ¢,(8) = cosopcosal + sinapsinagd = cosa(p — 0)

Alors W est constant(Independent de 6 ).

W (1, $2)(0) = asinoe

Donc la fonction de Green N sera :

cosofcoso(p — @)

osino@

N(o,6,a) = cosoacosa(p — 0)

k osina@

C'est-a-dire que la solution est donnée par :

¢
ii(o,0) = J N (0,6,2)F(0,0)da
0

On peut donc définir une fonction inverse N par :
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u+id
1 -
N(r,0,a) = hm — N(o,0,0)r *do

o 2771
u—id

Donc la solution du probléme s’écrit :

)
u(r,0) = f N(r,0,a) « F(t,a)da
0

Ce qui donne :
+o0 @ +oo @ dt
u(r, 9)—f f —-,0,a F(t a)da— j jN 2f(t a)da—
0 0

5.La fonction de Green , pour un probleme aux limite
d’EDO :

soit le probléme :

U —u=x dans 0<x<1
{u(O) = u(1) =0 (21)
Et soit le probléeme homogéne associée a (21) :
u —u=0 (22)

Donc la solution de 1I’équation (22) :
u(x) = Ae* + Be™
En passant aussi conditions aux limites
u(0)=0=>A4A=-B
u(l)=0=>A4=B=0
Et nous avons démontré 1’existence de la fonction de Green .

2) on va calculer la fonction de Green , soit {u;, u,} un systeme des solutions qui sont

vérifiées:
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{u'{—u1=0 0<x<1
u;(0) = 0,u;(0) = —1.

{ug—u2=0 0<x<1
u (1) = 0,u,(1) =1

Donc pour (23),0na:
uy(x) = ae* + be™
up(x) = —sh(x)
Et pour le probléme (24) ,ona:
u,(x) = sh(x — 1)
W(uq,uy)(x) = —shl.

Alors la fonction de Green associée au probléme (22) est donnée par :

shesh(x — 1) 0<e<
_— e<x
G(x,e) = shl
’ shxsh(e — 1) S
shl X=¢

4) Cherchons la solution du probléme aux limites(21) sous la forme :

1

u(x) = | G(x,&)ede

f
x 1

() = J‘ eshesh(x — 1) de + f eshxsh(e — 1) e

shl shl
0 X

1
_Sh(x—l)jf hed +thf h(e — 1d
— eshede T esh(e €
0 x
Puisque :

X
f esheds = xchx — shx
0
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fxl esh(e — 1)ds =1 —xch(x — 1) + sh(x — 1)
Ona:

shx
u(x) = T x
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Conclusion général :

Le but de ce mémoire ou , on trouve un détail pour la résolution des problémes aux
limites directes en utilisant la fonction de Green ( 1’existence de la fonction de Green
implique I’existence de la solution du probléme aux limites traité) , et des problemes
aux limites (d'EDP) transformés en coordonnées polaires a des problémes cités au
dessus puis leurs résolutions en équation intégrale dont le noyau est la fonction de
Green . Notons que ces solutions basées sur la transformation de Mellin dans un
ouvert Q c R? définie par :

O={r,0) eR%r>0 0<6<¢<2m}
Cette transformation est plus général que la transformé de Fourier et la transformé de

Laplace.
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Résume du mémoire :

N'est pas évident tout opérateur admit une fonction de Green, mais ce dernier est

utilisé pour résoudre une équation différentielle inhomogeéne ,avec des conditions
initiales ou conditions aux limites, et aussi la fonction de Green appliqué dans la

théorie de distributions .

Mots clés : conditions aux limites, fonctions de Green, noyau dégénére, méthode

paralléle.

Abstract :

It is not evident that all operator admits a Green function but this last is used to
solve an inhomogeneous differential equation with initial conditions or boundary
conditions, we also say that the Green function acting on distribution theory.
Keys words : Boundary conditions, Green function, degenerate kernel, parallel
method.
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