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Introduction

La notion de groupe a été introduite pour la premiére fois au début du dix-neuviéme
siécle. A cette époque elle intervient dans les travaux d’Evariste Galois sur les équations
algébriques sous forme de groupes de permutation des racines de ces équations. Presque
au méme moment les groupes commencent & jouer un role en géométrie notamment des
groupes symétriques de polygone et de polyédre régulier. C’est & partir de cette double
origine algébrique et géométrique qu’a été congue vers la fin du dix-neuviéme siécle la notion
abstraite de groupe et que petit a petit a été construite la théorie de groupes.

Dans la théorie de groupe une place importante a été accordée a I’étude de la structure
des groupes finis compte tenu des nombreuses interprétations concrétes qui peuvent en étre
données. C’est précisément dans ce cadre que se place ce mémoire dans lequel ont été
traités les groupes de symétrie en 2 et 3 et 1 dimension application en chimie . Ce travail

est composé trois chapitre:

1. Le premier chapitre consiste en un rappel des notions et notations utilisées par la suite:

la structure du groupe, sous groupe homomorphismes des groupes.

2. Dans le second chapitre nous avons étudiés les groupes de symétries dans le plan et

dans 'espace avec quelques exemples illustratifs.

3. Dans le troisiéme chapitre nous avons fait les applications de groupe de symétries en

chimie: Les groupes de symétrie ponctuelles et la représentation des groupes.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Généralité sur les groupes

1.1.1 Notions de groupe

Groupe

Définition 1.1.1

Un groupe est la donnée d’un ensemble non vide G et d’une loi de composition interne

GxG — G
(z,y) — wxy
vérifiant les propriétés suivantes :
1. Associativité : Vz,y,z € G, (v *y) * 2 = x * (y * 2)
2. Existence d’'un élément neutre: de € G tel que Ve € G xxe =e*xx =1
3. Existence d’un inverse: Vo € G, 32’ € G tel que x x 2’ = 2’ xx = e.

Définition 1.1.2 Si (G, x) est un groupe tel que la loi * satisfasse & la propriété

Vi, y€ G, xxy=y*z,

le groupe (G, %) est dit commutatif ou encore abélien.



1.1. Généralité sur les groupes

Exemple 1.1.1
1) (Z,4),(Q,+),(R,+),(C, +) sont des groupes abéliens.
2) (Q—{0},x),(R—{0},x) et (C—{0}, x) sont des groupes abéliens.
3) soit E et F' deux ensembles. Alors ({f : E — F},+) est un groupe abélien.
)

4) soit E un ensemple. Alors (f : E — F,0) est un groupe non abélien.

Sous groupes

Définition 1.1.3

Un sous-ensemble non vide H d’un groupe (G, ) est sous-groupe de G si et seulement si
a) V(z,y) € Hx H, xxy € H.

b) Ve e H, z7' € H.

Exemple 1.1.2
G et {1} sont des sous groupes de G appelés sous groupes triviauz de G.

(1 est l’élément neutre de G).

Définition 1.1.4
Soit H un sous groupe de G.
Si H est différent de G et {1}, on dit que H est un sous groupe propre de G.

Définition 1.1.5

Soit A une partie non vide de G. Alors, on appelle sous groupe engendré par A et on note
(A), le plus petit sous groupe (au sens de linclusion) de G contenant A.

Si g un élément appartient & G on note (g) a la place de ({g}) le sous groupe engendré par

ce élément.
Notation 1.1.1 Si H est un sous groupe propre de G, on notera H < G.

Exemple 1.1.3
a) (Z,+) < (Q,+) < (R, +) < (C,+).
b) (Q*, %) < (R*, %) < (C*, ).



1.1. Généralité sur les groupes

L’ordre d’un élément

Définition 1.1.6
On dit qu’un groupe G est fini si l’ensemble G est fini :
Dans ce cas, le cardinal de G est appelé ordre de G et noté |G| ou o(G).

Définition 1.1.7
L’ordre d’un élément a d’un groupe est le plus petit nombre entier positif m tel que a™ = e
(ou e désigne ’élément neutre ou identité du groupe, et a™ désigne le produit de m copies

de a). Si aucun m de la sorte n’existe, on dit que a est d’ordre infini.

Exemple 1.1.4
1) dans tout groupe G, l’élément neutre est le seul élément d’ordre 1

2) dans (Z,+), tous les éléments non nuls sont d’ordre infini.

Morphisme d’un groupe

Définition 1.1.8
Soient (G, -) et (Gg,*) deuz groupes, un morphisme (ou homomorphisme)

du groupe Gydans G5 est une application
f . Gl — G2

vérifiant:

V(z,y) € Gi x Gy, fz-y) = f(x)* f(y).

St de plus [ est bijectif, on dit que f est un isomorphisme de groupes, si G = G5 on dit que

f est un endomorphisme de G ; un endomorphisme bijectif s’appelle un automorphisme.

Définition 1.1.9

Soient Gy et Gy deux groupes (avec eq est élément neutre de Gs) et

fZG1—>G2
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un homomorphisme de groupes.
On appelle noyau de f et on note kerf, l'ensemble {x € G1,/ f(z) = ea} .
On appelle image de f, et on note Imf, l'ensemble { f(x),/x € G}

Proposition 1.1.1
Pour tout sous groupe Hy de Gy, f(H;) est un sous groupe de Gy et, pour tout sous groupe
Hy de Gy, f7'(Hy) est un sous groupe de G;.

En particulier Imf est un sous groupe de Go et kerf est un sous groupe de G.

Définition 1.1.10

Une relation d’équivalence sur un ensemble E est une relation binaire R qui vérifit:

1. R reflexive: Vx € E, xRx;
2. R symétrique: Vx,y € E st xRy alors yRz;

3. R transitive: Vx,y,z € E si xRy et yRz alors xRz.

1.1.2 Groupe opérant sur un ensemble

Action de groupe

Définition 1.1.11

Une action (4 gauche) d’un groupe G sur ensemble X est la donnée d’une application

GxX — X

(9.2) — g-x
telle que
1. Vre X, e-x=u;

2. Vx e X, Vg1,90€ G,ona g (g2-x) = qr192 - .
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Il résulte de cette définition que, si on pose ®,(r) =g -z, on a
O, =idx, et &y 0Py, =P ..

Une action du groupe G sur 'ensemble X est donc la méme chose qu'un morphisme de

groupes
d : G —bij(X)
g — @4

o bij(X) est le groupe des bijections de X.

Exemple 1.1.5
Pour tout ensemble X, le groupe bij(X) agit sur X.
Orbites

Définition 1.1.12

Soit G un groupe opérant sur X. On vérifie que la relation
Ry dgeGy=g-x

est relation d’équivalence sur X.

La classe d’équivalence d’un élément x de X est son orbite

Gx ={g9-z/9€ G},

de sorte que G est réunion disjointes de orbite sous G.
On appelle ’ensemble des orbites de X sous G le quotient de X par G, noté G\ X.

le stabilisateur de x est le sous groupe de G défini par

Hx ={geG,g-x=x}.

1.1.3 le théoréme de lagrange et ses variantes

Théoréme 1.1.1 (Lagrange)

Si G est groupe fini, alors l’ordre de tout sous-groupe de G divise l'ordre de G.



1.1. Généralité sur les groupes

Démonstration.

Si GG est un groupe fini, et si H est un sous-groupe de G, alors

¢ : H—zxH
h +— zh

est une application bijectif, ce qui fait |[zH| = |H|. Comme G = U} x;H alors |G| =
Uiyl | = 30 |H| = k| H].

Donc |H| divise |G|. m

Proposition 1.1.2

Dans un groupe fini, l'ordre de tout élément divise l’ordre du groupe.

Démonstration.
I'ordre d’un élément est égal a 'ordre du sous-groupe qu’il engendre donc il divise I'ordre

du groupe. =

Corollaire 1.1.1
Soit G un groupe fini d’ordre n. Alors, quel que soit l’élément g de G, g" = 1(1 est I’élément
de G).

Démonstration.
D’aprés le proposition précédente |(g)| divise n donc il existe un entier m tel que n = |(x)| m.

D’ou,

g = g|<g)|m
_ (g|<g>|)m
= 1™
= 1.
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1.1.4 Exemple( groupe symétrique)

Rappels,propriétés

Soit n un entier naturel non nul.

Définition 1.1.13

On note S, l'ensemble des permutations de l'ensemble {1, ....n} c’est a dire I’ensemble des
bijections de {1,...,n} vers {1,...,n}.

L’ensemble S,, avec (o) la composition des applications est groupe fini d’ordre n!, appelé

groupe symétrique de degré n.

Remarque 1.1.1
1) Sy et Sy sont abéliens.

2) pour n > 3, S, nest pas abélien.

Notation 1.1.2

On peut écrire une permutation o sous la forme suivante:

1 2. n S (12..n 123
. Ainsi, l'identité (e) s’écrit et est la
o(1) 0(2)... o(n) 12..n 231

permutation de {1,2,3} qui envoie 1 sur 2, 2 sur 3 et 3 sur 1.

o-orbite

Définition 1.1.14

Soit o € Sy, on appelle support de o 'ensemble supp(c) = {i € {1, ..., n} Jo(i) #i}

Remarque 1.1.2
a) On a supp(o) =) < o =e.
b) Quelle que soit o € S, et k € Z, on a supp(c*) Csupp(c). Notons que cette inclusion

peut étre stricte.

Définition 1.1.15

Soit 0 € S, et i € {1,....,n}. On appelle o-orbite de i I’ensemble

Q,(i) = {o" (1) /T € L}
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a) Si, sur l'ensemble {1,...,n}, on définit la relation (d’équivalence) R, suivante:

iRk < JreZ,o"(i)=k

on voit que la o-orbite de i, Q,(i) n'est rien d’autre que la classe d’ equivalence de i modulo
R,
b) Soit o € S, avec ¢ = e. Posons k = o(c). On a alors (o) = {e,o,...,c" '} il s’ensuit

que pour tout 1 =1,... ,n, on a

1< || <k

on remarqu’alors on a |(Q, (7)) =1 <= i ¢ supp(o) (on dit que la o-orbite est ponctuelle).
Ainsi, si i € supp(o), on a

2<|(Q(0) <n

¢) St {iy,...,im} désigne une classe de représentants des o-orbite de {1,...,n}, c’est-a-dire
une classe de représentants de l’ensemble quotient {1,...,n} /R, alors les sous ensembles

{Q6(19) }, <4<, forment une partition de {1,...,n}, on a donc

n= 221:1 €2 (i)

Exemple 1.1.6

123456
Pourn==6eto = ,onaf,(1)={1,5, 3}, Q,(2) = {2}, 2,(4) = {4, 6}.
021634

Cycles et transposition

Définition 1.1.16
Dans S,, on appelle cycle de longueurr (1 < r < n) ou alors r-cycle, tout permutation o € S,

telle qu’il existe r entiers distincts deux o deux de {1,...,n}, ji,...,Jr tels que o(j1) = jo,

U(jZ) = J35 «ees U(jrfl) = Jry U(jr) =71 et Vk ¢ {jh ~~>jr}> ‘7<k) = k.
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Un tel r-cycle sera note (ji,...,Jr) (son support est alors égal a {j1,...,75-}). On appelle

transposition tout cycle de longueur 2.

Remarque 1.1.3
Une transposition est donc un élément de S,, qui échange deux éléments de {1,...,n} et laisse
wnvariant les autres.

n(n—1)
2

On déduit qu’il y a exactement C? = transpositions dans S,,.

Exemple 1.1.7

a) toute cycle de longueur 1 est l'identité.

b) On a Sy = {e, T} ou T est transposition (1 2). S n’est composé que de cycle:

e de longueur 1, trois transpositions 71 = (1 2),79 = (2 3) et 73 = (1 3),et deuz 3 — cycle

p=(123) et puy,=(132).

Signature d’une permutation

Définition 1.1.17
Soit 0 € S,. On appelle nombre d’inversions de o, le nombre de pairs {i,j} € {1,...,n}
telles que la restriction de o a {i,j} soit décroissante (i.e.si i > j alors o(i) < o(j) et si

i < j alors o(i) > o(j)). On note v, cet entier.

Exemple 1.1.8
12345

53214
Les paires {i,j} ou il ya inversion sont {1,2}, {1,3},{1,4},{1,5},{2,3},{2,4} et {3,4}.

Dans S5, on considére o =

Ainsi, on a v, =T.

Définition 1.1.18
Soit o € S,,, on appelle signature de o Uentier (égal 4 +1) e, = (—=1)"2. On dira que o est

pair (resp. impair) si e, = 1 (resp. si e, = —1).

10
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Groupe alterné

Définition 1.1.19
On appelle groupe alterné de degré n le sous-ensemble A, de S, constitué des permutations

PALTS.

Proposition 1.1.3

n!

Pour n > 2, l’enemble A,, est sous groupe de S, d’ordre 5

Théoréme de Cayley

Théoréme 1.1.2

Tout groupe G est isomorphe a un sous-groupe du groupe Sg de ses permutations.

Démonstration.
Soit g un élément de G. L’application f, : G — G définie par f,(x) = gz est bijective.

En effet , injective

fg(l’l) = fg($2) = gT1 = gx2
= g gz = g g,
= T = Ta.
et surjective : Vg € G
fol)=gr=y=2=g""y.

c’est donc une permutation de G. L’application
F:G— SGa g = fg

est un morphisme de groupes. En effet F'(gh) est 'application de G dans G qui a x associe
ghx. Comme ghx = g(hx), cet élément est aussi 'image de = par 'application F'(g) o F'(h).
On en déduit que F(gh) = F(g) o F(h).

De plus, F' est injective. En effet, si F/(g) est égal a I'identité, pour tout x de G on a
gr =z,dou g = 1g, ou 1 est 'élément neutre de G, et ker(F') = {15 }. Par conséquent, F

est un isomorphisme de G sur son image F(G), qui est un sous-groupe de Sg. ®

11



1.2. Généralité sur les isométries

1.2 Généralité sur les isométries

Rappel: La distance de deux points A et B sera notée d(A, B) tell que d(A, B) = HA—B>H )

Définition 1.2.1
On appelle isométrie affine du plan (ou d’espace) une transformation f, qui conserves les

distances c’est-a-dire pour tout A , B du plan (ou d’espace)

d(A , B) = d(f(A), f(B))

(on notera aussi pour simplifier f(A)f(B) = AB). On retrouve cette définition le non
1sométrie d’origine grecque:

180-pour éqales

métrie (de metros) pour mesures.

Donc Uisométrie affine du plan (ou d’espace) une application bijectif.

Définition 1.2.2 D’une isométrie vectorielle ( ou endomorphisme orthogonal)
Soit E un espace vectoriel euclidien.
On appelle isométrie vectorielle ( ou endomorphisme orthogonal) d’un espace, toute appli-

cation linéaire de E dans E qui concerne la norme.

f est une isométrie vectorielle de E <= f est linéaire

Vi€ B f@)ll=7].

1.2.1 L’isométries de plan
Les transformations du plan

Définition 1.2.3 (La symétrie aziale)

Soit la droite (d):

Les points M et M se correspondent par la symétrie d’axe (d) si (d) est la médiatrice de
[MM].

Les points M et M' sont symétriques par rapport & la droite (d) :

1) Les droites (MM') et (d) sont perpendiculaires;

2) M et M' sont situés a égale distance de (d).

12



1.2. Généralité sur les isométries

Remarque 1.2.1

1. (d) étant la médiatrice de [M M '], tout point de (d) est situé a égal distance de M et

!

M.

2. chaque point de I'axe (d) a pour image lui méme pour cette symétrie: les points de

cet axe sont dits invariants.

Définition 1.2.4 (La symétrie centrale)

Soit le point O:

Les points M et M' se correspondent par la symétrie de centre O si O est milieu de [M M /] .
Les points M et M sont symétriques par rapport au point O si:

O appartient a segment [MM'] et OM = OM'.
Remarque 1.2.2

1. O étant centre de symétrie, il a pour symétrique lui méme: il est invariant.

2. Deux droites symétriques par rapport & un point sont paralléles.

Définition 1.2.5 (La translation)

Dans une translation, tout point du plan est projeté.

dans la méme direction
dans le méme sens

sur la méme longueur de trajet

Ces trois informations nous indiquant le déplacement a opérer sont contenues dans le mot

magique vecteur.

Définition 1.2.6
Les points M et M se correspondent par la translation qui transforme A en B si ABM' M
est un parallélogramme ou encore:

— —?
les vecteurs AB et MM sont égaux.

13
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Remarque 1.2.3

e Si un point est invariant dans une translation alors tous les points sont invariants,

c’est le cas particulier de la translationde vecteur nul.

e Deux droites se correspondant par translation sont paralléles.

Définition 1.2.7 (La rotation)

Pour définir une rotation, il faut connaitre:

1. son centre
2. son angle

3. son sens
les points M et M  se correspondent par la rotation de centre O et d’angle a qui

transformé A en B si

MOM = AOB=a

et

!

OM = OM.

Proposition 1.2.1
Les quatre transformations:
symétrie axiale, symétrie central, translation et rotation qui sont donc des isométries du

plan.
Remarque 1.2.

1. En composant deux isométries du plan, on trouve encore une isométrie du plan.
La composé de deux translations est un translation, la composé de translation et rota-

tion est un rotation et la composé de deux rotations est un rotation ou une translation.

2. la translation et la rotation sont la composé de deux symétries axiale.

14
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Théoréme 1.2.1 (Reconnaissance des isométries selon les points invariants)

Soit f une isométrie du plan.

1.

2.

3.

/.

St f admet trois points invariants, non alignés alors, f = Id

Si f est différente de Id et admet deux points invariants, distincts, A, B, alors f est

une symétrie d’axe (AB).
Si f admet un seul point invariant alors f est une rotation de centre ce point.

St f n’admet aucun point invariant alors f est une translation.

Démonstration.

Soit f une isométrie du plan.

1.

Soit A, B, C' trois points non alignés de plan telle que:

f(4) = A
f(B) = B
1) = ¢

dans ce cas VM € P, M est aussi un point invariant car si f(M) = Mrtelle que
M # M’ on a:

AM = AM1/
BM = BM/
CM = CMy

ce qui implique A, B, C appartient & axe de [M M'], mais A, B, C non alignés il ya
contradiction, donc f = Id.
supposons que f # Id et soit A, B € P telle que A # B et f(A) = A, f(B) = B soit
C € P, C non alignés avec A et B telle que f(C) = C".
On a C # Crcar si C = (7 alors f admet trois points invariant non alignés donc
f = Id. soit h la symétrie d’axe de [C'C'], c’est a dire (ho f)(C) = C et

(hof)(A) = A

(ho f)(B) = B

15
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car

AC = AC'
BC = B(C'

ce qui implique A et B situé a d’axe de [CC’'] donc h o f = Id alors
hohof=(hoh)of=1Idof=f
et

hohof = ho(hof)=hold=h
donc f = h

donc si f est différente de Id et admet deux points invariants, distincts, A, B, alors f

est une symétrie d’axe (AB).

. Soit A € P un seul point invariant alors f(A) = A, et soit B € P telle que B # A et
f(B) = B,

on a: B # Blcar si B = Bralors f admet deux points invariants mais f admet un
seul point invariant.

Soit h est symétrie d’axe de [BB'].

On a f est un’isométrie donc AB = AB/, donc A appartient a 'axe de [BB'], et
on a: (ho f)(A) = Aet (ho f)(B) = Bet hof # Id car si ho f = Id alors,
hohof = holddonc f = h dans ce cas f admet infinité des points invariants |,
d’aprés 2 on a: ho f = h/ telle que h/est la symétrie d’axe (AB) et ho f = h/ donne
hoho f =hoht/donc f = hoht, alors f est la composé de deux symétries par rapport

a deux droits concourant en A donc f est une rotation de centre A.

. Soit f n’admet aucun point invariant et soit A un point du plan telle que f(A) = Aret
A # A,

on appelle (A) est 'axe de [AA'] et h est la symétrie par rapport a (A). On a
(ho f)(A) = A, d’aprés 1,2 et 3 ho f = Id ou ho f est la symétrie par rapport a la

droite qui appartient A ou rotation de centre A.

16
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e Sihof=1Idalorshohof=holddonc f=h ce cas impossible car f n’admet pas

un point invariant.

e Siho f=H telle que A/ est la symétrie d’axe (A') et A € (A’) donc hoho f=hokl
c’est a dire f = hoh' donc f est la composé de deux symétries par rapport deux droits
paralleles car si (A)N(A') = {B} alors fest rotation de centre B et ce cas impposible

donc h o f = h' alors f est translation.

e Sihof=r(A,0) telleque § # 0 alors hoho f =hor(A, 0) c’est adire f = hor(A,
0) donc f est la composé de trois symétries car r( A, 6) est composé de deux symétries

axiales.

Conclusion 1.2.1
Chaque isométrie est Id ou symétrie axiale ou translation ou rotation ou bien la composé

de trois symétries par rapport a trois droits.

1.2.2 Isométries affines dans ’espace euclidien

Notation: ¢ est espace affine euclidien et E ’espace vectoriel associé.

Applications affines

Théoréme 1.2.2
Etant donné un couple de points (0,0!) d’un espace affine ¢ et un endomorphisme g de
I’espace vectoriel associé E, il existe dans @ une application f qui o tout point m de ¢
associé le point m/! tel que:

o'm’ = g(oni)
En effet la détermination de OTW;7 entraine celle de m/.
Uapplication [ est appelée application affine définie par (o,0!) et g; on dit que g est

l’application linéaire associée a f.
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1.2. Généralité sur les isométries

Définition 1.2.8
Tout bijection affine f de g ayant pour endomorphisme associé un transformation orthogo-

nale de E est une isométrie.

Définition 1.2.9
L’ensemble des isométries de 5 est l'ensemble des bijections affines de @4 telles que chacune
a pour endomorphisme associé une transformation orthogonale Es. Nous noterons 1s(p;)

cet ensemble: c’est un sous ensemble de A(ps) le groupe affine de .

Définition 1.2.10
Toute isométrie de w5 pour laquelle la transformation orthogonale associée est une rotation

vectorielle de F3 est déplacement si non antidéplacement.

Rappel
L’application H qui a tout isométrie de ¢4 fait correspondre la transformation orthogonale
associée de Fj3 réalise un morphisme du groupe des déplacement D(p;) dans le groupe des

rotations vectorielles R(Es),

Déplacements de ¢,
Rotation de ¢,

Définition 1.2.11

Etant donnés une droite orientée 1_5 et un angle 0, on appelle rotation d’axe 1_5 et d’angle
0 Uapplication de @5 dans 5 qui laisse invariants tous les points de la droite D, et dont la
restriction a tout plan P orthogonal a D est une rotation plane d’angle 0 (I’orientation du
plan P étant associée a celle de 1_5) On note cette rotation r(l—?>,9). Si D' désigne ['axe
0pposé a 1—5, la rotation r/(ﬁ, —0) est la méme application que T(B, 0).

FEt la la rotation r”(B, —0) est la réciproque de .

Théoréme 1.2.3
Toute isométrie f de 5 admettant comme ensemble de points invariants une droite D est

une rotation dont ’axe est porté par D.
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1.2. Généralité sur les isométries

On montre aisément que la transformation orthogonale 1) associée est une rotation vecto-

rielle, et que la restriction de f a un plan P ortogonale & D est une rotation.

Théoréme 1.2.4
Tout déplacemt de @5 ayant au moins un point invariant est une rotation dont [’axe passe

par ce point.

Vissage

Définition 1.2.12
D désignant une droite affine, A\ la direction de D, 6 une mesure d’angle (en radians,
mod2r ), ‘7 un vecteur appartenant a /\, on appelle vissage d’axe 1_5, d’angle 0, de vecteur
‘_/2, le produit de la rotation T(B, 0) par la translation t devecteur ‘_/2

— —. — — = — — )
On note ce déplacement V(D ,0,V'); D' étant l’axe opposé a D, V' = (D', —0, V') désigne

le méme vissage.

Remarque 1.2.5
H
La vissage V' se réduit a la rotation r si V = ?, a la translation t si @ =0, a l'identité si

H H . . . . . H H
0=0etV = 0. Par la suite on dira vissage stricte si V # 0 et 6 = 0.

Symétries axiales de ¢,

Définition 1.2.13
Etant donnée une droite D, on appelle symétrie d’axze D ['application de p; dans psqui @
tout point M associe le point M1 symétrique de M par rapport & D dans le plan (M, D).

On notera s ou sp. On dit aussi : symétrie-droite, demi-tour, retournement plan.

Théoréme 1.2.5

Toute symétrie axiale dans p4 est un déplacement, rotation d’axe D et d’angle 7.

On démontre que lapplication vectorielle associée § est une rotation et que D est [’ensemble
des points invariants. De plus ['orientation de D n’intervient pas, on parle donc de symétrie

d’aze D sans préciser le sens choisi sur D.
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1.2. Généralité sur les isométries

Antidéplacement de ¢,
Symétrie par rapport & un plan

Définition 1.2.14
Etant donné un plan affine P, on appelle symétrie par rapport a ce plan l’application qui a
tout point M de 4 associe le point M1 défini ainst : H étant la projection orthogonale de
M sur P,

—_— SN

HM' =—-HM

on la note Sp , P est appelé le plan de symétrie.

Théoréme 1.2.6 Toute symétrie par rapport a un plan affine P est un antidéplacement de

vy admettant comme ensemble de points invariants le plan de symétrie P.

Démonstration.
En effet, O étant un point de P, 'application vectorielle associée d est telle que 6(OM) =

—_— — —_—
OM’ avec HOMH = HOM’

, 0 est donc une symétrie par rapport au plan vectoriel P
direction de P; Sp est 'antidéplacement associé a ¢ et I’ensemble des points invariants est

le plan P. m

Produits de symétries-plan

Théoréme 1.2.7 Le produit non commutatif des symétrie par rapport & deux plans paral-

leles est une translation.

Théoréme 1.2.8 Le produit non commutatif des symétrie par rapport a deux plans sécants
—
suivant une droite D est une rotation d’axe D et d’angle 0 = 2(d,d’), d et dI étant les

intersections de P et de Pl avec un plan R orthogonal a D, R étant orienté par le choix de
ﬁ

D.

Symétries centrales

Définition 1.2.15
On appelle symétrie de centre O l'application de p5 dans ps qui @ tout point M associé le

. . o7 . é %
point M1 tel que O soit milieu du segment M M1, c’est-a-dire OM' = —OM.
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1.2. Généralité sur les isométries

Théoréme 1.2.9

Toute symétrie centrale de ps est un antidéplacement laissant un seul point invariant.

Théoréme 1.2.10

Le produit de deux symétries de centres o et ol distincts est la translation de vecteur 200/.

Définition 1.2.16 (Barycentre)

On donne n points Ay, As, ..., A, de l’espace et n nombres réels ai,as, ...,a,.A un point

quelconque M, nous associons le vecteur:

— —
Vm = CL1MA1 + CL2MA2 + ...+ CLnMAN

H
la fonction M +— V ,, est appelée fonction barycentrique, si ay = as = ... = a, = 1 cette

fonction appelé isobarycentre
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Chapitre 2

Groupe de symétries dans le plan et

dans ’espace

Dans ce chapitre, on étudier de groupe d’isométrie et le groupe de déplacement dans le plan

et dans [’espace avec des exemples.

2.1 Groupe de symétries dans le plan

2.1.1 Groupe d’isométries dans le plan

Soit Is(P) est 'ensemble des isométries du plan.

Théoréme 2.1.1
(Is(P),o0) est groupe (o =loi de composition des applications).

Démonstration.
Is(P) # @ car Idp € Is(P).
On montre que (Is(P), o) est sous groupe des bijections du plan .

Soient M, N € P, et f,g € Is(P).Alors

d((go /)(M),(go /)(N) = d(g(f(M)),q(f(N)))
= d(f(M), f(N))
= d(M,N)
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2.1. Groupe de symétries dans le plan

donc go f € Is(P). De plus, f est bijective, donc

d(M,N) = d(f(M), f(N)) = d(f(M), fH(N)) = d(f 7 (F(M)), [T (f(N))) = d(M,N)

donc f~! € Is(P) alors (Is(P),0) est groupe. m

Groupe des déplacements

Définition 2.1.1
Une isométrie du plan qui conserve les angles orientés est appelée déplacement celle qui
[inverse est appelé antidéplacement

on note leur ensemble respectivement [s™(P) et [s~(P).

Remarque 2.1.1

On a

- un déplacement d’angle nul est une translation.

- un déplacement d’angle ™ est une symétrie centrale.

- un déplacement d’angle 6 non nul est une rotation d’angle 0.
Notation 2.1.1 On a Is~(P) = Is(P)\Is™(P).

Proposition 2.1.1
(Ist(P),0) est un groupe.

Démonstration.
Idp € IsT(P) est évident.
Soient a,b,c € P et f,g € Is*t(P). pour tout = € {a,b,c}, on note ' = f(x) et 2" = g(x),
de sorte que (ab,a¢) = (ab,ac)=(a b ,a ¢ ), donc go f conserve les angles orientés.
De plus, on sait par le théoréme 2.1.1 que f~! existe et f~o f = Idp,
1 — — _1 i 3 - . . -1 +
donc f~'o f(ab,a¢) = (ab,ac) < f~H(ab,ac) = (ab,ac), et il vient que f~" € IsT(P)(car

P —
(a'b’,a’c) et (ab,a¢) ont la méme orientation puisque f € Is*(P)). m

2.1.2 Exemple de groupe des isométries

Groupe diédral
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2.1. Groupe de symétries dans le plan

Définition 2.1.2

Toute isométrie d’un polygone régulier a n sommets dans son plan est une rotation autour
de son centre, d’angle 2mk /n, k étant un nombre entier.

1l y a donc n isométries du polygone réqulier a n sommets dans son plan. Nous avans vu

que ces n rotations forment un groupe, noté D,,.

Proposition 2.1.2

Le groupe diédral, D,,, pour (n > 3) est un sous groupe d’ordre 2n de groupe symétrique S,.

Cas particulier

1) Pour n = 4 (Le groupe des isométries d'un carré)

Exemple 2.1.1

On note Dy le groupe des isométries du carré.

Les éléments de Dy sont

I =identité

Ry =la rotation de centre 0(le centre du carré) et d’angle /2
Ry =la rotation de centre 0(le centre du carré) et d’angle
R3 =la rotation de centre 0(le centre du carré) et d’angle 3 /2
H =la symétrie par rapport a l'axe de symétrie horizontal

V' =la symétrie par rapport a l'axe de symétrie vertical

A1 =la symétrie par rapport o la premiére diagonale

Ay =symétrie par rapport & la deuriéme diagonale.
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2.1. Groupe de symétries dans le plan

qui se composent suivant la table

9] 1 Rl R2 Rg H 1% Al AQ
[ I Rl R2 Rg H V A1 AQ

Proposition 2.1.3

le groupe Dy isomorphe un sous groupe de Sy (théoréme de cayley).
2) Pour n = 3 (le groupe des isométries d'un triangle équilatéral)

Exemple 2.1.2

On note D3 le groupe des isométries d’un triangle équilatéral .

Les éléments de D5 sont

I =identité.

Ry =la rotation de centre 0(le centre du triangle équilatéral) et d’angle 2 /3.
Ry =la rotation de centre 0(le centre du triangle équilatéral) et d’angle 4w /3.
V' =la symétrie par rapport a l’axe de symétrie vertical.

A1 =la symétrie par rapport a la premiére diagonale.

Ay =symétrie par rapport o la deuriéme diagonale.
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2.1. Groupe de symétries dans le plan

qui se composent suivant la table:

[ I Rl RQ V Al A2

R2 RQ [ Rl Al AQ V

Ag AQ %4 Al Rl RZ I

Exemple 2.1.3

Soit n un entier, n > 3.

On se propose de déterminer l’ensemble G des isométries (du plan) préservant les sommets
d’un n-gone.

Soient O le centre du n-gone, Ay l’'un de ses sommets et g un élément de G. On note
Ag, Aq, ..., A1 les sommets du n-gone, dans cet ordre.

On note s la symétrie d’aze (OAp) et r; la rotation de centre O qui envoie Ay en A; (0 <

i<n-—1)
1. Démontrer que G est un groupe dont 'ordre divise n!.

2. a)On suppose dans cette question que g(Ag) = Ap. Que peut on dire de g 7

b)On suppose dans cette question que g(Ag) = A4;, (1 <i<n-—1).
Démontrer que: g =7, 0ug=r;058
c)En déduire que:

G={(rs)our=rm
préciser 'ordre de G.

3. Compositions d’éléments de G:

a)Démontrer que :

sorosor=1d

26



2.1. Groupe de symétries dans le plan

b)Démontrer que :

Vije[0,n—1)°,(r'os)o(rfos) =1

Solution 2.1.1

1. Il est clair que G est un sous groupe du groupe symétrique S,,.

D’aprés le théoréeme de lagrange, on peut affirmer que 'ordre de G divise n!

2. a) g posséde deux déja points fixes. Il y a évidemment Ag. Mais également O. En
effet, comme ¢ est affine, elle conserve le barycentre d’une famille de points. Donc
g(0O) = O.(car O est l'isobarycentre de Ay, A1, ..., A1)

En conséquence, g fixe la droite (A¢O).(puisque cette droite est ’ensemble des barycen-

tres de Ap et O) on en déduit:
g=soug=Id.

b) On a: (r; ' o g)(Ag) =7, (A;) = Ag.Et d’aprés a): ;' og=sour;'og=1Id

D’ot: g = r;os ou g = r; De plus, ces deux isométries sont bien distinctes puisque

I'on a, par exemple:
(ri08)(A1) = 1i(An—1) = Ai—1p) et 175(A1) = Aiap

or,i—1 = i+1[n] entraine, 2 = 0 [n] ce qui est exclu car n > 3.Donc r;05(A;) # 7;(Ay).
c) D’aprés les questions a) et b), on a examiné toutes les possibilités de transformation
du point AO.(A chaque image possible de Aq correspond deux isométries distinctes).

On a la liste des isométries suivantes:
Id,ryr9,...,7_1,7108,7208,...,T,_1085

En notant

r =ry,on a bien G = (r,s)

l'ordre de G est 2n. (Et :|(r)| = n, |(s)| = 2)
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2.2. Groupe de symétries dans I’espace

3. a)rosor(Ag) =ros(Ay) =r(A,_1) = A.
Donc, d’aprés 2)a:
rosor=Jdourosor=s
Or: ros O?”(Al) =To S(Ag) = ’I“(An_g) = An—l-
Donc rosor # Id.

D’ou:
rosor = S
sorosor = Id
(onaaussi : rosoros=1Id)

b) Utilisons 7 o s = s o r~.(D’aprés 3)a))

(TiOS)O(TjOS):riosoro...oro:s:riososor*j:ri*j
——

j fois
2.2 Groupe de symétries dans ’espace

2.2.1 le groupe d’isométries

Définition 2.2.1
On note GL(Es3) le groupe des bijections linéaires de E3 et A(ps) le groupe affine de 5.
Dans l'un et Uautre la loi de composition des applications sera notée multiplicativement.
f étant une bijection affine, § la bijection linéaire associée, il existe une application H de
A(ps) dans GL(Es) :

[ € Algs); £ H(f) =8 € GL(Ey).

Nous savons que H est un homomorphisme de A(p;)dans GL(E3), c’est a dire que
H(f'-f)=H(f)-H(f)=0"-6

Si f et f1 sont des isométries, les endomorphismes & et &' associés sont des transformations
orthogonales ainsi que &' &, par suite fI f est une isométrie et la loi de composition des
applications est interne dans 1s(y5). De plus ’homomorphisme H implique que la bijection

réciproque f~% a pour endomorphisme associé 5t qui est une transformation orthogonale,
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2.2. Groupe de symétries dans I’espace

donc f~Lest une isométrie.

En général ff1 # f1f puisque 68" # 9.

Conclusion 2.2.1

L’ensemble Is(p3) muni de la loi de composition des applications a une structure de groupe
non commutatif: on 'appelle groupe des isométries de p5. C’est un sous groupe du groupe
A(ps). Lapplication H réalise un homomorphisme de I1s(y5) dans le groupe orthogonal de

Bs.[12]

groupe des déplacements

Définition 2.2.2

On appelle déplacement de @4 toute isométrie de p4 pour laquelle la transformation orthog-
onale associée est une rotation vectorielle de Es.

L’ensemble des déplacements de pg sera noté D(ps): c’est un sous ensemble de 1s(ps).
D’apré la définition (2,2,1) en considérant ’ensemble D(p3) et l’ensemble R(Es) des rota-
tions vectorielles de Es. R(E3) muni de la loi - est un sous groupe du orthogonale de Ej.f
et f' étant deux éléments quelconques de D(p3) ayant pour rotations vectorielles associées

§ et &', Uhomomorphisme H du groupe 1s(p3) dans le groupe orthogonale de E3 montre que

ffr, frf et f=1 sont des éléments de D(p3).

Conclusion 2.2.2

lensemble D(p5) muni de la loi de composition des applications a une structure de groupe:
c’est un sous groupe du groupe des isométries, on ’appelle le groupe des déplacements de
¥s3-

La restriction de H a D(ps) est un homomorphisme du groupe D(p5) dans le groupe

R(Ey). [12]
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2.2. Groupe de symétries dans I’espace

2.2.2 Exemple de groupe d’isométries

le groupe des rotations du tétraédre

Fic. 7.

Pour déterminer toutes les isométries du tétraedre régulier AgA; Ay As(fig.7),envisageons
d’abord celle qui laissent fixe un de ses sommets,

par exemple, Ay. Ces isométries transforment alors le triangle A;A;As en lui méme; ce
sont les rotations 0, 27,3, 47w /3 autour de son centre By. Il en résulte qu’il y a seulement
3 isométries du tétraedre laissant fixe le sommet Ay: isométrie identique ay qui garde tous
les éléments du tétraédre, et les deux rotations 27w 3, 47 3 autour de 'axe AyBy,que nous
désignons par a; et as. Soit maintenant une isométrie particuliere du tétraédre emmenant
le sommet Ag en A; (1 =1,2,3).

Désignant par xg 'isométrie identique, nous allons démontrer que, b étant une isométrie

quelconque du tétraédre , on peut écrire
b=a;+xr (1)

(1=1,2,3) et (k=0,1,2,3),i et k étant déterminés d’une fagon univoque.

Si b est une isométrie du tétraédre, elle emmeéne le sommet Ay en un sommet bien déter-

miné A, k=0,1,2,3.
Alors I'isométrie b— x;, laisse fixe le sommet Ag et est donc une isométrie bien déterminée
a; telle que

b—x, = a;
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2.2. Groupe de symétries dans I’espace

et par suite:

b=z, +a;

i et k étant déterminés d’une fagon univoque. Comme réciproquement, d’apreés (1), a tout
couple (7, k) correspond isométrie bien déterminée du tétraedre, il existe une correspondance
biunivoque entre les isométries du tétraedre et les couples (i, k), i prenant les valeurs 0, 1,2
et k les valeurs 0, 1, 2, 3.

Il en résulte qu’il ya exactement 12 isométries du tétraedre correspond a une permuta-
tion déterminée de ses sommets, donc & une substitution déterminée des numéros qui leur
sont associés.

Les substitutions portant sur 4 éléments sont au nombre de 24, mais parmi elles il y en a
seulement 12 correspondant & des isométries du tétraedre. Nous allons établir une corre-
spondance entre ces isométries et substitutions du 4 éléments.

Pour abréger le langage, appelons médiane du tétraeédre la droite joignant le sommet A;
du tétraedre au centre B; de la face opposée, et ((droite des milieux)) la droite qui passe
par les milieux de deux arétes opposées du tétraedre.

A chaque médiane correspondent deux isométries du tétraedre distinctes de I'isométrie
identique; ce sont les rotations 27,3 et 47,3 autour de cette droite. Nous obtenons en
8 rotations représentable comme substitution des numéros attribués aux sommets de la

maniére suivante:

0123 0123 0123 0123
ay = a9 = as = as = as =
0231 0312 2130 3102
0123 0123 0123 0123
g = a7 = ag = . (2)
1320 3021 1203 2013

Achaque droite des milieux correspond une rotation distincte de la rotation nulle; c’est
une rotation d’angle m. Comme le tétraedre a 3 droites des milieux, il y a 3 rotations
distinctes d’angle 7.

On peut les représenter par les substitutions suivantes:

0123 0123 0123
ag = ayg = ap; = (3).
1032 2301 3210
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2.2. Groupe de symétries dans I’espace

Ces 11 rotations constituent, avec le rotation nulle (isométrie identique) les 12 isométries
du tétraeédre. Chacune de ces tétraédre (1). Pour cette raison, le groupe des isométries du
tétraedre est encore appelé groupe des rotations du tétraedre.

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que toutes les substitutions (2) et (3) sont
paires. Comme il ya a 12 substitutions paires de 4 éléments qui sont ici les sommets du
tétraedre, il existe évidemment une correspondance entre le groupe des rotations du tétraedre

et le groupe Ay. [3]
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Chapitre 3

Applications en chimie

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons appliquer la symétrie aux systémes moléculaires dans le cadre
mathématique de la théorie des groupes.

On étude l'opérations de symétrie d’une molécule et les appliquer en détail a de petites
molécules comme 1’eau. Nous allons aborder les outiles de la théorie des groupes puis son

applications aux molécules.

3.2 Opérations de symétrie

Définition 3.2.1 (Opérations de symétrie)
Une opération de symétrie est le mouvement de déplacement d’un objet le conduisant soit a

une position équivalente soit a une position identique.
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3.2. Opérations de symétrie

Chaque opération de symétrie possede un élément de symétrie, qui sera un axe un

plan ou un point.

3.2.1 Eléments de symétrie d’une molécule

Eléments de symétrie d'une molécule sont:

1. E, Videntiteé.

Toutes les molécules ont au moins cet élément.

2. C,, la rotation d’ordre n, c’est a dire d'un angle de 27 /n laisse la molécule inchanggée.
La molécule d’eau posséde un axe de rotation Cj.
Certaines molécules ont plusieurs axes de symétrie; dans ces cas l'axe qui a la plus
grande valeur de n est appelé I’axe principal.
Par convention, les rotations s’effectuent dans le sens inverse des aiguilles d’une mon-

tre.

3. o, le plan de symétrie.
La réflexion au travers de ce plan laisse la molécule inchangée. Dans une molécule qui
contient également un axe de rotation, si le plan contient cet axe, il est noté o,. Si le
plan est perpendiculaire a cet axe, il sera noté o,. Un plan bissecteur de deux axes

de rotation C5 sera noté oy.

T,

Certains éléments de symétrie d’'une molécule comme XeF)
il ya deux couples d’axes de rotation d’ordre 2 perpendiculaires & ’axe pricipal d/ordre 4
Un plan de symétrie o, contenu dans le plan de la feuille, et deux ensembles de plans

oy €t o4
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4. i, le centre d’inversion ou centre de symétrie.

L’inversion au travers de ce centre de symétrie laisse la molécule inchangée.

L’inversion consiste a projeter touts les points au travers de ce centre.

1

—_

Le centre d'inversion ef l'opération d'inversion dans une molécule de SF &

5. Sy, la rotation impropre d’ordre n (rotation/réflexion). Cette opération consiste en
une rotation d’ordre n suivie par une réflexion dans un plan perpendiculaire a cet axe.

S1 est équivalent & une réflexion, S5 & une inversion.

a) 5,
i {1} Rotate

(2} Reflcc’r\|

(k) (1) Rntatg ) IS:

[

{2} Reflect]
|

Rotations impropres d/ordres 1 et 2 équivalentes a une réflexion et une inversion

3.3 Les groupes ponctuels

Définition 3.3.1

L’ensemble complet des opérations de symétrie effectuables sur une molécule constitue un
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groupe. Les groupes des opérations de symétrie des molécules sont des groupes ponctuels car
tous les éléments de symétrie passent par un point de la molécule; ce point est invariant par

les opérations des symétries du groupe. Ce point n'est pas forcément un centre de symétrie.

Exemple 3.3.1

vérifions que une opération de symétrie de HoO forme un groupe.

c.
'
L6050
/ |
Oy ,
I
I,
’ O
H H
6,L0G’,
Les éléments de symétrie sont:
Cy: aze de symétrie
o,: plan moléculaire (contient l'axe Cy).
o, L o, (contient U'aze Cs).
Les opérations de symétries sont:
Ci,C}=E,0,,02=FE,o0, 0,>2=FE.
Table de multiplication:
E |C)lo, |0

La loi de composition est interne,
-4l y a un élément neutre E ,

- la loi est associative,
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3.3. Les groupes ponctuels

- tout élément a un inverse : lui-méme,
- la table présente une symétrique par rapport a la diagonale, donc c’est un groupe abélien

d’ordre 4.

3.3.1 des opérations de symétrie engendrées par chacun des élé-

ments de symétrie d’une molécule

La liste compléte de toutes les opérations de symétrie engendrées par chacun des éléments
de symétrie d’une molécule répond aux 4 critéres d’un groupe mathématique. Par exemple
pour une molécule plane ABjs ces opérations sont:
E, Cs, C2, Cy, Cy, C, T Ss et S?
y Ly, Ug, L2, Uy, Uy, Oy, Oyy Gy 5 Ohy O3 € 3
Considérons systématiquement quels genres de groupes seront obtenus a partir des dif-
férentes séries d’opérations de symétrie:

a) Groupes engendrés par un seul élément de symétrie:

I’élément de symétrie | le groupe engendré par ce élément

JE ) ={E}=0C4

o o) ={o,0*=FE}=C,

1S, (n pair) Sn) ={E, Sn, Cp 2, S

ny

sr1) =5,

(£
{
el (i) = {i, i = B} = C;
{
{

Sy ={E,C,,C? ...C" Y 5}, 8,53 .. Sn=2 §nt2 S2n=1y — O

n

1S, (n impair)

b) Groupes engendrés par deux ou plusieurs éléments de symétrie:

I’éléments de symétrie | le groupe engendré par ces éléments

E'Cn 1 77,02 {E, Cn, Ci, ey Cn_l, TLCQ} = Dn

n

ElCn 1 O'(O'h) {E7 Cn, Cz; ceey Cn—l’ Oh, UhCn7 O-hcga ceey Uhc’g_l} = C”h

n

3C, // o(oy);n impair | {E,C,,C? ....C" ! no,} = Cp,

n

3C, // (0u); npair | {E,C,,C2,...,C0 oy /2,} = Cpy

n

3C,, +nCy + oy, {4n opérations} = D,

3C,, +nCy + oy {4n opérations} = D,,.

c) Groupes spéciaux:
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3.3. Les groupes ponctuels

1. Molécules linéaires sans centre de symétrie: C,
2. Molécules linéaires avec centre de symétrie: D_,
3. Tétraedre, 24 opérations, Ty
4. Octaedre, 48 opérations, Oy,

5. Icosaedre, 120 opérations, I,

3.3.2 Représentation du groupe

Définition 3.3.2
Une représentation d’un groupe est l’ensemble des matrices correspondant chacune a une

opération simple du groupe.

Exemple 3.3.2 On a les éléments de symétrie E, Cy, o,, o, forment un groupe, nous

allons décrire leurs effets sur un vecteur quelconque (x,y, z).

Co
Z

G-'L‘
(7-1’1_‘
— T

3}/
E(z,y, 2) = (x, y, 2)
02(x7 Y, Z) = (—ZE, -, Z)
O'U<Q§', Y, Z) = (CC) -Y, Z)
O';(LU, Y, Z) = <_$7 Y, Z)
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3.3. Les groupes ponctuels

Ici, leffet de ces éléments sur le vecteur r était facile & identifier. Plus généralement, une
rotation d’un vecteur r et d’angle # par rapport & un axe /N resulte en un nouveau vecteur
T/,

r'(n, 0) =rcos(f) + (nx*r)sin(f) + n(n — 1)(1 — cos(h))
e Un plan est représenté par or = —1'(n, m) oun L o
e Une rotation impropre est représentée par S,,r = 0,Cyr = —1'(n, (2,/m — 1)7)

Ces éléments de symétrie s’expriment aussi sous forme matricielle.

100
E(SL’, Y, Z) = (‘737 Y, Z), M(E): 010
001
-1 00
C(Ji, Y, Z) = (—ZE, — Y, Z), M(C2): 0—10
0 01
100
ou(z, Yy, 2) = (x, —y, 2), M(o,)=1{0-10
001
-1 00
O';(.I’, Y, Z) = (—.I', Y, Z), M(E): 010
001

Table de multiplication

E |Cylo, |0
E |E |Cy|lo, |0
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3.3. Les groupes ponctuels

Vérification:

o, -Cy = o)
1 00 -1 0 0 -100
0—-10 0-10 = 010
00 1 0 0 1 001
0y, 0, = F
100 100 100
0—-10(-]10-10 = 010
001 001 001

autre représentations
Il y a ensuite des représentations d’ordre trés élevé. Par exemple, si nous attribuons
trois petits vecteurs unitaires orientés le long des axes x, y et z de chacun des atomes de

H>0, cet ensemble de 9 vecteurs engendrera un ensemble de 4 matrices 9 x 9 .[5]
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Conclusion

Dans ce travail. Nous avons présenté dans un premier temps les concepts fondamentales
des groupes avec un exemple le groupe S,, et généralité sur 'isométries dans le plan et dans
I’espace. Ensuite nous avons présenté le groupe d’isométrie dans le plan et dans I’espace avec
des exemples. Finallement nous avons présenté : les applications de la théorie de groupe en

chemie.
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