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Introduction

Parmi des applications d’inégalités variationnelles avec des obstacles, le plus célébre
est probablement celui du probléme de digue, 'approche moderne a comencée par le
travail de C.Baiocchi ( voir [2]) .

Beaucoup de développements ont suivi. Malhereusement cette approche est seulement
possible dans le cas de milieu poreux, avec des murs verticaux par example le cas d'un
barrage rectangle et approprie dans la dimension 2.

Soit  un domaine borné avec une frontiére 92 = S, continue localement lipschitzienne,

( Q représente la partie de milieu poreux ) et Sy, Sz, S5 = (Ss.) des sous ensembles

1<i<N
de S tels que S; est fermé, et Ss est ouvert dans le complément de S; dans S, et ¢ une
fonction continue de Lipschitz positive :

Consédérons l'inéquation variationnelle suivante :

Trouver une paire (p,x) € H' () x L™ (Q) tel que :
(1) p>0dans Q, p=¢sur SyUS;

(1) 0<x<Lp(l—-x)=0

(iii)/Vp.V§+X.§y§O VeEe HY (Q),6 =0sur S3,& >0 sur Sy
Q

Nous nous intéréssons a étudier la régularité de la frontiére libre 0 ({p > 0} N Q) , et

I’ expression de y , la frontiére libre est une courbe :

o () sup {y|p (z,y) > 0} si cet ensemble n’est pas vide
T) =
S~ (x) si non

Notre travail est composé de trois chapitres :



— Dans le premier chapitre on va proposer une approche physique, et on pose le
probléme.

— Dans le second chapitre, on va étudier I’éxistance de la solution, en utilisant la
méthode de pénalisation, et on donne queluge propriétés de la solution.

— Dans le troisiéme chapitre on va définir la frontiére libre, et nous étudions sa

continuité.



Chapitre 1

Notations et définitions

L’objet de ce chapitre est de donner quelques résultats fondamentaux qui concernent

les espaces de Sobolev, Banach, LP.

1.1 Notations

Q) : domaine borné de R?
X = (z,y) € R?, a = (a1, ag) € N? est dit multi-indice

la] = ag + as

Définition 1.1. s f : Q — R, On note

o 8‘a|f 0% 0"
Df: « (0% = (0% (6% f
Oz Qy*2  QJxr Qy*2
u st u>0 0 st u>0
ut = LU =
0 st u<0 —u st u<0

x4 : la fonction caractéristique de A

{f=at {f<a} {f<at={(z.9) €R*: f(z,y) =0 f(z,y) <a f(z,y) <a}

PP : presque partout
0
V l'opérateur (%, 8_y>
ly > h] = {(z,y) € Qy > h}



1.2 Espaces de Banach

Définition 1.2. ( norme ) Soit E un R-espace vectoriel
||| est une norme sur E, si et seulememt si ||.|| est une application de E dans R telle
que

1.VxeE, |z]|=0«<=2z=0.

2. VNER, VzeE || = |zl

3.V (x,y) € B2z +yll < llzll + Iyl

Définition 1.3. ( espace vrctoriel normé ) Tout couple (E,||.||) ou E est un R-espace

vectoriel et ||.| est une norme sur E, s’appelle un R-espace vectoriel normé

Définition 1.4. ( espace de Banach ) (E,|.||) un R-espace vectoriel normé, E est un

Banach si toute suite de cauchy de E est convergente ( dans E)

Théoréme 1.1. ( Point fize ) Soit K est un ensemble fermé, borné, et convere de X,
telle que X est un espace de Banach, et F': K — K est une fonction continue. Alors;

F' admet un point fize dans K.

1.3 Espaces de Hilbert

Définition 1.5. Soit F' un R-espace vectoriel. un produit scalaire (u,v) est une
forme bilinéaire de F x F dans R, symétrique, définie positive c’est-a-dire (u,u) > 0
stu#0

Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé espace préhilbertien.

Théoréme 1.2. ( Inégalié de Cauchy-Schwartz ) Soit (E,( , )) un espace préhilbertien

réel. Alors; pour tout a,b € E

=
ol

|(a,b)] < (a,a)? (b, )



Définition 1.6. Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H, muni d’un produit

N|=

scalaire (u,v), et qui est complet pour la norme (u,u)?.

Théoréme 1.3. ( Laz-Milgram ) Soit H un espace de Hilbert, muni d’un produit sca-
laire (1, ), f € H', et a(, ) est une forme bilinéaire continue dans H satisfait pour

A>0
a(u,u) > A |ju|® ,Vue H
Soit K un ensemble non vide, fermé de H. Alors; il existe solution unique u € K de

a(u,v)=< fiuv> YveH

1.4 Espaces L?”

Définition 1.7. L' (Q), L’ensemble des fonctions intégrables sur 2 a valeurs dans R

tels que / |f| < o0.
0

On note

1l = / ]

Définition 1.8. Soit p € R avec 1 < p < oo, On pose

LP () ={f: Q+—— R; f mésurable et |f| € L' () }

T [ / |f|p]”

Définition 1.9. On pose L™ () l'ensemble des fonctions f : Q — R; f mésurable,

On note

et il existe une constante C telle que |f (z)] < C pp sur Q
On note :
1/l e () = sup essaeq |f ()]

Théoréme 1.4. ( Théoreme de Fubini ) Soit Q1,Qy tel que Q; x Qy = Q C R?, on

suppose que F € L' (Qy x Qy). Alors, pour presque tout x € Qy :
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Fanely@) o [ Fayderl@)

De méme , pour presque tout y € €)s.

Fla,y) € IL(Q) et /QF@,y)dxeL;(m)

De plus on a :

//QIXQ2F(:L’,y)d:U dy:/Ql (/QZF(QJ,y)dy) dx:/Q2 (/QlF(a:,y)dx) dy

Théoréme 1.5. ( Théoréme de convergence dominée de Lebesque ) : Soit (S, u) un
espace mésuré, et soit (fy,),~, une suite d’applications mésurables f, : S — R, on

suppose que
1. la suite (fn)n21 converge pp vers une fonction mésurable f: S — R
2. Il existe une fonction intégrable g : S — R positive, telle que lon ait la condi-
tion de domination

|fnl < g pp, Yn>1.

Alors, les fonctions f, et f sont intégrables et

/fdu— lim /fndu

Et méme

lim /\fn—f] du =0
n—-:o0 S

1.5 Espace D ({)) et espace D’ ()

Définition 1.10. k € N, on dira que f € C* (Q) st une des conditions ci-dessous est
satisfaite
— k=0 et f est continue sur )
e oofof ko1
—k>1etf admet des dérivées partielles 92 Dy’ qui sont dans C*1(Q).

x’ Oy
— On dit que f € C>*(Q), si f € C*(Q) pour tout k € N,



Définition 1.11. Siu € C (R2), le support de u, ( noté Supp (2) ), est ’adhérence de

Penesmble {x € Qu (z) # 0}.

Les éléments de C* (£2) qui a support un sous ensemble, compact de {2, noté par

D(Q)

Définition 1.12. On définit l’espace D' () ( distributions sur Q) comme étant [’es-

pace dual de D (), c’est-a-dire Uespace des formes linéaires continues sur D ().

Autrement dit si T" une distribution sur Q et si < T, ¢ >, désigne la dualité entre
D () et D' (Q2), pour toute suite (¢,,) convergente vers ¢ dans D (Q), < T, ¢, > tend

vers < T, >.

1.6 Espaces de Sobolev

Définition 1.13. L’espace de Sobolev d’ordre 1, WP (Q) est I’ensemble suivante :

Whr (Q) = {feLP(Q),%,g—z eLP(Q)}

En particulier W2 (Q) = H! (Q2)

Définition 1.14. Pour m € N, W™ (Q) est l’ensemble suivante :
W (Q) ={f € LP (), D*f € L? (Q) ,V|a| < m}
L’espace W™P (Q) est muni de la norme

ey = Mm@y + S 1D% ey

a=1
En particulier W™?2 (Q) = H™ () et W%2(Q) = L?(Q).
Théoréme 1.6. ( Formule de Green ) Soil Q2 un ouvert borné, réqulier de R?, sa fron-

tiere 00 =T, n (x) le vecteur normale unitaire vers lexterieur, et n; (x) les composantes
den(z). On a
1. Vfe H (Q)
af

Q Ox;

d:c:/rf.m (z) dI' (z)
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2. Vf,ge H (Q)

of - dg |
/ani.g dx = /Qf'é?:ci clach/Ff.g.nZ (z) dr (z)

Définition 1.15. FEtant donné un entier m > 1, et un réel 1 < p < oco. On définit

Uespace WP (Q) comme étant la fermeture de D () dans W™ (Q).
I ||W$7p(9) = [l llmo car Wg™" est fermé dans W™

En particulier HY = W,

Théoréme 1.7. ( Inégalité de Poincaré ) Supposons que Q est borné, 1 < p < oo.

Alors, il eziste une constante C' = C (), p) telle que
[ull o) < ClIVUll o), Vu € Wy ()

Théoréme 1.8. H} () s’injecte avec compacité dans L? () (c-a-d Uapplication iden-
tité de HY (), dans L* () est compacte ) et si la fronticre T' de Q est de Lipschitz,

Alors H' () s’injecte avec compacité dans L? ().

Théoréme 1.9. Siu € WP (Q), et f: R — R une fonction continue par morceau
tel que " € L™ (), on note par L l'ensemble des points singliers de f. Alors nous

avons dans le distrbutionnel sens :

Y (fu) = f'(u).Vu si ué¢L
0 st u€L

Théoréme 1.10. Si v € WP (Q) alors ut,u™ € WP (Q), de plus nous avons :

Vu si uw>0 0 st u>0
Vut = ,Vu™ =
0 st u<0 —Vu st u<0

Remarque 1.1. pour une fonction u € W' (Q) Vu = 0 pp sur l'ensemble [u = 0]

1.7 Espaces de Holder

Définition 1.16. Soit Q un domaine ouvert de R?* et C'(Q),C (Q), ensemble des

fonctions continues dans Q,Q respectivement avec flq € C(Q), pour u € C (ﬁ) et

8



0<p<1.

Soit
u (x) —u<y>|}

Jul, = supu ()] ef ful, = sup
|z —y|?

zEQ z,y€EQzH#Y

Si [u]ﬂ < 00, alors I'espace de S-Holder :
o = {Dﬁu €C(Q),[ul, < oo}
On note :

[ullors )y = Z [ D ul],, + [ulg

0<p<1

1.8 Principe de maximum

Théoréme 1.11. (principe de mazimum ) Soit u € C? () N C° (), avec Au >
0(<0) dans 2, Alors
SUp % = sup u (infu = inf u>
Q a0 Q o0

On suppose

ou ou
Lu = a(x) Vu+b(a:).a—x+0(x)a—y+d(x).u

a est une matrice telle que a2 = ag;

1. L est elliptique a un point x dans €2, si la matrice a est positive, c’est-a-dire si

A(z),0 (x) dénoter respectivement le minimum, maximum. de [a%] alors
0 <A @) | <a(2)&g <0 (@)l

Et Pour tout £ = (£1,&) #0si A >0

2. 81 A(z) > Ao > 0, pour un certain constant A\, on dit que L est strictement

elleptique dans ().

0 (x)

3. Si @)

est borné dans 2. on dit que L est uniformément elleptique dans 2.



Théoréme 1.12. ( principe de mazimum faible ) : Supposons que L est elliptique telle
que d =0 dans ) .
Soit uw € C° (Q) N C?(Q) satisfait :
Lu>0(<0) dans )
Alors ;
supu = sup u (infu = inf u)

Q 90 Q oN

Théoréme 1.13. ( principe de mazimum fort ) : Soit u € C° () N C?(Q) telle que

Lu>0

Si u atteint son mazimum sur Q en un point v de ), et sid =0 dans Q ou u (x) > 0

Alors la fonction u est constante

10



Chapitre 2

Position du probléme

2.1 Représentation physique

Consédérons 2 un domain borné, avec une frontiére €2 = S, continue localement
lipschitzienne. €) représente la partie de milieux poreux.
Nous subdivisons S, dans les sous-ensembles suivants :

— 51 : la partie imperméable de digue

— S5 : la partie de la frontiére 0€) en contact avec le terrain en plein air.

— 53 : est la partie de digue sous I'eau

11



pour simplifier I’étude théorique, on suppose que :

— Sj est fermé de S .

— S5 est ouvert dans le complément de S; dans S

De plus dans le cas plusieurs réservoirs, nous dénotons aussi par Ss31, S32...S3 N
sont les différents composants connexes de S; telle que S3 = S5, U S32U... U S5 N
Nous limiterons souvent au cas plus simple suivant :

Soit ) est verticalement convexe c¢’est-a-dire (2 satisfait :
V(z,y),(z,y) € Q lesegment {z} X [y,y] CQ (2.1)

De plus, on suppose que :

Sp est fermé, connexe de S, qui entoure {2 de dessous (2.2)
Sy U S5 qui enteure {2 d’en haut. (2.3)
S a seulement un nombre fini de murs verticaux (2.4)

Plus précisement si nous dénotons par m, la projection habituelle de R? sur l'axe x

pour x € 7, (2) nous pouvons définir :

S™ (z) = inf {y|(z,y) € Q}, S (v) = sup {y|(z,y) € } (2.5)
Alors (2.1) est clairement équivalent a :
Q={(z,y) |z €™ (Q),5 (z) <y < St ()} (2.6)
Maintenant (2.2) , (2.3) signifier respectivement cela nous

S1 est une partie connexe de S, qui contient tous les points 2.7)

(z,y) de S tels que y < S~ (x)
S, U S3 contient tous les points (x,y) de S tels que y > S™ () (2.8)

De plus (2.4) implique clairement

S™ (x) est continue sur 7, (2), sauf peut-étre sur un sous-ensemble fini p~ (2.9)

12



St (x) est continue sur 7, (), sauf peut-étre sur un sous-ensemble fini p*. (2.10)

A la fin du digue, biensure ces points S~ et ST ont une limite & droite et gauche,
quand cela a du sens.
Le probléme de base est maintenant de trouver la pression p = p(x,y) de fluide dans

), et cette partie de ) qui est humide, c’est-a-dire I’ensemble humide A.

2.2 Formulation forte

La frontiére de A est divisée en quatre parties :

I'y est la partie imperméable .

I’y est la frontiére libre de A .

— I'3 = S5 est la partie couverte par le fluide .

— I'y est la partie humide du barrage en contact avec l'air .
Parmi ces morceaux de la frontiére, seulement I's est complétement connu .
Expérimentalement la vitesse 7 de mouvement du fluide, Pour lequel nous supposons

citer peut l’eau avec un poids spécifique égal a 1, est donné dans A par loi de Darcy
V=—kVp+y)

Avec k étant le coefficient de perméabilité, et si le milieu est homogéne alors k est
une constante ce qui nous choisirons strictement psitif. et dans ce cas le fluide n’est

pas compressible, donc
div (7) =0 dans A.
div<7> =div (-kV(p+y)) =—-kA(p+y), donc
Ap =0 dans A. (2.11)

Maintenant, on suppose que la pression atmosphérique est choisie pour étre 0 et négliger

les effets de capillarité et d’évaporation. Alors, si nous dénotons par h; (i =1,...,N)

13



le niveau de I'eau dans le réservoir avec le fond Ss;, la pression sur Sy U S doit étre

indiqué par la fonction, continue, de lipschitz ¢, telle que :

0 sur S
¢ (x,y) =
hi—y sur Ss; VYi=1,...,N.

Alors, p doit étre satisfait les conditions Dirichlet, de frontiére suivantes :

p=0 sur I'hUIly

p=¢ sur I3

(2.12)

(2.13)

Le fait qu’aucune eau ne peut traverser I'y, et I'y, méne aux conditions de Neumann a

savoir
77 = —k‘7 (p+vy). 77 =0sur [ UT,.
ouw’ n = (n,,n,) désigne le vecteur unitaire normal & A ceci donne

0
a—n(p—ky):O sur [y Uy

Finalement, nous pouvons exprimer le fluide traversons I'y par
77 >0 sur I'y

Alors, si k est strictement positif et par

0
6—77(p+y)§05u7‘ Iy

Le probléme est maintenant de trouver (p, A) qui vérifié (2.11), (2.13), (2.14) e

cette équivalent a

.
Ap =0, dans A

p=0 sur ['YUTy, p=¢ sur I’y

(I)q o
8—n(p+y):(), sur Iy Uy
0
\ 8—n(p+y)§0, sur I'y

14
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2.3 Formulation faible

On veut trouver une paire (p, A) qui est une solution du probléme (I), supposons
que p et OA sont assez régulieres. En appliquant formule de Green :
pour £ € C' (Q) :
Tenant en compte Ap = A (p+y)

/Aﬁ(p+y)§ Vip+y)&n— /V p+y).
Alors;;

0A

/AVp.Vny=A—Ap.s+/aA%(p+y>.£

Nous avons dénoté par ¢, le dérivé de £ par rapport y

De (2.11) nous obtenons

0
[opvere = [ Swen
A o4 0N
D’aprés (2.14) on a :
0 0
—(ty).£= —(+y)&
/8A 877 ( ) T'sull'y 877 ( )
alors

0
Avp.vufy—/rgma—n(wy)f

si nous choissons maintenant ¢ =0 sur T'y, € >0 sur S, (&€ > 0 sur I'y doit

étre suffisante mais I'y est inconnue ), d’aprés (2.15) nous obtenons

/Vp.V§+§y§OV§€cl(§) E=0 sur I'3,6>0 sur S,
A

Puisque p étant égal & 0 extérieur A nous pouvons écrire cette inégalité comme

/Vp.V£+xA.£ysovgecl(ﬁ) €20 sur Taf>0 sur S
Q

Mais maintenant par le principe de maximum y peut étre la fonction caractéristique

de 'ensemble

[p > 0] ={(z,y) € Qp(x,y) > 0}

15



En effet p est positif sur [y UT'3 UTy et de (2.14) on a :

0
a—z = —n, sur I'y
depuis celon nos supposition
ny <0 sur I'y (2.16)

Le principe de demaximum fort, nous donne p > 0 interieur A. Ainsi on recherche

(P, x (A)) :

/

Trouver une paire (p,x) € H' (Q) x L>(Q) tel que

(1) p>0dans Q, p=¢sur SyUS;
(P)
(i) 0<x<1,p(1—x)=0

(131) /Vp.V§+X.§y§0 VEe HY (), =0sur S3,& > 0 sur Sy
x Q
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Chapitre 3

Résultats priliminaires

3.1 Existence de solution

On a H. (p) est définie pour € > 0 comme
1 si p>e
H. (p) = g si 0<p<e

0 s p<0
On a p est la limite de p. d’ou p. est la solution de

pEEHl(Q), pgng sur SQUSg
) /VpE.V£+HE(pE).§y:O VEe HY (Q),£ =0 sur Sy U S
Q

Dabord, laissez-nous étudions la pénalisation p. du probléme (P) et montrer
Théoréme 3.1. Il existe solution p. de le probléeme (P)

Preuve

Soit, 'application F., qui pour V € L? (Q) u. = F. (V) la solution du probléme :

U: = ¢ sur Sy U S3
(3.1)
/VuE.V§+Hg(V).§y:0 VEe HY (), €=0 sur Sy US3
Q

En peut appliquer Lax-Milgram en effet, on pose a(u,v) = /VU.VU, a(u,v) est
Q

une forme bilinéaire dans H' (), a (u,u) > c. HuHiQ(Q) ( en appliquant l'inégalité de
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poincaré )

a (u,v) < lull grqy - 0]l q)

Alors, il existe unique solution de (3.1).

Si 'on désigne par ¥ une fonction dans H* (Q) qui est d’accord avec ¢ sur S, U Ss et

si nous remplagons £ = u. — ¢ dans (3.1) nous obtenons

/\V(ue—w)F:/Hs (V) by + [T
Q Q

Et si H. (V) est délimitée par 1 nous obtenons

/Q IV (ue — ) < C () (3.2)

ou C (v)) est une constante qui dépend de 1) seulement, ainsi u. est borné dans H' (Q)
et de Papplication identité de H' () dans L? (Q2) (voir théoréme (1.8) ), il résulte que
F_ est continue.

De plus, selon I'inégalité de Poincaré, nous avons

/|ue—w|2 < k/ 1V (4 — W) < k.C ().
Q Q

Alors, pour R assez grand, applique F. de la boule de centre 0 et de rayon R (dans
L?(9) ) dans lui méme. En appliquant Théoréme de point fixe nous obtenons 'éxistance

de p. comme un point fixe de F;

Théoréme 3.2. La solution p. de (P.) est unique, p. > 0 pp dans 2, et I’ application
¢ — pe est non décroissante ( notament, si ¢1, Py sont deuz fonctions continues de
Lipschitz sur Sy U S3 si ¢ > &1, alors les solutions qui correspondants. pt | p? de p.

satisfont p*> > pl. pp dans Q).

Preuve
Si p! | p? sont deux solutions de p., correspendant & valeurs ¢, et ¢, repictivement,

nous avons placé ¢ = ¢. = p! — p%. Pour § > 0

(l—é)Jr si x>0
fs (x) = T

0 si <0

18



Si g < 0sur SoUSs, € = f5(q) est une fonction dans H* (Q) qui est égal & 0 sur Sy U Ss,

en outre nous avons (voir le théoréme 1.9)

V¢ = fi(q) .Vg=0d.x(lg >9]) .Vq/q* (3.3)

De I'égalité satisfaite par p! , p? nous déduisons alors

/vq.vgz/(Ha (P2) — H-(p2)) &
[¢) Q
Et d’aprés (3.3)

5 . |vq|2 o 5 H 2\ H 1 @
2 : ( € (pf:‘) € (pg)) 2°
[g>4] [g>9]

q
D’ou

/ |V(J|2<l/ lay|
o) @ € Jise 4

Ainsi, par I'inégalité de Cauchy-Schwartz nous obtenons

. 6 + 2 Q
/ V log <1 + —(q ) ) — / |V(21| < g
Q lg>0] 4 =

)
avec || dénote la mésure de 2. D’aprés inégalité de poincaré nous obtenons

-0\ _ 0
/log (1—1—%) §k:.|€—2|
Q

Avec k est indépendant de §. mais lorsque d va au 0 nous déduisons du au-dessus

2

inégalité

q=p:—pz<0 sur Q. (3.4)
'application de cette inégalité pour ¢ = ¢ = ¢ et pl , p? deux solutions de p. méne
a 'unicité de p..
Théoréme 3.3. Dans les hypothéses ci-dessus, il existe une paire (p,x), solution de

(P).

Preuve
Daprés (3.2), p. étant un certain u.. Nous déduisons que p. est borné dans H' (Q2) indé
pendant de €. Ainsi ( voir le théoréme 1.8), on peut trouver une suite &, — 0 tel que

— p., — pdans H' (Q).
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~ p., — p dans L? ().
— H., — x dans L? (Q).
H_ (p.) est borné dans L™ (), et par conséquent il est borné dans L? (2).

De plus, si nous choisissons £ € D (£2), nous obtenons

Apfn = _Hén (pan) (pfn)y € L2 (Q)

D’aprés la formule de Green, nous avons :

/Vpsn.V§+HEn (Pen) &y = %75 <OVEE HY (), £=0 sur S, £ >0 sur Ss.
) S5

0
( Notons que p., > 0 et p., = 0 sur Sy implique % < 0 sur Ss.)
n

On suppose ¢, — 0, (iii) de (p) est satisfaite

D’autre part, puisque les ensembles convexes

K={veH (Q)jv>0 sur Qv=¢sur Sy U S3},

K={vel?(Q)0<v<1 sur Q},

Sont faiblement fermés dans H' (Q), et L? (), respectivement, nous conclusons que
(p,x) € K x K', ceci donne (i) et la premiére partie de (ii) dans (p).

Finalement, dans ’ensemble [p > 0] nous avons pp (aprés que extraction une sous-suite
) H., (p-,) — 1. Alors par théoréme de Lesbegue H., (p.,) — 1 dans L? ([p > 0]), Du

fait cele H., (p.,) — x dans L? (), et par l'unicité de la limite on déduit que x = 1

pp sur [p > 0].

3.2 Monotonicité de y

Selon les hypothéses (2.1)-(2.4) nous avons :

Théoréme 3.4. Soit (p, x) une solution de (P), Alors
1. Ap+x, =0, dans S.

2. Ap >0, dans Q.
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3. xy <0, et ainsi x est une fonction décroissante par rapport a y dans €.

Preuve

1.

Soit £ € D (2)
On a :

/va.vnggyz/ (%(pﬂ;)-f.

I'sul'y

Eton a:
I3=53CSetl'yCSyC Salors '3UTy C S =00et daprés £ € D () nous
obtenons

/ Vp.VE+x.§ =0
Q
En utilisant formule de Green :
/ [—Ap - Xy] £=0
Q
Alors
Ap + x, = 0 dans (2

Soit ¢ € D (2),¢ > 0 et pour € > 0 mettant
¢ = min <Z—),C>
€
lorsque ¢ > 0 sur Sy U S5 ,§ égal a 0 sur So U S3 ( car p=0sur Sy et ( € D(Q)

) et £, —& sont deux fonctions test dans (P) (iii) nous obtenons

/va.vmm (g,g) +/QX. [min (g,g)]y:o.

X = 1 sur l'ensemble [p > 0], et min (Qg) = 0 sur l'ensemble [p = 0] ( voir
€

remarque (1.1) ). 'égalité ci-dessus devient

/QVp.Vmin (g,g) +/Q [min (g,gﬂy:o;

Et alors

/ Vp.V min (g,g> = 0 ( puisque min (f,{) =0sur Scar ( € D(Q))
Q
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Ecrivant cette égalité comme

1
/ Vp.VC 4 / Vpl =0,
[p>e.(] € Jlp<eq

Nous obtenons

/QX [p>e(].Vp.V(<0

Maintenant, en utilisant le fait x [p > e.{] — x[p > 0] lorsque ¢ — 0, nous
obtenons, puis ¢ — 0 dans l'inégalité ci-dessus et I'application de Théoréme de
Lebesgue

/X[p>O]Vp.V§§0

Aglzors

/Vp.vcso V(eD(Q), (>0
Q

En utilisant formule de Green

/va.vg :/Q—Ap.C <0

Donc
Ap >0
3. Finalement, On a :
Xy = —Apet Ap >0
Alors
Xy <0

Théoréme 3.5. Soit (p,x) une solution de (P), p est continue sur tout €, et sur

Sy U S3. Donc l’ensemble [p > 0] est ouvert

Preuve voir [8] p 84.

3.3 Quelques prioriétés de (p, x) solution de (P)

Laissez-nous indiquer maintenant les propriétés de ’ensemble [p > 0]. D’abord
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Théoréme 3.6. Soit (p, x) une solution de (P) Si (zo,y0) € [p > 0], alors existe € > 0
tel que le cylindre
C.={(z,y) €Q ||z —x0| <&, y<yo+e}

est inclus dans [p > 0]

Preuve
Si (z0,%0) € [p > 0], et puisque cet ensemble est ouvert, Pour € assez petit le carré
Qe ={lzr —wo| <&, |y — 1wl <&}
est aussi inclus dans [p > 0]. Ainsi, nous avons y = 1 dans )., et par la monotonicité
de x, x = 1 sur C. ( d’aprés (2.1) C. est connecté par des segments verticaux ). Mais
de Théoréme (3.4) (1), maintenant Ap = 0 sur C¢, et si p prend la valeur 0 sur C;, par
le principe de maximum p = 0 sur C., qui contredit Q. C [p > 0]

Par conséquent nous avons :

Corollaire 3.1. Soit (p, x) une solution de (P). si p(xo,yo) = 0, alors p(zo,y) = 0

pour tout (xg,y) avec y > o

‘

Preuve
Supposons I'inverse c’est-a-dire p (xg,y) > 0 pour certains y > o et d’aprés le théoréme

(3.4) une contraduction

Remarque 3.1. Dans le cas général , le Théoréme (3.6) est remplacé par choisir
un point (xg,yo) € [p > 0], Alors pour € assez petit, nous avons p > 0 sur chaque
segment droit descendant, commencant dans Q. est inclus dans 2. Si (xg,y0) € ) et

p(x0,%0) = 0 alors p(xg,y) = 0 pour tout (xo,y) € 2 tel que y > yo et xo X [yo,y] C Q

Remarque 3.2. Physiquement la signification de Théoréme(3.6) est claire :
Quand un point (xo,yo) est humide, alors toute est humide ci-dessus. cependant noter
que ceci n’est plus le cas quand la perméabilité est pas constante

Pour ce qui concerne l’ensemble est humide, dans les hypothéses (2.1)-(2.4)

Nous pouvons démontrer
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Théoréme 3.7. Soit (p, x) une solution de (P), alors
p(z,y) >0 V(z,y) € Qe m(S)

Preuve
Si (z,y) € S3 nous avons p (z,y) = h;—y > 0, et par le Théoréme (3.6) p est strictement
positive dans un voisinage de (x,y), et le résultat suit du Théoréme (3.6) ( dans le cas
général nous avons seulement p > 0 ci-dessus S35 jusqu’au premier point de S; U .Sy que
nous rencontrons en descendant le long des lignes verticales

A propos de 'ensemble [p = 0] nous avons généralité compléte

Théoréme 3.8. Soit (p, x) une solution de (P). Dénoter par B, une boule ouverte, du

centre (zo,Yo), et de rayon r, inclus dans Q. St p =0 dans B,, alors
p=x=0 dans B,

Preuve
D’aprés le corollaire (3.1) et la remarque (3.3), nous avons p = 0 au-dessus de B, ¢’est-
a - dire, sur la partie C' de €2, de points connectées & B, par des segments verticaux.
Choisir un cylindre ¥ = ¢ x (h,o0) inclus dans B, U (xg — 1,20 + 1) X (Y0, 00)
Pour o € D(€), a0 >0, £ = x(C).a.(y — h)" est une fonction de test pour (P). Alors

nous obtenons

/ VpVE £ x.6, = / va
C cnxe

Quand « > 0 dans D () et x > 0. ceci implique clairement y = 0 ¢’est-a-dire sur XNC

et alors sur C.
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Chapitre 4

Régularité de la frontiére libre

4.1 Deéfinition de la frontiére libre

Notons que si (p, x) est une solution de (P) nous pouvons définir la frontiére libre

® de notre probléme. En effet dans les hypothéses (2.1)-(2.4) mis pour z € 7, ()

sup{y|p (x,y) > 0} si cet ensemble n’est pas vide

I TR "
S~ (x) si non

par le Théoréme (3.6), le corollaire (3.1) cette définition signifie quelque chose et nous

avons :

Théoréme 4.1. Pour tout (p, x) solution de (P), la fonction ® est en bas semi-continue

sur m, () sauf peut-étre sur p~ (wvoir (2.9) ). Alors, ® est mésurable et nous avons :

[p> 0] ={(z,y) €Qy <P ()} = [y < P (x)] (4.2)
Preuve : voir 8] p 86

Théoréme 4.2. Soit (p, x) une solution de (P) , h un nombre réel. Soit C' un composant
conneze de l'ensemble [p > 0] N [y > h]. Clairement 7, (C) = (xo, 1) est un intervalle.
Mettre

Zp = QN (xg, 1) X (h,00)

Si Z, N Ss = 0 nous avons :
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/x-py+x2§/ py+x <0
Z Z,

Preuve :
Supposons que nous avons preuvé pour tout £ € H' (Z,) N C (Z_h) , & positive qui est

égal & 0 sur [y = h| l'inégalité suivant :

Vp.VE+x (> 0) & < / £ (0. (2)) da (4.3)

Zn (zo0,x1)

et choisir . une fonction dans D ((xg, 1)), & valeurs dans [0, 1] Pour € assez petit, on

a ae est égal & 1 sur (xg+¢,21 —¢) et :

/Zpy+x = ZVpV(y—h)+X-(y—h)y
=/ Vp. Ve (y — h)] + x-[ae. (y — h)],
) Vp. V[l —a).(y = h)]+x-[(1 = ac) (y = h)],-

On a Z, N S3 = (), donc x (Z3,).ae. (y — h) est une fonction de test pour (P). En

appliquant (4.3)

/Zpyws/( )(1—a5>.<q><x>—h>dx+/ (= x(p > 0)) (1 — )

Zp,
Lorsque € — 0, le résultat d’aprés le Théoréme de lebesgue, a condition que (4.3) est
vérifiée ( la premiere inégalité est la conséquence de x* < x et x.p, = p, )
Pour prouver (4.3) la premiére remarque qui pour ¢ € H' (Z,)NC (Z_h) avec ( > 0 et

¢ = 0 sur [y = h], La fonction

§=x(z) min(£¢) (e>0)

est une fonction test pour (P). Notons que p (z;,y) = 0 pour toute (z;,y) € Q, y > h,

i =0,1. Alors aprés (p) (iii) nous obtenons

1
—/ |Vp|2—|—/ vpvg+/ X. [min (Qg)} <0.
€ J Zunp<e ) ZpNlp>e.(] Zn, € y

On a [min (g,()]y = 0 pp sur [p = 0], ce qui donne
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/Z Xlp > e VpVE+ x ([p > 0) [min (?,g)}y <0

3

Alors

/Z x[p>€-C]VpVC+X([p>0])CyS/

Zn

x(lp>0). |¢ —min (2,¢)]

Y

Donc
| o> Qv x> 06 x>0 (¢-2)" @

Par Théoréme de Fubini, dernier intégral est égal a

+
/ / (C - 23) (z,y) dy dx
(zo,x1) J (h,®(x)) €

Pour la simplicité, nous étudions toujours par le maximum de h et S~ (x). (.S; peut
+
intersecter y = h ). Mais maintenant en utilisant la continuité absolue au y de (C — E)
€

pp dans (xg, 1) pour ® (x) > h, et pour 0 assez petit nous avons :

/[h+5,q>(m)_5] (§ B g): (z,y) dy < (C - §>+ (2, ®(z) —9) < ((z,® (z) —9)

Maintenant quand 6 — 0 et par continuité de ¢ nous obtenons pp = € (zg, x1)

D +
[ (60 ey <o)
(h,®()) €y
Et donc (4.3) résulte.

Théoréme 4.3. Soit (p, x) une solution de (P), B, une boule ouverte de centre (zo, yo)

et le rayon r, inclus dans Q. Alors on ne peut pas arriver auz assertions suivantes :
p(x07y) =0 V($07y) € BT

p(z,y) >0 V(z,y) € B, x # 20

i p(z,y)=0 V(x,y) € B.Nx < x| (resp B, N[x > z0))
p(z,y) >0 V(z,y) € B, N[z > xo] ( resp B, N[z < z0))

Preuve : voir 8] p 89 .
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4.2 Fonction de barriére

Nous construisons une fonction, qui sera utilisée dans la preuve de la continuité de
.
Soit (z1,h1), (za, hy) € Q tels que 21 < 5. Supposons que € = xo — o7 est assez petit

pour garantir que
(x1 —e,w9+¢€) X (hy,hy +2e) CC Q

Soit Z = (x1 —e,x9 + €) X (hy,hy 4+ €). Nous dénotons par v la solution unique dans

H'(Z) du probléme

Av=0 dans Z
(4.5)
v=¢=c(hy+e—y)" sur 07

Proposition 4.1. Il existe un constant positif C, indépendant de € tel que
D<o < 0.52(17(%)) dans Z

Preuve
Depuis Av < 0 dans Z, et v > 0 dans 07, Nous obtenons par le principe de maximum

faible ( voir [9] Théoréme 8.1 p 168 ) que :
v>0dans Z
Le principe de maximum fort ( voir |9] Théoréme 8.9 p 188 ) méne a
v>0 dans Z
pour prouver la deuxiéme inégalité, Nous présentons la fonction :

w: Y =(0,3) % (0,1) — R*

(@ y) — w (@, y)=v(x1 —e+ex/,hy +ey)
On a
Aw=0 dans Z

w=¢e*(1—-1vy) surdZ

En appliquant le Théoréme 8.16 p 181 [9], Nous obtenons
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supw < supw
Y )%
ou p > 1 donc pour € assez petit

SUp v =sup w < &2 < C.€2(1_<%>> Cc=1
z Y

Car 2 < £2(-(3)) et (1—y) <1surdy

Maintenant, Nous avons I'évaluation de gradient suivante :
Proposition 4.2. I existe une constante positive C indépendant de € telle que
Vol < ceG) wxer= [T, 9] X {hy + ¢}
Preuve

1 11 15 1
Soit S = <Z’Z) x {1} et Y/ = (§,§> X (5,1). Depuis w = 0 sur S, Nous

déduisons de (4.6) en appliquant le corollaire 8.29 p 195 de [9], I’évaluation suivante :
|W|1,a,yf <C |W|0,Y
Nous obtenons pour autre constante C' indépendante de ¢
[Vwlgyr < ’W’La,Y' < c.e-())
Ce qui en particulier a
Vo (/1) < 026D v e 1,9].
Donc
Vv (z, hy +¢)| = é ‘Vw (—, 1)‘ <0-G) wr e (21, 2]
Maintenant, on a le lemme suivant :

Lemme 4.1. Pour € est assez petit, Nous avons :

/DVU.VS +x([v>0]).§, >0

VéEe HY (D), €>0, £=0 sur 0OD\S,

(4.7)

Tel que v est prolongé par 0 & D = ((x1,22) X (h1,00)) N .
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Preuve

Soit 1 exterieur de I'unité le vecteur normal & D, D’abord nous avons par proposition

(4.2) :
Vou.n +n, > 026D 41 sur T = [z, x9] X {h1 + ¢}
Pour ¢ est assez petit et £ € H' (D), £ = 0 sur 9D\ Ss, Nous avons :

b DN[v>0]
= /(VW?-Fny) £
T
On a [Vo| < C.e(~()) Ce qui donne
ny+ Vo >1-Ce0-())

Alors

Ny + Vo >0

Donc

/ Vo.VE+x.& >0
D

4.3 Continuité de la frontiére libre

Lemme 4.2. Soit v la fonction barriére, définie par (4.5), et soit (p,x) une solution

de (P) , Supposons que :
p(x,hy) <v(z,hy) Vo€ (ry,22) et p(ry,h)=01i=1,2.

Alors, nous avons :

I 1
Jino )

/ Vip—v)" V(p—v)Tde=0
Ds
tel que Ds=DNjv>0N[0<p—uv<d.

Preuve : voir [6] p 295
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Théoréme 4.4. ¢ est continue a chaque x € m, (I'y), tels que (z, P (z)) € Q

Preuve
Soit £ > 0 est assez petit, soit zg € m, ('), tels que (zo, P (x¢)) = (20, o). Supposons

que (g, yo) € €. Depuis p (xg,yo) = 0, p est continue, il existe 7; € (0,¢) tel que

p (l‘, y) < 62 v (%, Z/) € Bm <x07 yO) (48)

D’aprés le théoréme (4.3) Pune de ces situations est satisfaite :
L. 3(z1,y1) € By, (w0, 90) tel que 21 < zq et p(71,91) =0
2. 3(w2,y2) € By, (0, 90) tel que z9 > xg et p(x2,y2) =0
Supposons que (1) est vérifiée .
Posons h; = max (y1, ® (z¢)), et supposons que ¢ est assez petit, alors
(x1 — e,y +2¢) X (hy —e,hy +2¢) CC
Soit v la fonction barriére définie par (4.5) dans I'ensemble Z; = (z1 — e, 21 + 2¢) X
(hi,h1 +¢) c’est-a-dire
Av; =0 dans Z;
n=¢p=c(hy+e—y)" sur 02,
Nous consédérons la prolongement par 0 de v; & Dy = ((21,20) X (h1,00)) N, qui

satisfait (4.7) .

Maintenant, puisque (z1,2z0) X {h1} C By, (%0, ¥0), Nous avons :
p(r,h) <e?=w(z,h) Vo e (z1,20). (4.9)
De plus, depuis p (21, h1) = p(xg, h1) = 0, d’aprés le corollaire (3.1) nous obtenons

p(r1,y) =p(w0,y) =0 Yy>h (4.10)

+
Posons Hj (s) = min (%, 1) pour § > 0.

Soit DI = (w1, 20) X (h1, hy +¢€) et Ay = (21, 20) X (hy — €, hy + €). En fait raisonnement

31



+

comme (4.10), nous pouvons prolongé (p —wv;)" par 0 a A\D; alors (p—uv,)" €

H' (A;). Donc nous avons pour & € D(A;), et d’aprés Théoréme de Lebesgue dans

L' (DY)
/ V(p—v)" V&dX = / V(p—v)" . Vé&dX
Aq Df
= lim Hs(p—v1)V (p—v)" .VédX
6—0 D1+

= Jm I

On a :

Hs(p—v).VE=V (Hs(p—v1)§) =V (Hs(p—w1)) £

Alors

Iy = /+V(p—v1)+.V(H5(p—v1)§)dX
Dl
-1/ EV (p— 1)V (p— v1) dX
Dfrﬁ[0<pfvl<§]
= -5

D’aprés le lemme (4.2) 5hm0 Is, = 0, depuis
—

1
72 < sulel 5 | Vo).V (o)X
D} D njo<p—v1<d]

On a Hs (p —v1) = 0 quand p < vy, alors :
Vp—v)" VHs((p—v1)&) =V (p—v1).VHs ((p —v1) &) dans D

Donc

Is, = Vp.VHs((p—v1)€&)dX — Vu1.VHs((p—v1)§)dX

Df Dy
Puisque p < vy sur 0D\ [y = hy + €], nous avons VH; (p — vy) = 0sur D]\ [y = hy + €]
De plus, £ = 0 sur [y = hy +€]. Alors Hs (p — v1) .€ € Hj (DY) et d’aprés la définition

de v1, nous obtenons alors

VoV (Hs (p —v1).£)dX = (Hs (p—vl).f)y dx

DY DY
Puisque, £Hs (p — v1) .£.x (Dfr) sont deux fonctions de test pour (P), x = 1 dans

D N[p>0]et Hs(p—v;) =0 quand p = 0 .Nous obtenons
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Vp.V (Hs(p—v1)§).dX = — [ x(Hs(p—u).£),dX

DY

=+

(Hs (p — v1) ), dX

i"ﬂ[p>0]

(Hs (p—v1) .f)y dX

I
|
ST

Alors, I; = 0. Donc
Vp—v)".VEAX =0 VE€D(A)
Aq
Ce qui méne par (4.9) et le principe principe de maximum fort a (p — v;)* = 0 dans

A;. Alors p < v; dans Dj et dans particuliére
p(x,hy+e)=0 Vzx € [z1, 0]
Donc
p(r,y) =0 Yaz€&lr,x Yy>h +e=h
D’aprés la continuité de de p, il existe 1y € (0,29 — x71) tel que
p(z,y) <€ Y(z,y) € By, (20, ha)
D’aprés le Théoréme ( 4.3) il existe (x2,y2) € By, (z0, he) tel que
Ty >x0 Y2 > hy et p(x2,2) =0
Mettre hsy = yo, et supposons que ¢ est assez petit alors
(xg — 26,9 + &) X (h3, hg + 2¢) CC Q

Soit vy la fonction barriére définie par (4.5) dans Zy = (23 — 2¢,29 +€) X (hg, hs + €)
. La prolongement par 0 du vy & Dy = (29, x2) X (hs,00) N qui satisfait (4.7) .

Alors, depuis (zg, x2) x {hs} C By, (29, ho) nous avons :
p(x,hs) < =wvy(x,hs) Vo € |10, 1)
Discussion comme ci-dessus, nous déduisons que (p — v5)" = 0 dans Do N [v > 0]. Alors
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p(x,y) =0 Yy>hs+e Vre (xg, )
Donc
p(x,y) =0 Yy>hg+e Vo€ |rg,x.

Si (2) est vérifiée nous discutont de la méme conclusion .

Finalement nous avons preuvé pour chaque = € (xy, z5)
O(r)<hg+e<hy+mte<h +e+mnte<®(xg)+4e

Qui est la superiéurement semi-continuité de ® dans xg .
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Conclusion

Nous avons présenter une étude sur un probléme de digue
On a adopté dans premier et deusiéme chapitre a [8] et [5] mais dans dernier chapitre
a 6] et [7].
C’est une apercu ouvre la porte a d’autre recherches dans ce domaine :

— L’unicité de la solution

— Surmontrer cette restriction dans le cas a4 n > 2
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