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Introduction

La théorie de 'ordre joue un réle important, elle remonte aux années 1940; Il est orig-
inaire de la théorie de types de 'ordre du &8 HAUSDORFF (Grundzuge der Mengenlehre
1914), SIERPINSKI (Legons sur Les nombres transfinis 1928, repris en cardinal et ordinal
1958), SZPILRAJN (Sur P’extension de 'ordre partiel 1930), DUSHNIK, MILLER (Concer-
nant la similarité et les structure des d’ordres 1940).

En mathématiques, il existe deux types de relations, relation d’ordre et similarité ou
relation d’équivalence.

Les notions d’ordre, de classement, de rangement sont présentes dans de multiples ac-
tivités ou situations humaines : hiérarchies administratives ou sociales, organigrammes,
ordonnancements de tournois sportifs, ordres de préséance, de succession ou de préférences,
motions d’ordre, ordres du jour, classements scolaires ou audiovisuels, ordre alphabétique,
lexicographique, etc., on n’en finirait pas d’énumérer toutes les situations ou interviennent
des ordres. Il n’est donc pas étonnant, compte tenu du développement de 'utilisation des
mathématiques dans la modélisation de multiples phénoménes, de trouver de nombreux
domaines ou les mathématiques de I'ordre sont présentes.

Pour affiner la présentation des résultats d’'un sondage, on divise souvent I’ensemble des
personnes interrogées en "sympathisants de la tendance X", "sympathisants de la tendance
Y" et "ni 'un ni autre". Ou bien entre "hommes" et "femmes". Ou encore en classes
d’ages, par exemple : «les 18 — 25 ans", "les 26 — 34 ans", "les 35 — 50 ans" et "les plus de
50 ans ".

En mathématiques, il est également courant de diviser un ensemble en sous-ensembles
disjoints (ce qu’on appelle “partitionner un ensemble"). Par exemple, on peut diviser

I’ensemble des entiers relatifs en "nombres pairs" et "nombres impairs". Ou bien en "nom-
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bres strictement négatifs", "0" et "nombres strictement positifs". De telles partitions sont
notamment utiles pour faire des preuves cas par cas. Ainsi, si I'on veut prouver que pour

3 —n) est divisible par 3, il peut étre utile de diviser les

tout entier naturel n, 'entier (n
entiers naturels en "nombres de la forme 3k", "nombres de la forme 3k + 1" et "nombres de
la forme 3k + 2".

Définir une relation d’équivalence, c’est précisément définir un critére qui permet de
découper un ensemble en sous-ensembles disjoints, chacun de ces sous-ensembles regroupant
les éléments d’un certain type, ces sous-ensembles sont appelés des “classes d’équivalence",
par référence aux classes d’age.

Ce travail est réparti en trois chapitres.

Dans le premier chapitre, on introduit les notions de base de relations binaires et les
propriétés liée a cette notion ainsi que les différents aspects de la relation binaire.

Le deuxieme chapitre est consacré aux relations d’équivalence, relations d’ordre, exten-
sions linéaires des ordres partiels et a certain type spécial d’ordre tel que le Bon ordre, ordres
bien fondés et ordres belordonnés

Dans le troisiéme chapitre, on présente le treillis des préordres, le treillis d’équivalences
et la décomposition en chaines et antichaines d’un ensemble ordonné, En fin, on termine
ce mémoire par un dénombrement des ordres définis sur un ensemble fini ayant moins de

dix-sept éléments.



Chapitre 1

Notions de base

Dans ce chapitre on donne des notions générales sur les relations binaires, ainsi que
quelques formes de représentation de la relation binaire. Enfin en termine ce chapitre par

les fermetures des relations binaires.

Contenus

v/ Généralités sur les relations binaires
\/ Propriétés des relations binaires
v/ Représentation d’une relation binaire

\/ Fermetures des relations binaires



1.1. Généralités sur les relations binaires

1.1 Généralités sur les relations binaires

Définition 1.1.1 Soient E et F deux ensembles non vides. On appelle produit cartésien
de E et F et note E x F l’ensemble des couples (x,y) ou x est un élément de E et y un

élément de F'.
Remarque 1.1.1 L’égalité dans E X F est définie par : (z,y) = (xl,y!) < x =z ety = yl.

Définition 1.1.2 (Relation binaire)

Une relation binaire d’un ensemble E vers un ensemble F' est une partie ® de E x F.
Si (x,y) € R on dit que x est en relation avec y et on note xRy, dans le cas contraire on
écrit (z,y) ¢ R.

Sit E = F, on dit que R est une relation binaire définie sur E.

Exemple 1.1.1 1. Soit E = {3,6,9},F = {4,8,12}. Alors ® = {(3,4),(3,8),(6,12)}

est une relation de E vers F.

2. Sur l’ensemble E des droites de l’espace, (D) est orthogonale & (D) ”est une relation

binaire.

Définition 1.1.3 (Domaine et image)
Soient E et F' deux ensembles et R une relation entre E et F'. On appelle domaine de

R l’ensemble

Dom (R) ={z € E|Jy € F,zRy}.

On appelle image de R ’ensemble
Im(R)={y e F|3Jxe E aRy}.

Définition 1.1.4 (Image dircte, image réciproque)
Soit E, F' deux ensembles, R une relation binaire de E dans F (i.e. R C E X F), A une
partie de E et B une partie de F.
R (A) est appelée image directe de A et définie comme : R (A) ={y € F |z € A, (x,y) € R}.
R~ (B) est appelée image réciproque de B et définie comme : R™1 (B) = {x € F | Jy € B, (z,y) € R} .



1.1. Généralités sur les relations binaires

Définition 1.1.5 (Image d’une élément selon une relation)
Soient E et F' deux ensembles, R une relation binaire de E vers F et a un élément de
E.R(a)={y € F|(a,y) € R}. R(a) est l'image selon R de ’élément a de E.

R (a) est appelée également coupe selon ’élément a.

Théoréme 1.1.1 Soit R et S deux relations binaires de E dans F, alors

SiVae E;R(a) =8 (a)=R=29

Preuve. Soit (a,b) € R = b€ R(a), (on a R(a) = S(a),Va € E) alors b € S(a) et

(a,b) € S donc R C S. D’une maniére analogue, on montre que S C . ®

Théoréme 1.1.2 [1/Soit R une relation binaire de E dans F, et soient Ey, Ey deur sous-

ensembles de E alors :

a. Si By C Es, alors R(E1) C R(Es).

b. R(E1UEy) = R(E) UR(E,).

c. R(E1NEy) CR(E) NR(Es) (L'égalité n’est pas toujours vraie).
Preuve.

a. Soit y € R (E1), il existe donc x € E tel que (z,y) € R et comme E; C Ey donc x € Ey
et (z,y) € R =y € R(E,), alors R (E;) C R(E»).

b. Pour l'inclsion directe, soit y € R (Ey U Ey) = Jx € E; U Es tel que (z,y) € R. Donc
on a soit © € Ey et (z,y) € R, alors y € R(Ey). Ouz € Ey et (z,y) € R, alors
y € R (F2) .Doncy € R(E) UR(E,).

Pour l'inclsion inverse on a E; C Ej; U Ey alors d’aprés (a) R(E;) € R(Ey U E,) et
la méme chose avec Fy, on obtenu R (F3) C R (E; U Ey). Donc R (E;) U R (F2) C
8% (El U EQ) . Finalement, §R (E1 U EQ) = 8% (El) U % (EQ) .

c. Soit y € R(Ey N Ey) = Jx € By N Es tel que (z,y) € R. Doncon ax € E; et (z,y) € R,
alorsy € R(F1). Et z € Ey et (z,y) € R, alorsy € R(Ey) .Doncy € R (Ey) NR(Es) .



1.2. Propriétés des relations binaires

Exemple 1.1.2 Soit < une relation sur Z et soit Fy, Es deux sous ensembles de 7 tel que
E, ={0,1,2} et By = {9,13}. Alors R (F,) est composée des entiers n tel que 0 < n ou
1<nou2<n. DoncR(E;)=1{0,1,2,...} =N, et de méme R (Ey) = {9,10,11,12,13, ...},
alors R (E1)NR (Ey) = {9,10,11,...} = R (Es) . d’autre part E\NEy = 0, donc R (Ey N Ey) =
(. Finalement on a, R (Ey N Ey) # R(Ey) NR(Es) .

Définition 1.1.6 (fonction)
Une fonction f de E dans F' est une relation de E dans F, vérifiant : pour tout x € F,

il existe au plus un élément y € F satisfaisant x fy.( i.e., Vo € E,Vy,y € F | xfyNxfyl =
y=yl).

Le domaine de définition Dy de f est 'ensemble des x € E, satisfaisant : il existe un et
un seul y € F tel que xfy. On dit que la fonction f est totale si son domaine est E.

L’image de f est l'ensemble suivant : {y € F' | (3z € E)[(z,y) € f]}

Définition 1.1.7 (Application)

Une application f de E dans F est une fonction de E dans F dont le domaine de
définition est égal o E.(Une fonction totale est dite application.)

Une relation de E vers F est une application si et seulement si, pour tout v de E, il

existe un et un seul élément y de F' tel que x fy.

1.2 Propriétés des relations binaires

Définition 1.2.1 (Relation réflexive)

Une relation binaire R sur un ensemble E est réflexive si
Vr € E, alors (r,z) € R.

Exemple 1.2.1 1. Soit E = {a,b,c} et R = {(a,a),(b,b),(c,c)}, alors R est relation

réflexive sur E.

2. La relation de divisibilité sur N* ou Z*est réflexive.

Définition 1.2.2 (Relation irréflexive)



1.2. Propriétés des relations binaires

Une relation binaire R sur un ensemble E est irréflezive si
Ve € B, alors (xz,x) ¢ R.

Exemple 1.2.2 Sur l’ensemble des droites de [’espace, (D) est orthogonale a (D1)” est

wrréflexive, puisqu’une droite ne peut étre orthogonale a elle-méme.

Définition 1.2.3 (Relation symétrique)

Une relation binaire R sur un ensemble E est symétrique si
V(z,y) € E?, alors (zRy) = (yRx).
Exemple 1.2.3 1. Dans R [l’addition, la multiplication, et [’égalité sont symétriques.

2. Entre gar¢ons la relation “étre frére de” est symétrique, car si Ali est frére de Khaled,

Khaled est aussi frére d’ Ali.

3. Sur l’ensemble des droites de l’espace, la relation de parallélisme est évidemment

symétrique, car si D || DI on a aussi D/ || D.

Définition 1.2.4 (Relation transitive)

Une relation binaire R sur un ensemble E est transitive si
Va,y,z € E, (xRy et yRz) = (zRz) .

Exemple 1.2.4 1. La relation d’inclusion sur les ensembles est transitive, car si A C B

et BC C, alors A C C.
2. La relation > (strictement supérieur ) est transitive.

3. La relation “ARB équivaut qu’il existe une route entre A vers B” est transitive, car
s’il existe une route entre la ville A et la ville B et une route entre la ville B et la ville

C, il existe nécessairement une route de A a C.

4. La relation d’orthogonalité n’est pas transitive.



1.2. Propriétés des relations binaires

Définition 1.2.5 (Relation antisymétrique )

Une relation binaire R sur un ensemble E est antisymétrique si
Va,y € E, (zRy et yRx) = = =y.

Exemple 1.2.5 1. La relation usuelle > est antisymétrique sur R, car six >y ety > x,

alors r = y.

2. Soit la relation R définie sur Z par : (zRy <= x +y = 0) n’est pas antisymétrique,

le fait que x +y =0 et y + x = 0 ne signifie pas que r = y.

Définition 1.2.6 (Relation asymétrique )

Une relation binaire R sur un ensemble E est asymétrique si
Vi,y € E,(z,y) € R = (y,2) ¢ R.

Exemple 1.2.6 La relation “étre fils de” est asymétrique, car si Khaled est fils d’Ali, Ali
n’est pas le fils de Khaled.

Définition 1.2.7 (relation identité (égalité))
Soit E un ensemble non vide, la relation de l'identité noté Iy ou Ag (diagonale de E)

est une relation binaire sur E définie par : Igp = Ag ={(z,z) | x € E}.

Propriétés 1.2.1 Soit R une relation binaire sur E alors
»SiVa € E,a € R(a), alors R est réflexive.
»SiVa,be E.a e R(b) =be R(a), alors R est symétrique.
»SiVa,be E,ac R(b) etbe R(a) = a=0, alors R est antisymétrique.
»SiVa,b,ce E;a e R(b) etbe R(c)=aec R(c), alors R est transitive.

Définition 1.2.8 (Relation inverse )
Soit N une relation binaire d’un ensemble E vers un ensemble F'. On appelle relation

inverse de R et on note R=1, la relation binaire de F vers E définie par :

Y(z,y) € E x F,(zR ') & (yRz).



1.2. Propriétés des relations binaires

Exemple 1.2.7 Soit E = {a,b,c} et on définit la relation R par : R = {(a,a), (a,b), (b, c)},
alors R™' = {(a,a), (b,a), (c,b)}.

Définition 1.2.9 Soient E, F deux ensembles non vides et R et S deux parties non vides
de E x F. On dit que la relation R est incluse dans la relation S et on note ® C S, si
(x,y) € EX F)V(z,y) € R= (x,y) € S. On dit que R est plus fine que S (S plus grossiére
que R). On dit que deux relations R et S sont égales si ]} C S et S C R.

Exemple 1.2.8 On considére l’ensemble D des droites du plan P.
Soient Dy, Dy deux droites de D,
D1RDy <= D est orthogonale a Do
D1SDy < D s’intersecte avec Dy. (i.e., D1 N Dy # ()

R est plus fine que S, car si deux droites sont perpendiculaires alors elles s’intersectent.

Définition 1.2.10 (complémentaire de R)
Soit R une relation binaire d’un ensemble E vers un ensemble F. On appelle relation

complémentaire de R et on note R° ou RN, la relation binaire de E vers F définie par :
V(z,y) e EXF, (z,y) e R < (z,y) ¢ N

Définition 1.2.11 Soient R et S deuzx relations binaires d’un ensemble E vers un ensemble
F. On appelle réunion de R et S et on note T = RU S la relation binaire T de E vers F
définie par : V(z,y) € E x F,2Ty < ((aRy) V (xSy)) .

Définition 1.2.12 On appelle intersection de R et S et on note T = RN S la relation

binaire T de E vers F définie par :
V(z,y) € E x F,aTy < ((xRy) A (zSy)) .

Définition 1.2.13 Soient les relations R C E X F' et S C F x G La composée T de S et R
est une relation binaire de l’ensemble E vers l’ensemble G notée T’ = So R ouT = SR et
définie par :

V(z,y) € E X G, (2Ty) < (3z € F tq (xRz) A (25Y)).



1.2. Propriétés des relations binaires

Exemple 1.2.9 Soit I1 un ensemble de personnes, P la relation exprimant que telle per-
sonne est pere de telle autre, M la relation exprimant que telle personne est meére de telle
autre. La relation composée G = M o P est satisfaite s’il existe un couple (z,y) de person-
nes telles qu’il existe un personne z dont x soit le pére, et qui soit mére de y, i.e. ssi x est

grand-pére maternel de y.
Notation 1.2.1 Dans le cas particulier o E = F = G on note R = R o R = K.

Exemple 1.2.10 Soit £ = {a,b,c,d} et soit R = {(a,b), (b,c),(c,d)} définie sur E. Alors
la composition de R est R oR = R? = {(a,¢), (b,d)}.

Proposition 1.2.1 Soit R une relation binaire sur un ensemble E.

1. Si R est réflexive alors R est réflexive.
2. N1 o R est réflexive si, et seulement si, [’ensemble de définition de R est E.
3. R est transitive si, et seulement si, R o R C RN.
4. Si R est transitive, R o N 'aussi.
5. W est antisymétrique si, et seulement si, RNR™' C Ap.
Preuve.
1. Si R est réflexive alors Vo € E, (z,2) € R donc (z,x) € R, alors R est réflexive.

2. Pour implication directe, on suppose que 27! o R est réflexive est on montre que

I’ensemble de définition de ¥t est E.
=VzeE z(R1'oR)z.
=Vre E,Jye Etq (zRy) A (yR'z).
=Vre E,dJye FE: xRy A zRy.
=Vr e E,dJy e E: zRy.

= Dom (R) = E.

10



1.2. Propriétés des relations binaires

Pour I'implication inverse, suppose Dom (R) = E (i.e.,Vx € F,3Jy € E : zRy) est on mon-

tre que N1 o N est réflexive
=Vre E,JyeFE: (zRy) A (yR'z).
=VrcE JycFE:azRoR'z. Donc R~ o N est réflexive.
3. On montre que R est transitive entraine o N C K.

Soit (z,y) € Ro R, alors 3z € F : (2Rz2) A (2Ry) comme R est transitive alors zRy
(i.e., (z,y) € N), donc Ro R C R.

On montre que si Ko R C R, alors N est transitive.

xRy
Soit x,y,z € E : A =zRoR)z= (r,2) € RoR alors (x,2) € R car RoR C K,

yRz

donc R est transitive.
4. R transitive entraine R o N transitive

Soient x,y, z € E telle que :

R o Ry . 5 - - xRy
€E: A
ot - A1 (2R21) A (213y) comme R est transitive on a : et =
Jzy € B @ (yR22) A (2202)
yR o Nz v

R o RNz, donc R o RN est transitive.
5. R est antisymétrique = RN R C Ag.

On suppose R est antisymétrique et soit (z,y) € RNN & (z,y) € Ret (z,y) e R &
(x,y) € Ret (y,x) € R = (xr =y), (car R antisymétrique), alors (z,y) = (z,z) € Ag
donc RNR~! C Ag.

Inversement, supposons que # N R~ C Ap et montrons que R est antisymétrique. Soit

xr,y € E telle que :

11



1.3. Représentation d’une relation binaire

xRy xRy
et = et = (z,y) e RNR alorsx =y car (RNR! C Ag), donc R
yRx Ry

est antisymétrique. m

1.3 Représentation d’une relation binaire

Si E et F sont finis on peut représenter une relation binaire (R C E x F') par un diagramme
sagittal, par un diagramme cartésien, ou encore par une matrice.

Représentation ensembliste : On liste tout simplement les couples satisfaisant a la
relation.

Diagramme sagittal ou graphe :

Pour cela, on représente d’abord les éléments de E et ceux de F' par des points, ce sont
les sommets du diagramme, puis, si a € F et b € F' sont tels que a¥th, on dessine une fléche
partant du point qui représente a et allant a celui qui représente b. Lorsqu’on dessine le
diagramme sagittal d’une relation binaire sur un ensemble E, on convient de le simplifier

en représentant qu’une seule fois les éléments de E.

Exemple 1.3.1 Soit E = {a,b,c,d,e}, F ={1,2,3,4}
On définit la relation R C E x F par R = {(a,4), (a,2),(c,1),(b,1), (e,4),(c,4)} et la
relation S sur F par S ={(1,2),(2,2),(4,1),(3,1), (4,4),(2,3)}.

x\;—- e 1
/ N < N
I_: {f L] c /__,_.I -\""\..\ W‘H::;';_c.j’a# I'I'I
ll 'f\\ el |’ w2 1
e g |
I'; é - i |h‘-_ \"- .-3 |
II".I -"I N" —— \lllj'—P 4 !
El_\_ \.___{ L
" e —

FIG. 1- Diagramme sagittal pour H et S
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1.3. Représentation d’une relation binaire

Diagramme cartésien :

Tableau a double entrée qui représente une relation entre les éléments d’un ensemble de
départ et ceux d’un ensemble d’arrivée. Les éléments d’'un ensemble sont écrits a gauche
et les éléments de l'autre ensemble en bas ou en haut. Une fleche indique le sens dans
lequel la relation doit étre lue. La case ot la relation s’applique est marquée par un signe
distinctif, soit par un X, par un oui ou par un non. Le diagramme cartésien d’une relation
sur un ensemble est carré, car il posséde autant de lignes que de colonnes ; avec les cases
qui représentent les couples du type (z, x) remplissent une diagonale du carré qu’on appelle

la diagonale. Par exemple en dresse le table cartésien pour les relations R et S.

111211314

S|11121(3]|4
a X | | X

1 X
b | x

2 X | X
c | x X

3| X
d

4 | % X
e X

Représentation des relations binaires entre éléments d’ensembles finis par
des matrices :[11]

Considérons deux ensembles finis £ et F' et une relation R enter les éléments de E et
de F. Puisque FE est fini nous pouvons désigne ses éléments par aq, ..., a,; puisque F' est
fini nous pouvons désigne ses éléments par by, ..., b,,. Faisons correspondre a R le tableau
rectangulaire au matrice de m lignes et n colonnes obtenu en écrivant 1 a I'intersection de la
p'ém lignes et de la ¢"“™® colonnes lorsque (a,, b,) € R et en écrivant 0 lorsque (a,,b,) ¢ R.

Il est facile de constater que la matrice correspondante & R¢ se déduit de celle corre-
spondante & R en changeant les 0 en 1 et les 1 en 0, et que si R; et Ry sont deux relations
entre les éléments de E' et de F', la matrice correspondante a ; N Ry (resp. R; URy) est la

matrice obtenu en “ajoutant” les éléments des matrices correspondante a R; et Ry suivant la

13



1.3. Représentation d’une relation binaire

) .. ) . ONO=0A1=1A0=0
regle habituelle de I’addition des matrices avec les lois (resp.
INl=1
l1vi=0vl=1v0=1

ovo=0
La matrice correspondante a f; oy est la matrice obtenue par celles de R, et Ry suivant

les régles habituelles de la multiplication des matrices avec les lois

®[0]1 (0|1
0 |0|0Ojet|f0 |01
1101 1111

Exemple 1.3.2 En fait la Représentation matricielle pour la relation S et R dans ’exemple

président
R 1 2 3 4 oS 1 2 3 4
S 1 2 3 4
a 0101 a 0101
1 0100
b 1000 b 1000
2 0110
c 1001 1001
3 1 000
d 0000 d 0000
4 1 001
e 0001 e 0001
Remarque 1.3.1 e Pour reconnaitre qu’une relation est réflexive, il suffit de vérifie

qu’a chaque sommet du diagramme sagittal il y a une fléche qui part de ce sommet
et qui y revient une telle fleche s’appelle une boucle. Et sur le diagramme cartésien

et les matrices la relation binaire est réflexive quand toute la diagonale est noircie

(i.e.,(x,x) =1).

e Pour reconnaitre la symétrique d’une relation binaire sur son diagramme sagittal, il
suffit de vérifier qu’a chaque fois qu’une fleche va de a a b, une autre fléche revient de
b a a. Et il suffit de vérifie que son diagramme cartésien et son matrice est symétrique

par rapport a la diagonale(i.e., les couples (a,b) et (b,a) ont méme valeur).
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1.4. Fermetures des relations binaires

1.4 Fermetures des relations binaires

Définition 1.4.1 Soit Q) un ensemble et P une propriété et soit S C ) telle que S peut
satisfaire P ou mon. La question qui se pose est la suivante :
Quel est le plus petit sous-ensemble de ) qui contient S et qui vérifie la propriété P (dite

fermeture de S selon P)? i.e., trouver C' C Q) telle que :

(1) scc.

(2) P(C) vérifie.(i.e., la propriété p est vérifiée dans C).

(38) Si D CQ telle que S C D (avec D wvérifie P) alors C C D.

Théoréme 1.4.3 Soit R une relation binaire définie sur un ensemble E. Alors

1. r(R) = RU Ag ou Ag est la relation « égalité » sur E.
2. s(R) =RURLou R ~Lest la relation réciproque de R.

8 HR)=RURZURIU....URU...=U;» R = RT.

Remarque 1.4.1 Soit R une relation binaire définie sur un ensemble E. Alors (z,y) € t(R)
st et seulement si il existe une suite cy, ¢1,Ca, ..., ¢, d’éléments de E oun > 1,co = x et

cn =y et telle que (x,¢1),...., (cn_1,y) € R (notion de chemin).

Preuve.

1. On montrer que RU Ag = r(R) est la fermeture réflexive de R

e Il claire que R C RU Apg.
e RUAE est réflexive car Ap C RU Apg.

e Soit 4 une relation réflexive qui contient ® on montre que RU Ag C u, on a

R C p et comme p réflexive Agp C p donc RU Ag C p.

Finalement () = R U Ag est la fermeture réflexive de R.

2. On montrer que RU R = s(RN) est la fermeture symétrique de R

15



1.4. Fermetures des relations binaires

e Il claire que R C s(R) = RUR.
e Soit (z,y) € s(M) =RUR = (z,y) € R ou (x,y) € R alors (y,z) € R~ ou
(y,x) € R donc (y,z) € s(R) = RUR alors s(R) est symétrique.

e Soit 4 une relation symétrique qui contient $ on montre que s(R) = RUR™! C p,

on a R C u et comme p symétrique R~ C p donc s(R) = RUR C p.
Finalement s(R) = R U R est la fermeture symétrique de R.

3. On montrer que t(R) = U;>1 R’ est la fermeture transitive de

e Pouri=1%RC t(é)%) = UiZlé)%i.
e On montre que t(RN) est transitive, soit x,y, z € F telle que :
xi%?}? Y
et :?> T Uz‘Zl %ZZ
yiglﬂ? z
(r,y) € UsR" & 3 s € N* telle que (z,y) € R® = RoRo ... o R, s fois
& F (21,290, 1) € B telle que (xRz1) A (21R22) A A (21 RY) ... (1)
(y,2) € U R < Tk € N* telle que (y,2) € RF = RoRo ... o R, k fois &
3 (Y1, Yo,y Y1) € EF1 telle que (yRy1) A (yiRy2) AvooA (yx—1R2) ... (2) .On a
de (1) et (2) : ((xRxz1) A (z1Rz2) A oo A (1 RY) A (YRy1) A (11Ry2) A oo A (ye_1R2)) =
(z,2) € R* .k + s € N* donc (x,2) € Ui R
e Soit y une relation transitive qui contient & on montre que t(R) = U;>1 R’ C p.
Soit (z,y) € U1 R & 3b € N'telle que (z,y) € R° & F(z1, 29, Tp_1) €
E*1 telle que (zRx1) A (z1R22) Ao.A (251 Ry) et comme R C p alors (zpxy) A
(x1pxe) Ao\ (p—1py) . Comme g est transitive enfin on obtient (zpy), alors
t(%) = Ui21§Ri C M.

Finalement ¢(R) = U;» 1R’ C p est la fermeture transitive de R.

Propriétés 1.4.1 Soit R une relation binaire définie sur un ensemble E. Alors :

16



1.4. Fermetures des relations binaires

» R est réflexive si et seulement si R = r(R).
> R est symétrique si et seulement si R = s(R).

> R est transitive si et seulement si R = t(R).

Notation 1.4.1 On note RT la fermeture transitive de R et R* la fermeture réflexive et

transitive de R .

Exemple 1.4.1 Soit E = {a,b,c,d, e} on définit sur E la relation R = {(a,b), (b,c), (b,d), (d,e)}.
Alors
r(R) =RUAg ={(a,b),(b,c),(b,d),(d,e)(a,a),(bd),(c,c),(d,d),(ee)}.
sS(R)=RURT = {(a,b), (b, a), (b,c),(c,b),(b,d),(d,b);(d,e),(e,d)}.
R2=RNoR={{(a,b),(b,c),(bd),(de)}}, R3=R2oR ={(a,e)} et R* =RN° = 2.

HR) = RURZUR = {(a,b), (b,¢), (b,d), (d,e), {(a,b). (b,c),(b,d), (de)},(are)}.

17



Chapitre 2

Relation d’équivalence et relation

d’ordre

Dans ce deuxiémme chapitre, nous allons donner des définitions et des concepts sur
les relations d’équivalence et relations d’ordre. Enfin on introduit certains types spéciales

d’ordres tel que le bon ordre, ordres bien fondés et ordres belordonnés.

Contenus

v/ Relation d’équivalence

v/ Relation d’ordre
v/ Eléments remarquables dans un ensemble ordonné
v/ Représentation des ensembles ordonnés
v/ Lordre lexicographique (ordre du dictionnaire)
v/ Extension d’ordre
v/ La section initiale et la section finale

v/ Bon ordre, ordres bien fondes et ordres belordonnés
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2.1. Relation d’équivalence

2.1 Relation d’équivalence

Définition 2.1.1 (Relation d’équivalence)

Soit E un ensemble et R un relation binaire sur E. On dit que R est une relation

d’équivalence si R est réflexive, symétrique et transitive.

Exemple 2.1.1 1. L’égalité sur un ensemble quelconque est une relation d’équivalence.

2.

Les «cohortes » utilisées en démographie : la population de 1’Algérie est partagée en

classes d’individus tous nés la méme année.

Soit f: X — E une application alors :

La relation mod(f) sur X définie par v = ymod(f) <= f(x) = f(y) est une relation

d’équivalence sur X.

La congruence sur 7 :

Soit n un entier naturel non nul. On dit que deux entiers relatifs a et b sont congrus
modulo n ou encore que a est congru & b modulo n, si n divise a —b. On notera a =
bmodn ou a =bn|. Par ezemple, soit n =4, On a 11 = 3mod [4] et 22 = 6 mod [4].
Donc 4 divise 11 — 3 = 8 et 4 divise 22 — 6 = 16.

Le parallélisme est une relation d’équivalence sur ’ensemble des droites.

En géométrie euclidienne, la similitude des triangles est une relation d’équivalence,
car si A, B et C sont des triangles quelconques, alors (1) A est semblable o lui-méme,
(2) si A est semblable a B, alors B est semblable a A et (3) si A est semblable & B et
B semblable a C alors A est semblable a C'.

Définition 2.1.2 Si R est une relation d’équivalence sur un ensemble E, pour tout x € F,

onnoteT ={y € E | xRy} Cet ensemble s’appelle la classe d’équivalence de x modulo R .

Exemple 2.1.2 Soit V' un espace vectoriel réel, L la colinéarité sur l’ensemble E = V \

{0} des vecteurs mon nuls de V et v € E, alors la classe d’équivalence de = est T =

{y=t-z |t € R}, ensemble des points non nuls de la droite engendrée par x.
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2.1. Relation d’équivalence

Proposition 2.1.1 Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble E. Alors les classes

d’équivalences forment une partition de E, c’est-a-dire que

(1) Toute classe d’équivalence est non vide (i.e., Vi € I, T; #0);
(2) La réunion des classes d’équivalence est égale o E (i.e U = E);
e
(3) Deuzx classes d’équivalence sont soit disjointes (i.eVi,j € I, et i # j,7;NT; =0).

Théoréme 2.1.1 [5/Une relation d’équivalence R sur un ensemble E définit une partition
de E dont les éléments sont les classes d’équivalence de R. Réciproquement, toute partition
de E définit sur E une relation d’équivalence dont les classes coincident avec les éléments

de la partition.

Preuve. On a z € 7, puisque la relation est réflexive, donc pour tout x € E, T # (.
Puisque z € ¥ , on a

E=U{z}Cc UTCE.
el z€E

Les classes ne sont donc pas vides et leur réunion est I’ensemble F.

Montrons que deux classes d’équivalence T et 7 sont identiques si et seulement si xRy.

Supposons d’abord que xRy et soit z € T ; alors on a xRz, donc yRz et par suite z € 7,
ce qui montre que ¥ C y. Par symétrie, on verrait de méme que y C . Donc T = 7.

Inversement supposons que T = 3. On a toujours x € T =y, donc xRy.

Supposons maintenant que T # y. S’il existait z € E tel que z € T N7, alors zRx
et zRy. Comme la relation est symétrique et transitive, on en déduirait xRy, dou 7 =5
contrairement a I’hypothése. Donc TNy = ().

Réciproquement, si (4;),.; est une partition de E, la relation 23y si et seulement si x
et y appartiennent au méme A; est une relation d’équivalence.

En effet puisque igIAi = F, pour tout x € F, il existe un indice 7 tel que = € A;. Donc
xR,

La relation R est évidemment symétrique. Soient z,y, z des éléments de E tels que xRy
et yfz. Alors il existe ¢ € I tel que z € A; et y € A;, et il existe j € I tel que y € Aj; et
z € Aj. Commey € A;,NA;,ona A, NA; #0, donc A; = Aj, et par suite 2Rz, d’ou la

transitivité de¥R.

20



2.2. Relation d’ordre

Il est clair que les classes d’équivalence sont les éléments A, de la partition donnée. m

Définition 2.1.3 L’ensemble des classes d’équivalence est appelé ensemble quotient de E
par R et se note E/R. L’application E — E /R qui a tout élément x de E associe sa

classe d’équivalence se nomme application (ou projection) canonique.

Exemple 2.1.3 1. Soit E =R et s0itV (v;y) € R% 2Ry & 22+ 2 = y* +y. La relation

R est réflexive, symétrique et transitive, c’est donc bien une relation d’équivalence.
OnaVz e R T={yeR|2>+rz=9y*+y},adlorst={yeE|(x—y)(x+y+1)=0}
T={yeF|ly=xouy=—-1—a}={2,-1—a},doncE/R={{z,—1 -2} /x e R}.

2. La relation R définie sur R* par xRy si, et seulement si, <«x et y ont le méme

signe>> posséde deux classes d’équivalence; la classe R et la classe R* . Donc R* /R =

{Ry,R*}.

2.2 Relation d’ordre

Définition 2.2.1 (Relation d’ordre)

On appelle relation d’ordre sur un ensemble E toute relation binaire réflexive, anti-
symétrique et transitive. La plus part des relations d’ordre sont notées < ou <. Un ensem-
ble E muni d’une relation d’ordre < est dit ordonné, et on utilise la notation (E, <) pour

s’y référer.

Exemple 2.2.1 1. Les relations >, < sont des relations d’ordre sur R.
2. La relation de divisibilité est une relation d’ordre sur N* et non sur Z.
3. Les relations C , D sont des relations d’ordre sur P(FE).

Définition 2.2.2 (préordre)
Soit E un ensemble et R une relation binaire sur E. On dit que R est un préordre (ou
quasi-ordre) sur E, si R est réflexive et transitive. Par ezemple Z* ordonné par la divisibilité

est un préordre.
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2.2. Relation d’ordre

Définition 2.2.3 (ordre strict)
Soit E un ensemble et R une relation binaire sur E. On dit que R est un ordre strict
sur E, si R est irréflexive, antisymétrique et transitive. Par exemple (R, <) est un ordre

stricte.

Définition 2.2.4 Soit (E, <) un ensemble ordonné si tous les éléments de E sont compara-
bles, on dit que (E, <) est totalement ordonné et < est une relation d’ordre total. S’il existe
au moins un couple d’éléments de E non comparables on dit que (E,<) est partiellement

ordonné et < est une relation d’ordre partiel.

Exemple 2.2.2 1. < et > définissent un ordre total sur N, Z, R, Q.
2. La dwisibilité un ordre partiel sur N*.

3. Soit F' un ensemble et E = P (F), si card(F) < 1,alors “C” est un ordre total dans
E. Et si F' contient au moins deuz éléments distincts a et b, alors : 3 A = {a} € E,
B={b} e E(AZ B)AN(B L A).Donc A et B ne sont pas comparable avec la relation

“C7 alors lorder “C7 est un ordre partiel dans E.

Définition 2.2.5 (Relation couverture)
Dans un ensemble ordonné (E, <) nous disons que x est couvert pary (ou quiy couvre

x) et onnotex <y six <y etilnyaaucun z € E tels que x < z < y.

Exemple 2.2.3 1. Dans le chaine N, nous avons m < n si et seulement st n =m + 1.
2. Dans R, il n’y a pas des paires x,y tel que.x < y.
3. Dans P (X), nous avons A < B, si et seulement si B = AU {b} pour un b € X\ A.

Définition 2.2.6 (Chaine)
Une chaine est un ensemble totalement ordonné, le symboles C,, désignera une chaine a

n éléments.

Définition 2.2.7 (Antichaine)
On appelle antichaine tous ensemble ordonné dans lequel deux éléments (distincts) sont

toujours incomparables. Le symbole A, désignera une antichaine & n éléments.
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2.2. Relation d’ordre

Si X est une chaine (resp. une antichaine), on dit que X est maximale si pour toute

chaine (resp. antichaine) Y de B, X CY = X =Y

Exemple 2.2.4 1. N avec Uordre < est une chaine.
2. P(E) avec la relation d’inclusion n’est pas une chaine.

3. Dans N* avec la relation de divisibilité P = {p € N*, p premier } est une antichaine.
Exemple 2.2.5 Soit E = P({a,b,c}), muni de l'inclusion.

1. X ={0,{a},{a,b},{a,b,c}} est une chaine mazximale.
2. X ={{a},{a,b},{a,b,c}} est une chaine non mazimale.

3. X ={{a}} est une antichaine non mazimale.

2.2.1 Eléments remarquables dans un ensemble ordonné

Soit (£, <) un ensemble ordonné, A C F et a € E. On dit que « est :

e un majorant (resp. minorant) de A si Vo € A, x < « (resp. a < x),

e un élément maximal (resp. minimal) de A, sia € AetsiVr € A, a <z =2 =«

(respr <a=z=a),

e un plus grand élément (resp. plus petit élément) de A, sia € AetsiVer € A, z < «

(resp.a < x),

e une borne supérieure (resp. inférieure) de A, est le plus petit de ces majorants (resp.

le plus grand de ces minorants).

Notation 2.2.1 Si A admet un plus grand élément (resp. plus petit élément), on note
celui-ci max(A) (resp. min(A)).
Si A admet une borne supérieure (resp. inférieure), on note celle-ci Sup(A) (resp.

Inf(A)).
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2.2. Relation d’ordre

Exemple 2.2.6 1. L’ensemble des entiers naturels, muni de son ordre naturel, admet 0

comme plus petit élément mais n’admet pas de plus grand élément.

2. Soit A un sous ensemble de N* que [’on munit de la relation d’ordre de la divisibilité.
Alors inf A est le pged des éléments de A tandis que sup A est le ppcm de ces éléments.
Soit A = {2,3} alorssup A = 6 et inf A = 1, mais max(A) n’existe pas, car 2 ne divise

pas 3 et 3 ne divise pas 2 et min(A) n'existe pas (pour la méme raison).

3. Dans R muni de la relation d’ordre <, [0, 1] admet 0 pour plus petit élément (min ([0; 1])

0) mais n’admet pas plus grand élément (max ([0; 1]) n’existe pas).

et [1,4o0[ est l'ensemble des majorants de l'intervalle [0, 1] alors sup ([0;1]) = 1 et

|—00, 0] est l’ensemble des minorants de l'intervalle |0, 1] alors inf ([0; 1[) = min ([0;1]) =

0.

4. On munit R de sont ordre usuel. La partie A = {%,p € N*} est majorée par 1 et

minorée par 0 et sup (A) = max (A) = 1, inf (A) = 0, mais min (A) n’existe pas.

Proposition 2.2.1 Soit (E,<) un ensemble ordonné. Si E admet un plus grand (resp.

plus petit) élément, celui-ci est unique.

Preuve. Soit a et b deux plus grands éléments de E. On a par définition a < bet b < a,

donc a = b (car < est antisymétrique).Il en ait de méme pour le plus petit élément. m

Proposition 2.2.2 Soit A une partie d’un ensemble muni d’une relation d’ordre. Si A
admet un maximum, alors il admet une borne supérieure et max A = sup A. Et si A admet

un minimum, alors il admet une borne inférieure et min A = inf A.

Preuve. Supposons que A admette un maximum, disons a. On note S I’ensemble des
majorants de A (S n’est pas vide puisqu’il contient a). Soit b € S, alors a < b puisque
a € A et b est un majorant de A. Ainsi, Vb € S, a < b. donc a est le plus petit élément de
S. Donc a est la borne supérieure de A. La démonstration de min A = inf A est analogue a

la précédente. m

Axiome 2.2.1 (Aziome de Zorn). Soit E un ensemble ordonné non vide. Si toute chaine

non vide C' de E a un majorant (c’est- a-dire un élément ¢ € E tel que x < ¢ pour tout
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x € C) respectivement une borne supérieure (c’est- a-dire un plus petit majorant), alors E

est dit inductif au sens faible, respectivement inductif au sens fort.

Axiome 2.2.2 Axiome(s) de Zorn [M. Zorn (1930)]. Tout ensemble inductif contient un

élément maximal.

2.2.2 Représentation des ensembles ordonnés

Le plus part des ensembles ordonnés peuvent étre représentés au moyen d’un diagramme de
Hasse.

On peut représenter une relation d’ordre sur un ensemble fini, par une version simpli-
fite du diagramme sagittal, qu'on appelle le diagramme de Hasse. En adoptant quelques
conventions :

1. les boucles de réflexivité sont supprimées,

2. quand un élément en précéde un autre on le place visuellement plus bas que le plus
grand,

3. les fleches deviennent de simples traits sans pointes (la disposition visuelle des éléments
fait en sorte que la direction des fleches n’est plus essentielle),

4. ¢’il y a une fleche allant de x & y et une autre de y a z, alors on supprime la fleche qui

relie x et z.

Exemple 2.2.7 Soit E = {1,2,3} alors on peut représenter P(E) avec l'ordre C par le
diagramme de Hasse tel que P(E) = {0,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},E}

(p{{1.2,3}),<)
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Définition 2.2.8 (Morphismes d’ensembles ordonnés)

Soient deux ensembles ordonnés (E, <) et (F,<), une application f:E — F sera dite
une application croissante ou homomorphisme d’ordre ou encore (application isotone), si
quels que soient x ety dans E : x <y implique f(z) < f(y).

On définira également :

Application décroissante ou (antitone ): x <y implique f(z) > f(y).

Application strictement croissante : x <y implique f(z) < f(y).

Application strictement décroissante : x <y implique f(z) > f(y).

Une application [ telle que v < y si et seulement si f(r) < f(y) est appelée un
codage ou monomorphisme de E dans F'. Si f est en plus une bijection, alors on dit que
f est un isomorphisme d’ensembles ordonnés. Si f est un homomorphisme d’un ensemble
ordonné dans lui-méme (c’est-a-dire lorsque E = F') alors on dit que f est un endomor-
phisme d’ensemble ordonné. Un endomorphisme d’ensemble ordonné bijectif est appelé un

automorphisme d’ensemble ordonné.

2.2.3 L’ordre lexicographique

Définition 2.2.9 (Ordre lexicographique)
Soit (Ey,<y) et (Fa, <q) deuz ensembles ordonnés. On définit [’ordre lexicographique <,

sur By x Ey comme suit : pour (z,y) et (x/,y!) € Ey X Ey, on pose
(x,y) < (xt,yl) six <y ou (v=ulety<syl).

Et on écrit

(x,y) <; (zhy1) six <y zlou (x=ulety <syl).

Exemple 2.2.8 Soit (A, <), lalphabet latin ordonné de la fagon usuelle, et On définit

lordre lexicographique <; sur A x A.

1. (e,n) <; (o, u).

Cette inéqgalité peut étre vue comme correspondant au fait que le mot en précéde le mot

ou dans le dictionnaire. C’est la premiére lettre qui est déterminante ici : e <4 o.
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2. (e,n) <; (e,u).

On compare maintenant les mots en et euw . Comme la premiére lettre est identique,

il faut maintenant comparer la deuxiéme lettre : e = e et n <4 u.

3. (o,u) <; (0,u).

Car (o,u) = (o,u). En termes de mots, ou est identique a ou, lettre par lettre.

Proposition 2.2.3 La relation <; est une relation d’ordre sur E x E. Si < est un ordre

total sur E, alors <; est un ordre total sur £ x E.

Preuve. Il clair que la relation <; est réflexive.

Supposons que (z,y) <; (z/,y/) et (z1,y!) <; (x,y). Dans le cas (x = x/ et y < y/) et
(xt =z et yr <y),onaz=uxlety =yl Cela montre que la relation <; est antisymétrique.

supposons que (z,y) <; (z/,y!) et (zt,y1) <; (x11,yM). Si xz < x/ ou x/ < z/! alors on a
x < z/ et donc (x,y) <; (a1, yM), ce qui I'inégalité qu’on cherche & obtenir. Il reste le cas ou
x = x/ et x/ = x/1. Mais alors la définition de 'ordre <; indique que y < y/ et y/ < y/!, donc
y < y/1. On obtient dans ce cas aussi (z,y) <; (z//,y!) . La relation <; est donc transitive.

Supposons que 'ordre < est total et considérons deux éléments (x,y) et (z/,y/) de E x E.
Concernant x et x/, nous avons trois cas: x < x/, x = x/oux > z/ puisque l'ordre < est total.
Dans le premier cas, on a (z,y) <; (z/,y/) et, dans le troisiéme cas, on a (z/,y/) <; (z,y).
Traitons le cas restant x = x/. Nous avons alors deux sous-cas : y < y/ ou bien y/ < v,
encore parce que < est total. Dans le premier sous-cas (z,y) <; (x/,y/) et, dans le second,

(xt,y) <; (z,y). Lordre <; est donc total. m

2.2.4 Extension d’ordre

Définition 2.2.10 Soient R et R’ deux relations d’ordre sur le méme ensemble E, on dit
que R est un extension de R si R C R (En d’outre terme, pour tous x,y € E 2Ry = =

R'y). Une extension R’ est dite linaire si R un ordre total.

Exemple 2.2.9 On définit R comme suit :
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2.2. Relation d’ordre

Rlal|lb|c R lal|b|c
a|1]0]1 _ , a |1]1]1
on peut définir ' ’éxtension de R par
b |0 1]1 b [0]1]1
c|0/0|1 c [0]0]1

Théoréme 2.2.2 (Théoréme de Szpilrajn)
Tout ordre partiel s’étend & un ordre total (tout ordre partiel posséde une extension

linaire).

Lemme 2.2.1 Soit (E, <) un ordre partiel avec des éléments a et b vérifiant b & a, alors
la relation définie par v <y six <y oux < a et b < y est un ordre partiel contient <
(<c<Y) de plus a < b.
z <y
Preuve. On montrer que la relation définie par x <'y si ou est un ordre

r<aetb<y

partiel contient <.

1. La réflexivité de <' est évidant car < est réflexive.

2. Supposons que Vz,y € E.x <'ysi ou ety < ' xsi ou
r<aetb<y..(2) y<aetb<uz. (4

Alors de (1) et (3) on a 2 =y, donc la relation <'est antisymétrique.

3. Supposons queVz,y,z € B, x <" ysi ou ety < zsi ou
r<aetb<y..(2) y<aetb<z.(4)

Alors dans les cas ((1) et (3)), ((1) et (4)) et ((2) et (3)) la relation <'est transitive.

Finalement la relation <'est un ordre contient <. De plus a <'b car (a < a et b < b.)
En conclusion. Si E est fini on utilise le lemme précédent (d’une maniére succécive) pour
aboutir & un ordre linéaire.

Si F étant infini en utilise le lemme de Zorn. =
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Lemme 2.2.2 Si R est un ordre sur E et (bya) ¢ R, alors il existe un ordre contenant

RU{(a,b)} et le plus petit est RV {(a,b)} = RUT ou
I'={(z,y) e ExXE|(x,a) e R et (byy) € R}.

Lemme 2.2.3 [9/Un ordre est linéaire si est seulement si il n’a pas d’autre extension que

lui méme.

Preuve. Si un ordre R est linéaire, on ne peut lui ajouter aucune comparabilité donc
il n’a pas d’extension autre que lui méme. La réciproque est R est un ordre et il n’a pas
d’autre extension que lui méme alors tous ces éléments sont comparable. Donc R est linéaire.

Théoréme 2.2.3 [12]Tout ordre est lintersection de tous ses extensions linaires.

Preuve. On montre que R = N;c/R; (N; est 'ensemble de toute les extensions linaires

contient R)

1. R C NierR; est claire car R C R; Vi € 1.

2. On suppose que Nie/R; € R, alors il existe (z,y) € NiesR; et (x,y) ¢ R donc IR’ tel
que (y,x) € R (R est extension de R) et comme (x,y) € N;erR; done (z,y) € N’ on

alors d’aprés antisymétrique de &', = = y.

Comme R est réflexive on a((z,z) = (y,y)) € R donc (z,y) € R contradiction.

2.2.5 Sections initiales et sections finales

Définition 2.2.11 Une section initiale d’un ensemble ordonné (E, <) c’est un sous-ensemble
() # I de E avec la propriété que six € I ety € E est tel que y < x alorsy € I Une section
initiale principale est une section initiale de la forme | x = {y € E'|y < x}. On définit
duallement une section finale comme étant un sous-ensemble ) # F tel que si v € F et
y € E est tel que y > x alors y € F'; Et une section finale principale pour étre un ensemble

de la forme T x ={y € E |y > x}.
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Propriétés 2.2.1 1. Une section initiale I d’ensemble ordonné E est un idéal si et seule-
ment si I # () et, pour toutes sections initiales Iy et Iy si [ = I, U I alors I = I} ou

I =15 (ou, ce qui revient au méme, si I C Iy U1y alors I C 1) ou I C Iy).
2. Tout idéal I de E est contenu dans un idéal maximal (pour linclusion) de E.

Exemple 2.2.10 1. La section initiale engendrée par a € E est un idéal.
Eneffet | a={x € E|x <a} est un idéal
Comme a < a (par la réflexivité de < sur l’ensemble FE) donc a €] a i.e.,| a # &.
Soitxela,ygxéyela

Onaz €l a, dner<a,aorsonay<zetx<a=y<a (parla transitivité de

< sur l’ensemble E) alors y €] a finalement | a est un idéal.

2. La section finale engendrée par a € E est un filtre.
On montrer que T a = {x € E | a < x} est une filtre
Comme a < a (par la réflexivité de < sur l’ensemble E) danc a €7 a i.e., T a # @.
Soit x ETa,xSyéyETa
Onax€ladanca <z alorsonaa<zxetxr<y=a<y (parla transitivité de <

sur l’ensemble E') alors y €1 a finalement T a est une filtre.

Théoréme 2.2.4 [2/Si E, F sont des ensembles ordonnés et si f : E — F' est une applica-

tion quelconque, les énoncés suivants sont équivalents :

(1) f est croissante ;

(2) limage inverse d’une section initiale principale de F' est une section initiale de E ;
(3) limage inverse d’une section finale principale de F' est une section finale de E.

Preuve. (1) = (2) :
Supposons que f est croissante. Soit y € F et A= f~1(| y).
Si A # 0, soit z € A. Alors pour tout z € E avec z < z nous avons f (z) < f(z) <y

d’ol z € A. Donc A est un ensemble descendant de E.
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2.2. Relation d’ordre

(2)=(1):

Pour tout € F,onax € f~'[| f(x)] . Par (2) c’est un ensemble descendant de E,
donc siy € E est tel quey <xonax e f~1[] f(z)] Il Sensuit que f (z) < f (y) et donc f
est croissante.

(1) & (3) : Cela découle de ce qui précede par le principe de la dualité. =

Lemme 2.2.4 57 un ensemble ordonné E est fini et non-vide alors il posséde au moins un

élément minimal.

Preuve. Récurrence sur le nombre n de élément de E. Si n = 1 alors 'unique élément
de E est minimal et la propriété est vraie. Supposons n > 1 et la propriété vraie pour les
ensembles ordonnés ayant moins de n éléments. Soit © € E et soit | x = {y € E' |y < z}.
Soit Et =] 2\ {z}. Cet ensemble est fini et, comme il ne contient pas z, il a moins de
éléments que E. Donc, d’aprés 'hypothese de récurrence, £/ a un élément minimal. Cet

élément est minimal dans . m

Foréts et Arbres

Définition 2.2.12 [9/(Foréts)
Soit (E,<) un ensemble ordonné, on dit que (E, <) est une forét si pour tout élément

r € E l’ensemble | x des minorants de x est une chaine.

Exemple 2.2.11 Soit E = {a,b,c,d, e} et on définit R sur E par la table :

Rlalb|lc|d]|e d e
al1|1]1]1]1 \ /
b|0O|1|1|1]1 c
et dont le diagramme de Hasse est I

cl0]0O|1|1]1

b
d|0oj0{0]1]0
el 0]0|0|0]1 a

Donc il est facile observe que (E, <) est une forét

Définition 2.2.13 (Arbres)
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Soit (E, <) un ensemble ordonné, on dit que (E,<) est un arbre si pour tout élément
x € E l’ensemble | x des minorants de x est une chaine et plus pour chaque paire d’éléments

x,y € E existe z € E minorant a la fois x et y. Par exemple tout chaine est un arbre.

2.3 Bon ordre, ordre bien fondé et ordre belordonné

Définition 2.3.1 (Bon ordre)
Soit E un ensemble ordonné par <. On dit que < est un bon ordre (ou que E est bien

ordonné) si toute partie non vide de E admet un plus petit élément. De fagon formelle,
VACE,A=0 oudaec AVbe A ,a <hb.
Exemple 2.3.1 1. (N, <) est bien ordonné et (N, >) n’est pas bien ordonné.
2. (Z,<) n'est pas un bien ordonné.
3. (]0,1], <) n'est pas un bien ordonné.
4. ([0,1] <) nlest pas un bien ordonné.

Proposition 2.3.1 Si (F, <) bien ordonné alors (E, <) est totalement ordonné.

Preuve. Soit pour tout z,y € E la partie {x,y} est non vide, donc admet un plus petit

élément. Si x est plus petit élément alors x < y. Sinon, cest yet y < z. m

Définition 2.3.2 (Segment initial)
Soit (E, <) est un ensemble bien ordonné, on dit qu’une partie S C E est une segment
initial si, Ve,y e E(ye S etz <y)=x €S

Sizg € E alors S;y ={y € E |y <zo} est un segment initial de E (défini par x).

Lemme 2.3.1 Si (E, <) est un ensemble bien ordonné, et f : E — E est un application

strictement croissante, alors f(x) > x pour tout x € E.

Preuve. On suppose que 'ensemble a = {x € F' | f(z) < x} est non vide, et on pose z
le plus petit élément de a. Et on pose w = f(z) alors il vérifie f(w) < w, ce qui est une

contradiction avec .z le plus petit élément de a. m
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Proposition 2.3.2 Soit E un ensemble bien ordonné pour que S soit segment initial de E,

il faut suffit que S =FE ou S = S,,.

Preuve. Si S = F, alors S segment initial de E.

Sinon alors, ’ensemble E/S = {z € E et x ¢ S} # () et admet un plus petit élément x.
Sizx<zg=x€S.

Siz>xg=x¢ 5 DoncS=5,. =

Définition 2.3.3 (Ordre bien fondé)
Etant donné un ensemble E, un ordre strict < sur E est bien fondé si et seulement si

tout sous-ensemble non-vide de E admet un élément minimal.

Le théoréme suivant fournit une définition équivalente d’un ordre bien fondé :

Théoréme 2.3.5 L’ordre < est bien fondé si et seulement s’il n’existe aucune suite infinie

décroissante dans E.

Preuve. Supposons que < est bien fondé, et prouvons par contradiction qu’il n’existe
aucune suite infinie décroissante dans F. Supposons qu’il existe une

telle suite uy > ug > ... = u, > ..., alors 'ensemble X = {u;|i > 0} serait un sous-
ensemble de F ne contenant évidemment aucun élément minimal, ce qui contredit le fait
que < est bien fondé.

Pour prouver la réciproque, nous supposons que < n’est pas bien fondé, et construisons
une suite infinie décroissante dans E. Si < n’est pas bien fondé, alors il existe un ensemble
X C FE non vide sans élément minimal.

Soit u; € X, alors, nécessairement, il existe us € X tel que us < u;. Puis, toujours
parce que X n’admet pas d’élément minimal, il existe us € X tel que ug < us En réitérant

ce procédé, on construit une suite u; > us > ..., infinie décroissante dans £. m
Exemple 2.3.2 Les relations suivantes sont des ordres bien fondés :

1. L’ordre < sur N ;

2. La relation de division sur N : x <y si et seulement si x|y, et © # vy ;
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3. L’ordre lexicographique strict sur N x N.
Exemple 2.3.3 Les relations suivantes ne sont pas des ordres bien fondés :

1. L’ordre < sur Z ;
2. L’ordre lexicographique strict sur Z. X 7 ;

3. La relation d’inclusion stricte sur les parties de N (considérer les ensembles Fx = {i €

N,/i > k}).

Théoréme 2.3.6 [9/Un poset E est bien fondé si et seulement si une extension linéaire de

FE est bien ordonnée.

Définition 2.3.4 (Belordonné)
Un ensemble ordonné E est belordonné, si toute partie non vide A de E contient un
nombre fini, non nul, d’éléments minimaux. Par exemple, tout ensemble fini est belordonné,

tout bon ordre est un bel ordre.

Théoréme 2.3.7 [8/Erdos-Tarski (1943)

Un ensemble belordonné est une union finie d’idéaux.

Théoréme 2.3.8 [9/Soit E un ensemble ordonné. Les propriétés suivantes sont équiva-

lentes

1. E est belordonné ;
2. E est bien fondé sans antichaine infinie ;

3. Toute suite infinie xg, ..., Ty, ..., d’éléments de E, contient une sous suite infinie crois-

sante T, < Ty < Ty, < g

4. Toute suite infinie xq, ..., T, ..., d’éléments de E, contient un "couple” croissant x; <

x4 avect <7

5. L’ensemble F(E) des sections finales de E muni de l’ordre opposé de linclusion est

bien fondé ;
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6. L’ensemble I(E) des sections initiales de E muni de l’ordre d’inclusion est bien fondé.

Propriétés 2.3.1 Soient E et F' deux ensembles ordonnés et f une application de E dans

F : si f est croissante et surjective et E est belordonné, alors F est belordonné.

Théoréme 2.3.9 Un ensemble ordonnée E est belordonné si toutes ses extensions linéaires

sont bien ordonnées.
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Chapitre 3

Treillis et décomposition en chaines et

antichaines

Dans ce chapitre, nous allons s’intéresser au cas d’une classe spéciale d’ordres partiels
(treillis). On s’intéresse aussi a la décomposition en chaines et antichaines d’un ensemble
ordonné. En fin, on termine ce chapitre par un dénombrement des ordres définis sur un

ensemble fini ayant moins de dix-sept éléments.

Contenus

v/ Généralités sur les treillis.
/ Propriétés algébriques des treillis.
/ Idéal et filtre dans treillis.
v/ Lois de composition interne et les lois de treillis.
v/ Treillis des préordres et des équivalences.

v/ Décomposition en antichaines et chaines.
v/ Décomposition en niveau de I’ensemble des extensions.

v/ Dénombrement des ordres.
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3.1. Généralités sur les treillis

3.1 Généralités sur les treillis

Définition 3.1.1 (Treillis)
Un ensemble ordonné non vide (T, <) est dit treillis si pour tout paire {x,y} d’éléments,

la borne supérieure et la borne inférieure existent dans T .

Sup{z,y} =xVy.
Notation 3.1.1 piz.y} Y

Infiz,y} =z Ay.
Exemple 3.1.1 1. L’ensemble des parties d’un ensemble muni de l’inclusion forme un
treillis, avec X U'Y est la borne supérieure et la borne inférieure X N'Y.
2. (N*)|) est un treillis : ©\V y = ppecm(z,y) et x ANy = pged(z,y).

3. Toute chaine est un treillis : ©V y = max(z,y) et x Ay = min(z,y).

Définition 3.1.2 (Sous-treillis)
Soit L un treillis et ) # M C L. Alors M est un sous-treillis de L si pour tout a,b € M
implique a Vb e M etaNbe M.

Exemple 3.1.2 (D(60), |, pgcd, ppem) est un sous-treillis de (N*,|). Voir la représentation
par le diagramme de Hasse (pour tout pair de D(60) admet pged et ppem dans D(60) par
exemple 6 N\ 20 = pged (6,20) = 2 et 6 V 20 = ppem (6,20) = 60)
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Définition 3.1.3 (Treillis fermée)
Un treillis est fermée s’il posséde un plus petit élément (noté 0) et un plus grand élément

(noté 1).

Exemple 3.1.3 1. Le treillis D(30) est fermée par 0”7 =1 et “1”= 30.
2. Le treillis (P(F),C) est fermée 07 = @ et “1"=E.
3. (N*,|) est un treillis n’est pas fermé.

Définition 3.1.4 (Treillis complet)
Un treillis est dit complet lorsque tout sous ensemble d’éléments admet une borne supérieure

et une borne inférieure.

3.1.1 Propriétés algébriques des treillis

Proposition 3.1.1 [5] Dans un treillis quelconque T' pour tout x,y,z € T alors les opéra-

tions V et A possédent les propriétés suivantes :

rT=xNY

1.x§y<:>{ .
y=zVy

2. zVz =z, 2 Azx=xz (L’idempotence).

3. zVy=yVzetzAy=yAxz (La commutativité).

4. zV(yVz)=(xVy VzetxzA(yAz) = (xAy) Az (Lassociativite).
5. 2N\ (zVy)=zetzV(rAy)=ax (L’absorption).

Preuve. soit z,y,z € T

— A
1.x§y<:>{x zAY
y=aVy

I’ensemble des majorants de {z,y} est le filtre engendré par y donc le plus petit
majorant et y. De méme I'ensemble des minorants de {x,y} est le idéal engendré par

2 donc le plus grande minorant est z.

38
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2. zVz =z Az =z (Lidempotence).
Cette propriété découle de la définition de la relation d’ordre, le plus petit des majo-

rants de x est x et le plus grand des minorants de x est x.

3. xVy=yVzetzAy=yAz (la commutativité).
xVy=sup{z,y} =sup{y,z} =y V.
x Ay =inf{z,y} =inf{y,z} =y A z.
4. zV(yVz)=(xVy)VzetxA(yAz)=(xrAy) Az (Lassociativite).
On poset=yVzets=xVy.
zV (yVz)=sup{z,t} =sup{x,vy,z}.
(xVy)Vz=sup{s,z} =sup{x,y,z}alorszV (yVz)=(xVy)Vz

La démonstration de z A (y A z) = (x A y) A z est analogue a la précédente.

5. A (xVy)=zetzV (zAy)=x (L’absorption).

La relation d’ordre étant réflexive, on aura x < =z, de plus x A y étant le plus
grand minorant, on peut écrire x A y < x; ceci prouve que x est un majorant de
I’ensemble {x A y,z}par ailleurs si z est un majorant de {z Ay, z} on a nécessaire-

ment x < z.
Il résulte de tout ceci que x est le plus petit majorant de {z Ay, z} c’est a dire.x V
(x ANy) = .

La démonstration de z A (z V y) = z est analogue a la précédente.

Théoréme 3.1.1 Soit T un ensemble muni deux lois de composition internes A et \/ qui

sont idempotentes, commutatives, associatives et qui vérifient les lois d’absorption, alors il
x Ay =inf{z,y}

existe une relation d’ordre et une seule (<) sur T, tel que T soit un treillis avec {
zVy=sup{r,y}
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Preuve. Si telle relation d’ordre existe, elle sera définie par :
Ry r=xANy
Ry y=zVy.
1. L’unicité de la relation 3.
On montrer que it = R’ c’est a dire on montre que (zRy = xR’y et 2Ry = xRy).
Soit (z,y) e R xRy =AYy

donczVy = (x Ay)Vy = yV(y A x) =y (par la commutativité et lois d’absorption)=-
xR'y.

Soit(z,y) e X < xRy < y=aVy.

xANy=2xA(xVy) =z (lois d’absorption)= xRy donc R = K’

2. On montrer que R est une relation d’ordre

(i) 2Rz car v Az = = = z (idempotente) donc R est réflexive

xRy rT=x ANy rT=x ANy

(i) et = et = et = x =y donc R est antisymétrique.
yR y=yAzx y=x ANy
xRy rT=x Ay

(iii) et = et =zANy=axANyAz)=(@xAyY)Az=xANz= 2Rz
yRz y=yAz

donc est transitive.

Donc R est une relation d’ordre noté (<).

Proposition 3.1.2 Dons un treillis quelconque :

aANz <bAzx

1. Sia<b :
Stas :>{an§be

aNec<bAd

.51 (a < < .
2 Sz(a_betc_d)é{avcgbvd
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Preuve.

1. On montrer quesia <b=aAx<bAzxzonaa<b=aAb=a,donc

Alorsa Nz < bA x.

(anz)N(bAx)

(x Aa) A (x AD)
zA(aNb) ANz
z A (aAb)
TAa

a .

On montrer que a < b=aAx <bAzxzonaa<b=aVb=>b, donc

AlorsaVz <bV x.

(avVz)V(bVz)

(zVa)V (zVb)
zV(aVb) Ve
xV (aVb)

x Vb

bV .

2. On montrer que si (a <betc<d) =aAc<bAdonaa<b=aAb=ac<d=

c/N\d=c, donc

Alors (a A e) < (bAd).

(anc)N(bAd)
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On montrer que si (a <betc<d) = aVec<bVdonaa<b=aVb=oy1,
c<d=cVd=d,donc

(ave)v(bvd) = (cVa)V(bVd)
= cV(aVvb)Vvd
= cv(bVad)
= (eVd) Vb
= dVb
= bVd.

Alors (aVe) < (bVd).

3.1.2 1Idéal et filtre dans treillis

Définition 3.1.5 Soit L un treillis, un sous-ensemble non vide I de L est appelé un idéal

S1
1. a,b e I impligue aV bel,

2.ae€ L,bel eta<bimpliquent a € 1.

Le dual un idéal est appelé filtre. Autrement dit, un sous-ensemble non vide F' de L

est appelé filtre si
1. a,be F impliguea Nb e F ;
2. ae L,be F eta>bimpliquent a € F.

Un idéal I (resp. filtre F') de L est appelé propre si I # L (resp. F # L ). Pour tout
a € L, l’ensemble | a est un idéal, dit idéal principal engendré par a, et T a est un

filtre principal engendré par a.

Propriétés 3.1.1 » F filtre propre si et seulement si 0 ¢ F.

» [ idéal propre si et seulement si 1 ¢ I.
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Définition 3.1.6 Soit G un partie non vide, le filtre engendré par G est le plus petit filtre
qui contient G telle que F; = N{tous les filtre qui contient G'}.

Définition 3.1.7 Un partie G est A—compatible si Fg est propre.

Si G est N—incompatible alors il existe une nombre fini, a, ..., a, déléments dont a; N\

as... \Na, = 0.
Exemple 3.1.4 1. Dans un treillis finie, tout idéal ou filtre est principal.

2. Soit L et K = {0,1} deux treillis bornés et f : L — K homomorphisme surjectif.
Alors f71(0) est un idéal et f~1(1) est un filtre en L.

3. Les éléments suivants sont idéauz dans P(X) :

a. tous les sous-ensembles ne contenant pas d’élément fixé de X ;

b. tous les sous-ensembles finis (cet idéal n’est pas principal si X est infinie).

4. Soit (X;T) un espace topologique et soit v € X. Ensuite, [’ensemble {V C X | (3U €
T)x € U CV} est un filtre dans P(X).

Théoréme 3.1.2 L’ensemble des filtre propres ordonné par inclusion est inductif (toute

chaine a un élément mazximale).

Preuve. Soit (F}),.; une chaine de filtre propre on pose F' = (UF;),_,
1. On montre que F' est un filtre.

() zeFly>x=yecF?

Onax € F alors 3 ig € I telle que v € Fj,y > v =y € Fy donc y € ' = (UF}),;.
(ii) v,ye F=aNyeF?

Onax,y € F alors 3 iy, jo € I telleque x € Fj; et y € F}, supposons que F;, C Fj (car
F' est une chaine)

donc x € Fjj,ona (v € Fjyety € Fj))= x ANy € Fjydoncz Ay € F = (UEF),,.

Finalement F' est un filtre.
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2. F est propre car 0 ¢ F;Vi € [ = 0 ¢ (UF})

el *

Corollaire 3.1.1 Il existe des filtres propres maximaux pour l'inclusion, ils seront appelés

des ultrafiltres.
Remarque 3.1.1 Tout filtre propre est contenu dans un ultrafiltre.
Proposition 3.1.3 [10/Soit F' un filtre propre, les deux assertions suivantes équivalentes :

a) F est un ultrafiltre.

b) Pour tout x ¢ F, il existe y € F tel que x Ay = 0.

Preuve. =) Si F est un ultrafiltre, supposons qu’il existe v ¢ F tel que pour tout ye F,
x ANy # 0.Posons G = FU{z},G est une partie A—compatible, en effet :

Soient ay, ..., a, des éléments de G et posons a = a; A ... \ ay.

» Si tous les a; appartiennent a F', alors a € F' donc a # 0.

» Si par exemple, ay =x:a=x Ny avecy = as A ... N an,y € F donc a # 0.

Par suite G engendre un filtre propre Fg, or F g G C Fg ce qui contredit la mazimalité
de F.

<) Si on a la propriété b) : supposons qu’il existe un filtre propre F1 tel que F g Fr,
soit alors x € FI et x ¢ F, il existe y € F tel que x Ny =0, or x et y appartiennent a F/

on aurait donc 0 € FI ce qui contredit le fait que F'1 soit propre. m

3.1.3 Lois de composition interne et les lois de treillis

Définition 3.1.8 Soit ' un ensemble. Une loi de composition interne sur E est une ap-

ExFEF—— —F
plication de E x E dans E. Si on la note , on parle de la loi x et on dit

(a,b)— — axb
que a x b est le composé de a et b pour la loi *.

Définition 3.1.9 Soit (T, <,A,V,0,1) un treillis fermé . Une loi de composition interne

sur T est croissante a droite si, © < vy, alors axx < ax*xy,Va € T.
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Une loi de composition interne sur T est croissante a droite si, x < y, alors x x a <

yxa,Va eT.

Définition 3.1.10 Soit (T, <,A,V,0,1) un treillis fermé . Une loi de composition interne
x surl" est dite conjonctive si, xxy < x Ay.

Une loi de composition interne x sur T sera dite disjonctive si, x*xy > x Avy.

Remarque 3.1.2 Une loi de composition interne x sur un ensemble ordonné est conjonctive
st,, vxy<zetx*xy<y.
Une loi de composition interne x sur un ensemble ordonné est disjonctive si, x*xy > x

etTxy > y.

Proposition 3.1.4 Soit (T, <,A,V,0,1) un treillis fermé, et o une loi de composition in-

terne et croissante sur T ayant un élément neutre. Alors

1) Sio admette 1 pour élément neutre, alorsVr,y € T, xoy < x Ay.
Y Yy Y

(2) Sio admette O pour élément neutre, alorsVr,y € T, xoy > x Vy.

Preuve. Soit z,y € T

. . rzoy<zxzol
(1) La loi o croissante et admette 1 pour élément neutre, alors on a =
roy<loy
roy<w . :
Donc z oy < z Ay. On en déduit que A est la plus grande loi de
Toy=<y

composition interne croissante et admettant 1 pour élément neutre.

. . rolO0<zoy
(2) Puisque o est une loi croissante et admette 0 pour élément neutre on a : =
Ooy<zoy
T<TOY : Lo
. Donc x Vy < xzoy. On en déduit que V est la plus petite loi de com-
yszoy

position interne croissante et admettant 0 pour élément neutre.
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Définition 3.1.11 Soit (T, <,A,V,0,1) un treillis fermé. Une loi de composition interne
sur T vérifiant N < o <V est dite une loi de moyenne.
Une interne qui est ni conjonctive, ni disjonctive ni une loi de composition de moyenne

est dite alors une loi mixte.

Question 3.1.1 [l ya lieu de se demander ci la réunion des lois conjonctives, lois disjonc-
tives, lois de moyenne et des lois mixtes donne [’ensemble de toutes les lois de composition

interne?

3.1.4 Treillis des préordres et des équivalences

On note par QO (E) I’ensemble de toutes les relations de préordre sur I’ensemble F.

Définition 3.1.12 L’ensemble QO (E) avec C comme ordre partielle, est un treillis com-

plet.

Proposition 3.1.5 [}/L’ensemble de toutes les relations de préordre sur un ensemble E a
une structure de treillis, ou N\ et \V sont définis comme suit :

Soit R et T deux relations de préordre sur l’ensemble E

RAT = RNT
RVT = RURoTURoToRU...

= TUToRUToRoTU....

Remarque 3.1.3 On peut définir l'opération de V de deux relations par la formule précé-
dente dans l’ensemble de toutes les relations sur un ensemble E.
La classe d’ordres partiels n’est pas fermée dans le cadre de cette opération de V. Pour

cette raison nous sommes forces de considérer la notion plus générale de relation de préordre

Preuve. Pour deux relations de préordre R et T' sur un ensemble E il est facile pour
vérifier la réflexivité et la transitivité de RN T

Soit Rel(R, T) =RURoTURoT oRU..., nous montrons que Rel(R,T) = Rel(T,R)
et c’est une relation de préordre. D’abord nous avons Ap C R C Rel(R,T) ou Ag la

relation d’identité. Puisque Ro R = R, quelles que soient les parités de m, n nous avons cela
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RoTo. oRoT o.. estune terme apparaissant dans I'union de Rel(R,T’). Par conséquent

m n

Rel(R,T) o Rel (R, T) C Rel(R,T). Cela prouve que Rel(R,T) est un préordre.
Nous avons Rel(R,T) C T o (Rel(R,T)) CU¥_To|RoTo ) C Rel(T,R).
—_—

m

De méme, Rel(T,R) C Rel(R,T), par conséquent Rel(R,T) = Rel(T,R).

Soit RAT =RNT et RV T = Rel(R,T) = Rel(T,R).

On vérifie que ces deux opérations sont commutatives, associative, idempotent et ils
satisfont les lois d’absorption.

Ainsi, ils définissent un treillis. Ce treillis a un élément maximal unique “1” et un
élément minimal unique “0”.Nous désignons encore ce treillis par QO (F). =

Treillis des équivalences

Soit Eq(FE) est 'ensemble de toutes les relations d’équivalence sur E.
Définition 3.1.13 L’ensemble Eq(E) avec C comme ordre partielle, est un treillis complet.

Théoréme 3.1.3 [3/L’ensemble de toute les relations d’équivalences sur un ensemble E a
une structure de treillis, ot A\ et V sont définis comme suit :

Soit R et T sont deux relations d’équivalence sur E alors

RAT = RNT
RVT = RURoT)U(RoToR)U ...

Ou de maniére équivalente, (a,b) € RVT si et salement si existe une séquence d’éléments

C1,Coy ..., Cp de E telle que (¢, civ1) € R ou (¢, ¢i01) € T pouri=1,...,n—1,a =c; etb = c,.

Preuve. Soit A=RURocTURoToRU ...

Si (a,b) € A & existe une suite d’éléments ¢y, ¢a, ..., ¢, de E telle que (¢;,¢i11) € R ou
(ciyciv1) €T pouri=1,...n—1,a=c; et b=c,.

D’abord nous avons Ag C R C A (R réflexive).

Soit a,b,c € E. Si (a,b) € A alors il existe une séquence d’éléments telle que a =
dy,ds, ...,d, = b de E telle que (d;,d;+1) € R ou (d;,d;ir1) € T pour i = 1,...,n — 1. Comme
R et T sont symétrique, (d;1,d;) € R ou (d;y1,d;) € T. On prend ¢; = d,,_;11,alors on

obtient la suite souhaitée qui assure que (b, a) € A.
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en autre parte, si (b,c) € A alors il existe une séquence d’éléments telle que b =
€1,€2,...,e, = ¢ de E telle que (e;,€;11) € R ou (e;,¢e,41) € T pour i = 1,...,n — 1.
Mais (d,,e1) = (b,0) € RN T par la réflexivitée de R et 7. Donc la séquence d’éléments

a=di,ds,....,d, =b=ey,eq,..,e,=c,alors (a,c) € A. Finalement, A € Eq(E). m
Soit ’ensemble de toutes les partitions de E est désigné par II (£). Et pour partition

7 de I (E), on définit une relation d’équivalence $ () par :
R (m) = {(a,b) € E* | {a,b} C B pour certains B dans 7} .

Théoréme 3.1.4 Une application m — R(w) est un isomorphisme entre I1 (E) et Eq(E).
Et on définit la relation < sur I1 (E) par w1 < 7y ssi chaque classe de 71 est contenu dans

un certain classe de mo.
Corollaire 3.1.2 11 (FE) est un treillis complet, appelé le treillis des partitions de E.

Remarque 3.1.4 Le treillis des relations d’équivalence sur l’ensemble E est un sous-treillis

de QO(E).

3.2 Décomposition en antichaines et chaines

Décomposition en niveaux d’un ensemble ordonné :

étant donné un ensemble ordonné E, posons Min(E) = {a € E | a minimal dans E}.

Définissons également Fq = Min(FE), £y = Min(E'\ Ey), E, = Min(E\ U<, Eny). Ces
ensembles sont des antichaines et sont deux a deux disjoints.

Si E est fini alors Ex = () pour au moins un entier K. Le plus petit de ces K est la
hauteur de F, notée h(E).

E étant fini, il est la réunion des Ey, ..., Ej(p)—1. Ce sont ces sous ensembles, que nous

pouvons appeler niveaux.
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Exemple 3.2.1 1. St E est une chaine a m éléments, chaque niveau est réduit a un

élément et la hauteur de E est m.

2. Les niveauz de l’ensemble E = D(30) = {1,2,3,5,6,10,15,30} avec la divisibilité est
Ey = {1},E; = {2,3,5},Ey = {6,10,15} ,E3 = {30} ,E; = (), on a E4 = 0 donc
h(E) = 4.

Décomposition en chaines d’un ensemble ordonné :
Soit F un poset. Un ensemble {C1, ..., C,, } de chaines disjointes de E tel que F = U, C;
est appelé une décomposition en chaines de £. Une décomposition minimale en chaine de

E est une décomposition pour laquelle le nombre de chaines est minimal.

Définition 3.2.1 Soit (E, <)un ensemble ordonné fini. On appelle
» Largeur de E, le cardinal maximal des antichaines de E, noté W (E).

» Hauteur de E, le cardinal mazimal des chaines de E.noté h (E) .
Propriétés 3.2.1 Soit (E, <)un ensemble ordonné fini, alors |E| < W (E) x h (E)

Exemple 3.2.2 Soit l'ensemble E = D(30) = {1,2,3,5,6,10, 15,30} avec la divisibilité, on
a|E|=8<W (F)x h(F)=3x4=12.

Théoréme 3.2.5 [9/ (Erdos - Szekeres) Tout ensemble ordonné E de taille au moins pg+ 1

contient soit une chaine de taille p + 1 soit une antichaine de taille ¢ 4 1.

Preuve. On suppose le contraire

E ne contient aucun chaine maximal de taille p + 1 et ne contient aucun antichaine
maximal de taille ¢ 4 1.

Alors la taille de la chaine maximal est p < p + 1 et la taille de la antichaine maximal

et ¢ < g+ 1, donc |E| < p x g,et on a par hypothése |E| = pg+ 1 < p X ¢, contradiction. m
Lemme 3.2.1 Soit £ un poset.

(1) Alors le cardinal de la décomposition minimale en chaines de E est au moins égal o la

largeur de E.
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(2) Siw estla Largeur de E et C4,...,C,, est une décomposition en chaines de E, et A est

une antichaine qui comporte w éléments, alors |AN C;| =1 pour tout i =1, ..., w.
Preuve.

(1) Soit A une antichaine de E, et Ci,...,C; des chaines disjointes couvrant E. Alors
pour tout ¢ on a |[AN C;] < 1. Sinon, §'il existe z,y € ANC; avec x # y, = et y
sont comparables, et donc ne peuvent appartenir tous deux a A, une contradiction.
Comme les O; sont disjoints, on a |[A| = >>'_, [ANCj| et ce dernier nombre est au plus

t.

(2) Sit=w,alors |[A| =", |ANC;| < w, et nous avons un égalité des deux cotés. De

plus, |[ANC;| = 1 pour tout 1.
[

Théoréme 3.2.6 (Théoréme de Dilworth)
Soit E un poset fini. La largeur de E est égale au cardinal d’une décomposition minimale

en chaines de E.

Preuve. La preuve utilise un raisonnement par récurrence sur les éléments du poset E.
Si le nombre d’élément est 1, I'assertion est triviale.

Supposons maintenant que l’assertion est vraie pour tout poset de n éléments. On
aimerait montrer qu’elle est également satisfaite par un poset a n 4+ 1 éléments. Pour cela,
soit F/ un poset a n + 1 éléments. Soit y un élément maximal de F, et considérons le poset
Er = E—{y} avec n éléments. Par hypothése de récurrence, le cardinal d’une décomposition
minimale en chaines et la largeur de E’ sont les mémes, disons w.

Soit (1, ...,C,, des chaines disjointes couvrant E/. On va construire une antichaine A
de E7 avec w éléments de la maniére suivante : pour tout 7, on choisit dans C; un élément
maximal x; qui appartient a une antichaine de longueur w.

Commencons par nous convaincre que les x; sont deux & deux incomparables. Supposons
que ¢ et j sont deux a deux différents, et que z; > x; . Soit B une antichaine de longueur
w qui contient x;. D’aprés le lemme précédent (2) on a B N C; = {y,;} pour un certain

y; . On ay; < x; , car y; appartient a une antichaine de longueur w, et que x; est un
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élément maximal par rapport a cette condition. Comme y; est dans I’antichaine B, x; et
y; ne sont pas comparable, on ne peut donc avoir z; > z; . Comme ¢ et j ont été choisis
arbitrairement, on vient de montrer que pour tout ¢ et j les éléments x; et x; ne sont pas
comparables, et donc que A est une antichaine.

On va maintenant utiliser A pour construire une antichaine et une décomposition en
chaines de E de la méme taille, ce qui terminera le raisonnement par récurrence. On va

distinguer 2 cas.

(1) Supposons d’abord que y > x; pour un certain i. Dans ce cas, on va trouver une décom-
position en chaines de F avec w éléments et une antichaine de F avec w éléments. Le
lemme précédent (1) nous montre alors que le cardinal d’une décomposition minimale

de E est le méme que sa largeur. Soit C = {y} U{z € C; | z < x;}.
C est une chaine. Considérons le poset Ern = FE — C.

On va montrer que E/ n’a pas d’antichaine de longueur w. Supposons d’abord que x; est
I’élément maximal de C;. Alors, enlever C' de E est la méme chose qu’enlever C; de E7,
de telle maniére que E/7 admet une décomposition en w — 1 chaines, ce qui implique
que la largeur de E/ ne peut d epasser w — 1. Ensuite, supposons que x; n’est pas
I’élément maximal de C;. Alors, les autres éléments de C; qui sont plus grand que z;
ne peuvent étre dans une antichaine de longueur w par définition de x;. Il s’ensuit que

la largeur de E/ est d’au plus w — 1.

On en déduit que E/ peut étre couvert par au plus w — 1 chaines disjointes et que donc
E peut étre couvert par au plus w chaines disjointes (celles de E7 et C ), ainsi la
largeur de E est d’au plus w. Comme A est une antichaine de E de taille w, on vient
de montrer qu’il y a une décomposition en chaines de E de la méme taille qu'une

antichaine, ce qui prouve le théoréme.

(2) Supposons maintenant que y ? x; pour tout .. Comme y est un élément maximal de F, y
est incomparable avec tous les z;, et donc A7 = {y, x1, ..., ,, } est une antichaine. D’un
autre coteé, {y}, C1, ..., Cy, est une décomposition en chaines de F de taille w+1 = |A/|,
on en déduit donc que dans ce cas également le cardinal d’une décomposition minimale

en chaines de F est le méme que sa largeur.
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En regroupant ces deux cas, la preuve est terminée.

Théoréme 3.2.7 [6](Théoréme de Sperner )

Soit A une antichaine composée de sous-ensembles de E, de cardinal n. Alors :

4l =< ([HJ)

Preuve. Supposons que F soit un ensemble finie non vide a n éléments (|E| =n) et A

une antichaine composée de sous-ensembles de E. Il est clair que

n
|A| < \/ie{O,l,...,n}< ) .......... (1)

i

Pour montrer I'inégalité |A| < ([Z]), il suffit de montrer
2

Vie(o1..m} (?) < ([g]) .......... 2)

Pour cela, soit U une suite définie par U; = (’Z) avec i € {0,1,...,n}. On a:

U est croissante <= U;;1 —U; > 0

:)(@Zl)‘@ =0

,<n—1
=i —
2

n—1
2 )

N

— i<

Alors, Uy < U; < ... < U[";l} < U[nT_l]H, c’est-a-dire U; < U[nT—IH_l pour tout i €

2

{0,1,...,n}, donc (%) < ([anle) pour tout i € {0,1,...,n}, alors

Vie(o1..n} (7;) < ([an]l+ 1) .......... (3)

Pour obtenir I'inégalité (2), on va montrer que ([HT—l}H) = (["})'
Comme n € N*| on distingue deux cas possible :
1. Sin pair (i.e., n =2k et k € N*), on a :

2 +1=k-3+1= (k-1

[ ) +1 = k, et d’autre part [3] = [k] = k. Alors
("5 + 1 =[3], donc ([4]“) - (@

)
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2. Si n impair (i.e.,n =2k + 1 et k € N), on a:
n—([5]+1) = (2h+1) = (=+1) = b, et dautre part [§] = (252 = [k+3] = k.
n—1 _[n n _ n _(n
Alors n — ([*37] +1) = [3], donc ([%Hl) = (n—([%m)) - ([g])-

Finalement, dans les deux cas on a 1’égalité Qﬁ]-&-l) = ([ ) Alors 'inégalité (3) est
2

T

identique avec l'inégalité (2)

Vie(o1,.m} (?) < ([g]) .......... (2)

De l'inégalités (1) et (2), alors |A| < ([Z]).
2

Remarque 3.2.1 Si A anti-chaine mazimal, alors |A| = ([L?]H) = ([Z}).
2 2

3.2.1 Décomposition en niveau de ’ensemble des extensions

Soit ' un ensemble fini. L’ensemble ) = Ordg ('ensemble de tous les ordres sur E),
ordonné par inclusion, des ordres sur F se décompose en niveaux. Le niveau () est constitué
de légalité Ag (car 'égalité le plus petit ordre aucun paire de comparabilité), le niveau @)y

des ordres ayant une seule paire de comparabilité. Plus généralement :

Théoréme 3.2.8 Un ordre R appartient au niveau n si et seulement si il contient exacte-

ment n paires de comparabilité.

3.2.2 Dénombrement des ordres

[7]Soit Ord(n) le nombre d’éléments de Ordg, donc le nombre d’ordres sur un ensemble
ayant n éléments. et soit [Ord|(n) le nombre d’ordres sur n éléments, ces ordres étant

comptés a I'isomorphie prés.

Remarque 3.2.2 Pour n supérieure strictement o dix-sept, le nombre de relations transi-

tives est inconnu jusqu’aujourdhuit.

Valeurs de Ord(n) pour n infériéure ou égal dix-sept
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Les nombres des éléments de E | Ord(n) [Tout les ordres possible]

1 1

2 3

3 19

4 219

5) 4 231

6 130 023 a

7 6 129 859 b

8 431 723 379 c

9 44 511 042 511 d

10 6 611 065 248 783 e

11 1 396 281 677 105 899 e

12 414 864 951 055 853 499

13 171 850 728 381 587 059 351 £

14 98 484 324 257 128 207 032 183 £

15 77 567 171 020 440 688 353 049 939 g

16 83 480 529 785 490 157 813 844 256 579 h
17 122 152 541 250 295 322 862 941 281 269 151 i

Valeurs de [Ord](n) pour n < 16
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Les nombres des éléments de E | [Ord](n) [Tous les ordres possible a isomorphisme preés]
1 1

2 2

3 5

4 16

5 63

6 318

7 2045 a

8 16 999 b

9 183 231 ¢

10 2 567 284 d

11 46 749 427 d

12 1104 891 746 e

13 33 823 827 452

14 1338 193 159 771g

15 68 275 077 901 156 h

16 4 483 130 665 195 087 h

Exemple 3.2.3 Soit E = {a,b,c}, on peut définir tous les ordres possibles sur E & iso-

morphisme prés par les diagrammes de Hasse :

Qe

)
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Lemme 3.2.2 Soit R un ordre sur un ensemble E, pas forcément fini. Un ordre R/ est
une couverture inférieure de R dans l’ensemble Ordg, ordonné par inclusion, des ordres sur
E si et seulement si 1 = R\ {(a,b)} ou (a,b) est un arc de couverture du diagramme de

couwverture de l’ensemble ordonné (E,R).

Preuve. Clairement, si on enléve & F un arc de couverture de son diagramme, 1’ensemble
résultant est un ordre. En outre, comme on enléve seulement un élément, cet ordre est une
couverture inférieure de . Réciproquement, supposons R/ soit une couverture inférieure de
R. Soit e = (a,b) € R\ R7. Comme R est un ordre, (b,a) ¢ R donc (b,a) ¢ R7. D’apres
le Lemme 2.2.2, %/ V {e} est le plus petit ordre contenant 7 U {e}. Par conséquent R/ C
Rrv {e} C R

Puisque %/ est une couverture inférieure de & on a RV {e} = K. Comme e est une aréte
du diagramme de 7V {e}, RV {e} \ {e} est un ordre. Puisqu’il contient R il est égal a R/.

Et le lemme est prouvé. m
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons abordé quelques concepts de la théorie des ensembles ordon-
nés, des similarités et des treillis. Ensuite on a étudié et quelques propriétés de ces notions
tel que le bon ordre, ordres bien fondes et ordres belordonnés.

Et puis nous avons essayé de représenter les ensembles ordonnés en les décomposant en
chaines et antichaines afin de pouvoir aborder certain théorémes célébres tel que le théoréeme
de Dilworth, théoréme de Sperner.

On a terminé ce travail par un dénombrement des ordres définis sur un ensemble fini

ayant moins de dix-sept éléments.

Merci
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