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Résumé.
Dans ce mémoire on va présenter et étudier la classe des applications multilinéaires

τ (p, q)-sommantes qu’ont étées étudiées par X. Mujica dans 2008, qui a généralisée les

applications linéaires absolument τ -sommantes introduits par A.Pietsch dans1980 au cas

multilinéaire.

Mots clés : Espace de Banach, les applications multilinéaires, les applications multil-

inéaires τ (p, q)-sommantes, théorème de domination.
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Introduction

La notion des applications linéaires p-sommantes remonte à Grothendieck dans les années

1950, mais seulement en 1967 et 1968, Pietsch [9] et Lindenstrauss-Pełczyński [5] ont claire-

ment contribué au développement de cette notion. Dans ce travail on va étudier la notion

des applications multilinéaires τ (p, q)-sommantes introduit par Mujica en 2008 dans [8] qui

a généralisée les applications linéaires absolument τ -sommantes introduits par A.Pietsch

dans1980 dans [10] au cas multilinéaire. Aussi on donne certaines caractérisations et pro-

priétés de cette classe qu’ont présenter par Mujica dans [8], parexemple " le théorème de

domination" et la relations de cette classe des applications avec d’autre classe de somma-

bilité.

Notre travail est réparti en troix chapitres.

Dans le premier chapitre, on donne un aperçu général sur les applications multilinéaires

continues, puis Ln−modules des applications n-linéaires et l’inégalité de Hölder généralisé
et aussi l’espace des fonctions p-intégrables Lp, l’espace des suites p-sommables lp (E) et

l’espace des suites faiblement p-sommables lwp (E) et quelques lemmes essentiels.

Dans le deuxième chapitre, on va introduire, la notion des applications multilinéaires

τ (p, q)-sommantes. Au plus quelques théorèmes parexemple, le théorème de domination

sachant que il y a deux théorèmes de dominations pour cette classe des applications et

leurs dé, enstration en utilisant le lemme de Ky Fan, aussi le théorème d’inclusion.

Dans le troisième chapitre, on va donner quelques exemples sur les applications mul-

tilinéaires τ (p, q)-sommantes parexemples, les applications n-linéaires de rangs finis, les

applications bilinéaires nucléaires, les applications n-linéaires p-dominés, les applications

p-semi-intégrales, Les applications approximables.
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Chapitre 1

Préliminaires
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1.1. Applications multilinéaires continues

1.1 Applications multilinéaires continues

Soient n ∈ N et E1, . . . , En, F des espaces normés.

Définition 1.1.1 Une application T : E1, . . . , En → F est dite multilinéaire ou n-linéaire,

si pour tout aj, bj ∈ Ej et α, β ∈ k (k = R ou C) avec j = 1, · · · , n, on a

T
(
a1, . . . , αaj + βbj, . . . , an

)
= αT

(
a1, . . . , aj, . . . , an

)
+ βT

(
a1, . . . , bj, . . . , an

)
.

Si F = k, T est dite forme multilinéaire. On note par L (E1, . . . , En, F ) l’ensemble des

applications multilinéaire de E1, . . . , En dans F.

Remarque 1.1.1 Déffi nissons les applications n-linéaires suivantes,
1) (T1 + T2) (a1, . . . , an) = T1 (a1, . . . , an) + T2 (a1, . . . , an)

2) (λT ) (a1, . . . , an) = λT (a1, . . . , an) ,

pour (a1, . . . , an) ∈ E1 × . . . × En. Ce qui donnée à L (E1, . . . , En, F ) a une structure

d’espace vectoriel.

Proposition 1.1.1 Soient T ∈ L (E1, . . . , En, F ) et a = (a1, . . . , an) ∈ E1 × . . . × En. On
munit E1 × . . .× En de la norme

‖a‖ =
∥∥(a1, . . . , an

)∥∥
∞ = max

1≤j≺n

∥∥aj∥∥
EJ
,

les propriétés suivantes sont equivalentes:

(1) T est continue.

(2) T est continue au point 0 = (0, . . . , 0) .

(3) ‖T (a1, . . . , an)‖est borné sur le produit des boules unitées: ‖a1‖ ≤ 1, . . . , ‖an‖ ≤ 1.

(4) ∃ M > 0 tq ∀ (a1, . . . , an) ∈ E1 × . . .× En∥∥T (a1, . . . , an
)∥∥ ≤M

∥∥a1
∥∥ . . . ‖an‖ .

Pour chaque n ∈ N, on définit l’ensemble des applications multilinéaires continues de
E1 × · · · × En dans F par L (E1, . . . , En;F ) quand E1 = . . . = En = E nous écrivons

L (nE;F ) et si F = k nous utilisons L(E1, ..., En,k) = L(E1, ..., En) et L (nE) = v (nE;k).

Nous représentons L (1E;F ) par L (E;F ).
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1.1. Applications multilinéaires continues

Proposition 1.1.2 Soient n ∈ N, E1, . . . , En et F sont des espaces normés sur k, alors

l’application ‖.‖ : L ( E1, . . . , En;F )→ R définie par,

‖T‖ = sup {‖T (a)‖ ; a ∈ E1 × . . .× En, ‖a‖∞ ≤ 1} (1.1.1)

où L ( E1, . . . , En;F ) est un espace normé avec la norme définie dans 1.1.1 et il est

Banach pour F est un espace de Banach.

Théorème 1.1.1 Soient E1, . . . , En des espaces de Banach et F un espace normé, l’application

T ∈ L (E1 × . . .× En, F ) est continue si, est seulement si, T est continue pour chaque vari-

able de E1 × . . .× En.

Corollaire 1.1.1 Si E1, ..., En sont des dimensions finies, alors toute T ∈ L(E1, ..., En;F )

est continue, i.e., L(E1, ..., En;F ) = L ( E1, . . . , En;F ) .

Définition 1.1.2 Soient E1, . . . , En, F des espaces de Banach. On considère non-nulle

ϕj ∈ E∗j (j = 1, ..., n) et y ∈ F . On définit l’application n-linéaires

ϕ1 ⊗ ...⊗ ϕn ⊗ y : E1 × ...× En −→ F,

par

ϕ1 ⊗ ...⊗ ϕn ⊗ y(x1, ..., xn) := ϕ1(x1)...ϕn(xn)y. (1.1.2)

L’application ϕ1 ⊗ ...⊗ ϕn ⊗ y ∈ L(X1, ..., Xm;Y ) et∥∥ϕ1 ⊗ ...⊗ ϕn ⊗ y
∥∥ =

∥∥ϕ1
∥∥ ... ‖ϕn‖ ‖y‖ .

On denote par Lf (E1, . . . , En;F ), l’espace vectoriel des applications de rangs finies, Qui est

généré par les applications de la forme (1.1.2). Tous les éléments T de cet espace ont des

représentations finies de la forme

T =
n∑
i=1

λiϕ
1
i ⊗ ...⊗ ϕmi ⊗ yi

où (λi)
n
i=1 ⊂ K, (ϕ

j
i )
n
i=1 ⊂ X∗j (j = 1, ...,m) et (yi)

n
i=1 ⊂ Y .
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1.2. Ln−modules des applications n-linéaires

1.2 Ln−modules des applications n-linéaires

Définition 1.2.1 Soient Ei, F des espaces de Banach sur un corps k. Un Ln-module des
applications n-linéairesM⊂ L(E1, . . . , En;F ) de telle sorte que les composants

M(E1, . . . , En;F ) :=M∩L(E1, . . . , En;F )

sont satisfait les conditions suivantes,

(1) In = 1⊗ n fois. . . ⊗ 1⊗ 1 ∈M
(
k, n fois. . . ,k;k

)
, où In (λ1, . . . , λn) = λ1...λn.

(2) Si S1, S2 ∈M (E1, ..., En;F ), on a S1 + S2 ∈M (E1, ..., En;F ) .

(3) Si S ∈ M (E1, ..., En;F ) , R ∈ L (F,G) et T = (T1, . . . , Tn) où Ti ∈ L (Di, Ei) ,on a

RST ∈M (D1, ..., Dn;G) .

On note que l’application nulle de E1 × ...×En dans F est une dansM (E1, ..., En;F ) ,

car si R : y ∈ F 7→ R(y) = 0 ∈ F et T = (T1, . . . , Tn) on a Ti ∈ L (Ei, Ei) , il peut être

obtenu par la composition RST , que la propriété (3) est une dansM (E1, ..., En;F ) .

Remarque 1.2.1 Sous la condition (3), la propriété (1) équivalente la propriété (1′) telle

que,

(1′) ai ∈ E∗i et y ∈ F implique a1 ⊗ . . .⊗ an ⊗ y ∈M (E1, ..., En;F ) .

Preuve. (1)⇔(1′)
(⇒) Comme a1 ⊗ . . . ⊗ an ⊗ y = (1⊗ y) ◦ In ◦ (a1 ⊗ 1, . . . , an ⊗ 1) pour (3) et (1) il en

résulte que a1 ⊗ . . .⊗ an ⊗ y ∈M.

(⇒)Comme In = 1⊗ n fois. . . ⊗ 1⊗ 1 pour (1′) il en résulte que In ∈M.

Définition 1.2.2 Une application non négative ‖‖M deM dans k sera appelé quasi-norme

enM si,

(QN1) ‖In‖M = 1.

(QN2) Il existe une constante CM ≥ 1 tel que ‖S1 + S2‖M ≤ CM (‖S1‖M + ‖S2‖M)

pour chaque

Si ∈M (E1, ..., En;F ) .

(QN3) ‖RST‖M ≤ ‖R‖ ‖S‖M ‖T1‖ . . . ‖Tn‖ pour S ∈ M (E1, ..., En;F ) , R ∈ L (F ;G)

et T = (T1, . . . , Tn) où Ti ∈ L (Di, Ei) .
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1.2. Ln−modules des applications n-linéaires

Si la constante CM = 1, alors l’application ‖.‖M est une norme.

Comme consequence de cette définition nous avons le corollaire suivant.

Corollaire 1.2.1 Si S ∈M (E1, ..., En;F ), alors ‖S‖ ≤ ‖S‖M .

Preuve. On a pour x1 ∈ Ei, . . . , xn ∈ En, b ∈ F ∗,

|b (S (x1, . . . , xn))| ≤ ‖b⊗ 1‖ ‖S‖M ‖1⊗ x1‖ . . . ‖1⊗ xn‖ ,

donc
‖S‖ = sup

‖xi‖≤1

‖S (x1, . . . , xn)‖F

= sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

|b (S (x1, . . . , xn))|

≤ sup
‖xi‖≤1
‖b‖≤1

‖b⊗ 1‖ ‖S‖M ‖1⊗ x1‖ . . . ‖1⊗ xn‖

= ‖S‖M .

Proposition 1.2.1 On note que la propriété (QN1) equivalente à (QN1′) telle que

(QN1′) Pour chaque ai ∈ E∗i et y ∈ F,

‖a1 ⊗ . . .⊗ an ⊗ y‖M = ‖a1‖ . . . ‖an‖ ‖y‖

(‖a1 ⊗ . . .⊗ an ⊗ y‖M = ‖a1‖ . . . ‖an‖ ‖y‖)⇔ (‖1⊗ nvezes. . . ⊗ 1⊗ 1‖M = 1) .

Et pour(QN3), il a

‖s‖M ≤ ‖1⊗ y‖ ‖In‖M ‖a1 ⊗ 1‖ . . . ‖an ⊗ 1‖ = ‖y‖ 1 ‖a1‖ . . . ‖an‖ .

Preuve. (⇒) Clair.

(⇐)Pour S = a1⊗ . . .⊗an⊗ y, supposons que ‖a1 ⊗ . . .⊗ an ⊗ y‖ = ‖S‖ ≤ ‖S‖M. D’autre
part, nous avons

S = (1⊗ y) In (a1 ⊗ 1, . . . , an ⊗ 1) .
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1.2. Ln−modules des applications n-linéaires

Remarque 1.2.2 (1) (QN2′) ‖S1 + S2‖rM ≤ ‖S1‖rM+‖S2‖rM pour S1, S2 ∈M (E1, ..., En;F ).

Si r = 1, ‖.‖M est une norme. Nous dirons que [M, ‖.‖M] est un Ln-module r-normé des
applications n-linéaires ou tout simplement un Ln-module r-normé siM est un Ln-module
des applications n-linéaires avec une norme ‖.‖Mtel que tout sous-espace vetoriel topologique
de Hausdorff M (E1, ..., En;F ) est complet.

(2) Si r = 1, nous disons que [M, ‖.‖M] est un Ln-module de Banach des applications
n-linéaires ou tout simplement Ln-module de Banach.

(3) Certains auteurs ont appelé une telle classe "les idéaux des applications n-linéaires"

dans ce mémoire nous avons choisi cette nouvelle terminologie présenté par Mujica dans [8].

Théorème 1.2.1 SoientM est un sous espace de L (E1, ..., En;F ) et une fonction à valeurs

ne négatives ‖.‖M telle que pour 0 < r ≤ 1 satisfait les conditions suivantes:

(0) In (λ1, . . . , λn) := λ1.....λn est enM et ‖In‖M = 1.

(1) Si S1, S2, . . . ∈ M (E1, ..., En;F ) et
∑∞

k=1 ‖Sk‖
r
M < ∞, alors S =

∑∞
k=1 Sk ∈

M (E1, ..., En;F ) et ‖S‖rM ≤
∑∞

k=1 ‖Sk‖
r
M .

(2)Ti ∈ L (Di, Ei) , S ∈ M (E1, ..., En;F ) et R ∈ L (F ;G) ,implique RS (T1, . . . , Tn) ∈
M (D1, . . . , Dn;G) et ‖RST‖M ≤ ‖R‖ ‖S‖M ‖T1‖ . . . ‖Tn‖ .
Alors [M, ‖.‖M] est un Ln-module r-normé des applications n-linéaires et si r = 1,

[M, ‖.‖M] est un L-module de Banach des applications n-linéaires.

Preuve. On note que (0) implique (1) et (QN1), (2) implique (3) et (QN3) et (1)

implique (2) et (QN2). Le completé de l’espace topologique de HausdorffM (E1, ..., En;F )

suit également de (1). Soit (Rk)
∞
k=1 une suite de cauchy enM (E1, ..., En;F ) , pour ε > 0 il

existe Jε ∈ N tel que si k, l ≥ Jε, alors

‖Rk −Rl‖rM ≤ ε.

Soient T1 = R1, T2 = R2 − R1, . . . , Tk = Rk − Rk−1, alors
∑k

j=1 Tj = Rk. Voyons voir ce

que la serie
∑k

j=1 Tj et de Cauchy, i.e.,∥∥∥∥∥
k∑
j=1

Tj −
l∑

j=1

Tj

∥∥∥∥∥
r

M

≤ ‖Rk −Rl‖rM ≤ ε,

7



1.3. Quelques définitions et notations

pour k, l ≥ Jε. On Considère maintenant une suite des entiers positifs (nk)
∞
k=1 telle que

nk ≤ nk+1 pour chaque k satisfaisant∥∥∥∥∥
nk+1∑
j=1

Tj −
nk∑
j=1

Tj

∥∥∥∥∥
r

M

≤ ε/2k.

Alors,
∑∞

k=1 ‖Sk‖
r
M ≤

∑∞
k=1 ε/2

k = ε <∞. Il doit être S =
∑∞

k=1 Sk ∈M (E1, ..., En;F )

et que

‖S‖rM ≤
∞∑
k=1

‖Sk‖rM < ε,

pour (1). Comme

S =

∞∑
k=1

Sk =

∞∑
k=1

[
nk+1∑
j=1

Tj −
nk∑
j=1

Tl

]
=

∞∑
k=1

 nk+1∑
j=n

k+
1

Tj

 =

∞∑
j=n1+1

Tj,

si R =
∑n1

j=1 Tj + S ∈M (E1, ..., En;F ) comme k ≥ n1 ≥ Jε, alors

‖Rk −R‖rM =
∥∥∥∑k

j=1 Tj −
(∑n1

j=1 Tj + S
)∥∥∥r
M

≤
∥∥∥∑k

j=1 Tj −
∑n1

j=1 Tj

∥∥∥r
M

+ ‖S‖rM
(k, n1 ≥ Jε) < ε+ ε.

La preuve est achevée .

1.3 Quelques définitions et notations

Notation 1.3.1 Pour p > 1 on note p∗ le conjugué de p défini par la formule 1
p

+ 1
p∗ = 1.

On pose p∗ =∞ si p = 1.

Définition 1.3.1 (L’espace C (K)) Soit K un espace topologique compact. L’espace de

Banach C (K) est défini par:

C (K) = {f : K −→ K : continue}

muni de la norme

‖f‖∞ = sup
K
|f(x)| , f ∈ C (K) .

8



1.3. Quelques définitions et notations

Définition 1.3.2 (L’espace Lp) Soit (Ω,M, µ) un espace mesuré et 1 ≤ p <∞, on définit
l’espace de Lebesgue Lp(Ω) par

Lp(Ω,M, µ) = Lp(µ) :=

{
f : Ω −→ R, mesurable et

∫
|f |p dµ <∞

}
Lp(µ) est un espace de Banach muni de la norme

‖f‖p =

(∫
|f(x)|p dµ

) 1
p

.

Pour p =∞ nous avons f ∈ L∞(µ) s’il existe C > 0 telle que

|f | ≤ C. µ p.p. (1.3.1)

L∞(µ) est un espace de Banach muni de la norme

‖f‖L∞ = inf {C, vérifier (1.3.1)} .

Définition 1.3.3 (L’espace lp) Soit 1 ≤ p < ∞. On note par lp l’espace de Banach des
suites scalaires p-sommables

lp = lp(K) =

x = (xi)i ⊂ K : ‖(xi)‖p :=

(∑
i≥0

|xi|p
) 1

p

< +∞


pour p = +∞

l∞ =

{
x = (xi)i ⊂ K : ‖(xi)i‖∞ := sup

i
|xi| < +∞

}
.

On définit aussi l’espace des suites scalaires convergeant vers zéro

c0 =

{
x = (xi)i ⊂ K : lim

i−→+∞
|xi| = 0

}
cet espace est un sous-espace fermé de l∞ muni de la norme sup .

Lemme 1.3.1 (Inégalité de Hölder généralisé) Soient (E, ‖·‖) un espace vectoriel normé,
(xi)

n
i=1 , (yi)

n
i=1 deux suites finies d’éléments de E et p, q, r ∈ [1,+∞[ avec 1

r
= 1

p
+ 1

q
. Alors(

n∑
i=1

(‖xi‖ ‖yi‖)r
) 1

r

≤
(

n∑
i=1

‖xi‖p
) 1

p
(

n∑
i=1

‖yi‖q
) 1

q

. (1.3.2)

9



1.3. Quelques définitions et notations

Définition 1.3.4 ( L’espace lp(E)) Soit E un espace de Banach. On désignera par lp(E)

l’espace de Banach des suites p-sommables d’éléments de E dont la norme est

‖(xi)i‖p =

( ∞∑
i=1

‖xi‖p
) 1

p

pour 1 ≤ p <∞,

et par l∞(E) l’espace de Banach des suites bornées, normé par

‖(xi)i‖∞ = sup
i
‖xi‖ .

Notation 1.3.2 On désignera par c0(E) l’espace de Banach des suites (xi)i d’éléments de

E convergeant vers 0. Notons que c0(E) est un sous-espace fermé de l∞(E) muni de la

norme ‖·‖∞ .
On désignera par lp,ω(E) l’espace de Banach des suites (xi)i d’éléments de E faiblement

p-sommables, c’est à dire des suites (xi)i vérifiant

(〈xi, x∗〉)i ∈ `p, pour tout x∗ ∈ X∗,

muni de la norme définie par

‖(xi)i‖p,ω := sup
‖x∗‖≤1

‖(〈xi, x∗〉)i‖p ,

c’est-à-dire

‖(xi)i‖p,ω = sup‖x∗‖≤1

( ∞∑
i=1

|〈xi, x∗〉|p
) 1

p

, si 1 ≤ p <∞

‖(xi)i‖∞,ω = ‖(xi)i‖∞ .

Lemme 1.3.2 soit E est un espace de Banach, p ≥ 1 et (aj)
∞
j=1 ∈ lωp (E∗), on a

sup
ϕ∈BE∗∗

( ∞∑
j=1

|ϕ (aj)|p
) 1

p

= sup
t∈BE

( ∞∑
j=1

|aj (t)|p
) 1

p

10



1.3. Quelques définitions et notations

Preuve. On a

sup
ϕ∈BE∗∗

(∑∞
j=1 |ϕ (aj)|p

) 1
p

= sup
‖(λj)‖p∗=1

sup
ϕ∈BE∗∗

∣∣∣∑∞j=1 λjϕ (aj)
∣∣∣

= sup
‖(λj)‖p∗=1

sup
ϕ∈BE∗∗

∣∣∣∑∞j=1 λjϕ (aj)
∣∣∣

= sup
‖(λj)‖p∗=1

∥∥∥∑∞j=1 λjaj

∥∥∥
= sup

‖(λj)‖p∗=1

sup
t∈BE

∣∣∣∑∞j=1 λjaj (t)
∣∣∣

= sup
t∈BE

sup
‖(λj)‖p∗=1

∣∣∣∑∞j=1 λjaj (t)
∣∣∣

= sup
t∈BE

(∑∞
j=1 |aj (t)|p

) 1
p
.

La preuve est terminée.

La preuve de lemme suivant peut trouver dans [7, p.1.], aussi dans [10, p.40.] et dans

[3].

Lemme 1.3.3 (Lemme de Ky Fan) Soient E un espace vectoriel topologique séparé, C

une partie convexe compacte de E. Soit M un ensemble des fonctions définies sur C à

valeurs dans (−∞,∞] vérifiant les propriétés suivantes.

(a) Tout f ∈M est convexe et semicontinue inférierment.

(b) Si g ∈ conv (M) ,il existe f ∈M telle que g(x) ≤ f(x),∀x ∈ C.
(c) S’il existe r ∈ R tel que pour tout f ∈M, f(x) ≤ r.

Alors il existe x0 ∈ C tel que f (x0) ≤ r pour tout f ∈M.
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Chapitre 2

Applications n-linéaires

τ (p)-sommantes et théorème de

domination
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2.1. Applications n-linéaires τ (p, q)-sommantes

2.1 Applications n-linéaires τ (p, q)-sommantes

On va donner la définition des applications n-linéaires τ (p, q)-sommantes qu’a introduit par

Mujica dans [8].

Définition 2.1.1 [8] Soient S ∈ L (E1, . . . , En;F ) et 1 ≤ q ≤ p. On dit que S est τ (p, q)-

sommante, s’il existe une constante C ≥ 0 tel que pour tout m ∈ N, xij ∈ Ei, bj ∈ F ∗, i =

1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m, on a(∑m
j=1 |bj(S(x1j, . . . , xnj))|p

)1/p

≤ C sup
‖ai‖≤1
‖y‖≤1

(∑m
j=1 |a1(x1j) . . . an(xnj)bj (y)|q

)1/q

,
(2.1.1)

et par le Lemme 1.3.2 l’inegalité 2.1.1 equivalente à(∑m
j=1 |bj(S(x1j, . . . , xnj))|p

)1/p

≤ C sup
‖ai‖≤1
‖β‖≤1

(∑m
j=1 |a1(x1j) . . . an(xnj)β (bj)|q

)1/q

,

où ai ∈ E∗i , y ∈ F et β ∈ F ∗∗. La classe des applications n-lineares τ (p; q)-sommantees de

E1× . . .×En dans F noté par Lτ(p;q) (E1, . . . , En;F ) qui est un espace de Banach muni de la

norme ‖S‖τ(p;q) = inf C pour les constantes qui sont apparaît dans l’inegalité 2.1.1. Quand

nous avons p = q, on ecrit Lτ(p) et ‖S‖τ(p) au lieu de Lτ(p;p) et ‖S‖τ(p;p), respectivement, et

on dit que S est τ (p)-sommante et si p = q = 1, on ecrit Lτ et ‖S‖τ au lieu de Lτ(1) et

‖S‖τ(1), respectivement et on dit que S est τ−sommante.

Remarque 2.1.1 [7]Si p < q et S est τ (p; q)-sommante, alors S = 0.

Preuve. Fixe x1 ∈ E1, . . . , xn ∈ En, b ∈ F ∗, pour i = 1, . . . , n,et j = 1, . . . ,m pour m ∈
N et on considère (λj)

∞
j=1 ∈ lnq \lnp . Soient xij ∈ Ei, bj ∈ F ∗, i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m

pour tout m ∈ N,

13



2.1. Applications n-linéaires τ (p, q)-sommantes

(∑m
j=1 |λj|

np
)1/p

|bS (x1, . . . , xn)|

=
(∑m

j=1

∣∣λnj bS (x1, . . . , xn)
∣∣p)1/p

=
(∑m

j=1 |bS (λjx1, . . . , λjxn)|p
)1/p

(
S ∈ Lτ(p;q) (E1, . . . , En;F )

)
≤ C sup

‖ai‖
‖y‖≤1

≤1

(∑m
j=1 |a1 (λjx1) . . . an (λjxn) b (y)|q

)1/q

= C sup
‖ai‖
‖y‖≤1

≤1

(∑m
j=1 |λj|

nq |a1 (x1) . . . an (xn) b (y)|q
)1/q

= C
(∑m

j=1 |λj|
nq
)1/q

sup
‖ai‖
‖y‖≤1

≤1

|a1 (x1) . . . an (xn) b (y)|

= C
(∑m

j=1 |λj|
nq
)1/q

‖x1‖ . . . ‖xn‖ ‖b‖ .
Alors

(∑m
j=1 |λj|

np
)1/np

(|bjS (x1, . . . , xn)|)1/n

≤
(∑m

j=1 |λj|
nq
)1/nq

(c ‖x1‖ . . . ‖xn‖ ‖b‖)1/n ,

comme (λj)
∞
j=1 ∈ lnq \lnp ,pour m assez grand à 0, nous devons(∑m

j=1 |λj|
np
)1/np

(|bjS (x1, . . . , xn)|)1/n

>
(∑m

j=1 |λj|
nq
)1/nq

(C ‖x1‖ . . . ‖xn‖ ‖b‖)1/n

qui sont en valeur S est identique à zéro.

Remarque 2.1.2 A partir de maintenant on va travailler pour p ≥ q.

Proposition 2.1.1 L’espace
(
Lτ(p;q), ‖‖τ(p;q)

)
est Ln-module (ideal) de Banach des appli-

cations n-linéaires τ (p, q)-sommantes.

Preuve. (0) On montre que In ∈ Lτ(p;q) et que ‖In‖τ(p;q) = 1. On note que(∑m
j=1

∣∣γj (In (λ1j, . . . , λnj))
∣∣p)1/p

=
(∑m

j=1

∣∣γjλ1j....λnj
∣∣p)1/p

=
(∑m

j=1

∣∣1.λ1j....λnj.γj.1
∣∣p)1/p

(p ≥ q)⇒ ‖‖p ≤ ‖‖q ≤ sup
‖ai‖≤1
‖y‖≤1

(∑m
j=1

∣∣a1λ1j....anλnj.γj.y
∣∣q)1/q

14



2.1. Applications n-linéaires τ (p, q)-sommantes

pour tout γj ∈ k, λij ∈ k,m ∈ N et i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m, en d’autres termes In est

τ (p; q)-sommante et ‖In‖τ(p;q) ≤ 1. Comme 1 = inf c, alors ‖In‖
τ(p;q)

= 1.

(1) Soient S1, S2, . . . ∈ Lτ(p;q) (E1, . . . , En;F ) tel que
∑∞

k=1 ‖Sk‖τ(p;q) <∞. Pour chaque
Sk savoir que (∑m

j=1 |bj (Sk (x1j, . . . , xnj))|p
)1/p

≤ ‖Sk‖τ(p;q) sup
‖ai‖≤1
‖y‖≤1

(∑m
j=1 |a1 (x1j) ....an (xnj) bj (y)|q

)1/q

.

Pour S =
∑∞

k=1 Sk et m ∈ N, nous avons∑m
j=1 (|bj (S (x1j, . . . , xnj))|p)1/p

=
(∑m

j=1 |bj (
∑∞

k=1 Sk (x1j, . . . , xnj))|p
)1/p

≤
∑∞

k=1

(∑m
j=1 |bj (Sk (x1j, . . . , xnj))|p

)1/p

(l’inégalité triangulaire)

≤
∑∞

k=1

‖Sk‖τ(p;q) sup
‖ai‖≤1
‖y‖≤1

(∑m
j=1 |a1 (x1j) ....an (xnj) bj (y)|q

)1/q


=

(∑∞
k=1 ‖Sk‖τ(p;q)

) sup
‖ai‖≤1
‖y‖≤1

(∑m
j=1 |a1 (x1j) ....an (xnj) bj (y)|q

)1/q


d’où il résulte que S ∈ Lτ(p;q) (E1, . . . , En;F ) et ‖S‖τ(p;q) ≤

∑∞
k=1 ‖Sk‖τ(p;q) .

(2) Considérons les transformations lineares Ti : Di → Ei pour i = 1, . . . , n et R : F → G

est linéaire continu, où D1, . . . , Dn et G sont des espaces de Banach.Voyons voir ce que

RS (T1, . . . , Tn) ∈ Lτ(p;q) (D1, . . . , Dn;G) pour S ∈ Lτ(p;q) (E1, . . . , En;F ). Pour m ∈ N, on
considère uij ∈ Di, cj ∈ G∗ i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m et (S ∈ Lτ(p;q) (E1, . . . , En;F )),

on a
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2.1. Applications n-linéaires τ (p, q)-sommantes

(∑m
j=1 |cj (RS (T1, . . . , Tn) (u1j, . . . , unj))|p

)1/p

=
(∑m

j=1 |(R∗cj)(S (T1u1j, . . . , Tnunj))|p
)1/p

≤ ‖S‖τ(p;q) sup
‖ai‖≤1
‖y‖≤1

(∑m
j=1 |a1 (T1u1j) ....an (Tnunj) (R∗cj) (y)|q

)1/q

=

n∏
k=1

‖Tk‖ ‖S‖τ(p;q) sup
‖ai‖≤1
‖y‖≤1

(∑m
j=1

∣∣∣a1

(
T1
‖T1‖

)
u1j . . . an

(
Tn
‖Tn‖unj

)
cj (Ry)

∣∣∣q)1/q

=

n∏
k=1

‖Tk‖ ‖R‖ ‖S‖τ(p;q) sup
‖ai‖≤1
‖y‖≤1

(∑m
j=1

∣∣∣ T ∗1‖T1‖a1(u1j) . . .
T ∗n
‖Tn‖an(unj)cj

(
R
‖R‖y

)∣∣∣q)1/q

≤
n∏
k=1

‖Tk‖ ‖R‖ ‖S‖τ(p;q) sup
‖vi‖≤1
‖z‖≤1

(∑m
j=1 |v1(u1j) . . . vn(unj)cj(z)|q

)1/q

.

donc RS(T1, . . . , Tn) est τ (p; q)-sommante, et

‖RS(T1, . . . , Tn)‖τ(p;q) ≤ ‖R‖ ‖S‖τ(p;q) ‖T1‖ . . . ‖Tn‖ .

Le théorème 1.2.1, nous donne que Lτ(p;q) avec la norme ‖‖
τ(p;q)

est Ln-module normé des
applications n−linéaire τ (p, q) sommantes. En conséquence, nous avons ‖S‖ ≤ ‖S‖τ(p;q) et

que S = a1 ⊗ . . .⊗ an ⊗ y et ‖S‖τ(p;q) = ‖a1‖ . . . ‖an‖ ‖y‖ .

Proposition 2.1.2 [8]Pour 1 ≤ s ≤ r ≤ q ≤ p, alors

Lτ(q;r) ⊆ Lτ(p;s)

Preuve. Par conséquent si S ∈ Lτ(q;r), nous avons(∑m
j=1 |bj(S(x1j, . . . , xnj))|p

)1/p

≤
(∑m

j=1 |bj(S(x1j, . . . , xnj))|q
)1/q

≤ C sup
‖ai‖≤1
‖y‖≤1

(∑m
j=1 |a1(x1j) . . . an(xnj)bj(y)|r

)1/r

≤ C sup
‖ai‖≤1
‖y‖≤1

(∑m
j=1 |a1(x1j) . . . an(xnj)bj(y)|s

)1/s

.

En autre, les inégalités ci-dessus, ils en résulte que ∀S ∈ Lτ(q;r) ⊆ Lτ(p;r),

‖S‖τ(p;r) ≤ ‖S‖τ(q;r) ,
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2.1. Applications n-linéaires τ (p, q)-sommantes

et ∀S ∈ Lτ(q;r) ⊆ Lτ(q;s),

‖S‖τ(q;s) ≤ ‖S‖τ(q;r) .

Lemme 1.3.2 nous donne S est τ (p; q)-sommante, alors(∑m
j=1 |bj(S(x1j, . . . , xnj))|p

)1/p

≤ C sup
‖ai‖≤1
‖β‖≤1

(∑m
j=1 |a1(x1j) . . . an(xnj)β(bj)|q

)1/q

.

La preuve est terminée.

On va présenter une relation entre les applications n-linéaires τ (p; q)-sommante et les

aplications n-linéaires absolument (p; q1, . . . , qn)−sammants.

Définition 2.1.2 [11]Une aplication T ∈ L (E1, . . . , En;F ) est absolument (p; q1, . . . qn)-

sammante, si 1
p
≤ 1

q1
+ . . .+ 1

qn
, et s’il existe une canstante C ≥ 0 tel que, ∀m,n ∈ N,∀xij ∈

Ei, i = 1, ..., n et j = 1, . . . ,m (∑m
j=1 ‖T (x1j, . . . , xnj)‖p

)1/p

≤ C
n∏
i=1

sup
‖ai‖≤1

(∑m
j=1 |ai (xij)|

qi
)1/qi

.

On note par Las(p;q1,...,qn,qn+1) (E1, . . . , En, F
∗;k) pour l′espace de toute les applications

n-linéaires absolument (p; q1, . . . qn)-sammantes.

Remarque 2.1.3 Par l’inégalité de Hölder généralisée, si 1
q
≤ 1

q1
+ . . .+ 1

qn
, alors

(∑m

j=1
(‖x1j‖ . . . ‖xnj‖)q

)1/q

≤
(

m∑
j=1

‖x1j‖q1
)1/q1

. . .

(
m∑
j=1

‖xnj‖qn
)1/qn

.

Proposition 2.1.3 [8] Soit S ∈ Lτ(p;q) (E1, . . . , En;F ), on définit SF ∈ L (E1, . . . , En, F
∗;k)

par

SF (x1, . . . , xn, b) = bS (x1, . . . , xn) .

Pour 1
q

= 1
q1

+ . . .+ 1
qn

+ 1
qn+1

et S ∈ Lτ(p;q) (E1, . . . , En;F ), alors

SF ∈ Las(p;q1,...,qn,qn+1) (E1, . . . , En, F
∗;k) .
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2.2. Théoremes de dominations

Preuve. D’après l’inégalité de Hölder généralisée et le Lemme 1.3.2 on a,(∑m
j=1 |SF (x1j, . . . , xnj, bj)|p

)1/p

=
(∑m

j=1 |bjS (x1j, . . . , xnj)|p
)1/p

≤ C sup
‖ai‖≤1
‖y‖≤1

(∑m
j=1 |a1(x1j) . . . an(xnj)bj(y)|q

)1/q

≤ C sup
‖ai‖≤1
‖y‖≤1

(∑m
j=1 |a1 (x1j)|q1

)1/q1
. . .
(∑m

j=1 |an (xnj)|qn
)1/qn (∑m

j=1 |bj (y)|qn+1
)1/qn+1

= C sup
‖ai‖≤1
‖β‖≤1

(∑m
j=1 |a1 (x1j)|q1

)1/q1
. . .
(∑m

j=1 |an (xnj)|qn
)1/qn (∑m

j=1 |β(bj)|qn+1
)1/qn+1

.

donc, SF ∈ Las(p;q1,...,qn,qn+1) (E1, . . . , En, F
∗; k) .

2.2 Théoremes de dominations

On va présenter le premier théorème de domination pour les applications n-linéaires τ (p)-

sommantes que sont introduit par Mujica dans [8], qui a généralisé le théorème de Pietsch

pour les applications linéaires pour p = q = 1 (voir [10]).

Théorème 2.2.1 [8] Soit 1 ≤ p < ∞. Une application S ∈ L (E1, . . . , En;F ) est τ (p)-

sommante, si et seulment si, s’il existe une constante C ≥ 0 et µ ∈ W
(
BE∗1
× . . .×BE∗n ×BF ∗∗

)
,

l’ensemble des probabilités de Borel dans BE∗1
× . . .×BE∗n ×BF ∗∗, tel que

|b(S (x1, . . . , xn))|

≤ C

(∫
BE∗1
×...×BE∗n×BF∗∗

|a1(x1) . . . an(xn)β(b)|p dµ (a1, . . . , an, β)

) 1
p

,

pour chaque xi ∈ Ei et b ∈ F ∗.
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Preuve. On a,(∑m
j=1 |bj(S(x1j, . . . , xnj))|p

)1/p

≤
{∑m

j=1

[
C

(∫
BE∗1
×...×BE∗n×BF∗∗

|a1(x1j) . . . an(xnj)β(bj)|p dµ (a1, . . . , an, β)

)1/p
]p}1/p

= C

{∫
BE∗1
×...×BE∗n×BF∗∗

∑m
j=1 |a1(x1j) . . . an(xnj)β(bj)|p dµ (a1, . . . , an, β)

}1/p

≤ C

∫BE∗1×...×BE∗n×BF∗∗ sup
‖ai‖≤1
‖β‖≤1

∑m
j=1 |a1(x1j) . . . an(xnj)β(bj)|p dµ (a1, . . . , an, β)


1/p

= C sup
‖ai‖≤1
‖β‖≤1

{∑m
j=1 |a1(x1j) . . . an(xnj)β(bj)|p

}1/p

.

(⇐) On suppose que S ∈ Lτ(p) (E1, . . . , En;F ) en fixant C = ‖S‖
τ(p)
. On considère

C
(
BE∗1
× . . .×BE∗n ×BF ∗∗

)∗
le dual d’espace des fonctions continues avec la topologie faible

C
(
BE∗1
× . . .×BE∗n ×BF ∗∗

)
, alors W

(
BE∗1
× . . .×BE∗n ×BF ∗∗

)
est un sous-ensemble con-

vexe et compact. Pour toute famille finie des elements xi1, . . . , xim ∈ Ei et b1, . . . , bm ∈ F ∗,
l’équation

φ (µ)

=
∑m

j=1{|bj(S(x1j, . . . , xnj))|p

−Cp
∫
BE∗1
×...×BE∗n×BF∗∗

|a1(x1j) . . . an(xnj)β(bj)|p dµ (a1, . . . , an, β)}
définie une fonction reélle convexe et continue φ sur W

(
BE∗1
× . . .×BE∗n ×BF ∗∗

)
. On

choit a10 ∈ BE∗1
, . . . , an0 ∈ BE∗n et β0 ∈ BF ∗∗ tel que

sup
{∑m

j=1 |a1(x1j) . . . an(xnj)β(bj)|p : ‖ai‖ , ‖β‖ ≤ 1
}

=
∑m

j=1 |a10 (x1j) . . . an0 (xnj) β0 (bj)|p .

Si γ (a10, . . . , an0, β0) désigne la mesure de Dirac au point (a10, . . . , an0, β0), alors nous

avons

φ(γ (a10, . . . , an0, β0)) =
m∑
j=1

|bj(S(x1j, . . . , xnj))|p − Cp |a10 (x1j) . . . an0 (xnj) β0 (bj)|p ≤ 0

Depuis la collection F des fonctions obtenues de cette manière est concave.
Une collection de fonctions est concave si pour tout naturel K,φ1, . . . , φK ∈ F , 0 ≤

λ1, . . . , λK ≤ 1 comme
∑K

k=1 λK = 1, alors
∑K

k=1 λKφK ≤ φ pour quelque φ ∈ F . On
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appelle U =
(
BE∗1
× . . .×BE∗n ×BF ∗∗

)
et on considère l’application

φK (µ) :=

mk∑
j=1

{∣∣bkj (S(xk1j, . . . , x
k
nj))
∣∣− Cp

∫
U

∣∣a1(xk1j) . . . an(xknj)β(bkj )
∣∣ dµ (a1, . . . , an, β)

}
où xkij ∈ Ei et bkj ∈ F ∗ pour chaque k = 1, . . . , K, i = 1, . . . , n et j = 1, . . . ,mk. Bientôt,∑K

k=1 λkφk

=


∑K

k=1 λk
∑mk

j=1(
∣∣bkj (S(xk1j, . . . , x

k
nj))
∣∣

−Cp
∫
U

∣∣a1(xk1j) . . . an(xknj)β(bkj )
∣∣ dµ (a1, . . . , an, β))


=


∑K

k=1

∑mk
j=1(

∣∣(λkbkj )(S(xk1j, . . . , x
k
nj))
∣∣−

Cp
∫
U

∣∣a1(xk1j) . . . an(xknj)β(λkb
k
j )
∣∣ dµ (a1, . . . , an, β))


qui a été généré par xkij, λkb

k
j pour k = 1, . . . , K, i = 1, . . . , n et j = 1, . . . ,mk, et

appartient à F , montrant que F est concave.
Par le lemme de Ky Fan, il existe une mesure µ0 ∈ W

(
BE∗1
× . . .×BE∗n ×BF ∗∗

)
telle

que

φ (µ0) ≤ 0,∀φ ∈ F .

En particulier, si φ est généré par x1, . . . , xn et b, i.e.,

φ (µ) = |b(S(x1, . . . , xn))|p − Cp

∫
BE∗1
×...×BE∗n×BF∗∗

|a1(x1) . . . an(xn)β(b)|p dµ (a1, . . . , an, β) ,

il en résulte que

|b(S(x1, . . . , xn))|p − Cp

∫
BE∗1
×...×BE∗n×BF∗∗

|a1(x1) . . . an(xn)β(b)|p dµ0 (a1, . . . , an, β) ≤ 0,

donc

|b(S(x1, . . . , xn))|p ≤ Cp

∫
BE∗1
×...×BE∗n×BF∗∗

|a1(x1) . . . an(xn)β(b)|p dµ0 (a1, . . . , an, β) .

Alors

|b(S(x1, . . . , xn))| ≤ C

(∫
BE∗1
×...×BE∗n×BF∗∗

|a1(x1) . . . an(xn)β(b)|p dµ0 (a1, . . . , an, β)

)1/p

.

La pruve est terminée.
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2.2. Théoremes de dominations

On va présenter un autre théorème de domination concernant de cette classe des ap-

plications voir [8, Theorem 3.6]. Pour la preuve on utilise la même idée qu’a utilisé dans

[1].

Théorème 2.2.2 [8, Theorem 3.6] Soit 1 ≤ p < ∞. On considère S ∈ L (E1, . . . , En;F )

et C est une canstante positive, les propriétes suivantes sont équivalentes,

(1) L’application S est τ(p)-sommante et ‖S‖τ(p) ≤ C.

(2) Ils existent des mesures de probabilités µi (i = 1, ..., n) sur BE∗i
et µn+1 sur BF ∗∗ ,

tel que pour tout xi ∈ Ei and b ∈ F ∗, on a

|b(S(x1, . . . , xn))|
≤ C(

∫
BE∗1

...
∫
BE∗n

∫
BF∗∗
|a1(x1) . . . an(xn)β (b)|p dµn+1(β)dµn(an)...dµ1(a1))

1
p .

(2.11)

Et

‖S‖τ(p) = inf {C > 0 : Pour C vérifié 2.11}.

Preuve. Ici, nous répétons la preuve du théorème précédent avec des modifications.

Nous ne sommes intéressés que par la première affi rmation parce que nous utilisons 2.11,

on montre facilement que S est τ (p)-sommante et ‖S‖τ(p) ≤ C.

⇐=) On considère C
(
BE∗1
× . . .×BE∗n

)∗
et C (BF ∗∗)

∗ avec leurs topologies faibles, re-

spectivement. Ces ensembles sont convex et compacts aussi bien que W
(
BE∗1

)
× ... ×

W
(
BE∗n

)
×W (BF ∗∗). Pour toute famille finie des elements xi1, . . . , xim ∈ Ei et b1, . . . , bm ∈

F ∗, l’équation

φ
(
µ1, ..., µn, µn+1

)
=

∑m
j=1 |bj(S(x1j, . . . , xnj))|p

−Cp(
∫
BE∗1

...
∫
BE∗n

∫
BF∗∗
|a1(x1) . . . an(xn)β (b)|p dµn+1(β)dµn(an)...dµ1(a1))

définie une fonction reélle convexe et continue φ surW
(
BE∗1

)
×...×W

(
BE∗n

)
×W (BF ∗∗).

On choit a10 ∈ BE∗1
, . . . , an0 ∈ BE∗n et β0 ∈ BF ∗∗ tel que

sup
{∑m

j=1 |a1(x1j) . . . an(xnj)β(bj)|p : ‖ai‖ , ‖β‖ ≤ 1
}

=
∑m

j=1 |a10 (x1j) . . . an0 (xnj) β0 (bj)|p .
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2.2. Théoremes de dominations

Si δ1 (a10) , . . . , δn (an0) , δn+1 (β0) désigne la mesure de Dirac au point a10, . . . , an0, β0

respectivement, alors nous avons

φ(δ1 (a10) , . . . , δn (an0) , δn+1 (β0))

=
∑m

j=1 |bj(S(x1j, . . . , xnj))|p − Cp |a10 (x1j) . . . an0 (xnj) β0 (bj)|p ≤ 0.

Depuis la collection F des fonctions obtenues de cette manière est concave. Par le

lemme de Ky Fan (Lemme 1.3.3), il existe une mesure µ̄1 × ... × µ̄n × µ̄n+1 ∈ W
(
BE∗1

)
×

...×W
(
BE∗n

)
×W (BF ∗∗) telle que

φ
(
µ̄1 × ...× µ̄n × µ̄n+1

)
≤ 0,∀φ ∈ F .

En particulier, si φ est généré par x1, . . . , xn et b, i.e.,

φ
(
µ̄1 × ...× µ̄n × µ̄n+1

)
= |b(S(x1, . . . , xn))|p

−Cp(
∫
BE∗1

...
∫
BE∗n

∫
BF∗∗
|a1(x1) . . . an(xn)β (b)|p dµn+1(β)dµn(an)...dµ1(a1)),

Il s’ensuit que

|b(S(x1, . . . , xn))|
≤ C(

∫
BE∗1

...
∫
BE∗n

∫
BF∗∗
|a1(x1) . . . an(xn)β (b)|p dµn+1(β)dµn(an)...dµ1(a1))

1
p .

La preuve est achevée.
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Chapitre 3

Exemples sur les applications

n-linéaires τ (p, q)-sommantes
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3.1. Les applications n-linéaires de rangs finis

3.1 Les applications n-linéaires de rangs finis

Proposition 3.1.1 [8] Soient E1, E2,F des espases de Banach et āk1 ∈ E1, ā
k
2 ∈ E2, ȳ

k ∈
F, āk1, ā

k
2, ȳ

k 6= 0 pour k = 1, . . . ,M . Ensuite, une application de rang fini ( voir la définition

1.1.2 ) S ∈ Lf (E1, E2;F ) ,

S : E1 × E2 → F

(x1, x2) 7−→
∑M

k=1 ā
k
1 (x1) āk2 (x2) ȳk

est 2-linéaire τ (p, q) sommante pour tout 1 ≤ q ≤ p avec

‖S‖τ(p,q) ≤
M∑
k=1

∥∥āk1∥∥∥∥āk2∥∥∥∥ȳk∥∥ .
Preuve. Nous avons,(∑m

j=1 |bjS (x1j, x2j)|p
)1/p

=
(∑m

j=1

∣∣∣∑M
k=1 ā

k
1 (x1j) ā

k
2 (x2j) bj(ȳ

k)
∣∣∣p)1/p

≤
∑M

k=1

(∑m
j=1

∣∣āk1 (x1j) ā
k
2 (x2j) bj(ȳ

k)
∣∣p)1/p

=
∑M

k=1

(∥∥āk1∥∥∥∥āk2∥∥∥∥ȳk∥∥(∑m
j=1

∣∣∣∣ āk1

‖āk1‖ (x1j)
āk2

‖āk2‖ (x2j) bj(
‖ȳk‖
‖ȳk‖)

∣∣∣∣p)1/p
)

≤
∑M

k=1

∥∥āk1∥∥∥∥āk2∥∥∥∥ȳk∥∥ sup
‖ai‖≤1
‖y‖≤1

(∑m
j=1 |a1 (x1j) a2 (x2j) bj (y)|p

)1/p


≤

(∑M
k=1

∥∥āk1∥∥∥∥āk2∥∥∥∥ȳk∥∥) sup
‖ai‖≤1
‖y‖≤1

(∑m
j=1 |a1 (x1j) a2 (x2j) bj (y)|q

)1/q

,

donc S est 2-linéaire τ (p, q)-sommante et

‖S‖τ(p,q) ≤
M∑
k=1

∥∥āk1∥∥∥∥āk2∥∥∥∥ȳk∥∥ .

3.2 Les applications bilinéaires nucléaires

Définition 3.2.1 [10]Une application bilinéaire S ∈ L (E1, E2;F ) est dite nucléaire s’il

admet une represetation de la forme,

S =

∞∑
k=1

a1k ⊗ a2k ⊗ yk,
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3.3. Les applications p-semi-intégrales

avec

C =

∞∑
k=1

‖a1k‖ ‖a2k‖ ‖yk‖ <∞

et ‖S‖N = inf C, avec l’infininimum pris sur toutes les représentations possibles de S. Et

on note par N (E1, E2;F ) l’espace de toutes les applications bilinéaires nucléaires.

Proposition 3.2.1 [8] Si S ∈ N (E1, E2;F ), alors S ∈ Lτ(p) (E1, E2;F ) et ‖S‖τ(p) ≤
‖S‖N .

Preuve. Supposer a1k, a2k, yk 6= 0 pour tout k ∈ N. Donc nous avons(∑m
j=1 |bjS (x1j, x2j)|p

)1/p

=
(∑m

j=1 |
∑∞

k=1 a1k (x1j) a2k (x2j) bj(yk)|p
)1/p

=
(∑m

j=1

∣∣∣∑∞k=1 ‖a1k‖ a1k
‖a1k‖ (x1j) ‖a2k‖ a2k

‖a2k‖ (x2j) ‖yk‖ bj( yk
‖yk‖)

∣∣∣p)1/p

≤
∑∞

k=1

(∑m
j=1

∣∣∣‖a1k‖ a1k
‖a1k‖ (x1j) ‖a2k‖ a2k

‖a2k‖ (x2j) ‖yk‖ bj( yk
‖yk‖)

∣∣∣p)1/p

≤
∑∞

k=1

(
‖a1k‖ ‖a2k‖ ‖yk‖

(∑m
j=1

∣∣∣ a1k
‖a1k‖ (x1j)

a2k
‖a2k‖ (x2j) bj(

yk
‖yk‖)

∣∣∣p)1/p
)

≤ (
∑∞

k=1 ‖a1k‖ ‖a2k‖ ‖yk‖) sup
‖ai‖≤1
‖y‖≤1

(∑m
j=1 |a1 (x1j) a2 (x2j) bj (y)|p

)1/p

.

Ainsi S est τ (p)-sommante et ‖S‖τ(p) ≤ ‖S‖N .

3.3 Les applications p-semi-intégrales

On rappele la définition d’une application n-linéaire p-semi-intégrale (voir [2, pg 10]).

Définition 3.3.1 [2, p.10.] Une application S ∈ L (E1, . . . , En;F ) est p-semi-intégrale, s’il

existe une constante C ≥ 0 et une mesure de probabilité µ ∈ W
(
BE∗1
× . . .×BE∗n

)
tel que

‖S (x1, . . . , xn)‖ ≤ C

(∫
BE∗1
×...×BE∗n

|a1 (x1) . . . an (xn)|p dµ (a1, . . . , an)

)1/p

(3.3.1)

pour tout xi ∈ Ei. L’espace de toutes les applications n-linéaires p-semi-intégrales noté par
Lsi(p) (E1, . . . , En;F ) et sa norme est donnée par{

‖S‖si(p) = inf C, pour l′inégalité 3.3.1 est vérifiée
}
.
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3.4. Les applications n-linéaires p-dominés

Proposition 3.3.1 [8] Soit S ∈ Lsi(p) (E1, . . . , En;F ), alors S ∈ Lτ(p) (E1, . . . , En;F ) et

‖S‖si(p) ≤ ‖S‖τ(p). Comme un cas particulier, si F = K, alors Lsi(p) (E1, . . . , En;k) ⊆
Lτ(p) (E1, . . . , En;k) et ‖S‖si(p) = ‖S‖τ(p) .

Preuve. Soit v une mesure de probabilité régulière BE∗1
× . . . × BE∗n tel que v (C) =

µ (C ×BF ∗∗) pour chaque sous-ensemble C borelien deBE∗1
×. . .×BE∗n . Si S ∈ Lτ(p) (E1, . . . , En;F )

et pour tout xi ∈ Ei, puis par le Théorème 2.2.1 on a,
|bS (x1, . . . , xn)|

≤ ‖S‖τ(p)

(∫
BE∗1
×...×BE∗n×BF∗∗

|a1 (x1) . . . an (xn) β (b)|p dµ (a1, . . . , an, β)

)1/p

≤ ‖S‖τ(p)

(∫
BE∗1
×...×BE∗n×BF∗∗

|a1 (x1) . . . an (xn)|p ‖β‖p ‖b‖p dµ (a1, . . . , an, β)

)1/p

≤ ‖b‖ ‖S‖τ(p)

(∫
BE∗1
×...×BE∗n

|a1 (x1) . . . an (xn)|p dv (a1, . . . , an)

)1/p

.

Alors
‖S (x1, . . . , xn)‖ = sup

‖b‖≤1

|bS (x1, . . . , xn)|

≤ ‖S‖τ(p)

(∫
BE∗1
×...×BE∗n

|a1 (x1) . . . an (xn)|p dv (a1, . . . , an)

)1/p

,

i.e., S est p-semi-intégrale et ‖S‖si(p) ≤ ‖S‖τ(p). Observez que si F = k, nous avons

aussi cela Lsi(p) (E1, . . . , En; k) ⊆ Lτ(p) (E1, . . . , En;k), si δ (1) ∈ W (Bk) signifie la mesure

de Dirac à 1 ∈ Bk∗∗, alors
|bS (x1, . . . , xn)|

≤ ‖b‖ ‖S‖si(p)
(∫

BE∗1
×...×BE∗n

|a1 (x1) . . . an (xn)|p dv (a1, . . . , an)

)1/p

≤
(∫

Bk∗∗
|β (b)|p dδ (1) (β)

)1/p

‖S‖si(p)
(∫

BE∗1
×...×BE∗n

|a1 (x1) . . . an (xn)|p dv (a1, . . . , an)

)1/p

≤ ‖S‖si(p)
(∫

BE∗1
×...×BE∗n×Bk∗∗

|a1 (x1) . . . an (xn)|p |β (b)|p d (v × δ (1)) (a1, . . . , an, β)

)1/p

.

Depuis (v × δ (1)) ∈ W
(
BE∗1
× . . .×BE∗n ×Bk∗∗

)
. Il s’ensuit que S est τ (p)-sommante

et ‖S‖si(p) = ‖S‖τ(p) .

3.4 Les applications n-linéaires p-dominés

Définition 3.4.1 [4]Soit S ∈ L (E1, ..., En;F ). On dira que S est p-dominé (1 ≤ p ≤ ∞)

s’il existe une constante positive C telle que pour tout, m ∈ N et
(
aij
)

1≤j≤m ⊂ Ei (1 ≤ i ≤ n),

on a
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3.4. Les applications n-linéaires p-dominés

(
m∑
j=1

∥∥u (x1
j , ..., x

n
j

)∥∥ rn)n
r

≤ C
m∏
i=1

∥∥∥(xij)1≤j≤m

∥∥∥
ln,wp

. (3.4.1)

On note par Ld(p) (E1, ..., En;F ) l’espace de tous les opérateurs n-linéaires p-dominés de

E1 × ...× Endans F , qui un quasi-Banach si on considère la quasi-norme définie par

δp (u) = inf {C vérifiant linégalité 3.4.1} .

Si p > n, δp (u) est une norme sur Ld(p) (E1, ..., En;F ).

Théorème 3.4.1 [4]Une application S ∈ L (E1, ..., En;F ) est p-dominé, si et seulement s’il

existe une constante C ≥ 0 et des mesures de probabilistes µi ∈ W
(
BE∗i

)
(i = 1, . . . , n) tel

que

‖S (x1, . . . , xn)‖

≤ C

(∫
BE∗1

. . .
∫
BE∗n
|a1 (x1) . . . an (xn)|p dµn (an) . . . dµ1 (a1)

)1/p

,

pour tout x1 ∈ E1, . . . , xn ∈ En,dans ce cas ‖S‖d(p) = inf C (see 3.2 in [3], p. 12).

Proposition 3.4.1 [8] Soit S ∈ Lsi(p) (E1, . . . , En;F ), alors S ∈ Ld(p) (E1, . . . , En;F ) et

‖S‖d(p) ≤ ‖S‖τ(p). En particulier, si F = K, alors Lsi(p) (E1, . . . , En;k) ⊆ Lτ(p) (E1, . . . , En;k)

et ‖S‖d(p) = ‖S‖τ(p)

Preuve. soit µi ∈ W
(
BE∗i

)
et µn+1 ∈ W (BF ∗∗) sont des mesures de probabilités

régulières BE∗i
(i = 1, . . . , n) et BF ∗∗, respectivement. Si S ∈ Lτ(p) (E1, . . . , En;F ) et pour

tout xi ∈ Ei, alors par l’inégalité 2.11 on a
|bS (x1, . . . , xn)|

≤ ‖S‖τ(p)

(∫
BE∗1

. . .
∫
BE∗n

∫
BF∗∗
|a1 (x1) . . . an (xn) β (b)|p dµn+1 (β) dµn (an) . . . dµ1 (a1)

)1/p

≤ ‖S‖τ(p)

(∫
BE∗1

. . .
∫
BE∗n

∫
BF∗∗
|a1 (x1) . . . an (xn) ‖β‖ ‖b‖|p dµn+1 (β) dµn (an) . . . dµ1 (a1)

)1/p

≤ ‖b‖ ‖S‖τ(p)

(∫
BE∗1

. . .
∫
BE∗n
|a1 (x1) . . . an (xn)|p dµn (an) . . . dµ1 (a1)

)1/p

.

Alors
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3.5. Les applications approximables

‖S (x1, . . . , xn)‖
= sup

‖b‖≤1

|bS (x1, . . . , xn)|

≤ ‖S‖τ(p)

(∫
BE∗1

. . .
∫
BE∗n
|a1 (x1) . . . an (xn)|p dµn (an) . . . dµ1 (a1)

)1/p

.

i.e., S est p-dominé et ‖S‖d(p) ≤ ‖S‖τ(p). On remarque que si F = k, on a aussi

Ld(p) (E1, . . . , En;k) ⊆ Lτ(p) (E1, . . . , En; k), donc si δ (1) ∈ W (Bk∗∗) signifie la mesure de

Dirac à 1 ∈ Bk∗∗, on a
|bS (x1, . . . , xn)|

≤ ‖b‖ ‖S‖d(p) (
∫
BE∗1

. . .
∫
BE∗n
|a1 (x1) . . . an (xn)|p dµn (an) . . . dµ1 (a1))1/p

≤ ‖S‖d(p) (
∫
Bk∗∗
|β (b)|p dδ (1) (β))1/p(

∫
BE∗1

. . .
∫
BE∗n
|a1 (x1) . . . an (xn)|p dµn (an) . . . dµ1 (a1))1/p

≤ ‖S‖d(p) (
∫
BE∗1

. . .
∫
BE∗n

∫
Bk∗∗
|a1 (x1) . . . an (xn) β (b)|p dδ (1) (β) dµn (an) . . . dµ1 (a1))1/p.

Selon 2.2.2, S est τ (p)-sommante et ‖S‖d(p) = ‖S‖τ(p).

En d’autres termes, S ∈ L (E1, . . . , En;k) est p-dominé, si et seulement si, c’est τ (p)-

sommante.

3.5 Les applications approximables

Définition 3.5.1 Soit S ∈ L (E1, E2;F ). On dit que S est approximable s’il existe une

suite Sk ∈ Lf (E1, E2;F ) tel que pour tout ε > 0 il y a Kε tel que ‖S − Sk‖ ≤ 0 où k ≥ Kε.

Pour 1 ≤ q ≤ p, par 3.1.1 pour chaque k = 1, 2, . . .il existe des constantes Ck tel que(∑m
j=1 |bjSk (x1j, x2j)|p

)1/p

≤ Ck sup
‖ai‖≤1
‖y‖≤1

(∑m
j=1 |a1 (x1j) a2 (x2j) bj(y)|q

)1/q

,

Définition 3.5.2 (pour tout k = 1, 2, . . .) avec m ∈ N, xij ∈ Ei, bj ∈ F ∗ et j = 1, 2, . . . ,m.

Proposition 3.5.1 [8] Soit S ∈ L (E1, E2;F ) . Si S est approximative, alors S est τ (p; q)-

sommante et ‖S‖τ(p) ≤ lim
k→∞

Ck.

Preuve. On prend ε > 0, choisissant k ≥ Kε pour obtenir cela
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3.5. Les applications approximables

(∑m
j=1 |bjS (x1j, x2j)|p

)1/p

≤ (
∑m

j=1 |bj (S − Sk) (x1j, x2j)|p) + (
∑m

j=1 |bjSk (x1j, x2j)|p)
1
p

≤ (
∑m

j=1 (‖bj‖ ‖S − Sk‖ ‖x1j‖ ‖x2j‖)p)
1
p + (

∑m
j=1 |bjSk (x1j, x2j)|p)

1
p

≤ ε(
∑m

j=1 (‖bj‖ ‖x1j‖ ‖x2j‖)p)
1
p + Ck sup

‖ai‖≤1
‖y‖≤1

(
∑m

j=1 |a1 (x1j) a2 (x2j) bj(y)|q)
1
q

Si lim
k→∞

Ck existe et est finie, alors S est τ (p; q)-sommante et ‖S‖τ(p) ≤ lim
k→∞

Ck.
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Conclusion

A la fin de ce mémoire, on conclut que plusieurs classes des applications multilinéaires dans

la catégorie de sommabilité sont des cas spéciaux de la classe des applications multilinéaires

τ (p; q)-sommantes.
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