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Résumé.

Dans ce mémoire on va présenter et étudier la classe des applications multilinéaires
7 (p, ¢)-sommantes qu’ont étées étudiées par X. Mujica dans 2008, qui a généralisée les
applications linéaires absolument 7-sommantes introduits par A.Pietsch dans1980 au cas
multilinéaire.

Mots clés : Espace de Banach, les applications multilinéaires, les applications multil-

inéaires 7 (p, ¢)-sommantes, théoréme de domination.
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Introduction

La notion des applications linéaires p-sommantes remonte a Grothendieck dans les années
1950, mais seulement en 1967 et 1968, Pietsch [9] et Lindenstrauss-Petczynski [5] ont claire-
ment contribué au développement de cette notion. Dans ce travail on va étudier la notion
des applications multilinéaires 7 (p, ¢)-sommantes introduit par Mujica en 2008 dans [8] qui
a généralisée les applications linéaires absolument 7-sommantes introduits par A.Pietsch
dans1980 dans [10] au cas multilinéaire. Aussi on donne certaines caractérisations et pro-
priétés de cette classe qu’ont présenter par Mujica dans [8], parexemple " le théoréme de
domination" et la relations de cette classe des applications avec d’autre classe de somma-
bilité.

Notre travail est réparti en troix chapitres.

Dans le premier chapitre, on donne un apercu général sur les applications multilinéaires
continues, puis £,,—modules des applications n-linéaires et I'inégalité de Holder généralisé
et aussi 'espace des fonctions p-intégrables L,, l'espace des suites p-sommables [, (F) et
'espace des suites faiblement p-sommables [} (E) et quelques lemmes essentiels.

Dans le deuxiéme chapitre, on va introduire, la notion des applications multilinéaires
7 (p, ¢)-sommantes. Au plus quelques théorémes parexemple, le théoréme de domination
sachant que il y a deux théorémes de dominations pour cette classe des applications et
leurs dé, enstration en utilisant le lemme de Ky Fan, aussi le théoréme d’inclusion.

Dans le troisiéme chapitre, on va donner quelques exemples sur les applications mul-
tilinéaires 7 (p, ¢)-sommantes parexemples, les applications n-linéaires de rangs finis, les
applications bilinéaires nucléaires, les applications n-linéaires p-dominés, les applications

p-semi-intégrales, Les applications approximables.



Chapitre 1

Préliminaires



1.1. Applications multilinéaires continues

1.1 Applications multilinéaires continues

Soient n € N et F, ..., E,, F' des espaces normés.

Définition 1.1.1 Une application T : E1, ..., E, — F est dite multilinéaire ou n-linéaire,

st pour tout o’V € Ej et a,f €k(k=R ouC) avec j=1,---,n, ona
T(a',...,0d +BV,....a") =aT (a',...,d,...,a") + BT (a',...,V",...,a").

Si F =k, T est dite forme multilinéaire. On note par L(E,...,E,, F) l’ensemble des

applications multilinéaire de F-, ..., E, dans F.

Remarque 1.1.1 Déffinissons les applications n-linéaires suivantes,
1) (T + 1) (aty...;a") = Ti(a',...,a") +Ty(at,...,a")

2) (A\T) (a',...,a") = AT (d',...,a"),
pour (a',....a") € Ey X ... X E,. Ce qui donnée o L(Ey,...,E,, F) a une structure

d’espace vectoriel.

Proposition 1.1.1 Soient T € L(E;,...,E,, F) eta= (a',...,a") € E; x ... x E,. On

munit B X ... x B, de la norme

s _ :
lall = (", a")|, = max [|o’]],

les propriétés suivantes sont equivalentes:

(1) T est continue.

(2) T est continue au point 0 = (0,...,0).

(3) ||T (a',...,a")| est borné sur le produit des boules unitées: |a'|| < 1,...,|la"]| < 1.
(4) I M >0tqV(at,...,a") € By x ... x E,

||T (al, . ,a”)H <M HalH e

Pour chaque n € N, on définit I’ensemble des applications multilinéaires continues de
Ey x -+ x E, dans F par L(FEy,...,E,;F) quand F; = ... = E, = E nous écrivons
L("E; F) et si F' =k nous utilisons L(EY, ..., By, k) = L(Ey, ..., E,) et L("E) = v ("E;k).
Nous représentons £ (*E; F') par L (E; F).



1.1. Applications multilinéaires continues

Proposition 1.1.2 Soient n € N, Fy,..., E, et F sont des espaces normés sur k, alors

Uapplication ||.| : L( E\, ..., E,; F) — R définie par,

|T|| =sup{||T (a)||;a € By x ... x E,, ||la]| , <1} (1.1.1)

ou L( Ey,...,E,; F) est un espace normé avec la norme définie dans 1.1.1 et il est

Banach pour F' est un espace de Banach.

Théoréme 1.1.1 Soient E1, ..., E, des espaces de Banach et F' un espace normé, l’application

TeL(E; X...xE,F) est continue si, est seulement si, T est continue pour chaque vari-

able de F1 x ... X E,,.

Corollaire 1.1.1 Si Fy, ..., E,, sont des dimensions finies, alors toute T € L(Fy, ..., Ey; F)
est continue, i.e., L(FEy, ... E; F)=L( Ey,...,E,; F).

Définition 1.1.2 Soient F1,...,E,, F des espaces de Banach. On considére non-nulle

¢ € Ei(j=1,..,n) ety € F'. On définit U'application n-linéaires
V'R.QY®y:FE X..xE, — F,

par

'R .y, ..., 2") = o (a). " (z")y. (1.1.2)

L’application o' @ ... @ p" @y € L(X1, ..., X,;Y) et

o' ® ..o @yl =& "Iyl

On denote par L¢(E1,. .., E,; F), espace vectoriel des applications de rangs finies, Qui est
généré par les applications de la forme (1.1.2). Tous les éléments T' de cet espace ont des

représentations finies de la forme

T — ng ®...0 " @ y;

=1

ott (), C K, (¢, C X;(G=1,...,m)et (yi)iL, CY.



1.2. L,,—modules des applications n-linéaires

1.2 L,—modules des applications n-linéaires

Définition 1.2.1 Soient E;, F' des espaces de Banach sur un corps k. Un L, -module des

applications n-linéaires M C L(Ey, ... ,E,; F) de telle sorte que les composants
M(Ey,....,E;F) = MNL(Ey, ... ,E; F)

sont satisfait les conditions suivantes,

(1) L =1@"lrelel e M (kP kk), ot L, (A,...,An) = A1,

(2) Si 51,52 € M(Ey, ... Ep; F), ona S+ Sy € M(Ey,....,Ey; F).

(3) SiSe M(Ey,...E;F),Re L(F,G) etT = (Th,...,T,) ouT; € L(D;, E;),on a
RST € M (Dy,....,D,;G).

On note que Papplication nulle de F; x ... X E,, dans F' est une dans M (Ey, ..., E,; F),
carsiR:ye F— Rlyy=0€ FetT = (Th,...,T,) ona T, € L(E; E;), il peut étre
obtenu par la composition RST, que la propriété (3) est une dans M (Ey, ..., E,; F) .

Remarque 1.2.1 Sous la condition (3), la propriété (1) équivalente la propriété (1') telle

que,

('Y a; € Ef et y € F implique 1 ® ... ®a, ®y € M (Ey,...,E; F).

Preuve. (1) (1)

(=) Comme 1 ® ... Qa, Ry =(1®y)ol,0(a3®1,...,a, 1) pour (3) et (1) il en
résulte que a; ® ... ®a, ®y € M.

(=)Comme I, = 1®"0s®1® 1 pour (1') il en résulte que I,, € M. m

Définition 1.2.2 Une application non négative ||| ,, de M dans k sera appelé quasi-norme
en M si,

(QN1) Ty = 1.

(QN2) Il existe une constante Cpg > 1 tel que ||S1+ Sa|l g < Cax (|51l af + 1521 11)
pour chaque

S;ie M(Ey, ..., By F).

(QN3) |RST | pg < RIS 13- Tl pour S € M(Er, ..., Ens F), R € L(F;G)
etT = (T,...,T,) ouT; € L(D;, E;).



1.2. L,,—modules des applications n-linéaires

Si la constante Cyy = 1, alors Uapplication ||.|| ,, est une norme.

Comme consequence de cette définition nous avons le corollaire suivant.

Corollaire 1.2.1 Si S € M (Ey, ..., Ep; F), alors ||S|| < |[S]| v -
Preuve. On apour x; € E;,...,x, € E,,b € F*,

[0S (1, s zn)) [ < N0 @S 1@ ] [T @ 2]

donc
IS = sup [[S(z1,.. . z0)llp

(B

= sup [b(S(21,...,2n))|
flill<1
Ibll<1

< ||Sli81 16 L[ [[S] 3 11 @ 21| .. |1 @ 2|
Ibll<1

= 15
Proposition 1.2.1 On note que la propriété (QN1) equivalente & (QN1') telle que
(QN1') Pour chaque a; € E} ety € F,

lar @ ... @an @yl = llaall - Nlan] [y

(lar® ... @ an @yl = llaall - fanl[ y]) & (@™ @11y =1).

Et pour(QN3), il a

Il < ML @Y Tnll g llar @ 1} lan @ 1] = Jly[ Tlaall - - [lan] -

Preuve. (=) Clair.

(<)Pour S = a1 ®...®a, @y, supposons que |[a; ® ... ® a, @ y|| = ||S]| < [|S|| 4. D’autre

part, nous avons

S=(1eylL(u®l,. .  ,j0a1).



1.2. L,,—modules des applications n-linéaires

Remarque 1.2.2 (1) (QN2') ||S1 4+ Salvy < 1511y +1S2('v pour Sv, S2 € M (Ex, ..., En; F).
Sir =1,|.|| s est une norme. Nous dirons que [M, ||.||\,] est un L,-module r-normé des
applications n-linéaires ou tout simplement un L, -module r-normé si M est un L, -module
des applications n-linéaires avec une norme ||| \ tel que tout sous-espace vetoriel topologique
de Hausdorff M (E1, ..., E,; F') est complet.

(2) Sir =1, nous disons que [M,||.||\,] est un L,-module de Banach des applications
n-linéaires ou tout simplement L, -module de Banach.

(3) Certains auteurs ont appelé une telle classe "les idéauz des applications n-linéaires”

dans ce mémoire nous avons choisi cette nouvelle terminologie présenté par Mugjica dans [8].

Théoréme 1.2.1 Soient M est un sous espace de L (E1, ..., E,; F) et une fonction & valeurs
ne négatives ||.|| ,, telle que pour 0 < r <1 satisfait les conditions suivantes:

(0) I, (A1, An) i= A Ay est en M et || 1| = 1.

(1) Si S1,5,... € M(Ey,....E; F) et Y oo ||l < o0, alors S = Y77, Sk €
M (B B F) et |83 < S35 1500

(2)T; € L(D;,E;),S € M(Ey,...,E,;F) et R € L(F;G) ,impliqgue RS (T,...,T,) €
M(Dr...... Dyi G) et |RST| y < | RIIS]p 1Tl Tl

Alors [M, ||.|| o] est un L,-module r-normé des applications n-linéaires et si r = 1,

(M| p] est un L-module de Banach des applications n-linéaires.

Preuve. On note que (0) implique (1) et (QN1), (2) implique (3) et (QN3) et (1)
implique (2) et (QN2). Le completé de 'espace topologique de Hausdorft M (Ey, ..., E,; F)
suit également de (1). Soit (Ry),; une suite de cauchy en M (E, ..., E,; F), pour € > 0 il
existe J. € N tel que si k,[ > J., alors

|Re — Rl < e

Soient 771 = Ry, 15 = Ry — Ry, ..., 1, = R, — Ry_1, alors Z?Zl T; = Ry. Voyons voir ce
que la serie Zle T; et de Cauchy, i.e.,

T

k l

> =T

j=1 j=1

< ||[Re — Rl <,

M



1.3. Quelques définitions et notations

pour k,l > J.. On Considére maintenant une suite des entiers positifs (ny);-, telle que

ny < ngy1 pour chaque k satisfaisant

T

ZTJ - ZTJ <e/2"
j=1 j=1 M

Alors, > 02 1Skl < Yooy e/2% =& < oo. Il doit étre S =Y 72 | S, € M (Ey, ..., E,; F)

et que

oo
[EIWE B AR

k=1
pour (1). Comme
[e'e) [e’e] NEk41 Nk [e’e) Nk+1 e}
SEDIEES 31D LD AR of b T D o
k=1 k=1 |Lj=1 j=1 k=1 \j=n,+1 j=ni+1

si R=3"1T;+S € M(Ey, ..., Ey; F) comme k > ny > J, alors

r k n T

1B =Rl = |- (S s+ )|
k n " r
< |Thm-simm| s,

(k,nlzJe) < e+e.
La preuve est achevée . m

1.3 Quelques définitions et notations

Notation 1.3.1 Pour p > 1 on note p* le conjugué de p défini par la formule i + ]% =1

On pose p* = o0 sip = 1.
Définition 1.3.1 (L’espace C (K)) Soit K un espace topologique compact. L’espace de
Banach C (K) est défini par:

C(K)=A{f:K — K: continue}

munt de la norme

Iflloe = sup [F(z)], f € C(K).



1.3. Quelques définitions et notations

Définition 1.3.2 (L’espace LP) Soit (2, M, i) un espace mesuré et 1 < p < oo, on définit
lespace de Lebesgque LP()) par

LP(Q M, p) = LP(p) == {f : 0 — R, mesurable et / |fIP du < oo}

LP() est un espace de Banach muni de la norme

111, = (/\f(xnpdu)‘l’.

Pour p = oo nous avons f € L>®(u) sl existe C' > 0 telle que

fI<C.owpp. (1.3.1)

L>(u) est un espace de Banach muni de la norme

| fll oo = inf {C, vérifier (1.3.1)}.

Définition 1.3.3 (L’espace [,) Soit 1 < p < co. On note par 1, l’espace de Banach des

suites scalaires p-sommables

by =1p(K) = &= (z:); CK: ()], == (Z !xi\p> < oo

i>0
pour p = +00
loo = {:v = (2:); CK: [|(2i);l o == sup |zi] < +oo} :

)

On définit aussi l’espace des suites scalaires convergeant vers zéro

co = {x—(xi)iCK: _ hIE |4 —0}

cet espace est un sous-espace fermé de lo, muni de la norme sup .

Lemme 1.3.1 (Inégalité de Holder généralisé) Soient (E, ||-||) un espace vectoriel normé,

), (), deux suites finies d’éléments de E et p,q,r € [1,+oo] avec + =X+ 1. Alors
=1 =1 T p q

(Zumu ||yz~||>7‘)r < (Z ||:cz-||p) (Z ||yz-||q) ; (132)

i=1

Q=



1.3. Quelques définitions et notations

Définition 1.3.4 ( L’espace [,(E)) Soit E un espace de Banach. On désignera par l,(E)

I’espace de Banach des suites p-sommables d’éléments de E dont la norme est

1
o P
1)l = (Z H%H”) pour 1 < p < oo,
i=1

et par loo(E) Uespace de Banach des suites bornées, normé par

()il = sup [zl -
(2

Notation 1.3.2 On désignera par co(E) lespace de Banach des suites (x;), d’éléments de
E convergeant vers 0. Notons que co(E) est un sous-espace fermé de lo(E) muni de la
norme |||, -

On désignera par 1, (E) Uespace de Banach des suites (x;), d’éléments de E faiblement

p-sommables, c’est o dire des suites (x;), vérifiant
((z;, x7)), € £y, pour tout x* € X*,

muni de la norme définie par

(i)l == sup [[({zs, 2%)),]l ),
P [EES! b
c’est-a-dire
1
S P
@il = SUPer< (;K%J*HP) , si1<p<oo
[(@)ill o = (i)l -

Lemme 1.3.2 soit E est un espace de Banach, p > 1 et (aj);il €l (E"), on a

sup (ZI@O(%)V’) = sup (Zlaj (t)lp)

pEBp*x* teBg

hSAl

10



1.3. Quelques définitions et notations

Preuve. On a )

Chr (Zjoil |Q0<aj)|p>p = sup sup (D77 Ajp(ay)
P IOl =1 $EBge
= sup sup 2511 )\jgo(aj)
(Al =1 $EBpxs
- sup = LA,
) =1
= sup sup |37, N\ (t)‘

(Al ,«=1t€BE

= sup sup ’Z L Aja; ( )‘
tEBEH)\)H
1

= sup (S5 la, ()")”
teBg
La preuve est terminée. m

La preuve de lemme suivant peut trouver dans [7, p.1.], aussi dans [10, p.40.] et dans

3].

Lemme 1.3.3 (Lemme de Ky Fan) Soient E un espace vectoriel topologique séparé, C
une partie convexe compacte de E. Soit M un ensemble des fonctions définies sur C a

valeurs dans (—oo, 00| vérifiant les propriétés suivantes.

(a) Tout f € M est conveze et semicontinue inférierment.

(b) Si g € conv (M) il existe f € M telle que g(z) < f(x),Vox € C.
(c) S’il existe v € R tel que pour tout f € M, f(x) <r

Alors il existe xg € C' tel que f(x¢) < r pour tout f € M.

11



Chapitre 2

Applications n-linéaires
7 (p)-sommantes et théoréme de

domination
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2.1. Applications n-linéaires 7 (p, q¢)-sommantes

2.1 Applications n-linéaires 7 (p, ¢)-sommantes

On va donner la définition des applications n-linéaires 7 (p, ¢)-sommantes qu’a introduit par

Mujica dans [8].

Définition 2.1.1 /8] Soient S € L (Ey,...,E; F) et 1 < q<p. On dit que S est 7 (p,q)-
sommante, s’il existe une constante C' > 0 tel que pour tout m € N,x;; € E;,b; € F*, i =

1,2,...,n, 7=1,2,...,m, on a

<Z;n:1 10;(S (215, - - - ,xnj))’p>1/p
< C sup <ZT:1 a1 (z15) - . . an(Tnj)b; <y)’q)1/q, o)

et par le Lemme 1.3.2 linegalité 2.1.1 equivalente a

1/p

(7 lbs(S s o))
< Cow (SPlatey) ana)3 0)17)

otva; € Efjy € F et § € F**. La classe des applications n-lineares T (p; q)-sommantees de
Eyx...xE, dans F noté par L.p.q) (E1, ..., En; F) qui est un espace de Banach muni de la

norme ||S|| inf C' pour les constantes qui sont apparait dans l'inegalité 2.1.1. Quand

T(pq) —

nous avons p = q, on ecrit L) et ||S|, ) au lieu de Lo,y et [|S]] respectivement, et

7(p;p)’
on dit que S est T (p)-sommante et sip = q = 1, on ecrit L, et ||S|. au lieu de L1y et

11,1y, respectivement et on dit que S est T—sommante.

Remarque 2.1.1 [7]Sip < q et S est T (p; q)-sommante, alors S = 0.

Preuve. Fixex; € F4,...,z, € E,, b€ F*, pouri=1,...,net j=1,...,m pour m €
N et on considere ()\j);il € [\l Soient wy; € By by € F*, i=1,2,...,n, j=1,2,....m

pour tout m € N,

13



2.1. Applications n-linéaires 7 (p, q¢)-sommantes

(S vy y"p) bS (1, -, 7))
= (S S )

(S s ( /\:El,...,)\jxn)|p>l/p

c

1/q
(S € Lrpg) (En,. .., Ep; F)) < sup (Z] Llar (Njzq) o ooan (Nja,) b (y)|q)

|az | <1
llyll <1 y
m n 1 q
= C sup (S0 " far (1) - an () b (9)])
llas]| <1
llyll<1 /
m ez 1 q
= (S ) sup o (@) (2 b ()
HHyC\L\ZHISl

m ez 1/q
= O (P ) el o]
Alors

m n 1/np n
(S AT S (o))

m n 1/nq 1/n
< () el -l 1B
comme (A;)>2; € Ig\[},pour m assez grand & 0, nous devons

m n; 1/np n
(e Ial™) ™ (IS (s a))

m n 1/nq n
> (S M) Cllall- Dl 161

qui sont en valeur S est identique & zéro. m

Remarque 2.1.2 A partir de maintenant on va travailler pour p > q.

Proposition 2.1.1 L’espace (ﬁT(p;q), ||||T(p;q)) est L,-module (ideal) de Banach des appli-

cations n-linéaires T (p, q)-sommantes.

Preuve. (0) On montre que I,, € L.(pq) €t que ||1,]| = 1. On note que

T(pq)

< " Ty, U /\1],...,>\nj))|p>1/p = <ZT:1 }7;‘)\1j--~->\nﬂ“p)1/p

m 2\ /P
m 1/q
=0 =, <, < sup (7 fardecanda, )

lail|<1
lyll<1

14



2.1. Applications n-linéaires 7 (p, q¢)-sommantes

pour tout v; € k,\j € kkm € Net e =1,...,n, 7 =1,...,m, en d’autres termes I,, est
7 (p; ¢)-sommante et || 1|, < 1. Comme 1 = infc, alors ”["HT(p;q) = 1.

(1) Soient Si, Sz, ... € Loy (B, .-, Eni ) tel que D207 [kl ) < 00- Pour chaque
S savoir que

1/p

(270 185 (S (1o mag)IP)
m 1/q
< ||Sk||7'(p;q) sup (Zj:l |a1 (ZElj) ey (In]) bj (y)|q> .

flaill<1
lvli<1

Pour S =", Sk et m € N, nous avons

S (15 (S (21, ag)) )P
= (Z;nzl 1b; (3_5zy Sk (w1, - - ,5Unj))|p)
1
D her (2jm 165 (Sk (w15 - - - ,xnj))\p> " (I'inégalité triangulaire)

1/p

IN

1/q

IN

S |ISel 50 (Eialas () e (o) )
luli<1

1/q

asugl (Z;nzl a1 (215) -t (Tnj) b (y)|q)

= <Zzo:1 ||Sk?||7'(p,q)> ]
B
d’ou il résulte que S € L) (B Ens F) et 1100 < 2200 1Skl (g -

(2) Considérons les transformations lineares T; : D; — E;pouri=1,...,net R: F - G
est linéaire continu, ot Dq,...,D, et G sont des espaces de Banach.Voyons voir ce que
RS (Th,...,Ty) € Lrgpg) (D1,..., Dy G) pour S € Lo(pg) (Er, ..., Ep; F). Pour m € N, on
considere u;; € Dj,c; € G*i=1,2,...,n,j =1,2,... met (S € Lrpg (Er,...,Ep F)),

on a

15



2.1. Applications n-linéaires 7 (p, q¢)-sommantes

<Z;n=1 le; (RS (T, ..., T5) (uys - - . ’unj))|p> 1/p

- (Z;n:l [(R*¢;)(S (Thuag, - - ,Tnunj))|p)1/p

m . 1/q
< 1SNy sup (Zj:l a1 (Thuag) oo (Tong) (R cy) (y)|q>
Iyl<1
m o 7 1/q
= H Tl (1Sl gy SUP (ijl a (HT1II) Upj ... ap (IIT Hu’”) ¢j (Ry) )
e Jasl<
s
m . o\ 1/q
= H T I 181 00 (S5 | () - fpan(uns)es (w)|)
lyll<1
m 7\ M1
< H T RIS 02, (S o) iy ()
Y
donc RS(Tl, ..., T,,) est 7 (p; g)-sommante, et
IRS (T3, - To)ll sy < NBINSI gy 1T N Tl -

Le théoréme 1.2.1, nous donne que L.(,q) avec la norme ||| oy &St L,-module normé des
T(P:q
applications n—linéaire 7 (p, ¢) sommantes. En conséquence, nous avons ||S|| < [|S]|,,., et

queS=a;®...0a, Ry et ||S||T(p;q) = llas]l.. - Nlanl[ [ly[ . =

Proposition 2.1.2 [§/Pour 1 < s <r < q < p, alors

Lrigr) © Leps)
Preuve. Par conséquent si S € L; (), nous avons
(S0 (S )
(s 155 (S (s
< C sup (Z;n:l lai(z1;) ... an(wnj)bj(y)r)

1/q

IN

1/r

IA
Q
w
=
o

(Z;’Ll a1 (z1;) - an(xnj)bj(y)|s>l/s '

En autre, les inégalités ci-dessus, ils en résulte que V.S € L4y € Lr(pir),

HS”T(p;r) < ||SHT(Q )

16



2.1. Applications n-linéaires 7 (p, q¢)-sommantes

et VS € £T(q;r) C ET(q;s)a

151 gy < IS

7(g;8) T(g;r)

Lemme 1.3.2 nous donne S est 7 (p; ¢)-sommante, alors

(Z}iﬁbj(S(g;lj,._ ) |p> 1/p
< Cawp (S hoen) - onm)ie)l)

La preuve est terminée. =
On va présenter une relation entre les applications n-linéaires 7 (p; ¢)-sommante et les

aplications n-linéaires absolument (p; ¢, . .., ¢,) —sammants.

Définition 2.1.2 [11/Une aplication T € L (FE1,...,E,; F) est absolument (p;qi,...qyn)-
sammante, si % < qil +...+ qin, et s’il existe une canstante C' > 0 tel que, Vm,n € N,Vz;; €

Eiyi=1..nej=1....,m

(Z;n MNT (4, - - 7xnj)”p>1/p
< CH sup ( 71|aZ (xzj)q) /ql.

1 llaill<1
On note par Lasipig,...amanss) (E1s - - Eny F*5 k) pour Uespace de toute les applications

n-linéaires absolument (p; qi, . .. q,)-sammantes.

Remarque 2.1.3 Par linégalité de Holder généralisée, si % < qil +...+ i, alors

/¢ m 1/qn
(7, gl gl (Z||$1J||Q1) ...<Z||xnj||q“) .
j=1

Proposition 2.1.3 [8]/ Soit S € L, g (Er, ..., En F), on définit Sp € L (En, ..., E,, F*;k)
par

Sp(x1,...,2,,0) =0S (z1,...,2,).

Pour%:qil—k...—i—i—i—L et S € Loy (Er,...,Ey F), alors

qn qn+1

Sr € £a5(p§QI7--~7CIn7Qn+1) (Eb R F*; k) .

17



2.2. Théoremes de dominations

Preuve. D’apres 'inégalité de Holder généralisée et le Lemme 1.3.2 on a,

m 1/p

(7 1S (100 )17
= <Z;n:1 |b]S (Ilj, ce ,ZL‘nj)|p>
m 2\ 9

< Cswp (X7 laa(@y) - an(wng)bi ()

lla:]|<1
lyll<1

m /¢ m 5
< Cop (S Jar (n)l™) - (Sl (o))
i<

= Cop (Sl (e)™) (S ) ) (S 180

1/qn

dn+1

(Z;il 1b; (y) )1/t;(n+1

1/(1n+1

donc, Sr € Laspigr,....qnsani1) (B1,..., B, F k). =

2.2 Théoremes de dominations

On va présenter le premier théoréeme de domination pour les applications n-linéaires 7 (p)-
sommantes que sont introduit par Mujica dans [8], qui a généralisé le théoréeme de Pietsch

pour les applications linéaires pour p = ¢ = 1 (voir [10]).

Théoréme 2.2.1 [8] Soit 1 < p < oo. Une application S € L(Fy,...,E,; F) est 7 (p)-
sommante, si et seulment si, sl existe une constante C' > 0 etp € W (BEI X ... X Bgs X BF**),

’ensemble des probabilités de Borel dans Br; X ... X Bps X Bps, tel que

|b(S (1/117 s 7xn))|
< C(IBEIX...XBE;;XBF**

pour chaque x; € F; et b € F*.

S

ar(z1) ... an(x,)B0) du(ay, ..., an, ﬁ)) ,

18



2.2. Théoremes de dominations

Preuve. On a,

(S oSG maiP)

1/p]PY) /P
< {Zgn:l ¢ (fBE;x...xBE;xBF** a1(215) - - - an(20y) B(b)) " dpa (an, - .. ,an,ﬁ)) ] }
1/p
= C {fBEfx.‘.xBE;;xBFM >oimlan(@y) - an(@ny)B(0)[" dp(aa, .. . ,an,ﬁ)}
1/p
< C fBEfX"'XBE,fL X Bpsx ||S'1ﬁ81 Z;nzl |a1(x1j) T an(xnj)ﬂ<bj)‘p dp ((11, ey Ay ﬁ)
1sli<t )

m 1/p

= (C sup {Zj:l lai(z15) . .. an(xnj)ﬁ(bjﬂp} )
”naﬁiw‘l‘gll

(<) On suppose que S € L) (Er,..., Enp; F) en fixant C = HSHT(p). On considére
C (B By X ... X Bps X B F)* le dual d’espace des fonctions continues avec la topologie faible
C (BE; X ... X Bgs X BF**), alors W (BET X ... X Bgs X BF**) est un sous-ensemble con-
vexe et compact. Pour toute famille finie des elements x;1,...,2;, € E; et by,...,b,, € F*,
I’équation
¢ (1)
= > b (S(g, oy wag))IP
—CP ar(x15) - - an(T0;) 80" dp (aq, ..., an, B)}

définie une fonction reélle convexe et continue ¢ sur W (BE; X ... X Bpgx X BF) On

fBEf X...XBpx X Bpxx

choit aig € Bgs, ..., an0 € Bg: et By € Bp« tel que

sup { 327 a1 (217) - an(@a) B0, s 18] <1
= > iy laio (#1) - - - ano (wn5) Bo (07)]

Si 7y (ajo, - - -, Gno, By) désigne la mesure de Dirac au point (aq, ..., ano, By), alors nous

avons
Sy (@10, -+ ano, o)) = Y [6;(S (@1, - wnj))F = C¥ larg (x1;) - - ano (wn) By (b)" <O
j=1

Depuis la collection F des fonctions obtenues de cette maniére est concave.
Une collection de fonctions est concave si pour tout naturel K, ¢,,...,¢, € F,0 <

A, Ax < 1 comme Zle A = 1, alors Zle MA@ < ¢ pour quelque ¢ € F. On

19



2.2. Théoremes de dominations

appelle U = (BEI X ...X Bg: X B F**) et on considére I'application

brc (1) ==§{|b’“ xlj,...,x,ﬁj))\—CP/U|a1<x'fj)...an(xgj)ﬁ(bmdu(al,...,an,ﬁ)}

j=1
oﬁa:fj € kb et b;?GF* pour chaque k =1,... . K,;i=1,...,net 5 =1,...,my. Bientot,
251/\/’6%

> A 27 (05 (S %--m’iﬂ)!

—CP fU|a1 at;) .. an(2h b"C |du (ai,...,an, B3))

Zlezﬁl(\(kkb’“)(s(%,---7 nj }—

Opr|a1(x]1€j an( ) Akbk |d,u H’amﬂ))
qui a été généré par xw, )\kbk pour k = ..,K,i =1,....net 5 = 1,....,my, et

appartient a F, montrant que F est concave.

Par le lemme de Ky Fan, il existe une mesure p, € W (BE;‘ X ...x Bg: X BF**) telle

que
En particulier, si ¢ est généré par z1,...,x, et b, i.e.,
¢ (lu) = |b(S(ZL‘1, s 7mn))|p - Cp/ |CL1(J}1) s an(mn)ﬁ(b)lp dl’b (a’17 s 7an7ﬁ) )
B

B* X...XBpx XBpxx

il en résulte que

1b(S (21, ..., 2)) " — C”/B lai(z1) ... an(x,)B0) [ dug (ay, . .., an, 3) <0,

Bt ><~-~><BE;'; X B pxx

donc

b(S (21, .. aa))" < C”/B o a1 (1) - - an(z0) BO)" dpg (ar, - - an, B) -

Alors

1/p
1b(S(z1,...,2,))| < C (/B o lat(x1) ... an(x,)B(0)] dig (al,...,an,ﬁ)) )

La pruve est terminée. m
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2.2. Théoremes de dominations

On va présenter un autre théoréme de domination concernant de cette classe des ap-

plications voir [8, Theorem 3.6]. Pour la preuve on utilise la méme idée qu’a utilisé dans

[1].

Théoréme 2.2.2 [8, Theorem 3.6/ Soit 1 < p < co. On considére S € L(Ey,...,E,; F)

et C est une canstante positive, les propriétes suivantes sont équivalentes,

(1) Lapplication S est 7(p)-sommante et |[S| ., < C.
(2) Ils existent des mesures de probabilités p; (i =1,...,n) sur Bgs et p, , sur Bpe,

tel que pour tout x; € F; and b € F*, on a

1b(S(x1,...,2,))]

(2.11)

S =

ay(1) - .- an(n) B (O)" ity 41 (B)dpiy (an)...dpy (a1)) .

Lt

151 inf {C' > 0: Pour C vérifié 2.11}.

P
Preuve. Ici, nous répétons la preuve du théoréme précédent avec des modifications.
Nous ne sommes intéressés que par la premiére affirmation parce que nous utilisons 2.11,

on montre facilement que S est 7 (p)-sommante et |5, < C.
=) On considere C (Bg; x ... x Bp:)" et C (Bp«)" avec leurs topologies faibles, re-

spectivement. Ces ensembles sont convex et compacts aussi bien que W (BET) X o X

%74 (BEn) X W (Bp+). Pour toute famille finie des elements ;i ..., %, € E; et by, ..., by, €

F*, I'équation

O (115 s Hos Hs1)
= D i 10;(S (@i @)
Oy Sy Sy 01(e1) 008 O it (D)t (a0)-wps 1)

définie une fonction reélle convexe et continue ¢ sur W (B E;) X..xXW (B E;) X W (Bpsx).

On choit aqg € Bg:, ... a0 € Bpx et By € B+ tel que

sup { 27 laa (@) - an (@) B0+ il 18] < 1}
= > iy laio (#1) - - - ano (wn5) Bo (07)[
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2.2. Théoremes de dominations

Si 01 (a10),---,0n (@no),0nt1 (By) désigne la mesure de Dirac au point aj, ..., ano, 5

respectivement, alors nous avons

¢<51 (al()) 3o 7571 (ano) ’571-1—1 (60))
= Z;nzl ’bj(S(xlj, R ,xn]’))‘p —CP ’alo (5131]') ...ano (xn]) BU (bj)|p <0.

Depuis la collection F des fonctions obtenues de cette maniére est concave. Par le
lemme de Ky Fan (Lemme 1.3.3), il existe une mesure fi; X ... X fi,, X fi, .4 € W (BE;) X

. X W (Bgz) x W (Bp++) telle que

¢ (g X oo X iy, X i q) <0,V € F.

En particulier, si ¢ est généré par zq,...,x, et b, i.e.,
¢ (ﬂl X ... X lan X ﬂn—l—l)
= |6(S(x1,...,2))["

Il s’ensuit que

(S (z1,...,20))]
< Ol b .

La preuve est achevée. m

ay (1) .. an (@) B (O)" dpty 1 (B)dpin (an)...dpy (a1)),

B =

a1(21) - (@) B (O)F bty 1 (B)dpt(a)...piy (1)) .
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Chapitre 3

Exemples sur les applications

n-linéaires 7 (p, ¢)-sommantes
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3.1. Les applications n-linéaires de rangs finis

3.1 Les applications n-linéaires de rangs finis

Proposition 3.1.1 [8] Soient Ey, E,F des espases de Banach et a¥ € Ey,a € Ey, " €
F.a¥ a5 % # 0 pour k =1,..., M. Ensuite, une application de rang fini ( voir la définition
1.1.2) S € L (Ey, By F),
S: Ey X Ey — F
(21, @5) — YL, af (1) a5 (22) §F

est 2-linéaire T (p, q) sommante pour tout 1 < q < p avec

151, Z lax] laz || [l
Preuve. Nous avons,
(37 168 (2, )P
= (S |t () @b (2) b (5)
)

1/p

< BN, (20 et @b @b )
0 ; TN
= Y HCLIH HGZH ”ka < J=1 | Tat]] (715) I EH (x2j)b](||gk||) )
< lecvil ||a1H HCLQH H?/ H Slip (Z;n:ﬂm (215) ag (225) b; (y)|p>1/10
lyli<1
1/q
< (L latlab] 1) sup (355 s o) o) s (I7)
||yu<_1

donc S est 2-linéaire 7 (p, ¢)-sommante et

ISl < i a1

3.2 Les applications bilinéaires nucléaires

Définition 3.2.1 [10/Une application bilinéaire S € L (Ey, Ey; F) est dite nucléaire s’il

admet une represetation de la forme,

S = Za1k®a2k®yk7
k=1
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3.3. Les applications p-semi-intégrales

avec

o0
0 =" flaul llazel luell < o0

k=1
et ||S||y = inf C, avec Uinfininimum pris sur toutes les représentations possibles de S. Et

on note par N (Ey, Eq; F) lespace de toutes les applications bilinéaires nucléaires.

Proposition 3.2.1 [8/ Si S € N (Ey, Ex; F), alors S € L) (E1, Eo; F) et ||S]|
151 -

T(p) —

Preuve. Supposer ayy, asg, yx 7 0 pour tout £ € N. Donc nous avons

(Z}n:l 16,5 (21, 72;) ‘p) 1p
= (Z;nzl |Z§°:1 A1k <I1j) QAo (x2j) bj (?Jk)|p) 1/p
- (=

52 lanell 12255 () lasel] 12255 () 1l By

i (T
v \|P 1/p
< D (ZJ 1 (llawll 72 ||(11k|| (1) l|azn]l 7 ||a2k|| (@25) ||yr|l b; (y_kll)
o0 m a a p l/p
<Y, <Ha1k\| ol ol (S5 |22y (@a5) 7225 (2 b)) )
. m 1/p
< (2 ol llazel el sup (327 la (@15) a2 (w23) by )

llail <1
lvli<1

Ainsi S est 7 (p)-sommante et |[S|| ) < [S]y- =

3.3 Les applications p-semi-intégrales

On rappele la définition d’une application n-linéaire p-semi-intégrale (voir [2, pg 10]).
Définition 3.3.1 /2, p.10.] Une application S € L (F1, ..., E,; F) est p-semi-intégrale, s’il

existe une constante C' > 0 et une mesure de probabilité y € W (BET X ... X BE;) tel que

1/p
1S (z1,...,2,)]| < C </ lay (x1)...ap (Jcn)]pdu(al,...,an)> (3.3.1)
BE*X 'XBE;{

pour tout x; € E;. L’espace de toutes les applications n-linéaires p-semi-intégrales noté par

L) (B, ..., Ey; F) et sa norme est donnée par

{||SHSZ(p inf C, pour l'inégalité 3.3.1 est Uériﬁée} :
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3.4. Les applications n-linéaires p-dominés

Proposition 3.3.1 [§] Soit S € L) (Er,...,En F), alors S € Lrgy (Er,...,Ey F) et

S| < IS Comme un cas particulier, si F' = K, alors L) (Er, ..., Enk) C

si(p) 7(p)”
ET(P) (El? : ETH]k) et HSHsz(p HSHT(p)
Preuve. Soit v une mesure de probabilité réguliere Bp: X ... X Bg: tel que v (C) =

i (C' x Bp«) pour chaque sous-ensemble C borelien de Bp:x...xBpgs. Si5 € L) (Er, ..., B F)

et pour tout z; € F;, puis par le Théoréeme 2.2.1 on a,
|bS (.I'l, Ce ,LEn)’

S ||SHT(]J) (fBE’fX"'XBE,"ZXBF**
S ||S||’T(p) (‘[BEIX'“XBE;‘LXBF**

1/p
< 118l (S 01 (20 o0 ) o))

1/p
ar (z1) ... an (x,) B ()P du (ag, . .. ,an,ﬁ))

1/p
a1 (1) . an (@) [ B1 617 di <a1,...,an,6>)

Alors
Hs(xla>$n)” = Sup ‘bS(.’Bl,,Jﬁn)’
lloll<1
1/p
< ||SHT(P) fBEf><...><BE;k1 ax (xl) - Qp (xn)|p dv (ala SR >an> )

i.e., S est p-semi-intégrale et HSHsi(p) < |

aussi cela L) (B, ..., Ensk) C Loy (B1, ..., Eyk), si 6 (1) € W (By) signifie la mesure

S|, Observez que si F' = k, nous avons

de Dirac a 1 € By, alors
|bS (21, ..., 2,)]

1/p
< ISy (S iy o1 )00 )
1/p 1/p
S <ka** ‘pdé( )(ﬁ)) Hs”sz(p) (fBEIX...XBE; ai <x1>"'an (xn)’pd'U (ala-"a@n)
1/p
< ||SHsz(p) fBEfX"'XBEv*zXBk** ay (‘rl)"'an (xn)|p|6 (b)’pd<1j X 6<1)) (a’17"‘7a’n76)> :

Depuis (v X ¢ (1)) € W (Bpgs X ... x Bps X By). Il s’ensuit que S est 7 (p)-sommante
et {1515y = [IS]]

si(p) m(p)

3.4 Les applications n-linéaires p-dominés

Définition 3.4.1 [//Soit S € L (FE,...,E,; F). On dira que S est p-dominé (1 < p < 00)

s’il existe une constante positive C' telle que pour tout, m € N et ( )1 <i<m E; (1<i<n),

on a
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3.4. Les applications n-linéaires p-dominés

(3.4.1)

naw
lp

(Zuu@;,.-.,xmﬁ) <o), ...
=1 i=1

On note par L) (E1, ..., En; F) I'espace de tous les opérateurs n-linéaires p-dominés de

FE, x ... x E,dans F', qui un quasi-Banach si on considére la quasi-norme définie par
dp (u) = inf {C vérifiant linégalité 3.4.1}.

Sip > n, 0, (u) est une norme sur Ly (£, ..., By F).

Théoréme 3.4.1 [4/Une application S € L (F1, ..., E,; F) est p-dominé, si et seulement s’il
existe une constante C' > 0 et des mesures de probabilistes p, € W (BE;) (1=1,...,n) tel

que

1S (21, )|

1/p
< C <fBE; . fBE;; lay (@1) ... an (z,) [P dp, (an) - - - dpy (a1)> :

pour tout x1 € En, ... x, € Ey dans ce cas [|S]|,,) =inf C (see 3.2 in [5], p. 12).

Proposition 3.4.1 [§] Soit S € L) (Er,...,En F), alors S € Lagy (Er, ..., Ey F) et
1Slay < IS5~ En particulier, si F' = K, alors Lsp) (Ex, ..., Ensk) C© Loy (En, ..., Epsk)
et [|S]qy = 1151l

7(p)

Preuve. soit y;, € W (BE;) et p,41 € W (Bp) sont des mesures de probabilités
régulieres B+ (i = 1,...,n) et Bp«, respectivement. Si S € L) (Ey, ..., Ey; F) et pour

tout x; € E;, alors par I'inégalité 2.11 on a
|6S (1, ..., x,)]

< 80y (S Sy S
< [IS1p (IBET "'fBE;; fBF**

1/p
< bl 151, (ff a1<as1>...an<xn>|pdun<an>...dul<a1>) .
Alors

1/p
a1 (22) - (20) B D) ditr (B) dity (@) - . dpiy <al>)

1/p
a1 (1) . (@) |81 1007 it 1 (B) ity (@) - .- dit <a1>)
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3.5. Les applications approximables

||S<331, s 7'Tn)H

= sup |bS (x1,...,2,)|
lloll<1

1/p
1800 (S S 01 1) ) i () an))

Sllapy < ISll;y- On remarque que si F' = k, on a aussi

IN

e., S est p-dominé et |
L) (Er, ..., Epk) C Loy (Er, ..., By k), donc si 6 (1) € W (By--) signifie la mesure de

Dirac & 1 € By, on a

|6S (1, ..., x,)]
< 1180 1Sl <fBE* gl () ()P g (0 ()
< 1Slag) Up,.. 18O A8 Q) (BNY2 [, - Ji,, Lo (@0) 0 )P iy (a0) sy (@)
< ||S||d(p) fBEi‘ "'fBE;; ka** ai (z1) ... an (z,) B ()P do (1) (B) dp,, (ay) ... du, (al))l/p.

Selon 2.2.2, S est 7 (p)-sommante et [|S]| ., = [S]l,,)-

En d’autres termes, S € L (E1,..., E,;k) est p-dominé, si et seulement si, c’est 7 (p)-

sommante. H

3.5 Les applications approximables

Définition 3.5.1 Soit S € L(Ey, Ey; F). On dit que S est approximable s’il existe une
suite Sy, € L (Ey, E9; F') tel que pour tout € > 0 il y a K. tel que ||S — S| <0 ov k > K..

Pour 1 < q <p, par 3.1.1 pour chaque k = 1,2, .. .1l existe des constantes C, tel que

m 1/p
(Zj:l 1055 (215, szj)|p)
m q 14
< Cisup (X7 Jar (o) a2 (a) bi0)[°)

llai[[<1
lvli<1

Définition 3.5.2 (pour tout k =1,2,...) avec m € N,z;; € E;,b; € F* et j=1,2,...,m.

Proposition 3.5.1 [8] Soit S € L (Ey, Eq; F). Si S est approzimative, alors S est T (p; q)-

sommante et |5, < klim Ck.
— 00

Preuve. On prend ¢ > 0, choisissant £ > K. pour obtenir cela
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3.5. Les applications approximables

1/p
< ey |68 331]7932])|p)
(3552 105 (5 = 5) (o, 22)) + (S b3S (@, 20}
(27 (151111 = Sl ]l ||Izy||) ) + (225751 1058k (215, w27)[7)
< ey UIbs I sl los11)” )» + Cj. sup (>01my lan (215) az (2) by ()] %)

llail<1
lvli<1

Si lim Cj, existe et est finie, alors S est 7 (p; ¢)-sommante et [|S][ ) < klirn Cr. m
—00

k—oo

IN

S =

<
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Conclusion

A la fin de ce mémoire, on conclut que plusieurs classes des applications multilinéaires dans
la catégorie de sommabilité sont des cas spéciaux de la classe des applications multilinéaires

7 (p; ¢)-sommantes.
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