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Résumé

D ans ce mémoire, nous avons étudié analytiquement et numériquement d’un problème d’évolution
pour une équation d’onde fractionnaire en dimension un et en dimension deux. Nous avons uti-

lisé la méthode des éléments finis pour les variables d’espace et la méthode des différences finies pour
la variable du temps. En se basant sur les transformées de Laplace et de Fourier, nous avons calculé la
solution analytique pour le problème unidimensionnel. La stabilité et la convergence du problème dis-
cret total à été démontré par récurrence. Nous avons proposé deux algorithmes pour les deux problèmes
considérés et deux exemples numériques sont présenté et avec l’utilisation de Matlab et Freefem++, nous
avons validé l’efficacité de ces algorithmes.

Mots-Clés : Calcul fractionnaire, Équation d’onde fractionnaire, Méthode des éléments finis, Méthodes
des différence finis.

I n this work, we have studied analytically and numerically an evolution problem for a fractional wave
equation in dimension one and in dimension two with Dirichlet boundary condition. We used the

finite element method for the space variables and the finite difference method for the time variable. Ba-
sed on the Laplace and Fourier transforms, we calculated the analytical solution for the one-dimensional
problem. The stability and convergence of the total discrete problem has been demonstrated by induc-
tion. We proposed two algorithms for the two problems considered and two numerical examples are
presented and with the use of Matlab and Freefem ++, we validated the efficiency of these algorithms.

Keywords : Fractional calculus, Fractional wave equation, Finite element method, Finite difference
method.
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Introduction générale

D ans ce mémoire, nous considérons le problème d’évolution pour une équation d’onde frac-
tionnaire en temps suivant :

cDαt u (x, t) = ∆u(x, t) + f (x, t) dans Ω× ] 0, T [ ,

u (x, t) = 0 sur ∂Ω× ] 0, T [ ,

u (x, 0) = u0 (x) dans Ω,

ut (x, 0) = u1 (x) dans Ω,

(1)

où Ω ⊂ Rd(d = 1, 2) est un segment ouvert ou un polygone, u0, u1 et f sont des fonctions
données. Ici ut est la dérivée de u par rapport à la variable de temps t, et cDα0 est l’opérateur
différentiel fractionnaire de Caputo d’ordre 1 < α < 2 défini par :

CDαt u (x, t) =
1

Γ (2− α)

∫ t

0

(t− s)1−α ∂
2u (x, s)

∂s2
ds, 0 < t ≤ T,

où Γ (·) est la fonction Gamma d’Euler.
Au cours des deux dernières décennies, les méthodes numériques pour l’équation d’onde

fractionnaire en temps est un domaine de recherche actif. La principale différence de ces mé-
thodes numériques est de savoir comment discrétiser les dérivées fractionnaires. Jusqu’à pré-
sent, il existe trois approches pour discrétiser la dérivée fractionnaire : la méthode des diffé-
rences finies, la méthode spectrale et la méthode des éléments finis.

Pour la première classe d’algorithmes qui utilisent la méthode des différences finies pour
discrétiser la dérivée fractionnaire, voir [7, 9, 15, 17, 25, 27, 28]. Ces algorithmes sont faciles à
mettre en œuvre, mais sont généralement de faible précision en temps.

Pour la deuxième classe d’algorithmes qui utilisent la méthode spectrale pour discrétiser
la dérivée fractionnaire, voir [12, 13, 26, 29–31]. Ces algorithmes ont une précision élevée si la
solution est suffisamment régulière. Étant donné que la singularité est une caractéristique im-
portante des problèmes d’onde fractionnaire dans le temps, la précision d’ordre élevé de ces
algorithmes est limitée. En outre, les algorithmes conduisent souvent à des systèmes denses à
grande échelle à résoudre.

Pour la troisième classe d’algorithmes qui utilisent la méthode des éléments finis pour dis-
crétiser la dérivée fractionnaire, voir [18–22]. Semblable à la première classe d’algorithmes, les
systèmes discrets issus de ces algorithmes sont résolus successivement par rapport au temps.
De plus, ces algorithmes possèdent une précision d’ordre élevée, et si la solution présente une
singularité, ces algorithmes peuvent également avoir une précision d’ordre élevée en utilisant
des grilles graduées dans la discrétisation temporelle.

En raison de la propriété non locale de la dérivée fractionnaire, les informations historiques
doivent être stockées pour calculer la solution à chaque étape. Par conséquent, le coût de sto-
ckage et de calcul pour résoudre un problème d’onde fractionnaire en temps est nettement plus
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cher que celui pour résoudre un problème d’onde standard. Une idée naturelle est de dévelop-
per des algorithmes de précision temporelle d’ordre élevée. Cependant, il est bien connu que les
problèmes d’ondes fractionnaires dans le temps ont généralement une singularité à t = 0, mal-
gré la régularité des données initiales et aux limites. Cela rend plus difficile le développement
d’algorithmes de précision d’ordre élevée. Comme mentionné précédemment, les méthodes de
différences finies n’ont généralement qu’une faible précision temporelle. En outre, la précision
d’ordre élevée de la méthode spectrale est limitée par la singularité des problèmes d’ondes frac-
tionnaires dans le temps. Cela, nous motive à développer des méthodes de précision d’ordre
élevé qui peuvent également aborder la singularité à t = 0.

Dans ce mémoire, nous présentons une étude analytique et numérique pour le problème (1).
Nous utilisons la méthode des éléments finis pour les variables d’espace x et la méthode des
différences finies pour la variable du temps t.

Ce mémoire se décompose en trois chapitres de la manière suivante : dans le premier cha-
pitre, nous avons présenté certaines théories de base de calcul fractionnaire. Nous avons donné
les définitions des fonctions Gamma et Bêta, les intégrales et les dérivées fractionnaires au sens
de Riemann-Liouville et de Caputo, ainsi que les transformations de Laplace et de Fourier. De
plus, nous avons donne un rappel sur la méthode des différences finis et l’interpolation linéaire
de Lagrange.

Dans le deuxième chapitre, nous avons calculé la solution analytique du problème (1) pour
d = 1 par l’utilisation les transformées de Laplace et de Fourier. Pour la solution numérique,
nous avons utilisé la méthode des éléments finis pour le variable d’espace x et la méthode
des différences finis pour le variable de temps t et un exemple numérique traité par Matlab à
présentés .

Le dernier chapitre, basé sur l’étude numérique du problème (1) pour d = 2 par la méthode
des éléments finis et la méthode des différences finis. La stabilité et la convergence sont dé-
montrées par récurrence et un exemple numérique traité par FreeFem++ a été présenté pour
montrer l’efficacité de cette méthode.

On termine ce mémoire par une conclusion et quelques perspectives.
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CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES SUR LE CALCUL
FRACTIONNAIRE

D ans ce chapitre, nous avons parlé par certains théories de base du calcul fractionnaire.
Nous donnons des définitions de quelques fonctions spéciales ( Gamma, Bêta et Mittag-

Leffler ), ensuite nous présentons les intégrales et les dérivées fractionnaire ( au sens de
Riemann-Liouville et de Caputo ), ainsi que les transformations de Laplace et de Fourier et
ce chapitre contient des définitions élémentaires sur les matrices avec la définition du l’une
des méthodes utilisées dans la résolution des équations aux dérivées partielles "la méthode des
différences finies".

8



1.1. FONCTIONS SPÉCIALES 9

1.1 Fonctions spéciales

1.1.1 Fonction Gamma

Définition 1.1. ( [23]). On appelle fonction Gamma, la fonction définie par

Γ(z) =

∫ +∞

0

tz−1e−t dt où z ∈ C et Re(z) > 0.

Propriétés 1.1. Nous avons les propriétés suivantes

1. Γ(z + 1) = zΓ(z).

2. Γ(n+ 1) = (n)! , n ∈ N.

3. Γ

(
n+

1

2

)
=

(2n)!
√
π

4nn!
, n ∈ N.

Remarque 1.1. La détermination de la fonction Gamma pour les valeur négatifs non entier par

la formule Γ(z) =
Γ(z + 1)

z
et la transition d’un intervalle à une autre (−1, 0), (−2,−1)....

la fonction Gamma n’existe pas pour les valeur négatifs entiers.

Exemple 1.1. Soit z =
1

2
pour calculer Γ

(
1

2

)
on utilise une changement de variable on pose

que t = τ 2, on obtient

Γ

(
1

2

)
=

∫ +∞

0

t
1
2
−1e−t dt

=

∫ +∞

0

t−
1
2 e−t dt

= 2

∫ +∞

0

e−τ
2

dτ (d’après l’intégrale de Gauss)

= 2

(√
π

2

)
=
√
π.

1.1.2 Fonction Bêta

Définition 1.2. ( [23]). La fonction Bêta est un type d’intégrale d’Euler définie pour tout com-
plexes z et w par :

B(z, w) =

∫ 1

0

tz−1(1− t)w−1 dt, Re(z) > 0 et Re(w) > 0.

Proposition 1.1. la relation entre la fonction Gamma et Bêta donnée par
pour tout z, w ∈ C avec Re(z) > 0, Re(w) > 0 on a

B(z, w) =
Γ(z) .Γ(w)

Γ(z + w)
.

AMROUNE B. Problème d’évolution bidimensionnel pour une équation d’onde fractionnaire



1.1. FONCTIONS SPÉCIALES 10

Démonstration. Soit D =]0,+∞[×]0,+∞[ , on a

Γ(z)Γ(w) =

(∫ +∞

0

xz−1e−x dx

)(∫ +∞

0

yw−1e−y dy

)
=

∫ +∞

0

∫ +∞

0

xz−1yw−1e−(x+y) dxdy.

En utilisant le changement de variable suivant :{
u = x+ y

v = x
x+y

⇒

{
x = uv

y = u(1− v),

et

∂(x, y)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣ v u
(1− v) −u

∣∣∣∣ = −uv − u(1− v) = −u.

De même que le domaine D′ correspondante à D dans les cordonnées u, v est

D′ = {(u, v)/u ≥ 0, 0 ≤ v ≤ 1} .

Alors, ∫∫
D

xz−1yw−1e−(x+y) dxdy =

∫∫
D′

(uv)z−1(u(1− v))w−1e−u| − u| du dv

=

∫∫
D′

(u)z+w−1vz−1(1− v)w−1e−u du dv

=

∫ +∞

0

∫ 1

0

(u)z+w−1vz−1(1− v)w−1e−u du dv

=

(∫ +∞

0

(u)z+w−1e−u du

)(∫ 1

0

vz−1(1− v)w−1 dv

)

= Γ(z + w).B(z, w).

Par conséquent, on a

B(z, w) =
Γ(z) .Γ(w)

Γ(z + w)
.
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1.2 Intégrales fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Soient Ω = [a, b] avec (−∞ < a < b < +∞) un intervalle fini sur R et f ∈ L1([a, b]) une
fonction intégrable sur Ω , nous avons

I1
a+f(x) =

∫ x

a

f(t) dt,

L’itération de (I1
a+f) permet d’obtenir la primitive seconde de f qui s’annule en a et dont la

dérivée s’annule en a, De plus on a

I2
a+f(x) = I1

a+(I1
a+f(x))

=

∫ x

a

I1
a+f(t) dt

=

∫ x

a

(∫ t

a

f(s) ds

)
dt,

on pose g(t) =
∫ t
a
f(s) ds, d’après l’intégrale par partie. Nous avons :

I2
a+f(x) =

[
t

∫ t

a

f(s) ds

]x
a

−
∫ x

a

tf(t) dt

= x

∫ x

a

f(s) ds−
∫ x

a

tf(t) dt

= x

∫ x

a

f(t) dt−
∫ x

a

tf(t) dt

=

∫ x

a

(x− t)f(t) dt.

Donc, pour neme itération , on obtient :

Ina+f(x) =
1

(n− 1)!

∫ x

a

(x− t)n−1 f(t) dt,

cette formule est appelée formule de Cauchy, et d’après la propriété de Gamma Γ(n) = (n− 1)!
,∀n ∈ N∗ , nous avons

Ina+f(x) =
1

Γ (n)

∫ x

a

(x− t)n−1 f(t) dt.

Définition 1.3. ( [10,24]). Soient Ω = [a, b] avec (−∞ < a < b < +∞) un intervalle fini sur R et
f ∈ L1([a, b]) une fonction intégrable sur R

AMROUNE B. Problème d’évolution bidimensionnel pour une équation d’onde fractionnaire
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Les intégrales

Iαa+f(x) =
1

Γ (α)

∫ x

a

f(t)

(x− t)1−α dt , x > a,Re(α) > 0. (1.1)

Iαb−f(x) =
1

Γ (α)

∫ b

x

f(t)

(t− x)1−α dt , x < b,Re(α) > 0. (1.2)

Sont appelés les intégrales fractionnaires à gauche (à droite) de Riemann-Liouville
d’ordre α ∈ C (Re(α) > 0) respectivement.

Exemple 1.2. Soit f(x) = (x− a)β−1 on a

Iαa+f(x) =
1

Γ (α)

∫ x

a

(x− t)α−1 (t− a)β−1 dt.

Avec le changement de variable t = a+ s(x− a), nous avons :
t = a⇔ s = 0,

t = x⇔ s = 1,

dt = (x− a)ds.

Donc, avec la définition de la fonction Bêta , on obtient :

Iαa+f(x) =
1

Γ (α)
(x− a)α+β−1

∫ 1

0

sβ−1 (1− s)α−1 ds

=
B (β, α)

Γ(α)
(x− a)α+β−1 .

En utilisant Proposition (1.1), on obtient :

Iαa+f(x) =
Γ(β)

Γ(β + α)
(x− a)α+β−1 .

Remarque 1.2. L’intégrale d’une fonction constante au sens de Riemann-Liouville d’ordre α > 0
est donnée par

Iαa+f(x) =
C

Γ (α + 1)
(x− a)α et Iαb−f(x) =

C

Γ (α + 1)
(b− x)α ,

f(x) = C ∈ R.

Proposition 1.2. ( [24, page34]). Soient f ∈ C([a, b]) et Re(α) > 0, Re(β) > 0. Les intégrales
fractionnaires de Riemann Liouville possède les propriétés suivantes

1. Iαa+I
β
a+f(x) = Iβa+I

α
a+f(x) = Iα+β

a+ f(x).

2. Iαb−I
β
b−f(x) = Iβb−I

α
b−f(x) = Iα+β

b− f(x).
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1.3 Dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.4. ( [10, page70]). Soit f ∈ L1([a, b]) une fonction intégrable sur [a, b]. Les dérivées
fractionnaires au sens de Riemann-Liouville Dαa+f(x) et Dαb−f(x) d’ordre α ∈ C, Re(α) > 0, sont
définies par

Dαa+f (x) =

(
d

dx

)n (
In−αa+ f(x)

)
=

1

Γ (n− α)

(
d

dx

)n ∫ x

a

f (t) dt

(x− t)α−n+1 , n = [Re (α)] + 1; x > a,

(1.3)

et

Dαb−f (x) =

(
− d

dx

)n (
In−αb− f(x)

)
=

1

Γ (n− α)

(
− d

dx

)n ∫ b

x

f (t) dt

(t− x)α−n+1 , n = [Re (α)] + 1; x < b.

(1.4)

Respectivement, où [Re(α)] est la partie entière de Re(α).

Propriétés 1.2. Soient α, β ∈ C avec Re(α), Re(β) > 0 et a, b ∈ R. Nous avons :

1. Dαa+ (x− a)β−1 =
Γ(β)

Γ(β − α)
(x− a)β−α−1 ,

2. Dαb− (b− x)β−1 =
Γ(β)

Γ(β − α)
(b− x)β−α−1 .

Propriétés 1.3. 1. Toutes ces dérivées coïncident avec les dérivées usuelles pour les ordre
entiers

∀m ∈ N∗,

{
Dma+f (x) = f (m) (x) ,

Dmb−f (x) = (−1)mf (m) (x) .

2. Si 0 < α < 1, alors n = [α] + 1 = 1 . Donc, 1.3 et 1.4 devient

Dαa+f (x) =
1

Γ (1− α)

d

dx

∫ x

a

f (t) dt

(x− t)α
, x > a,

Dαb−f (x) =
−1

Γ (1− α)

d

dx

∫ b

x

f (t) dt

(t− x)α
, x < b.

3. Si β = 1 et 0 < Re(α) < 1, alors la dérivée au sens de Riemann Liouville d’une fonction
constante en générale n’est pas nulle

Dαa+1 =
(x− a)−α

Γ (1− α)
et Dαb−1 =

(b− x)−α

Γ (1− α)
.

4. Pour tout j = 1, 2, ..., n = [Re (α)] + 1 avec Re (α) ≥ 0, nous avons

Dαa+ (x− a)α−j = Dαb− (b− x)α−j = 0.
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1.4 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Définition 1.5. ( [10]). Soient α ∈ C avec n = [Re(α)] + 1 et f : [a, b] −→ C une fonction
telle que f (n) ∈ L1 ([a, b]). Les dérivées fractionnaires d’ordre α de f au sens de Caputo sont
définies par

CDαa+f (x) = In−αa+ f (n) (x) =
1

Γ (n− α)

∫ x

a

f (n) (t) dt

(x− t)α−n+1 , (1.5)

et

CDαb−f (x) = (−1)n In−αb− f (n) (x) =
(−1)n

Γ (n− α)

∫ b

x

f (n) (t) dt

(t− x)α−n+1 . (1.6)

Proposition 1.3. ( [10]). Les relations entre les dérivées au sens de Caputo (1.5), (1.6) et les dérivées au
sens de Riemann-Liouville (1.3), (1.4) sont données par :

CDαa+f(x) = Dαa+

(
f (x)−

n−1∑
k=0

f (k) (a)

k!
(x− a)k

)
, (1.7)

et

CDαb−f(x) = Dαb−

(
f (x)−

n−1∑
k=0

f (k) (a)

k!
(b− x)k

)
. (1.8)

On remarque que si f (k)(a) = 0 pour k = 0, 1, ..., n− 1 alors

CDαa+f(x) = Dαa+f (x) et CDαb−f(x) = Dαb−f (x) .

1.5 Transformation de Laplace

Définition 1.6. ( [1, page 5]). Soit f ∈ L1 (R) une fonction intégrable sur R. la transformée de
Laplace est définie par :

L{f(t)} = f ∗(s) =

∫ ∞
0

f(t)e−stdt, (1.9)

où s est la variable de transformation .
-La transformée Laplace inverse est réalisée selon la formule Fourier Mellin

L−1 {f ∗(s)} = f(t) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
f ∗(s)estdt, t > 0, (1.10)

où c est un nombre fixe.

Propriétés 1.4. (voir [1, page 7]). Nous avons les propriétés suivantes :
1. La transformée de Laplace pour la dérivée de Riemann-Liouville est

L{DαR.Lf(t)} = sαf ∗(s)−
m−1∑
k=0

DkIm−αf(0+)sm−1−k où m− 1 < α < m.
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2. La transformée de Laplace pour la dérivée de Caputo est

L{cDαf(t)} = sαf ∗ −
m−1∑
k=0

f (k)(0+)sα−1−k où m− 1 < α < m. (1.11)

– Le théorème de convolution, Souvent utilisé pour l’inversion de la transformée Laplace
est donnée par :

L−1 {f ∗(s)g∗(s)} =

∫ t

0

f(t− τ)g(τ)dτ

=

∫ t

0

g(t− τ)f(τ)dτ.

(1.12)

1.6 Transformation de Fourier

1.6.1 Transformation de sinus-Fourier fini

Définition 1.7. ( [1, page 13]). La transformée de sinus-Fourier fini est la reformulation pratique
de série sinus-Fourier dans le domaine 0 ≤ x ≤ L

F {f(x)} = f̃(ξk) =

∫ L

0

f(x)sin(xξk)dx, (1.13)

et

F−1
{
f̃(ξk)

}
=

2

L

∞∑
k=1

f̃(ξk)sin(xξk), (1.14)

où
ξk =

kπ

L
; k = 1, 2, 3, . . . .

– La transformée sinus-Fourier fini pour la dérivée seconde d’une fonction est

F
{
d2f

dx2

}
= −ξ2

k f̃(ξk) + ξk
[
f(0)− (−1)kf(l)

]
. (1.15)

1.7 Fonction Mittag-Leffler

Définition 1.8. ( [1, page 24]). La fonction Mittag-Leffler est définie par

Eα(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + 1)
, α � 0, z � 0

La fonction généralisée Mittag-Leffler avec deux paramètres αet β est définie par

Eα,β(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
; α � 0, β � 0.
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– Le rôle essentiel de la fonction Mittag-Leffler est trouvé dans le calcul de la transforma-
tion inverse de Laplace suivant

L−1

{
sα−β

sα + b

}
= tβ−1Eα,β(−btα). (1.16)

Propriétés 1.5. (voir [1, page 27]).Nous distinguons les trois cas suivants :

1. Pour β = 1

L−1

{
sα−1

sα + b

}
= Eα(−btα) (1.17)

2. Pour β = 2

L−1

{
sα−2

sα + b

}
= tEα,2(−btα) (1.18)

3. Pour β = α

L−1

{
1

sα + b

}
= tα−1Eα,α(−btα). (1.19)

1.8 Généralité sur les matrices

Définition 1.9. ( [5]). Soit m,n ∈ N. Une matrice de type (m,n) sur K est un tableau de scalaires
(réels ou complexes) à m lignes et n colonnes

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
am1 am2 · · · amn

 .

Nous utilisons les abréviations suivantes , A = (aij) avec i = 1, . . . ,m et j = 1, . . . , n et Mmn (K)
l’ensemble des matrices (m,n) sur K

Définition 1.10. ( [5]). SoitA ∈Mmn (K), la transposée deA notéeAT , est la matrice de Mmn (K)
définie par (

AT
)
ij

= Aji pour tout i = 1, . . . , n et j = 1, . . . ,m,

Si AT = A on dit que A est symétrique .
Soit A une matrice carrée, A ∈Mn (K) de coefficients aij ∈ K pour tout i, j = 1, . . . , n.

Définition 1.11. ( [5]). On dit que A est inversible s’il existe une matrice B de taille n telle que

AB = BA = In,

La matrice B est appelle inverse de A et noté A−1

AMROUNE B. Problème d’évolution bidimensionnel pour une équation d’onde fractionnaire
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Définition 1.12. ( [5]). On dit que A est tridiagonale si aij = 0, pour tout i, j tels que |i− j| ≥ 2,
i.e., si les seuls coefficients non nuls sont les coefficients diagonaux , ceux juste au-dessus de la
diagonale , et ceux juste en-dessous de la diagonale

Définition 1.13. ( [5]). On dit que A est à diagonale strictement dominante par ligne si

|aii| >
n∑

j=1,j 6=i

|aij| , avec 1 ≤ i ≤ n.

A =


a11 a12 0
a21 a22

. . .
. . . . . . an−1n

0 ann−1 ann

 .

Théorème 1.1. ( [5]). Une matrice à diagonale strictement dominante par ligne est inversible .

Démonstration. On doit montrer que

Ax = 0⇒ x = 0.

Soit x = (x1, . . . , xn)t et k un indice telle que |xk| = ‖x‖∞. Alors,

Ax = 0⇒ akk.xk = −
n∑

j=1,j 6=k

akj.xj

⇒ |akk| . |xk| ≤
n∑

j=1,j 6=k

|akj| . |xj|

⇒ |akk| . ‖x‖∞ ≤
n∑

j=1,j 6=k

|akj| . ‖x‖∞

⇒

|akk| −
n∑

j=1,j 6=k

|akj|︸ ︷︷ ︸
>0

 . ‖x‖∞ ≤ 0

⇒ ‖x‖∞ ≤ 0

⇒ x = 0.
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1.9 Les normes vectorielles et matricielles

Ici K = R où C.

1.9.1 Normes vectorielles

Définition 1.14. ( [5]). Une norme sur Kn est un application ‖.‖ : Kn → R+ telle que
1. ‖x‖ = 0 équivalente x = 0n, pour tout x ∈ Kn,

2. ‖λx‖ = |λ| ‖x‖ , pour tout x, y ∈ Kn, pour tout λ ∈ Kn,

3. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ , pour tout x, y ∈ Kn (Inégalité triangulaire ).
On défini la p-norme , pour 1 ≤ p ≤ +∞

‖x‖p =

(
n∑
i=1

|xi|p
) 1

P

.

Les normes les plus usuelles sont

1. La norme :

‖x‖1 =
n∑
i=1

|xi| .

2. La norme (norme euclidienne ) :

‖x‖2 =

(
n∑
i=1

|xi|2
) 1

2

.

3. La norme (norme de sup) :

‖x‖∞ = max
1≤i≤n

|xi| .

1.9.2 Normes matricielles

A partir de normes vectorielles, on définit les trois normes matricielles subordonnées
‖.‖1 , ‖.‖2 et ‖.‖∞ , si A ∈Mn (K) ,

‖A‖p = sup
x 6=0

‖Ax‖p
‖x‖p

= sup
‖x|p=1

‖Ax‖p ,

où p = 1, 2, où∞.

Proposition 1.4. Pour chacune de ces trois normes, on a pour toutes A et B ∈ Mn (K) et pour tout
x ∈ Rn.

‖AB‖ ≤ ‖A‖ . ‖B‖ ,

et

‖Ax‖ ≤ ‖A‖ . ‖x‖ ,

où ‖.‖ = ‖.‖1 où ‖.‖2 où ‖.‖∞.
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Remarque 1.3. Si A ∈Mn (K) alors,

‖A‖1 = max
1≤j≤n

n∑
i=1

|aij| ,

‖A‖∞ = max
1≤i≤n

n∑
j=1

|aij| ,

‖A‖2 =
√
ρ (ATA).

1.10 Schéma de différences finies

Définition 1.15. Un maillage est un ensemble des points isoles (appelles nœuds) situes dans
le domaine de définition des fonctions assujetties aux équations aux dérivées partielles. On
appelle pas de maillage la distance entre deux nœuds voisins.

Définition 1.16. (voir [?]). Soit u (x) représenté une fonction d’un variable, les schémas de dif-
férences finies sont obtenus grâce aux formule de Taylor d’ordre un.

u (x+ h) = h (x) + hu
′
(x) + o (h) . (1.20)

Formules de Taylor d’ordre 02

u (x+ h) = h (x) + hu
′
(x) +

h2

2!
u
′′

(x) + o
(
h2
)
. (1.21)

En un point x ∈ [l, L] et pour une valeur h de pas du discrétisation donne par
L− l
N

,
approximation avant

u
′
(x) =

u (x+ h)− u (x)

h
+ o (h) , (1.22)

approximation arriéré

u
′
(x) =

u (x)− u (x− h)

h
+ o (h) , (1.23)

approximation centre

u
′
(x) =

u (x+ h)− u (x− h)

2h
+ o (h) , (1.24)

et si passant sur (1.21),(1.24) nous obtenons

u
′′
(x) =

u(x+ h)− 2u(x) + u(x− h)

h2
+ o(h2).
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1.10.1 Stabilité et convergence

Un certain nombre de notion est nécessaire lors de la résolution d’équations aux dérivées
partielles au moyen de leurs équivalentes discrétises . Les deux principales sont la stabilité et
la convergence

Définition 1.17. ( [2]). Un schéma aux différence finie est dite stable pour la norme ‖.‖∞, s’il
existe une constante C > 0 indépendante de pas de maillage , telle que

‖un‖∞ ≤ C
∥∥u0
∥∥
∞ , pour tout n ≥ 0,

quelle que soit la donnée initiale u0.

Définition 1.18. (Erreur de troncature) ( [8]). On appelle erreur de troncature la quantité ob-
tenue en remplaçant l’inconnue par la solution exacte dans le schéma numérique , que nous
désignons par Ri.

Proposition 1.5. ( [?]). Soit ui l’approximation de la solution exacte u(xi), il est naturel d’utiliser les
erreurs ponctuelles ui − u(xi). Si on pose Û le vecteur des valeurs exactes et U le vecteur des valeurs
discrètes, alors le vecteur d’erreur E définie par

E = U − Û .

.

Définition 1.19. ( [?]). Une méthode est dite convergente si

‖E‖ → 0 lorsque h→ 0.

.
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CHAPITRE 2

PROBLÈME D’ÉVOLUTION
UNIDIMENSIONNEL POUR UNE ÉQUATION

D’ONDE FRACTIONNAIRE

D ans ce chapitre, nous avons calculé la solution analytique du problème d’évolution unidi-
mensionnel pour une équation d’onde fractionnaire en temps avec conditions aux limites

de Dirichlet par l’utilisation des transformées de Laplace et de Fourier, puis nous avons intro-
duit la méthode des éléments finis pour ce problème et un exemple numérique est présenté
pour montrée l’efficacité de cette méthode.

21
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2.1 Position du problème

On considéré le problème suivante

cDα0 u (x, t) =
∂2u

∂x2
(x, t) + f (x, t) , 0 ≺ x ≺ a, 0 ≺ t ≤ T, 1 ≺ α ≺ 2. (2.1)

u (x, 0) = u0 (x) , ut (x, 0) = u1 (x) 0 ≤ x ≤ a, (2.2)
u (0, t) = u (a, t) = 0 0 ≺ t ≤ T. (2.3)

Où a, T � 0,f, u0, u1 sont des fonction données et cDα0 u est la dérivée fractionnaire de Caputo
d’ordre α définie par :

CDα0 u (x, t) =
1

Γ (2− α)

∫ t

0

(t− s)1−α∂
2u

∂s2
(x, s) ds. (2.4)

(2.2) sont les conditions initiales,(2.3) sont les conditions aux limites de Dirichlet et f(x, t) est
un terme source.

2.2 Résolution analytique

Proposition 2.1. La solution analytique u du problème (2.1)-(2.3) est donnée par :

u(x, t) =
2

a

+∞∑
k=1

[
Eα
(
−ξ2

kt
α
) ∫ a

0

u0(x)sin (xξk) dx+ tEα,α
(
−ξ2

kt
α
) ∫ a

0

u1(x)sin (xξk) dx

+

∫ t

0

τα−1Eα,α
(
−ξ2

kτ
α
)
f̃(ξk, t− τ)dτ

]
sin (xξk) ,

(2.5)

où
ξk =

kπ

a
.

Démonstration. Nous appliquons la transformée de sinus-Fourier fini (1.13) à l’équation (2.1),
on obtient :

Fx (cDα0+u(x, t)) = Fx
(
∂2u(x, t)

∂x2

)
+ Fx (f(x, t)) ,

il devient,

cDα0+ũ(ξk, t) =

∫ a

0

∂2u(x, t)

∂x2
sin

(
kπ

a
x

)
dx+ f̃ (ξk, t) . (2.6)
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Pour calculer
∫ a

0

∂2u(x, t)

∂x2
sin

(
kπ

a
x

)
dx, en utilisant l’intégration par partie :

∫ a

0

∂2u(x, t)

∂x2
sin

(
kπ

a
x

)
dx =

∂u(x, t)

∂x
sin

(
kπ

a
x

)∣∣∣∣L
0

−
∫ a

0

kπ

a

∂u(x, t)

∂x
cos

(
kπ

a
x

)
dx

=
−kπ
a

cos

(
kπ

a
x

)
u(x, t)

∣∣∣∣a
0

−
(
kπ

a

)2 ∫ a

0

u(x, t)sin

(
kπ

a
x

)
dx

=
−kπ
a

(
(−1)ku(a, t)− u(0, t)

)
−
(
kπ

a

)2 ∫ a

0

u(x, t)sin

(
kπ

a
x

)
dx

= −
(
kπ

a

)2 ∫ a

0

u(x, t)sin

(
kπ

a
x

)
dx

= −
(
kπ

a

)2

ũ(ξk, t)

(2.7)

Nous remplaçons le résultat précédent (2.7) dans l’équation (2.6), on obtient :

cDα0+ũ(ξk, t) = (−ξk)2 ũ(ξk, t) + f̃(ξk, t). (2.8)

Nous appliquons la transformation de Laplace à l’équation (2.8), en utilisant l’équation (1.9)

Lt {cDα0+ũ(ξk, t)} = −ξ2
kLt {ũ(ξk, t)}+ Lt

{
f̃(ξk, t)

}
.

D’après l’égalité (1.11), on obtient :

sαũ∗ −
m−1∑
k=0

ũ(k)(0+)sα−1−k = −ξ2
kũ
∗(ξk, s) + f̃ ∗(ξk, s), m− 1 < α < m,

ce que implique que

(
sα + ξ2

k

)
ũ∗(ξk, s) =

m−1∑
k=0

ũ(k)(0+)sα−1−k + f̃ ∗(ξk, s). (2.9)

et On a 
1 < α < 2,

et ⇒ m = 2.

m− 1 < α < m,

Donc

m−1∑
k=0

ũ(k)(0+)sα−1−k =
1∑

k=0

ũ(k)(0+)sα−1−k

= ũ(0+)sα−1 + ũ(1)(0+)sα−2

= ũ0(x)sα−1 + ũ1(x)sα−2.

(2.10)
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Nous remplaçons le résultat de (2.10) dans l’équation (2.9), on obtient :(
sα + ξ2

k

)
ũ∗(ξk, s) = ũ0(ξk)s

α−1 + ũ1(ξk)s
α−2 + f̃ ∗(ξk, s),

ce qui donne,

ũ∗(ξk, s) =
sα−1

(sα + ξ2
k)

∫ a

0

u0(x)sin (ξkx) dx+
sα−2

(sα + ξ2
k)

∫ a

0

u1(x)sin (ξkx) dx+
1

(sα + ξ2
k)
f̃ ∗(ξk, s).

(2.11)

Maintenant, en appliquant la transformation inverse de Laplace (1.10) sur l’équation (2.11)

L−1 {ũ∗(ξk, s)} = ũ(ξk, t) = L−1

{
sα−1

(sα + ξ2
k)

}∫ a

0

u0(x)sin (ξkx) dx

+ L−1

{
sα−1

(sα + ξ2
k)

}∫ a

0

u1(x)sin (ξkx) dx+ L−1

{
1

(sα + aξ2
k)
f̃ ∗(ξk, s)

}
.

(2.12)

1. D’après l’équation (1.17), on a :

L−1

{
sα−1

sα + ξ2
k

}
= Eα(−ξ2

kt
α). (2.13)

2. D’après l’équation (1.18), on a :

L−1

{
sα−2

sα + ξ2
k

}
= tEα,2(−ξ2

kt
α). (2.14)

3. on pose z∗(s) =
1

sα + ξk
, et d’après (1.19), nous avons :

L−1 {z∗} = z(t) = tα−1Eα,α(−ξ2
kt
α),

et d’après le théorème de convolution, on a :

L−1

{
1

(sα + ξ2
k)
f̃(ξk, s)

}
=

∫ t

0

τα−1Eα,α(−ξ2
kτ

α)f̃(ξk, t− τ)dτ. (2.15)

Nous remplaçons les résultats précédents (2.13)-(2.15) dans (2.12), on obtient :

ũ(ξk, t) = Eα(−ξ2
kt
α)

∫ l

0

u0(x)sin (ξkx) dx+ tEα,2(−ξ2
kt
α)

∫ l

0

u1(x)sin (ξkx) dx

+

∫ t

0

τα−1Eα,α(−ξ2
kτ

α)f̃(ξk, t− τ)dτ

(2.16)

Finalement, on applique la transformée inverse de sinus-Fourier fini sur l’équation (2.16), on
obtient :

F1 {ũ(ξk, t)} = u(x, t) =
2

a

+∞∑
k=1

[
Eα
(
−ξ2

kt
α
) ∫ a

0

u0(x)sin (xξk) dx+ tEα,2
(
−ξ2

kt
α
) ∫ a

0

u1(x)sin (xξk) dx

+

∫ t

0

τα−1Eα,α
(
−ξ2

kτ
α
)
f̃(t− τ)dτ

]
sin (xξk) ,

Où
ξk =

kπ

a
.
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2.3 Méthode des éléments finis

Soit Ω un domaine bornée,On définie l’espace L2(Ω) des fonctions mesurables de carré som-
mable dans Ω, muni du produit scalaire

(u, v) =

∫
Ω

u(x)v(x) dx ∀u, v ∈ L2(Ω)

et de la norme

‖u‖L2(Ω) = (u, v)
1
2

et les deux espaces

H1(Ω) =
{
u ∈ L2(Ω),∇u ∈ L2(Ω)

}
et

H1
0 (Ω) =

{
u ∈ H1(Ω), u|∂Ω = 0

}
2.3.1 Formulation variationnelle du problème

Soit v ∈ H1 (0, a),on multiple l’équation (2.1) par v et on intègre sur le domaine [0, a] on
obtient

(cDα0 u(x, t), v(x)) +

(
−∂

2u

∂x2
(x, t), v(x)

)
= (f(x, t), v(x)) ∀v ∈ H1 (0, a) (2.17)

pour calculer
(
−∂

2u

∂x2
(x, t) , v (x)

)
on utilise l’intégration par partie, on obtient :

(
−∂

2u

∂x2
(x, t) , v (x)

)
=

∫ a

0

−∂2u

∂x2
(x, t) .v (x) dx

=

[
−∂u
∂x

(x, t) .v(x)

]a
0

+

∫ a

0

∂u

∂x
(x, t) .

∂v

∂x
(x) dx

on pose v(o) = v(a) = 0, donc(
−∂

2u

∂x2
(x, t) , v (x)

)
=

∫ a

0

∂u

∂x
(x, t) .

∂v

∂x
(x) dx (2.18)

on remplace le résultat précédent (2.18) dans (2.17),on obtient le problème variationnelle sui-
vant : {

(cDα0 u (x, t) , v (x)) + a (u, v) = (f(x, t), v(x)) ∀v ∈ H1
0 (0, a)

u (x, 0) = u0 (x) ut (x, 0) = u1 (x)
(2.19)

où a(u, v) =

∫ a

0

∂u

∂x
(x, t) .

∂v

∂x
(x) dx
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2.3.2 Problème semi-discret

Considérons l’équation d’onde fractionnaire temporelle (2.1) avec les conditions initiales
(2.2) et les conditions aux limites (2.3). Commençons d’abord par la méthode de de différence
finie par rapport au variable de temps.Basé sur la définition de Caputo (2.4) pour la dérivée
fractionnaire.
Premièrement, nous discrétisons le domaine temporel par :

tn = nµ, n = 1, 2, . . . , N, µ =
T

N
(pas de maillage temporel),

donc, t0 = 0 et tN = T.

Puis on calculer la dérivée de Caputo définie par (2.4) en point de maillage (x, tn),nous avons

CDα0 u (x, tn) =
1

Γ (2− α)

∫ tn

0

(tn − s)1−α∂
2u

∂s2
(x, s) ds

=
1

Γ (2− α)

n−1∑
k=0

∫ tk+1

tk

(tn − s)1−α∂
2u

∂s2
(x, s) ds

d’autre part
∂2u

∂t2
(x, tk) =

u(x, tk+1)− 2u(x, tk) + u(x, tk−1)

µ2

et

∫ tk+1

tk

(tn − s)1−α ds =

[
−(tn − s)2−α

2− α

]tk+1

tk

=
1

2− α
[
(tn − tk)2−α − (tn − tk+1)2−α]

=
1

2− α
[
(nµ− kµ)2−α − (nµ− (k + 1)µ)2−α]

=
1

2− α
[
(n− k)2−αµ2−α − (n− (k + 1))2−αµ2−α]

=
µ2−α

2− α
[
(n− k)2−α − (n− (k + 1))2−α]

et d’après propriétés (1.1), on a

(2− α)Γ(2− α) = Γ(3− α)

donc

CDα0 u (x, tn) =
µ2−α

Γ(3− α)

n−1∑
k=0

[
(n− k)2−α − (n− k − 1)2−α]× [u(x, tk+1)− 2u(x, tk) + u(x, tk−1)

µ2

]
On pose k + 1 = j ⇒ k = j − 1, nous avons :{

k = 0⇒ j = 1

k = n− 1⇒ j = n
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d’où

CDα0 u (x, tn) =
µ−α

Γ(3− α)

n∑
j=1

[
(n− j + 1)2−α − (n− j)2−α]× [u(x, tj)− 2u(x, tj−1) + u(x, tj−2)]

=
µ−α

Γ(3− α)

n∑
j=1

bn−j × [u(x, tj)− 2u(x, tj−1) + u(x, tj−2)]

(2.20)

telle que bn−j = (n− j + 1)2−α − (n− j)2−α > 0 et b0 = 1 > b1 > .... > bn
pour j=1

u(x, t−1) = u(x, 0)− µut(x, 0)

= u0(x)− µu1(x)

et pour t = tn dans (2.19), on a :

(cDα0 u (x, tn) , v (x)) + a (u, v) = (f(x, tn), v(x)) ∀v ∈ H1
0 (0, a)

Soit u(x, tn) = un et f(x, tn) = fn, donc

(cDα0 un, v) + a (un, v) = (fn, v) ∀v ∈ H1
0 (0, a) (2.21)

On remplaçant (2.20) dans (2.21), on obtient

µ−α

Γ(3− α)

n∑
j=1

bn−j
[
(uj − 2uj−1 + uj−2, v)

]
+ a(un, v) = (fn, v)

n∑
j=1

bn−j
[
(uj, v)− 2(uj−1, v) + (uj−2, v)

]
+ µαΓ(3− α)a(un, v) = µαΓ(3− α)(fn, v)

b0(un, v)+b1(un−1, v)− bn(u0, v) +
n−2∑
j=0

bn−j(u
j, v)− 2b0(un−1, v)− 2

n−1∑
j=1

bn−j(u
j−1, v)

+ bn−1(u−1, v) +
n∑
j=2

bn−j(u
j−2, v) + µαΓ(3− α)a(un, v) = µαΓ(3− α)(fn, v)

(2.22)

on pose I1 =
n−2∑
j=0

bn−j(u
j, v) on effectuer le changement n− j = J + 1⇒ J = n− j − 1,donc

{
j = 0⇒ J = n− 1

j = n− 2⇒ J = 1

on pose I2 =
n−1∑
j=1

bn−j(u
j−1, v) on effectuer le changement n− j = J , donc

{
j = 1⇒ J = n− 1

j = n− 1⇒ J = 1
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on pose I3 =
n∑
j=2

bn−j(u
j−2, v) on effectuer le changement n− j = J − 1, donc

{
j = 2⇒ J = n− 1

j = n⇒ J = 1

en remplaçant ces changement dans (2.22), on obtient :

b0(un, v) + b1(un−1, v)− bn(u0, v) +
n−1∑
J=1

bJ+1(un−J−1, v)− 2b0(un−1, v)− 2
n−1∑
J=1

bJ(un−J−1, v)

+ bn−1(u−1, v) +
n−1∑
J=1

bJ−1(un−J−1, v) + µαΓ(3− α)a(un, v) = µαΓ(3− α)(fn, v)

(un, v) + µαΓ(3− α)a(un, v) =
n−1∑
J=1

(−bJ+1 + 2bJ − bJ−1)(un−J−1, v) + bn(u0, v) + (2b0 − b1)(un−1, v)

− bn−1(u−1, v) + µαΓ(3− α)(fn, v)

(2.23)

2.3.3 Problème discret totale

Maintenant, nous discrétisons le domaine d’espace par :

xi = ih, i = 0, 1, . . . ,M, h =
a

M
= xi+1 − xi (pas de maillage d’espace),

donc, x0 = 0 et xM = a.

Puis,on note

φj(x) =


x− xj−1

xj − xj−1

si xj−1 < x < xj

x− xj+1

xj − xj+1

si xj < x < xj+1

0 ailleurs

et

∂φj
∂x

(x) =


1

xj − xj−1

si xj−1 < x < xj

1

xj − xj+1

si xj < x < xj+1

0 ailleurs

où j = 1, 2, ...,M − 1

on note l’espace Vh ⊂ H1
0 (0, a) par :

Vh =

{
v ∈ C(0, a) t.q v =

M−1∑
i=1

aiφi(x) où ai ∈ R

}
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donc,le problème est trouvée
unh ∈ Vh, telle que

(unh, v) + µαΓ(3− α)a(unh, v) =
n−1∑
J=1

(−bJ+1 + 2bJ − bJ−1)(un−J−1
h , v) + (2b0 − b1)(un−1, v) + bn(u0, v)

−bn−1(u−1, v) + µαΓ(3− α)(fn, v) ∀v ∈ Vh
(2.24)

on a unh ∈ Vh donc unh =
M−1∑
l=1

anl φl, on prend v = φm,m = 1, 2, ..,M − 1,donc,l’équation (2.24)

équivalente à

M−1∑
l=1

anl (φl, φm) + λ
M−1∑
l=1

anl (
∂φl
∂x

,
∂φm
∂x

) =
n−1∑
J=1

(−bJ+1 + 2bJ − bJ−1)(un−J−1
h , φm) + (2b0 − b1)(un−1, φm)

+ bn(u0, φm)− bn−1(u−1, φm) + λ(fn, φm)

avec λ = µαΓ(3− α)

alors, le système matricielle correspondant est

-pour n = 1, on a u1
h =

∑M−1
i=1 a1

l φl, donc

M−1∑
l=1

a1
l (φl, φm) + λ

M−1∑
l=1

a1
l (
∂φl
∂x

,
∂φm
∂x

) = b1(u0, φm + (2b0 − b1)(u0, φm)− b0(u−1, φm) + λ(f 1, φm)

= (u0, φm) + µ(u1, φm) + λ(f 1, φm)

-pour m = 1, on a :[
a1

1(φ1, φ1) + a1
2(φ2, φ1) + ..+ a1

M−1(φM−1, φ1)
]

+λ

[
a1

1(
∂φ1

∂x
,
∂φ1

∂x
) + a1

2(
∂φ2

∂x
,
∂φ1

∂x
) + ..+ a1

M−1(
∂φM−1

∂x
,
∂φ1

∂x
)

]
= (u0, φ1) + µ(u1, φ1) + λ(f 1, φ1)

-pour m = 2, on a :[
a1

1(φ1, φ2) + a1
2(φ2, φ2) + ..+ a1

M−1(φM−1, φ2)
]

+λ

[
a1

1(
∂φ1

∂x
,
∂φ2

∂x
) + a1

2(
∂φ2

∂x
,
∂φ2

∂x
) + ..+ a1

M−1(
∂φM−1

∂x
,
∂φ2

∂x
)

]
= (u0, φ2) + µ(u1, φ2) + λ(f 1, φ2)

...

...

...
-pour m = M − 1, on a :[
a1

1(φ1, φM−1) + a1
2(φ2, φM−1) + ...+ a1

M−1(φM−1, φM−1)
]

+λ

[
a1

1(
∂φ1

∂x
,
∂φM−1

∂x
) + a1

2(
∂φ2

∂x
,
∂φM−1

∂x
) + ...+ a1

M−1(
∂φM−1

∂x
,
∂φM−1

∂x
)

]
= (u0, φM−1) + µ(u1, φM−1) + λ(f 1, φM−1)
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Soit

Xn = (an1 , a
n
2 , ..., a

n
M−1)T

F n = ((fn, φ1), (fn, φ2), ..., (fn, φM−1))T

K = ((u0 + µu1, φ1), (u0 + µu1, φ2), ..., (u0 + µu1, φM−1))T

et les matrices A = (aij) et B = (bij), i.j = 1, 2, . . . ,M − 1 sont définies par :

A =


(φ1, φ1) (φ2, φ1) (φM−1, φ1)
(φ1, φ2) (φ2, φ2) (φM−1, φ2)

. . . . . . . . .
(φ1, φM−1) (φ2, φM−1) (φM−1, φM−1)

 . (2.25)

B =



(
∂φ1

∂x
,
∂φ1

∂x
) (

∂φ2

∂x
,
∂φ1

∂x
) (

∂φM−1

∂x
,
∂φ1

∂x
)

(
∂φ1

∂x
,
∂φ2

∂x
) (

∂φ2

∂x
,
∂φ2

∂x
) (

∂φM−1

∂x
,
∂φ2

∂x
)

. . . . . . . . .

(
∂φ1

∂x
,
∂φM−1

∂x
) (

∂φ2

∂x
,
∂φM−1

∂x
) (

∂φM−1

∂x
,
∂φM−1

∂x
)


. (2.26)

alors, on obtient le système suivant

AX1 + λBX1 = λF 1 +K

⇒ (A+ λB)X1 = λF 1 +K

on note C = (A+ λB),alors on a

CX1 = λF 1 +K

Lemme 2.1. pour i = 1, 2, ...,M − 1,on a

(φi, φj) =
h

6


1 si |j − i| = 1

4 si j = i

0 sinon

et

a(φi, φj) =
1

h


−1 si |j − i| = 1

2 si j = i

0 sinon

avec j = 1, 2, ...,M − 1.

Démonstration.

(φi, φi) =

∫ a

0

φi(x)φi(x) dx

=
1

h2

∫ xi

xi−1

(x− xi−1)2 dx+
1

h2

∫ xi+1

xi

(x− xi+1)2 dx

=
h

3
+
h

3
=

2

3
h
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(φi, φi+1) =

∫ a

0

φi(x)φi+1(x) dx

=

∫ xi

xi+1

(
x− xi+1

xi − xi+1

)(
x− xi
xi+1 − xi

)
dx

=
−1

h2

∫ xi+1

xi

(x− xi+1)(x− xi) dx

on pose x− xi = t, alors on a : {
x = xi ⇔ t = 0,

x = xi+1 ⇔ t = h.

donc

(φi, φi) =
−1

h2

∫ 0

h

(x− xi − h)(x− xi) dx

=
−1

h2

∫ 0

h

t(t− h) dt

= (
−1

h2
)(
−h3

6
) =

h

6

(φi−1, φi) =

∫ a

0

φi−1(x)φi(x) dx

=

∫ xi−1

xi

(
x− xi
xi−1 − xi

)(
x− xi−1

xi − xi−1

)
dx

=
−1

h2

∫ xi

xi−1

(x− xi−1 − h)(x− xi−1) dx

on pose x− xi−1 = t, alors on a : {
x = xi−1 ⇔ t = 0,

x = xi ⇔ t = h.

donc

(φi−1, φi) =
−1

h2

∫ 0

h

t(t− h) dt

=
h

6

(φi, φi+2) = (φi+2, φi) = 0

a(φi, φi) =

∫ a

0

(
∂φi
∂x

)2(x) dx

=

∫ xi

xi−1

1

(xi − xi− 1)2
dx+

∫ xi+1

xi

1

(xi − xi+ 1)2
dx

=
(xi − xi− 1)

(xi − xi− 1)2
+

(xi+1 − xi)
(xi − xi+ 1)2

=
1

h
+

1

h
=

2

h
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a(φi, φi+1) =

∫ a

0

∂φi
∂x

(x)
∂φi+1

∂x
(x) dx

=

∫ xi

xi+1

1

(xi − xi+ 1)

1

(xi+1 − xi)
dx

=
−1

h

alors

A = h



2

3

1

6
0

1

6

2

3

1

6
. . . . . . . . .

1

6

2

3

1

6

0 1

6

2

3


.

et

B =
1

h


2 −1 0
−1 2 −1

. . . . . . . . .
−1 2 −1

0 −1 2


.

pour calculer les vecteurs F 1et K on utilise les formules d’intégration numériques qui donnent
une approximation des ces intégrales,par exemple on peut utilise La formule des trapèzes∫ b

a

ϕ(x) dx ≈ 1

2
(b− a)[ϕ(a) + ϕ(b)]

donc,le système matricielle de ce problème peut être réécrit sous la forme suivante
u0 = u0

CX1 = λF 1 +K

CXn =
∑n−1

j=1 (−bj+1 + 2bj − bj−1) ∗K1 + (2b0 − b1) ∗K2 + bn ∗K3− bn−1 ∗K4 + λF n

avec

K1 = ((un−j−1, φ1), (un−j−1, φ2), ..., (un−j−1, φM−1))T

K2 = ((un−1, φ1), (un−1, φ2), ..., (un−1, φM−1))T

K3 = ((uo, φ1), (u0, φ2), ..., (u0, φM−1))T

K4 = ((u−1, φ1), (u−1, φ2), ..., (u−1, φM−1))T
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et la matrice C est définie par

C =



2h

3
+

2λ

h

h

6
− λ

h 0
h

6
− λ

h

2h

3
+

2λ

h

h

6
− λ

h
. . . . . . . . .

h

6
− λ

h

2h

3
+

2λ

h

h

6
− λ

h

0 h

6
− λ

h

2h

3
+

2λ

h


. (2.27)

La matrice C est a diagonale strictement dominante donc le système admet une solution
unique.

2.3.4 Algorithme

Nous avons l’algorithme suivant qui permet de résoudre numériquement le problème
d’évolution unidimensionnel pour une équation d’onde fractionnaire (2.1)-(2.3)

étape 0 : soient M,N, h, µ, α, λ données.

étape 1 : déclarer les fonctions f, u0, u1.

étape 2 : discrétiser le domaine d’espace et le domaine temporel.

étape 3 : calculer le deuxième membre

V =
n−1∑
j=1

(−bj+1 +2bj− bj−1)(un−j−1, φi)+(2b0− b1)(un−1, φi)+ bn(u0, φi)− bn−1(u−1, φi)+λ(fn, φi)

avec i = 1, 2, ...,M − 1.

étape 4 : entrer les valeurs de la matrice C.

étape 5 : calculer X = C−1 ∗ V ′.

étape 6 : calculer la solution exact U en points tj avec j = 1, 2, ..., N − 1.

2.3.5 Exemple numérique

Dans cette section, nous avons implémente notre méthode des éléments finis sur un exemple
qui supporte l’analyse numérique

Exemple 2.1. Soit u : ] 0, 1 ]× ] 0, 1 ] solution du problème suivant :


cDα0+u(x, t) = ∂2u(x,t)

∂x2
+ 2x(1−x)t2−α

Γ(3−α)
+ 2(t2 + 1), α = 3/2

u(x, 0) = x(1− x) , ut(x, 0) = 0

u(0, t) = 0 , u(1, t) = 0

AMROUNE B. Problème d’évolution bidimensionnel pour une équation d’onde fractionnaire



2.3. MÉTHODE DES ÉLÉMENTS FINIS 34

La solution exacte de ce problème est

u(x, t) = x(1− x)(t2 + 1)

En utilisant Matlab nous avons représente la solution numérique et la solution exacte de ce
problème au temps de t = 0.002 et t = 0.001 dans le Figure 2.1 , avec M = 20 et N = 2000 et
M = 10 et N = 2000
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FIGURE 2.1 – solution exacte et approché

On remarque que la solution numérique et la solution exacte sont coïncides.
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CHAPITRE 3

PROBLÈME D’ÉVOLUTION
BIDIMENSIONNEL POUR UNE ÉQUATION

D’ONDE FRACTIONNAIRE

D ans ce chapitre, nous avons introduit la méthode des éléments finis pour le problème d’évo-
lution bidimensionnel pour une équation d’onde fractionnaire en temps, la stabilité numé-

rique et la convergence sont prouvées, et un exemple numérique est présenté.

36
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3.1 Position du problème

Soient Ω =]0, a[2,1 ≺ α ≺ 2 et a > 0,on considère le problème suivante
Trouver u : Ω×]0, T ]→ R telle que :

cDα0 u (x, y, t) = ∆u (x, y, t) + f (x, y, t) . (3.1)
u (x, y, 0) = u0 (x, y) , ut (x, y, 0) = u1 (x, y) . (3.2)

u (x, y, t) |∂Ω = 0. (3.3)

avec

∆u(x, y, t) =
∂u

∂x2
(x, y, t) +

∂u

∂y2
(x, y, t).

3.2 Méthode des élément finis

3.2.1 Formulation variationnelle du problème

Soit v ∈ H1(Ω), on multiple l’équation (3.1) par v et on intègre sur Ω on obtient

(cDα0 u(x, y, t), v(x, y)) + (−∆u(x, y, t), v(x, y)) = (f(x, y, t), v(x, y)) ∀v ∈ H1(Ω) (3.4)

pour calculer (∆u(x, y, t), v(x, y)),on applique la formule de Green, on obtient :

(−∆u(x, y, t), v(x, y)) =

∫
Ω

−∆u(x, y, t)v(x, y) dxdy

= −
∫
∂Ω

∇u(S, t)v(S) dS +

∫
Ω

∇u(x, y, t)∇v(x, y) dxdy

on pose v = 0 sur ∂Ω, donc

∫
∂Ω

∇u(S, t)v(S) dS = 0

alors

(−∆u(x, y, t), v(x, y)) =

∫
Ω

∇u(x, y, t)∇v(x, y) dxdy (3.5)

on remplace le résultat précédent (3.5) dans (3.4), on obtient le problème variationnelle suivant :{
(cDα0 u (x, y, t) , v (x, y)) + a (u, v) = (f(x, y, t), v(x, y)) ∀v ∈ H1

0 (Ω)

u (x, y, 0) = u0 (x, y) ut (x, y, 0) = u1 (x, y)
(3.6)

où a(u, v) =

∫
Ω

∇u(x, y, t)∇v(x, y) dxdy.

Pour t = tn dans l’équation (3.6) et avec les même calcules du chapitre 2, on obtient :

(un, v) + λa(un, v) =
n−1∑
J=1

(−bJ+1 + 2bJ − bJ−1)(un−J−1, v) + (2b0 − b1)(un−1, v) + bn(u0, v)

− bn−1(u−1, v) + λ(fn, v)

(3.7)
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3.2.2 Problème discret totale

Maintenant,nous discrétisons le domaine d’espace par :

xi = ih, i = 0, 1, . . . ,M, yj = jh, j = 0, 1, . . . ,M,

donc x0 = y0 = 0 et xM = yM = a.

on note l’espace Vh ⊂ H1
0 (Ω)par

Vh =

{
v ∈ C(Ω) t.q v =

M−1∑
i=1

aiφi(x, y) où ai ∈ R

}

donc, le problème est trouvé
unh ∈ Vh, telle que

(unh, v) + λa(unh, v) =
n−1∑
J=1

(−bJ+1 + 2bJ − bJ−1)(un−J−1
h , v) + (2b0 − b1)(un−1, v) + bn(u0, v)

− bn−1(u−1, v) + λ(fn, v) ∀v ∈ Vh
(3.8)

3.2.3 Stabilité et convergence

Lemme 3.1. soit u−1 = u0 − µu1 et ε−1 = u(x, y, t−1)− u−1, on suppose que ut ∈ L2(0, T,Hk+1(Ω)),
alors ∣∣ε−1

∣∣ ≤ Cµ2 et
∥∥u−1

h

∥∥ ≤ C(
∥∥u0
∥∥+ µ ‖u1‖)

Démonstration. Premièrement, on montre que |ε−1| ≤ Cµ2,par la définition de ε−1, on a :∣∣ε−1
∣∣ =

∣∣u(x, y, t−1)− u−1
∣∣ =

∣∣u(x, y, t−1)− u0 + µu1

∣∣
d’autre part, par la formule de Taylor, on a :

utt(x, y, tk) =
ut(x, y, tk)− ut(x, y, tk−1)

µ

donc

utt(x, y, t0) =
ut(x, y, t0)− ut(x, y, t−1)

µ

⇒ µutt(x, y, 0) = ut(x, y, 0)− ut(x, y, t−1)

= u1(x, y)−
[
u(x, y, t0)− u(x, y, t−1)

µ

]
⇒ µ2utt(x, y, 0) = µu1(x, y)− u0(x, y) + u(x, y, t−1)

⇒
∣∣ε−1

∣∣ =
∣∣µ2utt(x, y, 0)

∣∣
≤ Cµ2
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depuis,on montre que
∥∥u−1

h

∥∥ ≤ C(‖u0‖+ µ ‖u1‖), on sait que∫
Ω

u−1
h v dxdy =

∫
Ω

(u0 − µu1)v dxdy

et on a : ∫
Ω

uv dxdy =

∫
Ω

(
u√
2

)(
√

2v) dxdy

≤
∫

Ω

∣∣∣∣ u√2

∣∣∣∣ ∣∣∣√2v
∣∣∣ dxdy

≤ 1

4
‖u‖2 + ‖v‖2 (d’après l’inégalité de Young)

alors,pour tout v ∈ Vh,on prend v = u−1
h , on obtient :∥∥u−1

h

∥∥2
=

∫
Ω

u−1
h u−1

h dxdy

=

∫
Ω

u0u−1
h dxdy −

∫
Ω

µu1u
−1
h dxdy

≤ 1

4

∥∥u−1
h

∥∥2
+
∥∥u0
∥∥2

+
1

4

∥∥u−1
h

∥∥2
+ µ2 ‖u1‖2

≤ 1

2

∥∥u−1
h

∥∥2
+
[
(
∥∥u0
∥∥+ µ ‖u1‖)2 − 2µ

∥∥u0
∥∥ ‖u1‖

]
≤ 1

2

∥∥u−1
h

∥∥2
+ (
∥∥u0
∥∥+ µ ‖u1‖)2

donc ∥∥u−1
h

∥∥ ≤ C(
∥∥u0
∥∥+ µ ‖u1‖)

Théorème 3.1. le schéma discret par la méthode des élément finis est inconditionnellement stable,et
pour tout µ > 0et h > 0, on a :

‖unh‖ ≤ C
(∥∥u0

∥∥+ µ ‖u1‖
)

(3.9)

Démonstration. dans l’expression (3.8),on pose v = unh, on obtient :

(unh, u
n
h) + λa(unh, u

n
h) =

n−1∑
j=1

(−bj+1 + 2bj − bj−1)(un−j−1
h , unh) + bn(u0, unh) + (2b0 − b1)(un−1

h , unh)

− bn−1(u−1
h , unh) + λ(fn, unh)

alors

(unh, u
n
h) = ‖unh‖ ≤

n−1∑
j=1

(−bj+1 + 2bj − bj−1)(un−j−1
h , unh) + bn(u0, unh) + (2b0 − b1)(un−1

h , unh)

− bn−1(u−1
h , unh)

(3.10)
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en utilise la démonstration par récurrence
-pour n = 1

(u1
h, u

1
h) ≤ b1(u0, u1

h)− b0(u−1
h , u1

h) + (2b0 − b1)(u0, u1
h)

≤
∣∣b1(u0, u1

h)− b0(u−1
h , u1

h) + (2b0 − b1)(u0, u1
h)
∣∣

≤ b1

∥∥u0
∥∥∥∥u1

h

∥∥+ b0

∥∥u−1
h

∥∥∥∥u1
h

∥∥+ (2b0 − b1)
∥∥u0
∥∥∥∥u1

h

∥∥ (d’après l’inégalité de Cauchy Schwartz)

donc ∥∥u1
h

∥∥ ≤ b1

∥∥u0
∥∥+ b0

∥∥u−1
h

∥∥+ (2b0 − b1)
∥∥u0
∥∥

≤ 2b0

∥∥u0
∥∥+ b0

∥∥u−1
h

∥∥
≤ 2

∥∥u0
∥∥+ C(

∥∥u0
∥∥+ µ ‖u1‖)

≤ C(
∥∥u0
∥∥+ µ ‖u1‖)

-on suppose que ∥∥ukh∥∥ ≤ C
(∥∥u0

∥∥+ µ ‖u1‖
)

pour n = k, k > N

-on montre ça pour n = k + 1,i.e ∥∥uk+1
h

∥∥ ≤ C
(∥∥u0

∥∥+ µ ‖u1‖
)

dans l’équation (3.10),on pose v = uk+1
h ,on obtient

(uk+1
h , uk+1

h ) ≤
k∑
j=1

(−bj+1 + 2bj − bj−1)(uk−jh , uk+1
h ) + bk+1(u0, uk+1

h ) + (2b0 − b1)(ukh, u
k+1
h )− bk(u−1

h , uk+1
h )

≤
k∑
j=1

|(−bj+1 + 2bj − bj−1)|
∣∣∣(uk−jh , uk+1

h )
∣∣∣+ bk+1

∣∣(u0, uk+1
h )

∣∣+ (2b0 − b1)
∣∣(ukh, uk+1

h )
∣∣

− bk
∣∣(u−1

h , uk+1
h )

∣∣
≤

k∑
j=1

|(−bj+1 + 2bj − bj−1)|
∥∥∥uk−jh

∥∥∥∥∥uk+1
h

∥∥+ bk+1

∥∥u0
∥∥∥∥uk+1

h

∥∥+ (2b0 − b1)
∥∥ukh∥∥∥∥uk+1

h

∥∥
− bk

∥∥u−1
h

∥∥∥∥uk+1
h

∥∥
⇒
∥∥uk+1

h

∥∥ ≤ k∑
j=1

|(−bj+1 + 2bj − bj−1)|
∥∥∥uk−jh

∥∥∥+ bk+1

∥∥u0
∥∥+ (2b0 − b1)

∥∥ukh∥∥− bk ∥∥u−1
h

∥∥
comme bj > bj+1,donc

k∑
j=1

|(−bj+1 + 2bj − bj−1)| =
k∑
j=1

|(bj+1 − 2bj + bj−1)|

=
k∑
j=1

|bj+1 − bj + bj−1 − bj|

≤
k∑
j=1

|bj − bj+1|+
k∑
j=1

|bj−1 − bj|

= b0 + b1 − bk − bk+1
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par le lemme (3.1) et la propriété de récurrence, on obtient :

∥∥uk+1
h

∥∥ ≤ k∑
j=1

|(−bj+1 + 2bj − bj−1)| (C(
∥∥u0
∥∥+ µ ‖u1‖)) + bk+1(C(

∥∥u0
∥∥+ µ ‖u1‖))

+ (2b0 − b1)(C(
∥∥u0
∥∥+ µ ‖u1‖)) + bk(C(

∥∥u0
∥∥+ µ ‖u1‖))

≤ C

[
k∑
j=1

|(−bj+1 + 2bj − bj−1)|+ bk+1 + 2b0 − b1 + bk

]
(
∥∥u0
∥∥+ µ ‖u1‖)

≤ C(b0 + b1 − bk − bk+1 + 2b0 − b1 + bk + bk+1)(
∥∥u0
∥∥+ µ ‖u1‖)

≤ 3C(
∥∥u0
∥∥+ µ ‖u1‖)

alors ∥∥uk+1
h

∥∥ ≤ C(
∥∥u0
∥∥+ µ ‖u1‖)

Ce qui signifier que le schéma est stable

Théorème 3.2. soit un = u(x, y, tn) la solution exacte de (3.1) et unh la solution approchée du problème
discret par la méthode des éléments finis,on suppose que un ∈ L2(0, T,Hk+1(Ω)) ∩ L∞(0, T,Hk+1(Ω))
et untt ∈ L2(0, T, L2(Ω)) avec u0, u1 ∈ Hk+1(Ω),alors

‖un − unh‖ ≤ C
Tα−1

2− α

(
µ1−αhk+1 ‖u‖L∞(Hk+1(Ω)) + µ3−α

)
Démonstration. pour estimer l’erreur,premièrement on estime l’erreur on t = tn avec
n = 1, 2, ..., N ,on définie en = un − unh,donc,par la soustraction de (3.8) de(3.7), on trouve

(en, v) + λa(en, v) =
n−1∑
j=1

(−bj+1 + 2bj − bj−1)(en−j−1, v) + bn(e0, v)− bn−1(e−1, v) + (2b0 − b1)(en−1, v)

(3.11)

depuis,on montre que ‖e−1‖ =
∥∥u(x, y, t−1)− u−1

h

∥∥ ≤ C
(
hk+1 ‖u0‖k+1 + µ2

)
pour Un ∈ Vh, on définie φn et ϕnpar φn = un − Unetϕn = Un − unh, alors∥∥e−1

∥∥ =
∥∥u(x, y, t−1)− u−1

h

∥∥
=
∥∥u(x, y, t−1)− u−1 + u−1 − u−1

h

∥∥
=
∥∥ε−1 + u−1 − u−1

h

∥∥
=
∥∥ε−1 + u0 − µu1 − (u0 − µu1)h

∥∥
=
∥∥ε−1 + u0 − u0

h − µ(u1 − u0
th)
∥∥

=
∥∥ε−1 + u0 − U0 + U0 − u0

h − µ(u0
t − U0

t + U0
t − u0

th)
∥∥

=
∥∥ε−1 + φ0 + ϕ0 − µ(φ0

t + ϕ0
t )
∥∥

et par le lemme (3.1) ‖ε−1‖ ≤ Cµ2, et on a
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‖ϕo‖ = ‖ϕot‖ = 0,‖φ0‖ ≤ Chk+1 ‖u0‖hk+1 et ‖φ0
t‖ ≤ Chk+1 ‖u1‖hk+1 alors∥∥e−1

∥∥ ≤ ∥∥ε−1
∥∥+

∥∥φ0
∥∥+ µ

∥∥φ0
t

∥∥
≤ Cµ2 + Chk+1

∥∥u0
∥∥
Hk+1 + Cµhk+1

∥∥u1
∥∥
Hk+1

≤ C
[
hk+1

∥∥u0
∥∥
k+1

+ µ2
]

maintenant, on prend v = en dans (3.11), alors on a :

(en, en) + λa(en, en) =
n−1∑
j=1

(−bj+1 + 2bj − bj−1)(en−j−1, en) + bn(e0, en)− bn−1(e−1, en) + (2b0 − b1)(en−1, en)

⇒ ‖en‖2 ≤
n−1∑
j=1

|(−bj+1 + 2bj − bj−1)|
∣∣(en−j−1, en)

∣∣+ |bn|
∣∣(e0, en)

∣∣− |bn−1|
∣∣(e−1, en)

∣∣
+ |(2b0 − b1)|

∣∣(en−1, en)
∣∣

≤
n−1∑
j=1

|(−bj+1 + 2bj − bj−1)|
∥∥en−j−1

∥∥ ‖en‖+ bn
∥∥e0
∥∥ ‖en‖+ bn−1

∥∥e−1
∥∥ ‖en‖

+ (2b0 − b1)
∥∥en−1

∥∥ ‖en‖ (d’après l’inégalité de Cauchy shwartz)

⇒ ‖en‖ ≤
n−1∑
j=1

|(−bj+1 + 2bj − bj−1)|
∥∥en−j−1

∥∥+ bn
∥∥e0
∥∥+ bn−1

∥∥e−1
∥∥+ (2b0 − b1)

∥∥en−1
∥∥

≤
n−1∑
j=1

|(−bj+1 + 2bj − bj−1)|
∥∥en−j−1

∥∥+ (2b0 − b1)
∥∥en−1

∥∥+ Cbn−1(hk+1
∥∥u0
∥∥
Hk+1 + µ2)

comme ‖e0‖ = 0 et par la majoration de ‖e−1‖, on obtient :

‖en‖ ≤
n−1∑
j=1

|(−bj+1 + 2bj − bj−1)|
∥∥en−j−1

∥∥+ (2b0 − b1)
∥∥en−1

∥∥+ Cbn−1(hk+1 ‖u‖L∞(Hk+1) + µ2)

(3.12)

depuis, en utilisant la démonstration par récurrence pour montre que

‖en‖ ≤ Cb−1
n−1

(
hk+1 ‖u‖L∞(Hk+1(Ω)) + µ2

)
(3.13)

on remplacent n = 1 dans (3.12), on obtient :∥∥e1
∥∥ ≤ C

(
hk+1b0 ‖u‖L∞(Hk+1(Ω)) + µ2

)
= Cb−1

0

(
hk+1 ‖u‖L∞(Hk+1(Ω)) + µ2

)
on suppose que l’inégalité (3.13) est vrai pour n = J , c’est à dire∥∥eJ∥∥ ≤ Cb−1

J−1

(
hk+1 ‖u‖L∞(Hk+1(Ω)) + µ2

)
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et on montre cette inégalité pour n = J + 1∥∥eJ+1
∥∥ ≤ Cb−1

J

(
hk+1 ‖u‖L∞(Hk+1(Ω)) + µ2

)
on sait que b−1

j < b−1
j+1 et 0 ≤ bj ≤ 1 pour tout j ≥ 0, donc, on a

∥∥eJ+1
∥∥ ≤ [ J∑

j=1

|bj+1 − 2bj + bj−1|
∥∥eJ−j∥∥+ (2b0 − b1)

∥∥eJ∥∥+ CbJ

(
hk+1 ‖u‖L∞(Hk+1(Ω)) + µ2

)]

≤ Cb−1
J−j−1

J∑
j=1

|(−bj+1 + 2bj − bj−1)|
(
hk+1 ‖u‖L∞(Hk+1(Ω)) + µ2

)
+ Cb−1

J−1(2b0 − b1)
(
hk+1 ‖u‖L∞(Hk+1(Ω)) + µ2

)
+ CbJ

(
hk+1 ‖u‖L∞(Hk+1(Ω)) + µ2

)
≤ C

[
J∑
j=1

|(−bj+1 + 2bj − bj−1)| b−1
J−j−1 + (2b0 − b1)b−1

J−1 + bJ

]
×
(
hk+1 ‖u‖L∞(Hk+1(Ω)) + µ2

)
≤ C

[
J∑
j=1

|(−bj+1 + 2bj − bj−1)| b−1
J−j−1 + (2b0 − b1)b−1

J−1 + b−1
J

]
×
(
hk+1 ‖u‖L∞(Hk+1(Ω)) + µ2

)
≤ C

[
J∑
j=1

|(−bj+1 + 2bj − bj−1)|+ 2b0 − b1 + b0

]
b−1
J ×

(
hk+1 ‖u‖L∞(Hk+1(Ω)) + µ2

)
≤ C (b0 + b1 − bJ − bJ+1 + 2b0 − b1 + b0) b−1

J ×
(
hk+1 ‖u‖L∞(Hk+1(Ω)) + µ2

)
≤ 4Cb0b

−1
J ×

(
hk+1 ‖u‖L∞(Hk+1(Ω)) + µ2

)
⇒
∥∥eJ+1

∥∥ ≤ Cb−1
J

(
hk+1 ‖u‖L∞(Hk+1(Ω)) + µ2

)
et on a n1−αb−1

n−1 →
1

2− α
lorsque n→∞, donc

b−1
n−1 = n1−αb−1

n−1n
α−1µα−1µ1−α ≤ Tα−1

2− α
µ1−α

on remplace cette dernier dans (3.13) on obtient

‖un − unh‖ ≤ C
Tα−1

2− α

(
µ1−αhk+1 ‖u‖L∞(Hk+1(Ω)) + µ3−α

)

ce que signifier que l’affirmation du théorème est toujours valide
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3.2.4 Résolution numérique par FreeFem++

real x0=0, x1=pi;
real y0=0, y1=pi;
real alpha=1.75;
real t1=0.05;
real mu=0.05;
real lampda=0.09;
int n=20;
int m=20;
int T=1;
mesh Th1=square(n,m,[x0+(x1-x0)*x,y0+(y1-y0)*y]);
plot(Th1,wait=1);
////////////
border a(t=0,1){x=t;y=0;label=1;};
border b(t=0,1){x=1;y=t;label=2;};
border c(t=0,1){x=1-t;y=1;label=3;};
border d(t=0,1){x=0;y=1-t;label=4;};
//plot(a(1)+b(2)+c(3)+d(4),wait=1);
mesh Th2=buildmesh(a(10)+b(10)+c(10)+d(10));
//plot(Th2,wait=1);
//espace d’approximation
fespace Vh(Th1,P1);
Vh u,v;
func f=((16.59/2)*t1^2+2*t1^(2+alpha))*sin(x)*sin(y);
func u0=0;
func u1=0;
problem pbdirect(u,v,solver=Cholesky)=int2d(Th1)(u*v+lampda*dx(u)*dx(v)
+lampda* dy(u)*dy(v))-int2d(Th1)(f*v-u0*v-mu*u1*v)
+on(1,2,3,4,u=0);
// Résoudre le problème
pbdirect;
// Affichage
plot(u,wait=1);
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3.2.5 Exemple numérique

Dans cette section, nous avons implémente notre méthode dans R2 sur un exemple qui sup-
porte l’analyse numérique

Exemple 3.1. Soit u : ] 0,Π ]2 × ] 0, 1 ] solution du problème suivant :


cDα0+u(x, y, t) = ∂2u(x,y,t)

∂x2
+ ∂2u(x,y,t)

∂y2
+

(
Γ(3 + α)

2
t2 + 2t2+α

)
sin(x)sin(y), α = 1.75

u(x, y, 0) = 0 ut(x, y, 0) = 0

u(x, y, t) = 0 (x, y, t) ∈ ∂Ω× ] 0, 1 ]

La solution exacte de ce problème est

u(x, y, t) = t2+αsin(x)sin(y)

En utilisant Freefem nous avons représente la solution numérique et la solution exacte de ce
problème au temps t = 0.05, avec M = 20 et N = 20.
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FIGURE 3.1 – solution exacte et solution approché en 2D

FIGURE 3.2 – solution approchée en 3D
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons étudié un problème d’évolution bidimensionnel pour une
équation d’onde fractionnaire de Caputo en temps avec les conditions aux limites de Dirichlet.

Ce travail se déroule en deux étapes :

3 Étude analytique et numérique du problème d’évolution unidimensionnel :nous
avons calculé la solution analytique de l’équation (2.1) avec des conditions initiales et des
conditions aux limites de Dirichlet, en utilisant les transformées de Laplace et de Fourier.
Cette solution analytique est exprimée par des fonctions de type Mittag-Leffler.Pour la
solution numérique,nous avons utilisé la méthode des éléments finis pour le variable
d’espace x et la méthode des différences finis pour le variable de temps t et un exemple
numérique à présentés .

3 Étude numérique du problème d’évolution bidimensionnel : nous avons introduit la
méthode des éléments finis sur les variables d’espaces x et y pour le problème d’évolu-
tion bidimensionnel pour une équation d’onde fractionnaire en temps (3.1)-(3.3),la stabi-
lité numérique et la convergence sont prouvées par récurrence,et un exemple numérique
est présenté pour montrer l’efficacité de cette approximation.

Comme perspectives, nous avons prévu les projets de recherches suivants :

+ Analyse mathématique et numérique d’un problème d’onde fractionnaire en temps dans
un domaine hétérogène :

cDα0+u (x, y, t) = div (a(x, y)∇u(x, y, t)) + f (x, y, t) ,

+ Condition initiale,
+Conditions aux limites.

Où a et f sont des fonctions données et 1 < α < 2.

+ Analyse mathématique et numérique d’un problème d’onde fractionnaire en espace et en
temps suivant : 

cDαt u (x, y, t) =c Dβxu (x, t) + f (x, y, t) ,

+ Condition initiale,
+Conditions aux limites.

Où a et f sont des fonctions données et 1 < α, β < 2
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D ans ce mémoire, nous avons étudié analytiquement et numériquement d’un problème d’évolution
pour une équation d’onde fractionnaire en dimension un et en dimension deux. Nous avons uti-

lisé la méthode des éléments finis pour les variables d’espace et la méthode des différences finies pour
la variable du temps. En se basant sur les transformées de Laplace et de Fourier, nous avons calculé la
solution analytique pour le problème unidimensionnel. La stabilité et la convergence du problème dis-
cret total à été démontré par récurrence. Nous avons proposé deux algorithmes pour les deux problèmes
considérés et deux exemples numériques sont présenté et avec l’utilisation de Matlab et Freefem++, nous
avons validé l’efficacité de ces algorithmes..

Mots-Clés : Calcul fractionnaire, Équation d’onde fractionnaire, Méthode des éléments finis, Méthodes
des différence finis.

I n this work, we have studied analytically and numerically an evolution problem for a fractional wave
equation in dimension one and in dimension two with Dirichlet boundary condition. We used the

finite element method for the space variables and the finite difference method for the time variable. Ba-
sed on the Laplace and Fourier transforms, we calculated the analytical solution for the one-dimensional
problem. The stability and convergence of the total discrete problem has been demonstrated by induc-
tion. We proposed two algorithms for the two problems considered and two numerical examples are
presented and with the use of Matlab and Freefem ++, we validated the efficiency of these algorithms..

Keywords : Fractional calculus, Fractional wave equation, Finite element method, Finite difference
method.
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