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Résumé

@ ans ce mémoire, nous avons étudié analytiquement et numériquement d’un probleme d’évolution
pour une équation d’onde fractionnaire en dimension un et en dimension deux. Nous avons uti-
lisé la méthode des éléments finis pour les variables d’espace et la méthode des différences finies pour
la variable du temps. En se basant sur les transformées de Laplace et de Fourier, nous avons calculé la
solution analytique pour le probleme unidimensionnel. La stabilité et la convergence du probléeme dis-
cret total a été démontré par récurrence. Nous avons proposé deux algorithmes pour les deux problémes
considérés et deux exemples numériques sont présenté et avec "utilisation de Matlab et Freefem++, nous
avons validé l'efficacité de ces algorithmes.

Mots-Clés : Calcul fractionnaire, Equation d’onde fractionnaire, Méthode des éléments finis, Méthodes
des différence finis.

U n this work, we have studied analytically and numerically an evolution problem for a fractional wave
equation in dimension one and in dimension two with Dirichlet boundary condition. We used the
finite element method for the space variables and the finite difference method for the time variable. Ba-
sed on the Laplace and Fourier transforms, we calculated the analytical solution for the one-dimensional
problem. The stability and convergence of the total discrete problem has been demonstrated by induc-
tion. We proposed two algorithms for the two problems considered and two numerical examples are
presented and with the use of Matlab and Freefem ++, we validated the efficiency of these algorithms.

Keywords : Fractional calculus, Fractional wave equation, Finite element method, Finite difference
method.

1ii



Table des matiéres

1.1 Fonctionsspéciales . . . ... ... .. .. ... . o o oo
LTI Fonction Gammal . . . -« v v v v v e e e
[1.1.2 Fonction Bétal . . . . . . . . . . . e

1.2 Intégrales fractionnaires au sens de Riemann-Liouvillef . . . ... ... ... ...

1. Dérivées fractionnair n Riemann-Li llel . . ...

1.4 Dérivées fractionnaires ausensde Caputo|. . . . . . ... ... ... ... ....

1.5 Transformationde Laplace[. . . . . ... ... ... .. ... ... o0 00,

1.6 Transformationde Fourier . . . . . . . . . . . . 0 e e
1.6.1 Transformation inus-Fourier finil . . . . ... ... ... ... ......

1.7 Fonction Mittag-Leftler| . . . . . ... .. ... ... ... o 0000

1.8 Généralité sur les matrices|. . . . . . . . . .

(1.9 Les normes vectorielles et matricielles| . . . . .. ... ... ... ...
[1.9.1 Normes vectorielles| . . . . . . . . . .
1.9.2 rmes matricielles| . . . . . . . ... ...

[1.10 Schéma de différences finies| . . . . . . . . . . . . . . . ...
(1.10.1 Stabilité et convergencel . . . . .. ... ... .. ... oL

2 Probléeme d’évolution unidimensionnel pour une équation d’onde fractionnaire|

RI Positionduprobleme|. . . .. ... ...
2.2 Résolution analytique]. . . . .. ......... ... . ... ...,
2. oth cléments finis| . . . . ... Lo
2.3.1 Formulation variationnelle du probleme| . . . .. ..............
2 Probleme semi-discretl . . . . .. ... ... ... . . oL
233 Problemediscrettotalel. . . .. ....... ... ... 0L
34 Algorithme| . . ... ... ... ... .
235 Exemple numérique| . . .. .. ... ... L

3 Probleme d’évolution bidimensionnel pour une équation d’onde fractionnaire
BI Positionduprobleme|. . . ... ... ... ...
2 cth clément finis| . . . . ..o
B.2.1 Formulation variationnelle du probleme| . . . . ... .. ..........
B2.2 Problemediscrettotalel . . . . ... ... ... ... L
3.2.3 Stabilité et convergence| . . . ... ... oo
B.2.4 Résolution numérique par FreeFem++. . . . .. ... ... ... ... ..
B.25 Exemple numérique| . . . . ... ... L Lo

v



Table des figures

2.1 solution exacteetapproché| . .. ... .. ... ... ... ... .. .0 L. 35
B.1 solution exacte et solution approchéen?2D| . ... ... ............... 46
B.2 solution approchéeen3D]| . . . .. ... ... ... L L 46




Introduction générale

@ ans ce mémoire, nous considérons le probleme d’évolution pour une équation d’onde frac-
tionnaire en temps suivant :

“Du (z,t) = Au(z,t) + f (z,t) dansQ x ]0,T[,

u(z,t) =0 sur 002 x 10, 7|, 1)
u(z,0) =ug () dans €,
u (x,0) = uy (2) dans €,

ou 2 C RYd = 1,2) est un segment ouvert ou un polygone, ug, u; et f sont des fonctions
données. Ici u; est la dérivée de u par rapport a la variable de temps ¢, et “D§ est I'opérateur
différentiel fractionnaire de Caputo d’ordre 1 < o < 2 défini par :

1 t 2
Dy (x,t) = m/o (t—s) %d& 0<t<T,
ouI' (-) est la fonction Gamma d’Euler.

Au cours des deux dernieres décennies, les méthodes numériques pour 1'équation d’onde
fractionnaire en temps est un domaine de recherche actif. La principale différence de ces mé-
thodes numériques est de savoir comment discrétiser les dérivées fractionnaires. Jusqu'a pré-
sent, il existe trois approches pour discrétiser la dérivée fractionnaire : la méthode des diffé-
rences finies, la méthode spectrale et la méthode des éléments finis.

Pour la premiere classe d’algorithmes qui utilisent la méthode des différences finies pour
discrétiser la dérivée fractionnaire, voir [7,9,15,17, 25|27, 28]. Ces algorithmes sont faciles a
mettre en ceuvre, mais sont généralement de faible précision en temps.

Pour la deuxiéme classe d’algorithmes qui utilisent la méthode spectrale pour discrétiser
la dérivée fractionnaire, voir [12}13}26,[29-31]. Ces algorithmes ont une précision élevée si la
solution est suffisamment réguliere. Etant donné que la singularité est une caractéristique im-
portante des probléemes d’onde fractionnaire dans le temps, la précision d’ordre élevé de ces
algorithmes est limitée. En outre, les algorithmes conduisent souvent a des systémes denses a
grande échelle a résoudre.

Pour la troisiéme classe d’algorithmes qui utilisent la méthode des éléments finis pour dis-
crétiser la dérivée fractionnaire, voir [18-22]]. Semblable a la premieére classe d’algorithmes, les
systémes discrets issus de ces algorithmes sont résolus successivement par rapport au temps.
De plus, ces algorithmes possedent une précision d’ordre élevée, et si la solution présente une
singularité, ces algorithmes peuvent également avoir une précision d’ordre élevée en utilisant
des grilles graduées dans la discrétisation temporelle.

En raison de la propriété non locale de la dérivée fractionnaire, les informations historiques
doivent étre stockées pour calculer la solution a chaque étape. Par conséquent, le cofit de sto-
ckage et de calcul pour résoudre un probleme d’onde fractionnaire en temps est nettement plus
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cher que celui pour résoudre un probleme d’onde standard. Une idée naturelle est de dévelop-
per des algorithmes de précision temporelle d’ordre élevée. Cependant, il est bien connu que les
problémes d’ondes fractionnaires dans le temps ont généralement une singularité a ¢ = 0, mal-
gré la régularité des données initiales et aux limites. Cela rend plus difficile le développement
d’algorithmes de précision d’ordre élevée. Comme mentionné précédemment, les méthodes de
différences finies n’ont généralement qu'une faible précision temporelle. En outre, la précision
d’ordre élevée de la méthode spectrale est limitée par la singularité des problemes d’ondes frac-
tionnaires dans le temps. Cela, nous motive a développer des méthodes de précision d’ordre
élevé qui peuvent également aborder la singularité a ¢t = 0.

Dans ce mémoire, nous présentons une étude analytique et numérique pour le probleme (1).
Nous utilisons la méthode des éléments finis pour les variables d’espace = et la méthode des
différences finies pour la variable du temps ¢.

Ce mémoire se décompose en trois chapitres de la maniére suivante : dans le premier cha-
pitre, nous avons présenté certaines théories de base de calcul fractionnaire. Nous avons donné
les définitions des fonctions Gamma et Béta, les intégrales et les dérivées fractionnaires au sens
de Riemann-Liouville et de Caputo, ainsi que les transformations de Laplace et de Fourier. De
plus, nous avons donne un rappel sur la méthode des différences finis et I'interpolation linéaire
de Lagrange.

Dans le deuxieme chapitre, nous avons calculé la solution analytique du probleme (1) pour
d = 1 par l'utilisation les transformées de Laplace et de Fourier. Pour la solution numérique,
nous avons utilisé la méthode des éléments finis pour le variable d’espace = et la méthode
des différences finis pour le variable de temps ¢ et un exemple numérique traité par Matlab a
présentés .

Le dernier chapitre, basé sur I'étude numérique du probleme (1) pour d = 2 par la méthode
des éléments finis et la méthode des différences finis. La stabilité et la convergence sont dé-
montrées par récurrence et un exemple numérique traité par FreeFem++ a été présenté pour
montrer 'efficacité de cette méthode.

On termine ce mémoire par une conclusion et quelques perspectives.
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CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES SUR LE CALCUL
FRACTIONNAIRE

@ ans ce chapitre, nous avons parlé par certains théories de base du calcul fractionnaire.
Nous donnons des définitions de quelques fonctions spéciales ( Gamma, Béta et Mittag-
Leffler ), ensuite nous présentons les intégrales et les dérivées fractionnaire ( au sens de
Riemann-Liouville et de Caputo ), ainsi que les transformations de Laplace et de Fourier et
ce chapitre contient des définitions élémentaires sur les matrices avec la définition du 1'une
des méthodes utilisées dans la résolution des équations aux dérivées partielles "la méthode des
différences finies".



1.1. FONCTIONS SPECIALES 9

1.1 Fonctions spéciales

1.1.1 Fonction Gamma

Définition 1.1. ( [23]]). On appelle fonction Gamma, la fonction définie par

—+00
['(z) = / t*"letdt ou z € C et Re(z) > 0.
0

Propriétés 1.1. Nous avons les propriétés suivantes

1. T'(z+1) = z2I(2).
2.T(n+1)=(n)! ,neN.

3. F(n+1):M ,n € N.

2 4nn|
Remarque 1.1. La détermination de la fonction Gamma pour les valeur négatifs non entier par

I'(z+1)

la formule I'(z) = et la transition d’un intervalle & une autre (—1,0), (=2, —1)....

la fonction Gamma n’existe pas pour les valeur négatifs entiers.

1 1
Exemple 1.1. Soit z = 5 pour calculer I' <§> on utilise une changement de variable on pose

que t = 72, on obtient

() fe
g

=2 / e dr (d’apres I'intégrale de Gauss)
0

(9

_ /7

1.1.2 Fonction Béta

Définition 1.2. ( [23]). La fonction Béta est un type d’intégrale d’Euler définie pour tout com-
plexes z et w par :

1
B(z,w) :/ N1 — ) dt, Re(z) >0 et Re(w) > 0.
0
Proposition 1.1. la relation entre la fonction Gamma et Béta donnée par

pour tout z,w € C avec Re(z) > 0, Re(w) > 0ona

I'(z).T(w)

B(z,w) = Tetuw)

AMROUNE B. Probleme d’évolution bidimensionnel pour une équation d’onde fractionnaire



1.1. FONCTIONS SPECIALES 10

Démonstration. Soit D =]0, +00[x]0, +0o0[, on a

()0 (w) = ( /0 - ¥ e dx) ( /O m y“leV dy)

+00 +00
= / / 27 Ly e ) dady.
0 0

En utilisant le changement de variable suivant :

uU=x+y T = uv
. =
{sz—ﬂ, {yzu(l—?f)>

et

(% u

a(w,v) ’(1 —v) —u

= —uv —u(l —v) = —u.

De méme que le domaine D’ correspondante a D dans les cordonnées u, v est
D' ={(u,v)/u>0,0<v<1}.

Alors,
D D’

— // (u)erwflefl(l . U)wflefu du d’U

+oo 1
— / / (u>z+w—1vz—1(1 _ U)w_le_u du dv
0 0

_ ( /0 T @yt du) ( /0 (1 = et dv)

=I'(z +w).B(z,w).
Par conséquent, on a

['(z).T(w)

B(z,w) = Ttw)

AMROUNE B. Probléme d’évolution bidimensionnel pour une équation d’onde fractionnaire



1.2. INTEGRALES FRACTIONNAIRES AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE 11

1.2 Intégrales fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Soient ) = [a,b] avec (—oo < a < b < +00) un intervalle fini sur R et f € L'([a,b]) une
fonction intégrable sur 2, nous avons

lbﬂﬂz/mﬂﬂ%

L'itération de (I}, f) permet d’obtenir la primitive seconde de f qui s’annule en a et dont la
dérivée s’annule en a, De plus on a

[2+f(33) = I;+([i+f(33))

= /j I f(t)dt

:/az(/:f(s)ds> dt,

on pose g(t) = [ f(s)ds, d’apres l'intégrale par partie. Nous avons :

<%ﬂ@=PAV®$E—L%WMt
:x/:f(s)ds—/:tf(t)dt

—m/:f(t)dt—/:tf(t)dt

_ /w(x—t)f(t) dt.

Donc, pour n"¢ itération , on obtient :

1 f@) = gy [ =0

(n—1

cette formule est appelée formule de Cauchy, et d’apres la propriété de Gamma I'(n) = (n — 1)!
Nn € N* , nous avons

0@ = s [ @0

Définition 1.3. ( [10,24]). Soient 2 = [a,b] avec (—o0o < a < b < +00) un intervalle fini sur R et
f € L'(]a,b]) une fonction intégrable sur R

AMROUNE B. Probléme d’évolution bidimensionnel pour une équation d’onde fractionnaire



1.2. INTEGRALES FRACTIONNAIRES AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE 12

Les intégrales

I f(x) = F(la) / ; / %ﬁ_a dt x> a,Re(a) > 0. (11)
b
LY f(x) = T (1a) /w T _f:))l—a dt ,x <b,Re(a) > 0. (1.2)

Sont appelés les intégrales fractionnaires a gauche (a droite) de Riemann-Liouville
d’ordre a € C (Re(a) > 0) respectivement.

Exemple 1.2. Soit f(z) = (r —a)”' ona

1 * o _
[3+f($) = m/a (iU — t) ! (t — a)ﬁ ! dt.
Avec le changement de variable t = a + s(z — a), nous avons :

t=a< s5s=0,
t=x&s=1,
dt = (x — a)ds.

Dong, avec la définition de la fonction Béta , on obtient :

a . 1 et p-1 /1 B—1 a1
I f(x) = (o) (x —a) i s (1 —s) ds
_ B (57 04) a+p-1
= Do) (x —a) )
En utilisant Proposition (1.1)), on obtient :
o o F(B) _Na+p-1
]a+f(m) - F(ﬁ + Oé) (‘T CL) .

Remarque 1.2. L'intégrale d"une fonction constante au sens de Riemann-Liouville d’ordre o > 0
est donnée par

12 () = (e—a)® et L))

|
—~
|
8
~—
Q

I'(a+1)
f(x)=C€eR.

Proposition 1.2. ( [24, page34]). Soient f € C([a,b]) et Re(a) > 0,Re(f8) > 0. Les intégrales
fractionnaires de Riemann Liouville posseéde les propriétés suivantes

1. 1§’+If+f($) = [f+lg+f($) = [;)fﬁf(x)
2. I8 00 fla) = 1012 f(x) = I2T £ ().

AMROUNE B. Probléme d’évolution bidimensionnel pour une équation d’onde fractionnaire



1.3. DERIVEES FRACTIONNAIRES AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE 13

1.3 Dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville
Définition 1.4. ( [10, page70]). Soit f € L*([a,b]) une fonction intégrable sur [a, b]. Les dérivées

fractionnaires au sens de Riemann-Liouville D2, f(x) et Dy f(z) d’ordre o € C, Re(«r) > 0, sont
définies par

Drf o= (o) (azse)

n (1.3)
1 d T f(t)dt
- (= ——— n= L;
o () [ e o el e
et
(67 d " n—«x
Di-f (@) === (L"f(@)
n (1.4)
1 d bof(t)dt
— = L p= 1; b.
T(n—a) ( dx) /x (= gy " e(o)) Tl e <
Respectivement, ol [Re(«)] est la partie entiere de Re(«).
Propriétés 1.2. Soient o, 5 € C avec Re(a), Re(5) > 0 et a,b € R. Nous avons :
_ I'(8) —a—1
. Doc _ B-1 — _ B—a
1 at ('T (I) F(B . a) (.% CL) )
- L'(5) a1
2.D* (b—a) = 2 (b—x) .
Propriétés 1.3. 1. Toutes ces dérivées coincident avec les dérivées usuelles pour les ordre
entiers
m _ f(m)
Vm c N*, IDZ:L‘Ff (‘T) f T(nx)(;n)
Dp f (2) = (~1)" ) ().

2. Si0 < a<1l,alorsn = [a]+1=1.Dongc,[L.3| et [1.4devient
1 d [* f(t)dt
R s

I'(1—a)de ), (x—1)*
N =14 [P f)at
Dbf(x)——ru_@)%/m (t—m)a’x<b'

3.Si 8 =1et0 < Re(a) < 1, alors la dérivée au sens de Riemann Liouville d"une fonction
constante en générale n’est pas nulle

(x—a) "
['l—a)

(b—z)"
r'l—-a)

« —
a*l_

et Dy 1=

4. Pour toutj =1,2,...,n = [Re(a)] + 1 avec Re (o) > 0, nous avons

o (z— a)aij =Dy~ (b— x)aij =0.

AMROUNE B. Probléme d’évolution bidimensionnel pour une équation d’onde fractionnaire



1.4. DERIVEES FRACTIONNAIRES AU SENS DE CAPUTO 14

1.4 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Définition 1.5. ( [10]). Soient « € C avec n = [Re(a)]+ 1 et f : [a,b] — C une fonction
telle que f™ € L!([a,b]). Les dérivées fractionnaires d’ordre o de f au sens de Caputo sont
définies par

z  r(n)
CDng (ZE) = [:Ia (n) (x) — = (nl_ a) / (wf_ t<)ta)gt+1’ (1.5)
et
—_1\? b (n)
DS (@) = (1) I=" " (z) = r Enl—) ) / (tf— xgi)cfil (6

Proposition 1.3. ( [10]). Les relations entre les dérivées au sens de Caputo (1.5), (1.6)) et les dérivées au
sens de Riemann-Liouville (1.3), (1.4) sont données par :

n—1 (k) a
Dy f(x) = D <f<x>— o )<x—a>’f), 17)
k=0
et
n—1 (k) a
Dy fx) =i <f @ -3 )<b—x>’“>. 18)
k=0 ’

On remarque que si f*)(a) =0 pour k=0,1,....,n — 1 alors

D, f(2) = D3 f (2) et ODy f(a) = Dy f ().

1.5 Transformation de Laplace

Définition 1.6. ( [1, page 5]). Soit f € L' (R) une fonction intégrable sur R. la transformée de
Laplace est définie par :

L{f() / F(t)etdt, (1.9)

ou s est la variable de transformation .
-La transformée Laplace inverse est réalisée selon la formule Fourier Mellin

1 c+i00
O R e AL (1.10)
ol ¢ est un nombre fixe.

Propriétés 1.4. (voir [1, page 7]). Nous avons les propriétés suivantes :

1. La transformée de Laplace pour la dérivée de Riemann-Liouville est

LA{Dg f(t)} =s"f"(s) — mX_: DE™f(0T)s™ 1 ottm —1 < a < m.
k=0

AMROUNE B. Probléme d’évolution bidimensionnel pour une équation d’onde fractionnaire



1.6. TRANSFORMATION DE FOURIER 15

2. La transformée de Laplace pour la dérivée de Caputo est

m—1
LD f()} =sf" = fB0M)s* " otm—1<a<m. (1.11)

k=0

— Le théoreme de convolution, Souvent utilisé pour l'inversion de la transformée Laplace
est donnée par :

LU ()97 (5)} = /ft—T
—/g(t—T)f(T)dT.

0

(1.12)

1.6 Transformation de Fourier

1.6.1 Transformation de sinus-Fourier fini

Définition 1.7. ([1, page 13]). La transformée de sinus-Fourier fini est la reformulation pratique
de série sinus-Fourier dans le domaine 0 < 2 < L

FUf) = fie) = [ @sintres, (113)
et
*{ } %ki () sin(z€r), (1.14)
o gk:k% k=123, .

— La transformée sinus-Fourier fini pour la dérivée seconde d"une fonction est

d {%} = =G (&) + & [£(0) — (=D)FF )] (1.15)

1.7 Fonction Mittag-Leffler

Définition 1.8. ( [1, page 24]). La fonction Mittag-Leffler est définie par

Zk:

I(ak+1)

NE

E.(z) = a0, z>0

e
Il
<)

La fonction généralisée Mittag-Leffler avec deux parameétres aet /3 est définie par

; 0 0.
Zfak—i-ﬂ ar0, 5>

k=0

AMROUNE B. Probléme d’évolution bidimensionnel pour une équation d’onde fractionnaire



1.8. GENERALITE SUR LES MATRICES 16

— Le role essentiel de la fonction Mittag-Leffler est trouvé dans le calcul de la transforma-
tion inverse de Laplace suivant

a—f
-1 S __18-1 «
—— ¢ =t" B, p(—0t). 1.16
L { o b} #(—bt%) (1.16)
Propriétés 1.5. (voir [1, page 27]).Nous distinguons les trois cas suivants :

1. Pourg =1

a—1
s
= —bt® 1.17
e - (1.17)
2. Pour =2
L g e (1.18)
seppf T '
3. Pour f = «
Pl P G (1.19)
s¢+b ’

1.8 Généralité sur les matrices

Définition 1.9. ([5]]). Soit m, n € N. Une matrice de type (m,n) sur K est un tableau de scalaires
(réels ou complexes) a m lignes et n colonnes

ap; a2 Q1n
21 Q22 Q2n
A= .
Am1 Am2 - Omp
Nous utilisons les abréviations suivantes , A = (a;;) aveci =1,....,metj=1,...,net A, (K)

I’ensemble des matrices (m,n) sur K

Définition 1.10. ([5]). Soit A € .#,,, (K), la transposée de A notée AT, est la matrice de .#,,,, (K)
définie par

(AT)Z.J.:Aj,»pourtouti:1,...,netj:1,...,m,

Si AT = A on dit que A est symétrique .
Soit A une matrice carrée, A € ./, (K) de coefficients a;; € K pour touti,j =1,...,n.

Définition 1.11. ( [5]). On dit que A est inversible s’il existe une matrice B de taille n telle que

AB=BA=1,,

La matrice B est appelle inverse de A et noté A™*

AMROUNE B. Probléme d’évolution bidimensionnel pour une équation d’onde fractionnaire
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Définition 1.12. ([5]). On dit que A est tridiagonale si a;; = 0, pour tout 4, j tels que |i — j| > 2,
i.e., siles seuls coefficients non nuls sont les coefficients diagonaux , ceux juste au-dessus de la
diagonale , et ceux juste en-dessous de la diagonale

Définition 1.13. ( [5]]). On dit que A est a diagonale strictement dominante par ligne si

n

]aii\ > Z ]aij], avecl <1 <n.

j=1,5#
a1 a12 O
21 @22 '
A=

Ap—1n

O Apn—1 Qpn

Théoréme 1.1. ( [5]]). Une matrice a diagonale strictement dominante par ligne est inversible .

Démonstration. On doit montrer que
Ar =0=2=0.

Soit z = (z1,...,7,)" etk unindice telle que |z}| = ||z|,. Alors,

n

Ar =0 = app.xp = — E ak;-Tj
=Lk

n

= lare ol < D0 larg] - |1
J=Lik

n

= Jame] Nzl < D lagl - llzll
j=1,j#k

n

= | lawl = Y lagl | -l <0
J=1#k

~
>0

[

= [lzll <0

=z =0.

]

AMROUNE B. Probléme d’évolution bidimensionnel pour une équation d’onde fractionnaire



1.9. LES NORMES VECTORIELLES ET MATRICIELLES 18

1.9 Les normes vectorielles et matricielles

IdK=RouC.

1.9.1 Normes vectorielles

Définition 1.14. ( [5]). Une norme sur K" est un application ||.|| : K* — R* telle que
1. ||z|| = 0 équivalente z = 0,,, pour tout z € K",
2. || Az|| = |Al||z]], pour tout z,y € K", pour tout A € K",
3. |l +yll < |lz|| + |ly||, pour tout z,y € K" (Inégalité triangulaire ).

On défini la p-norme , pour 1 < p < +o0

1

n P

e, = (ZI%I’”) :
i=1

Les normes les plus usuelles sont

1. Lanorme:

n
lzlly = fail.
i=1

1
n 2
2
[ z] = <Z|xi| ) :
i=1

] = ma fai].

2. La norme (norme euclidienne ) :

3. La norme (norme de sup) :

1.9.2 Normes matricielles
A partir de normes vectorielles, on définit les trois normes matricielles subordonnées

-l 1Ml et 1]l > si A € A (K),

[ Az||,
| All, = sup = sup [Azl],,
w20 [zl ey =1

oup=1,2 ouocc.

Proposition 1.4. Pour chacune de ces trois normes, on a pour toutes A et B € #, (K) et pour tout

r € R™

[AB[| < [[All - 1B
et

[Az]| < [|A[}- [l
ot [|.[[ = 1[-lly ot [-lly ot |[-llc-

AMROUNE B. Probléme d’évolution bidimensionnel pour une équation d’onde fractionnaire
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Remarque 1.3. Si A € .#, (K) alors,

n
[All; = max Z |ail

1<j<n

[A]l o = max ZI%I,

1<i<n

1Al = p(ATA)-

1.10 Schéma de différences finies

Définition 1.15. Un maillage est un ensemble des points isoles (appelles noeuds) situes dans
le domaine de définition des fonctions assujetties aux équations aux dérivées partielles. On
appelle pas de maillage la distance entre deux nceuds voisins.

Définition 1.16. (voir [?]). Soit u (z) représenté une fonction d’un variable, les schémas de dif-
térences finies sont obtenus grace aux formule de Taylor d’ordre un.

u(x+h)=h(z)+hu (z) +o(h). (1.20)

Formules de Taylor d’ordre 02

2

u(z+h)=h(z)+h (z) + 2|u "(z) +o(h?). (1.21)
En un point = € [I, L] et pour une valeur & de pas du discrétisation donne par L ]G l,
approximation avant
i (z) = LEF ’2_“(”’”) +o(h), (1.22)
approximation arriéré
i (z) = L) = Z(x M o), (1.23)
approximation centre
i () = BEEN —ul@=h) g (1.24)

2h
et si passant sur (1.21)),(1.24) nous obtenons

i () = u(x + h) — 212(2@ +u(z — h) +o(h?),
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1.10.1 Stabilité et convergence

Un certain nombre de notion est nécessaire lors de la résolution d’équations aux dérivées
partielles au moyen de leurs équivalentes discrétises . Les deux principales sont la stabilité et
la convergence

Définition 1.17. ( [2]). Un schéma aux différence finie est dite stable pour la norme ||.||_, s'il
existe une constante C' > 0 indépendante de pas de maillage , telle que

Ju"[|, < C||u°||, . pour toutn >0,

quelle que soit la donnée initiale u°.

Définition 1.18. (Erreur de troncature) ( [8]). On appelle erreur de troncature la quantité ob-
tenue en remplacant I'inconnue par la solution exacte dans le schéma numérique , que nous
désignons par R;.

Proposition 1.5. ( [?]). Soit u; l'approximation de la solution exacte u(x;), il est naturel d’utiliser les
erreurs ponctuelles u; — u(z;). Si on pose U le vecteur des valeurs exactes et U le vecteur des valeurs
discretes, alors le vecteur d’erreur E définie par

A~

E=U-U.

Définition 1.19. ( [?]). Une méthode est dite convergente si

|E|| — 0 lorsque h — 0.
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CHAPITRE 2

PROBLEME D'’EVOLUTION
UNIDIMENSIONNEL POUR UNE EQUATION
D’ONDE FRACTIONNAIRE

@ ans ce chapitre, nous avons calculé la solution analytique du probleme d’évolution unidi-
mensionnel pour une équation d’onde fractionnaire en temps avec conditions aux limites
de Dirichlet par l'utilisation des transformées de Laplace et de Fourier, puis nous avons intro-
duit la méthode des éléments finis pour ce probleme et un exemple numérique est présenté
pour montrée I'efficacité de cette méthode.

21



2.1. POSITION DU PROBLEME 22

2.1 Position du probléme

On considéré le probléme suivante

2

CDS‘u(m,t):au(x t) + f (2,1), 0<z<a0<t<T,1<a<2  (21)
u(x,0) =ug (), ut(z,0) =uy (x) 0<z<a, (2.2)
w(0,t) = u(a,t) =0 0<t<T. (23)

Oua,T > 0,f,up, u; sont des fonction données et “Dfu est la dérivée fractionnaire de Caputo
d’ordre o définie par :

t 2,,
DS (x,t) = ﬁ /0 (t — s)la% (x,s)ds. (2.4)

(2.2) sont les conditions initiales,(2.3) sont les conditions aux limites de Dirichlet et f(z,t) est
un terme source.

2.2 Résolution analytique

Proposition 2.1. La solution analytique v du probleme (2.1)-(2.3) est donnée par :

+oo

u(z,t) —2 Z {Ea (—&t®) /Oa uo(z)sin (x&) da + tEy o (—&it") /Oa uy(z)sin (x&,) dx

k=1

t (2.5)
b [ B (-67) Flet - ] sin g,
0

ol )

(s
G="2

a

Démonstration. Nous appliquons la transformée de sinus-Fourier fini (1.13) a 1'équation (2.1)),

on obtient :

O*u(x,t
7 (Do) = 7 (550 ) 4 £ (w0,

il devient,

“DE, (6 )_/0 %sin (ka )dx+f(§k, £ 2.6)
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2.2. RESOLUTION ANALYTIQUE 23

Pu(x,t) . [(kn . e .
Pour calculer — 5 sin|— dz, en utilisant I'intégration par partie :

o Oz a
L a
—/ kj—au(x’t)cos (klx> dx
0 o a O a

a 52
/—a “(x’t)sm k—ﬂx dxzau(x’t)sm k—Wx
o Ox? a Ox a
a 2
- (k—W) / u(z, t)sin <k )dm
0 a 0 a

_ _jmcos (’%%) (e, t)
= T ()futa.t) — u(0.0)) - (’“—”) [ atatysin (%) o
() [ (2

(") e

2.7)
Nous remplacons le résultat précédent dans 1’équation (2.6)), on obtient :
D (€ 1) = (—E0) 2 (Ew ) + T 1) 2.5)

Nous appliquons la transformation de Laplace a I’équation (2.8), en utilisant 1’équation (1.9)

LoD (1)} = —€2L a6 )} + £ { (0}

D’apres I’égalité (1.11)), on obtient :
m—1

ST = Y AM(07) T = — G (G s) + [ (Ges), m—1<a<m,

k=0

ce que implique que

m—1
(s* + &) W (&, s) = Y a®(0)s" 1 7F 4 f*(&, ). (2.9)
k=0
etOna
l<a<?2
et =m = 2.
m—1<a<m,
Donc

,_.

1
uk) 0+ a—1-k Zﬂ(k)(0+)8a_1_k

k=0 k=0 (2.10)
— &’(OJr)Safl + ﬂ(l)(0+)8a72

= 1o (w)s* ! + 1y ()s* 2.

m—
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Nous remplagons le résultat de (2.10) dans I’équation (2.9), on obtient :

(5% + &) T (6. ) = G0(Er)s* " + @ (€)™ + f* (6, ),
ce qui donne,

a—1 a—2

(S(foz)/o uo(x)sin (&x) dr +

f *(gka S ) :
(2.11)
Maintenant, en appliquant la transformation inverse de Laplace (1.10) sur 1'équation (2.11))

u* s) = —auxsm xx—l
u* (&, 5) (Sa+€£>/0 1(2) (&rx) do + (Sa—l-fg)

Sa—l

LT (6 )} = Ti(E0, ) = £ {m} /0 " to(@)sin (Exz) d

a—1 a 1 (212)
+L7! —i——}/ ’ d+£*{—————n ,}.
{(So‘-i—f,%) 0 ul(x)sm (ékl') €z (sa+a§%)f (ék S)
1. D’apres 1’équation (1.17), on a:
a—1
-1) 9 20
—— ¢ = E,(— : 2.1
e ) - Ea .13)
2. D’apres I'équation (1.18), on a :
a—2
-1 S 210
=tE. o(— . .
c {SQ%} Ea(—€21%) (2.1
1
3. on pose z*(s) = 16 et d’apres (1.19), nous avons :
k
L7} = 2(t) =t By o(—&1%),
et d’apres le théoréme de convolution, on a :
1~ t ~
L ———f (&, :/ B —GT) (&t — T)dT. 2.15
{ral @) = [ BalgrfiGt-ne @
Nous remplacons les résultats précédents (2.13)-(2.15) dans (2.12), on obtient :
! I
(&g, t) :Ea(—f,%ta)/ uo(z)sin (&x) dx—l—tEa,g(—fita)/ uy(z)sin (&x) dx
0 0
(2.16)

' a—1 2 o F .
n / B (7% (€t — T)dr
0

Finalement, on applique la transformée inverse de sinus-Fourier fini sur 1’équation (2.16), on
obtient :
_l’_

8

FHu, )} = ula,t) =

QM[\D

[Ea (—e22) /0 o) sin (260) d + t B (—€2%) /0 " (@)sin (20 da

k

Il
i

t ~

b [ 7 B (-5°) Tt =] sin 02).
0

]
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2.3 Meéthode des éléments finis

Soit Q2 un domaine bornée,On définie ’espace L?(2) des fonctions mesurables de carré som-
mable dans (2, muni du produit scalaire

(u,v) = /Qu(:c)v(x) dr  Vu,v € L*(Q)

et de la norme

N

HUHm(m = (u,v)
et les deux espaces
H'(Q) ={ue L*(Q),Vue L*(Q)}
et

Hy(Q) = {u e H'(Q),u|so =0}

2.3.1 Formulation variationnelle du probléme

Soit v € H'(0,a),on multiple 'équation (2.1) par v et on intégre sur le domaine [0, a] on
obtient

(‘D u(z,t),v(x)) + (—%(m,t),v(x)) = (f(z,t),v(z)) Yve H (0,a) (2.17)

2

pour calculer (—W (x,t),v (x)) on utilise I'intégration par partie, on obtient :
x

(-G @ 0@) = [ S @) o) do

0

ou ¢ * Ju v
= {—% (z,t) .U(ZL‘)}O-F i g(%t)% (z) d
onpose v(0) =wv(a) =0, donc
92u ¢ ou ov
<_@ (z,4) v @:)) = | gz @0 g, @ de (2.18)

on remplace le résultat précédent (2.18) dans (2.17),0on obtient le probleme variationnelle sui-
vant :

{(CDS‘U (z,t),v(2)) +a(u,v) = (f(x,t),v(z)) Yve Hj(0,a) (2.19)
u(x,0) =uo (z) u(x,0) =u ()
ol a(u,v) = ' % (x,1) % (x) dx

0
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2.3.2 Probléme semi-discret

Considérons I'équation d’onde fractionnaire temporelle (2.1) avec les conditions initiales
et les conditions aux limites (2.3). Commengons d’abord par la méthode de de différence
tinie par rapport au variable de temps.Basé sur la définition de Caputo pour la dérivée
fractionnaire.

Premiérement, nous discrétisons le domaine temporel par :

T
t,=nu, n=1,2,....N, pu= N (pas de maillage temporel),
donc,to =0 et ty =T.

Puis on calculer la dérivée de Caputo définie par (2.4) en point de maillage (x, ¢, ),nous avons

1 tn 82’&
Cro -«
Diu (z,t,) = m/{) (t, — s) 92 (x,s)ds
1 & e 0*u
- - t — l-a™” ™ d
o, g s
d’autre part
0*u w(x, tprr) — 2u(x, ty) + u(z, ty—_1)
e (z,t) = 2

et

J T EUS i
tg

2—« t

= o [t = )7 (b =t
= o [l b~ (o = (k+ 1))
= o [ R (k1))
pre _ _
= I [ R (k4 1))
et d’apres propriétés (1.1), on a
2-a)(2-a)=T@-a)
donc
DU (2, 1,) = % : [(n— k)0 — (n— k— 1)20] x |AEtee) = 2“(52’ te) + u(@;tet)

Onposek+1=j=Fk=j— 1 nousavons:

k=0=j5=1
k=n—-1=j=n
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d’ou

—a n

CDow (2, t,) = ﬁ ; [(n—j+ 12 = (n— )2 x [u(z, t;) — 2u(@, t;_1) + u(z, tj_)]

— F(éj;_aa) ; bo—j X [u(z,t;) — 2u(z, tj—1) + u(z, t;_2)]
(2.20)

telleque b, j=(n—j+1)>*—(n—7)**>0etby=1>b; >....>b,
pour j=1

u(z,t_1) = u(z,0) — puy(x,0)
= uo(x) — pun ()
et pour ¢t = t,, dans (2.19), on a:
(“Dyu (z,t,) v () + a (u,v) = (f(x,t,),v(z)) Yo € Hy (0,a)
Soit w(z,t,) =u"et f(x,t,) = f*, donc
(“Dsu™,v) +a (u™,v) = (f*,v) Yo € H; (0,a) (2.21)
On remplacant dans (2.21), on obtient

b [0 = )] ) =

n

Z b [(uj, v) — 2wt v) + (w2, v)] + p°T(3 — a)a(u",v) = pT(3 — a)(f",v)

n—2
bo(u™, v)+by(u" ™, v) — by, (u’,v) —|—an (W v) = 2bp(u" v —Qan ()
7=0 (2.22)
+ bn 1 ‘I’ Z bn j uj 2 F(3 - a)a(u”, U) = IU“OCF(B - a)(fn7 U)
n—2
onpose I; = Z bn,j(uj, v) on effectuer le changement n—j=J+1= J=n—j— 1l,donc
§=0

j=0=J=n-1
j=n—2=J=1

onpose I, = bn (u/~!, v) on effectuer le changement n — j = .J, donc
p i 8

j=1=J=n-1
j=n—-1=J=1
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onpose I3= bn (u/~2,v) on effectuer le changement n — j = .J — 1, donc
P —i( g

j=2=J=n-1
j=n=J=1

en remplagant ces changement dans (2.22), on obtient :

n—1
L) = b (u o)+ by (@ ) = 20(u v —225 n=J=1

J=1

+ij (T ) + (3 — a)a(u™, v)

bo(u",v) + by (u"
= p'T3 —a)(f"v)

+ by (
n—1
(u", U) + MQF<3 — Og)a(u"’ U) _ Z(_bJJrl 1 2b; — bJ71)<uan717 U) + bn(uo, U) + (2()0 . b1)(un71,v)
J=1
— by (u™v) + T (3 = @) (f",v)
(2.23)

2.3.3 Probléme discret totale

Maintenant, nous discrétisons le domaine d’espace par :

x;=1h, 1=0,1,..., M, h= % = 2,41 — x; (pas de maillage d’espace),

donc,xg =0 et =) = a.

Puis,on note
r—Tj .
—— Sl x; 1 <x <X
Tj—Tj1
r — X i+1
gj(x) = 2"t 4 << g 1
J J+
Lj— Tj+1
0 ailleurs

et
si Tj1 <2 <x
0¢; B j ) j
Lj = Tj+1
0 ailleurs

si T <T < ZTjq

ot j=1,2,...M—1

on note 'espace V}, C H}(0,a) par :
M-1

Vi, = {U € C(0,a) tq v= Z a;p;(x) olt a; € R}

i=1
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donc,le probleme est trouvée

up € Vj, telle que

3
—-

(up v) + T3 = a)aluy, v) =) (=brea+2by —byoa)(up "' 0) + (2bo — bi) (W, v) + ba(u”, v)
1

—b,_1(utv) + T (3 — a)(f",v) Yv eV,

T

(2.24)

M-1

ona up € V, donc uj} = Z a;'¢;, on prend v = ¢,,,m = 1,2,.., M — 1,donc,"équation (2.24)
=1

équivalente a

M-1 M-1

00r 90m) 1 -
Z @' (Q1, dm) + A Z a Z (=bss1+2by — by1)(uy s Om) + (260 — b1) (W, )
I=1

=1 J=1

=+ n( ) _bn71<u717¢m) +)\(fn7¢m)
avec A= p°T'(3—a)

alors, le systeme matricielle correspondant est

M—-1
-pourn=1,onau, =, a¢, donc

Za, b1, 6m) HZ A O0m) by (0, 6+ (2o — b, 61) — o™ 1) + A )
- (u07 gbm) + M(ula gbm) + )‘(flv qu)

-pourm =1,0na:

[a1(d1, ¢1) + a3(da, 1) + .. + ap;_y (dar—1, ¢1)] +A [ai(%, %) + a%(%, %

= (ul)? ¢l) + M(Ul, ¢1) + A(fla ¢1)

)+ .+ a}v[_1(% 8¢1)]

or ' Ox

-pour m = 2,0ona:

Py 0 0Py O
[ai(@, $2) + ay(¢2, d2) + .. + ap;_y (dar—1, ¢2)] +A [@(%; %) @5(%, %

= (uo, P2) + pu(ur, ¢2) + A(f*, ¢2)

)+ ..+a}\4_1(% 3@)}

or ' Ox

-pourm =M —1,0ona:

¢ 0 Dpy Obn—
(a1 (61, dar—1) + ag(da, drr—1) + .. + apr_y (drr—1, dar—1) ] +A al(a(il %\; 1)—1—0@(%, %ﬂi L

= (uo, dar—1) + p(ur, dar—1) + A(f', dar—1)

+ ...+ a}w_]
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Soit

A

(" 01)s ("5 d2)s ooes (fs P0r-1))"

(uo + prun, ¢1), (uo + prun, ¢2), ..., (o + pru, ar—1))"

et les matrices A = (a;;) et B = (b;;),i.7 =1,2,..., M — 1 sont définies par :
(¢1, 01) (¢2, 1) (Prr—1, 1)

ac| @) we) o Guensw | (2.25)

(1, Prr—1) (¢2, Prr—1) (Or—1, Onr—1)

= (a7
(
= (

3¢1 3¢1 8¢2 3¢1 (3¢M 1 5¢1)
g¢1 gﬁbz g@ gﬁbz aQ?M 1 (%2)

B = 890 890 Ox Ox S dr  Ox . (2.26)
061 Don, 002 Dbt Obuis aqﬁMl’)

(83:’ oz ) <%’ oz ) dxr = Ox
alors, on obtient le systeme suivant
AX'+ ABX' =AF'+ K
= (A+AB)X' = \F' + K
onnote C' = (A + AB),alors on a
CX'=XF'+ K
Lemme 2.1. pour+=1,2,.... M — l,0ona

(s li—il=1
(61.05) = 5 44 si j=i
0 sinon
et
st li-il=1
a<¢i7¢j):ﬁ 2 Sl]:Z
0 sinon

avecj =1,2,.... M — 1.

Démonstration.

(61, 61) = /0 " i) i(a) da

1 Z; Ti41
= m (SL’—ZEI 1) dl’—i—ﬁ ($—$i+1>2dl’
Ti—1
h h 2
— — —_ = —h
37373
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(¢, Pit1) = /O“ ¢i(2)Pis1 () do

i T — Ti41 Tr—
= dx
zigr \Ti — LTitl Tip1 — T
-1 Ti+1

T
r=x;t=0,
l':ZEH_l@t:h.

(x — ziq1)(x — ;) dx

on pose x — x; = t,alorsona:

donc

-1 0
=5 | tt=hydt
- =4

(¢i—17 ¢z‘) = /0 ¢i—1($)¢z‘($) dx
) ()
B z; Ti—1 — T4 Ti — Ti-1 v

1 [
=77 (x —xi1 — h)(x — ;1) dx

on pose x — x;_1 = t,alorsona:

r=x,_1t=0,
rT=x; < t=h.

donc
-1 [0
(i1, ¥5) = F/h t(t —h)dt

(¢, Piv2) = (Piga, i) =0

(99251

(600 = [ (G
Tit1 1 y

_/111 :m—l) dI‘I’/{El ($i—$i+1)2 X

(x; —xi—1) (Tip1 — i)
C(wg—wi— 1) (a — a4 1)2
112
“RTRTh
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“O0p; , 0,
alndn) = | Gr@) 25 @) da

/zl 1 1 d
iy (T — @i+ 1) (1549 — 1)

B -1
T h
L]
alors
2 1 0
f § 1
6 3 6
A=nh
1 2 1
6 3 6
0 1 2
6 3
et
2 —1 O
I —1 2 -1
B=3
-1 2 -1
O -1 2

pour calculer les vecteurs F'et K on utilise les formules d’intégration numériques qui donnent
une approximation des ces intégrales,par exemple on peut utilise La formule des trapézes

/a () de

donc,le systéme matricielle de ce probleme peut étre réécrit sous la forme suivante

(b—a)lp(a) + ¢ (0)]

[\'JI»—l

u¥ =

CX'=)\F'+ K
CX™ =" (=bjs1 +2bj —bj_1) % K1+ (2bg — by) * K2+ b, * K3 — b, * K4+ AF"

Jj=1

avec

(U™, ¢n), ( "I o), (W )T

(@ ), (W'Y o),y (W barn)) "
K3 = ((uo, 1), (U0,¢2),--~,(U0,¢M71))T

((u™ a¢1)a(u—17¢2),---,(U71,¢M71))T
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et la matrice C est définie par

2h 20 h ) 0
371 ){L 22 l21)\ h A
6 h 3 m 6 h
C = : . (2.27)
h A 2h 20 b A
6 h o o B
0 s R 3th

La matrice C' est a diagonale strictement dominante donc le systéme admet une solution
unique.

2.3.4 Algorithme

Nous avons l'algorithme suivant qui permet de résoudre numériquement le probleme
d’évolution unidimensionnel pour une équation d’onde fractionnaire (2.1)-(2.3)

étape 0 : soient M, N, h, 1, o, A données.
étape 1: déclarer les fonctions f, ug, u;.
étape 2 : discrétiser le domaine d’espace et le domaine temporel.

étape 3 : calculer le deuxieme membre

n—1
V= Z(_ij +2b; = b 1) (U T ) 4 (200 = b)) (u" T, i) + b (o, di) — b1 (wT, i) + A(f" 60)
avec;::; 1,2,.... M —1.

étape 4 : entrer les valeurs de la matrice C'.

étape 5: calculer X = C~1 % V"

étape 6 : calculer la solution exact U en points ¢; avec j = 1,2, ..., N — 1.

2.3.5 Exemple numérique

Dans cette section, nous avons implémente notre méthode des éléments finis sur un exemple
qui supporte l’analyse numérique

Exemple 2.1. Soitw : ]0,1] x ]0, 1] solution du probleme suivant :

2u(x z(1—xz)t2—
Dy, u(w,t) = Lzt 4 2 (5(3_);) +2(8241), a=3/2
w(z,0)=z(1—2z) , wux,0)=0

u(0,t) =0 , wu(l,t)=0
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La solution exacte de ce probleme est
u(z,t) = (1 —z)(t* + 1)

En utilisant Matlab nous avons représente la solution numérique et la solution exacte de ce
probleme au temps de t = 0.002 et t = 0.001 dans le Figure 2.1], avec M = 20 et N = 2000 et
M =10et N = 2000
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FIGURE 2.1 - solution exacte et approché

On remarque que la solution numérique et la solution exacte sont coincides.
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CHAPITRE 3

PROBLEME D'’EVOLUTION
BIDIMENSIONNEL POUR UNE EQUATION
D’ONDE FRACTIONNAIRE

@ ans ce chapitre, nous avons introduit la méthode des éléments finis pour le probleme d’évo-
lution bidimensionnel pour une équation d’onde fractionnaire en temps, la stabilité numé-
rique et la convergence sont prouvées, et un exemple numérique est présenté.

36
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3.1 Position du probléeme

Soient 2 =]0,a[*,1 < @ < 2 et a > 0,0n considere le probleme suivante
Trouver u : 2x]0,7] — R telle que :

Diu(w,y,t) = Au(z,y,t) + f (z,y,1). 3.1)
u(xayvo) = Ug (xvy)a Uy (:E,y,()) = (ZL’,y) (32)
avec
ou ou
AUJ(LL’, yvt) - @(l’a yvt) + a_yg(xayu t)

3.2 Meéthode des élément finis

3.2.1 Formulation variationnelle du probléme

Soit v € H'(Q2), on multiple I'équation (3.1) par v et on intégre sur 2 on obtient

(“Dyu(z,y,t),v(z,y)) + (—=Au(z,y,1),v(z,y)) = (f(z,y.1), v(z,y)) YveH(Q) (3.4)

pour calculer (Au(z,y,t),v(z,y)),0on applique la formule de Green, on obtient :

(—Au(:c,y,t),v(x,y)):/Q—Au(x,y,t)v(:v,y) dxdy

=— [ YVu(S,t)v(S) dS+/Vu(x,y,t)Vv(x,y) dxdy
20 Q

onpose v = 0sur 9, donc

/ Vu(S,t)v(S)dS =0
o0
alors
(—Au(z,y,t),v(z,y)) = /QVU(Z‘,y,t)VU(I,y) dxdy (3.5)

on remplace le résultat précédent (3.5) dans (3.4), on obtient le probleme variationnelle suivant :

(‘Do (w,y,1),v (2, y) +a(u,v) = (f(z,y,1),v(z,y)) Yve H(Q)
(3.6)
u (SC, Y, O) = Uo <x7y) Uy (LU,y, O) = U (I‘, y)
ot a(u,v) = / Vu(z,y,t)Vou(z,y) dedy.
Q
Pour ¢ = t,, dans 1’équation et avec les méme calcules du chapitre 2, on obtient :
n—1
(u",v) + Aa(u",v) = Z(_bj+1 +2b; —by_) (w7 v) + (20p — b)) (u" T, v) + by (Ul ) (3.7)
J=1 .

— by (uh )+ A" 0)
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3.2.2 Probléme discret totale
Maintenant,nous discrétisons le domaine d’espace par :

z;=ih, i=0,1,...,M, y;=jh, j=01,..., M,

donc zo=y9 =0 et z); = yy = a.

on note l'espace V;, C H;(Q)par

M-1
Vi, = {v cC()) tqv= Z a;pi(z,y) olt a; € R}

i=1
donc, le probleme est trouvé
up, € Vj, telle que

(=byiq + 20y — by ) (w77 v) 4+ (20g — by) ("1, v) + by (u®, v)
J=1

(up,v) + Aa(uy,v) =
— b1 (uh ) F A" ) Yo eV

n—1

(3.8)

3.2.3 Stabilité et convergence

Lemme 3.1. soit v~ "

alors

=u® — puy et e =wu(z,y,t_1) —u~t, on suppose que u;, € L*(0,T, H*1((Q)),

et <cp? et |luyt]| < O] + pelful])
Démonstration. Premierement, on montre que |e | < Cp?,par la définition de ¢ %, on a :

7] = st 1) =] = 1) — 0 +
d’autre part, par la formule de Taylor, on a:

ut(l‘7 Y, tk) - ut(xa Y, tk—1>
1

ug(z,y, ty) =

donc

w(z,y, to) — w(z,y,t_q)
L

= puy(r,y,0) = u(z,y,0) — u(z, y,t_1)

u(z,y,to) —u(z,y,t_1)
i

= pPug(x,y,0) = puy(z,y) — u’(z,y) +ule,y, t_1)

= ‘e_1| = |u2utt(a:,y,0)‘
< O

utt<x7 Y, tO)

= ul(xvy) -
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depuis,on montre que ||u,'|| < C(||u°]| + gt |Jus]]), on sait que

/uhlv dxdy = /(uo — puq )v dedy
Q Q

etona:

/qu drdy = /Q(i)(\/%) dzdy

V2
u
< — ‘\/ﬁv‘ dxdy
[
1
< 1 [ul|? + [|v]|? (d’apres I'inégalité de Young)

alors,pour tout v € Vj,,on prend v = ', on obtient :
e I* = [ wiei* dad
u, || = g uy, uy, - drdy

:/uougl dxdy—/uulugldxdy
Q Q

2 2

1
Ol s 1+ 4 e

A
|
=

L

!
1
5 Ll 17 = T |+ sl 1)? = 20 [ e ]

IN

IN

1
5 e I e+ sl 12
donc
[yt < (][] + g llal))
]

Théoréme 3.1. le schéma discret par la méthode des élément finis est inconditionnellement stable,et
pour tout > Oet h > 0, 0ona:

lupll < C ([|u|] + pelluall) (3.9)

Démonstration. dans 'expression (3.8),0on pose v = uj,, on obtient :

=

(up, uy) + Aa(u, up) = Y (=bjea +2b; = by—a) (a7 ) + ba(u® u) + (260 — br) (up ™", up)
1

= baa(uup) + A" )

[
Il

alors

n—1
(o) = I b+ 20y = b)) o)+ 2o = )R )
i=1 '

- bn—l(uf:1> UZ)
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en utilise la démonstration par récurrence

-pourn =1

(ups up) < 0u(u’s ) = bo(uy ' ) + (260 — b ) (u”, wp)
< ‘bl U ,uh) —bo(uh ,uh) (2bg —bl)(u uh)|
<b

wn || ||wnll + (260 — by) |[u®]| ||up|| (d’apres I'inégalité de Cauchy Schwartz)
donc
lunl] < b Jw®[] + bo [[ug ]| + (2bo = ba) [[°]
< 2bo |[u”]] + bo [|uz, "
< 2||u’[| + O[] + p ]l
< O([[u”|| + e fJual)

-on suppose que
|ukll < C (||°|| + pllw]]) pour n =k k>N

-on montre ¢capourn =k + 1li.e
™| < € ([l + sl

dans 1’équation (3.10),on pose v = u}™*,on obtient

<Z by +2b; — b 1) (™) + by (w0, wf ) + (260 — b) (uf, up ™) — be(wyt uf )

< Z [(=bj1 + 2b; — bj—1)] ‘ (7 ™) | 4 b | (0, ™|+ (260 = b) | (u, wf ™))

- bk ‘(uhlvui—’—l)l

M;r

g+ 205 = by | k™4 i [ e+ (280 — ) [ |

ol
k

= [ < D7 by + 26 = by | 4 b [[a0]] + (200 = ) | = e
Jj=1

comme b; > b;;,donc

k

k
D (=i +2b; = bj—)[ =D [(bja1 — 2b; + bj)]

7j=1 7j=1

k
= Ibjer = by + b1 = byl
=1

k k
<Y 1l = bl + Y 1bi = byl
j=1 j=1

= by + by — by, — b
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par le lemme (3.1)) et la propriété de récurrence, on obtient :

[Jup ™| < i [(—=bjar +2b; — b)) [ (C(||w’]| + wllwall)) + brsa (C (||| + ]l ]))
+ (]2_50 — b0)(C(||u’|| + g llualD) + be(C(||u®|| + g fJual]))
<C i |(=bjs1 +2bj — bj_1)| + bry1 + 2bg — by + by, (HUOH + g f[ua])
=1
< cwi + by — by, — by + 2bg — by + by + b)) (|| + g [l |])
< 3C(||u’|| + e [Jua )

alors

[ el T )

Ce qui signifier que le schéma est stable

Théoreme 3.2. soit u" = u(z,y,t,) la solution exacte de (3.1)) et u} la solution approchée du probleme
discret par la méthode des éléments finis,on suppose que u™ € L*(0,T, H*1(Q)) N L>(0,T, H*(Q))
et ult € L2(0,T, L*(Q)) avec ug, u; € H*(Q),alors

a—1

2—«

o = i) < C5— (R full o sy + 47

Démonstration. pour estimer I’erreur,premiérement on estime l’erreur on ¢t = ¢,, avec
n=1,2,..., N,on définie e" = u" — u},donc,par la soustraction de (3.8) de(3.7), on trouve

[y

n—

(€, 0) + Aale”,0) = D" (=byas +2b; = by 1) (€77 0) + ba(e”,0) = bua(e7,0) + (260 — bi)(e" ), 0)
1

<.
Il

(3.11)

depuis,on montre que [le”!|| = |[u(z,y,t_1) — w, || < C (B U], + 12)
pour U" € V}, on définie ¢" et p"par ¢" = u" — Ulety” = U™ — uj, alors

o= = ) ]
= |Ju(z,y.t1) —ut w7
e
= ”671 +u’ — puy — (v’ — /““)hH
— [l + 1 — ) — plun — )|
= et +u’ - U+ U° —u)) — p(uf — U + U — u))||

= |l + 6%+ ©° — p(e) + )|

1 —1
— Up H

—1
— Uy H

et par le lemme (B3.1) |le || < Cu? etona
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le?ll = lfll = Oll@°ll < CR* [[ul]] s et (|67 < CAF [[ul ] s alors

el < e+ 160+ m ]
< O+ OR8] ys + Ct [o]

<O (B oy + 2]

maintenant, on prend v = e" dans (3.11), alorson a:

(e, e") + Aa(e",e") = nzl(_bj+1 +2b; — bj_l)(e”_j_l, e") + bn(eo, e") —bu_1(e7t ") + (2by — bl)(e”_l, e")
= e < Z [(=bys1 + 265 — by 0)| (€770, €] 4 fbal (€2, €)] = [baal | (7, €")]
(2o — )| |1, €]
nZl gt 205 = b )| [l e |+ ba e lle™ |+ baa e[| e
é%—buwlwwn
= lle*l < Z’ bjs1 +2b; — b)) [|€" 7| + b [|€°]] + by [ 7] + (20 — b1) |||

< 3 by 28— b 75+ (2o — ) |+ s o]+ )

J=1

comme ||e°|| = 0 et par la majoration de |le™!||, on obtient :

-1
le"|| < Z bjst + 205 — bi)| [|e" 7| + (2b0 — ba) ||| + Clumr (B [t o ggrsny + 1)
(3.12)
depuis, en utilisant la démonstration par récurrence pour montre que
lell < OBy (Bl ains ay + 1) (3.13)
on remplacent n = 1 dans (3.12), on obtient :

HelH S C (hk+1bo ”U’HLOO(H’HJ(Q)) + ,UZ)

= Cby' (th [l poo (41 () + M2>
on suppose que l'inégalité (3.13) est vrai pour n = J, c’est a dire

e[| < B3y (R4l ooy + 42)
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et on montre cette inégalité pour n = J + 1
e < €05 (B4l gy + 12)

on sait que b;l < bj_jl et 0 <b; <1pourtoutj > 0,donc,ona

J
Z ‘bj+1 — 2b] + bjfl‘ He‘]*jH —+ (260 — b1> ||€JH + Cb] (hk+1 HUHL‘X’(H’“‘H(Q)) + ,UZ)

Jj=1

le™ ] <

J
<Cbyl; Z [(=bj1 + 2b; — bj—1)| <hk+1 [ull poo (s ) + M2>
=1

+ Cbi1(2b0 —by) (th ||u||L°°(Hk+1(Q)) T Mg) +Cby (th HUHL""(H'““(Q)) + ,u2>

M J

< C | (=bjga +2b; = bj1) byt + (2bg — bi)byL, + by | X (hkﬂ ll oo (a1 0y + “2)
L=
[ J

< C | D [(=bjga +2b; = b)) by, + (2bo — bi)by L, + b5 | % (th el o (i gy + “2)
L=
M J

< C D [(=bjr+2b; = bj 1) +2bo — by + by | by x (th 1ll oo a0y + “2>
Li=1

< C(bg+ by — by —byyy +2bg — by +bo) b " x (hk+1 ”uHL"O(H“l(Q)) + HQ)
< 4Chob;" % (h’““ [l oo i ) + “2>

= ||’ < Cb;! (th [l poo (prisr ) + ”2>

1
etonan'=®h ', — 5 lorsque n — oo, donc
—

a—1
-1 _ 1-ap—1 a—1, a—1, 1—« 11—«
e St Uy T TS 5o

on remplace cette dernier dans (3.13) on obtient

a—1

T
[u" —up] < C

5 o (Ml_ath HUHLOO(H’CJH(Q)) + Mg_a)

ce que signifier que l'affirmation du théoreme est toujours valide
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3.2.4 Résolution numérique par FreeFem++

real x0=0, x1l=pi;
real y0=0, yl=pi;
real alpha=1.75;
real t1=0.05;
real mu=0.05;
real lampda=0.09;
int n=20;

int m=20;

int T=1;

mesh Thl=square (n,m, [x0+ (x1-x0) *x,y0+ (y1-y0)*y]);
plot (Thl,wait=1);

L1117 77777

border a(t=0,1) {x=t;y=0; label=1; };

border b (t=0,1) {x=1;y=t; label=2; };

border c(t=0,1) {x=1-t;y=1;label=3;};

border d(t=0,1) {x=0;y=1-t; label=4; };
//plot (a(l)+b(2)+c(3)+d(4),wait=1);

mesh Th2=buildmesh (a(10)+b (10)+c (10)+d(10));

//plot (Th2,wait=1);

//espace d’approximation

fespace Vh(Thl,P1);

Vvh u, v;

func £=((16.59/2)*t1"2+2+t1" (2+alpha)) *sin (x) *xsin(y) ;
func u0=0;

func ul=0;

problem pbdirect (u,v,solver=Cholesky)=1int2d (Thl) (u*v+lampdaxdx (u) *dx (v)
+lampdax dy (u) *dy (v) ) —-1int2d (Thl) (f*v-ulxv-muxul*v)
+on(1,2,3,4,u=0);

// Résoudre le probléme

pbdirect;

// Affichage

plot (u,wait=1);
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3.2.5 Exemple numérique

Dans cette section, nous avons implémente notre méthode dans R? sur un exemple qui sup-
porte I'analyse numérique

Exemple 3.1. Soit v : ]0,11]* x ] 0,1 ] solution du probleme suivant :

‘DS u(z,y,t) = 82%(;5%0 + 62ua(z§y’t) + (F(?); a)tQ + 2t2+a) sin(x)sin(y), a=1.75
u(z,y,0) =0 u(z,y,0) =0
u(z,y,t) =0 (z,y,t) € 02 x ]0,1]
La solution exacte de ce probleme est
u(z,y,t) = t*sin(x)sin(y)

En utilisant Freefem nous avons représente la solution numérique et la solution exacte de ce
probleme au temps ¢t = 0.05, avec M = 20 et N = 20.
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FIGURE 3.1 - solution exacte et solution approché en 2D

FIGURE 3.2 — solution approchée en 3D
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons étudié un probleme d’évolution bidimensionnel pour une

équation d’onde fractionnaire de Caputo en temps avec les conditions aux limites de Dirichlet.

Ce travail se déroule en deux étapes :

v Etude analytique et numérique du probléme d’évolution unidimensionnel :nous

avons calculé la solution analytique de I'équation avec des conditions initiales et des
conditions aux limites de Dirichlet, en utilisant les transformées de Laplace et de Fourier.
Cette solution analytique est exprimée par des fonctions de type Mittag-Leffler.Pour la
solution numérique,nous avons utilisé la méthode des éléments finis pour le variable
d’espace z et la méthode des différences finis pour le variable de temps ¢ et un exemple
numérique a présentés .

Etude numérique du probléeme d’évolution bidimensionnel : nous avons introduit la
méthode des éléments finis sur les variables d’espaces x et y pour le probléeme d’évolu-
tion bidimensionnel pour une équation d’onde fractionnaire en temps (3.1)-(3.3),1a stabi-
lité numérique et la convergence sont prouvées par récurrence,et un exemple numérique
est présenté pour montrer 1'efficacité de cette approximation.

Comme perspectives, nous avons prévu les projets de recherches suivants :

1= Analyse mathématique et numérique d’un probleme d’onde fractionnaire en temps dans

un domaine hétérogene :

‘Dgu(z,y,t) = div (a(z,y)Vu(zr,y,t) + f (v,y,1),
+ Condition initiale,
+Conditions aux limites.

Ot a et f sont des fonctions données et 1 < a < 2.

= Analyse mathématique et numérique d"un probleme d’onde fractionnaire en espace et en

temps suivant :

“Diu (z,y,t) =° Dfu (x,t) + f(x,y,t),
+ Condition initiale,
+Conditions aux limites.

Ot a et f sont des fonctions donnéeset 1 < a, 5 < 2
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@ ans ce mémoire, nous avons étudié analytiquement et numériquement d’un probleme d’évolution
pour une équation d’onde fractionnaire en dimension un et en dimension deux. Nous avons uti-
lisé la méthode des éléments finis pour les variables d’espace et la méthode des différences finies pour
la variable du temps. En se basant sur les transformées de Laplace et de Fourier, nous avons calculé la
solution analytique pour le probleme unidimensionnel. La stabilité et la convergence du probléme dis-
cret total a été démontré par récurrence. Nous avons proposé deux algorithmes pour les deux problemes
considérés et deux exemples numériques sont présenté et avec "utilisation de Matlab et Freefem++, nous
avons validé l'efficacité de ces algorithmes..

Mots-Clés : Calcul fractionnaire, Equation d’onde fractionnaire, Méthode des éléments finis, Méthodes
des différence finis.

U n this work, we have studied analytically and numerically an evolution problem for a fractional wave
equation in dimension one and in dimension two with Dirichlet boundary condition. We used the
finite element method for the space variables and the finite difference method for the time variable. Ba-
sed on the Laplace and Fourier transforms, we calculated the analytical solution for the one-dimensional
problem. The stability and convergence of the total discrete problem has been demonstrated by induc-
tion. We proposed two algorithms for the two problems considered and two numerical examples are
presented and with the use of Matlab and Freefem ++, we validated the efficiency of these algorithms..

Keywords : Fractional calculus, Fractional wave equation, Finite element method, Finite difference
method.
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