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Notation

ρ La masse volumique (kg/3).

~u Le vecteur vitesse.

~a L’accélération.

m La masse.

P La pression.

S La surface de la section de la veine du fluide (m2).

V La volume de la section de la veine (m3).

C Une courbe.

n La normale.

f La force.

(x,y) Le plan.

i Le nombre complexe.

z La variable complexe.

φ Fonction potentiel.

ψ Fonction de courant.

Dm Débit massique (kg/.s).

Dv Débit volumique (m3/s)

M0(x0, y0, z0) Position initiale

g La gravité.

T La tension de surface.
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H Hauteur d’eau.

L Longueur de la section de la veine(m).

v vitesse moyenne du fluide à travers la section S (m/s).

t Temps .
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Introduction

La mécanique des fluides est la science des lois des écoulements des fluides
qui étudie leur comportement au repos et en mouvement et les forces internes
associées. Elle est la base du dimensionnement des conduites de fluides et
des mécanismes de ses transfert .

Cette discipline possède une longue histoire remontant aux civilisations
anciennes. Les anciens Grecs furent les premiers à étudier cette science.
Archimède posa les principes fondamentaux de la mécanique, puis elle connut
un développement aux XVIIe et XVIIIe siècles grâce aux travaux d’Isaac
Newton et de Pascal, ce qui permit une compréhension plus approfondie des
forces agissant sur les fluides et de leur mouvement.

La mécanique des fluides comprend deux grandes branches :
-La statique des fluides ou hydrostatique, qui étudie les fluides au repos.

Historiquement, c’est le point de départ de la mécanique des fluides, avec la
poussée d’Archimède et l’étude de la pression.

-La dynamique des fluides, qui étudie les fluides en mouvement.
On distingue également d’autres disciplines liées à la mécanique des

fluides : l’hydraulique, l’hydrodynamique, l’aérodynamique, ainsi que de
nombreuses applications dans divers domaines tels que l’ingénierie navale,
l’aéronautique, la météorologie, la climatologie, voire l’océanographie.

En mécanique des fluides, les problèmes d’écoulements à surface libre
sont étudiés en raison de leur importance dans de nombreux domaines
d’application. Pour les analyser, on utilise des méthodes analytiques et
numériques reposant sur diverses techniques, telles que la méthode basée
sur la transformation conforme, notamment la transformation de Schwartz-
Christoffel, la technique de troncature de séries, ainsi que la méthode des
intégrales aux limites. Ces méthodes permettent de déterminer la forme de
la surface libre pour de nombreux problèmes d’écoulement potentiel autour
d’obstacles de différentes formes.

Ces méthodes ont été utilisées par plusieurs auteurs, tels que Vanden-
Broeck, F. Dais. Un écoulement par émergence d’un jet bidimensionnel sous
un angle a été étudié par Broeck, H. Mekias, B. Bouderah, N. Bounab , A.
Gasmi , ainsi que H. Mekias, M. B. Abd-el-Malek et S. Z. Masoud.

Ce travail est dans le but de modéliser et étudier numériquement un
problème non-linéaire d’un écoulement potentiel bidimensionnel autour d’un
obstacle. Le fluide est considère parfait, le et de la tension de surface est tenu
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en compte mais les forces de la gravite sont négligées. L’étude numérique du
problème est basée sur l’utilisation la technique de troncation de la série. Le
présent mémoire comporte trois chapitres.

Le premier chapitre est consacré à la présentation de quelques no-
tions fondamentales de la mécanique des fluides.

Le deuxième chapitre consiste à étudier numériquement un problème
non linéaire d’un écoulement potentiel bidimensionnel devant un obstacle de
forme deux triangles qui se suivent, où l’effet de la tension superficielle est
considéré mais les forces de gravité sont négligées,en appliquant la technique
de troncation de la série.

Le dernier chapitre englobe une lecteur et une discussion des résul-
tats trouvés dans le chapitre précédent pour des différentes valeur de nombre
de Weber.
Ce travail et terminé par un conclusion.
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CHAPITRE 1

DÉFINITIONS ET PRÉLIMINAIRES

contenu

1. Définition d’un fluide
2. Les écoulement des fluides
3. Le débit
4. Description d’un fluide en mouvement
5. Utilisation de la théorie de la variable complexe
6. Quelque équations de la mécanique des fluides
7. Ligne de courant
8. Analyse dimensionnelle
9. Nombre de weber

3



1.1 Définition des fluides[1]

Un fluide est un milieu matériel continu, sans rigidité, parfaitement défor-
mable et qui peut s’écouler. Il a la propriété d’épouser la forme du récipient
qui le contient. On regroupe sous cette appellation les gaz qui sont l’exemple
des fluides très compressibles et même extensibles (oxygène, Air, . . . ) et les
liquides.
Les fluides peuvent être classés en deux grandes familles selon leur viscosité :
• Les fluides "newtoniens" (comme l’eau, l’air et la plupart des gaz) ont une
viscosité soit constante soit variable qu’en fonction de la température.
• Les fluides "non newtoniens" (quasiment tout le reste :le sang, les gels,
les boues, les pâtes...) ont leur viscosité variant en fonction de la vitesse de
l’écoulement.

Fluide parfait

Un fluide est dit parfait s’il est possible de décrire son mouvement sans
tenir compte des effets de frottement (viscosité nulle).

Fluide visqueux (réel)

Un fluide réel (ou visqueux) en écoulement (en mouvement) fait intervenir
les forces dues aux frottements, qui font apparaître une dissipation de l’énergie
mécanique en énergie thermique (la viscosité est prise en compte).

Fluide incompressible

Un fluide est dit incompressible lorsque le volume occupé par une masse
donnée ne varie pas en fonction de la pression extérieure. C’est le cas des
liquides à l’image de l’eau ou de l’huile.

Fluide compressible

Un fluide est dit compressible lorsque le volume occupé par une masse
donnée varie en fonction de la pression extérieure. Les gaz sont des fluides
compressibles comme l’air ou l’hydrogène.
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1.2 Les écoulements des fluides

Il existe une grande variété de problèmes d’écoulement de fluides en pra-
tique,et il est en général commode de les classer sur les bases de caractéris-
tiques communes afin de rendre possible leur étude par groupe.Il y a plusieurs
façons de classer les problèmes d’écoulement des fluides et ici nous présentons
quelques catégories générales.

1.2.1 Écoulement stationnaire[1] :

Un écoulement est dit permanent ou stationnaire, si les paramètres qui
caractérisent le fluide (pression, vitesse, température, masse volumique) sont
indépendants du temps en chacun des points de l’écoulement.
c’est-à-dire que :

∂u
∂t = ∂ρ

∂t = ∂T
∂t = ∂P

∂t = 0

1.2.2 Écoulement irrotationnel :

Un écoulement est dit irrotationnel si :

rot~u = 0
Un écoulement potentiel est un écoulement irrotationnel.

1.2.3 Écoulement uniforme[4] :

Un écoulement est dit uniforme si les vitesses de toutes les particules sont
les mêmes en tout point du fluide.

1.2.4 Écoulement incompressible[4] :

Un écoulement est incompressible si le volume de toute particule de fluide
reste constant au cours de son mouvement.
Les particules de fluide ayant une masse constante par construction, leur
masse volumique et donc constant au cours de leur écoulement

ρ = cte
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1.2.5 Écoulement potentiel[2] :

On dit que l’écoulement est potentiel si sa vecteur de vitesse est dérivé
d’un potentiel
c’est-à- dire :

~u = gradφ

u = ∂φ
∂x, v = ∂φ

∂y

La fonction φ(x, y) est le potentiel des vitesse.

1.3 Débit[1]

Le débit est la quantité de fluide écoulée pendant le temps t. La quantité
peut être définie par un volume ou une masse.

1.3.1 Débit volumique :

C’est le rapport du volume de la veine par unité de temps :

Dv = V
t = S.L

t = S.V

1.3.2 Débit massique :

C’est le rapport de la masse de la veine par unité de temps :

Dm = m
t = ρ.V

t = ρ.S.v = ρ.Dv

1.4 Description d’un fluide en mouvement

1.4.1 Description de Lagrange[3] :

La méthode consiste à étudier différentes grandeurs (densité,température
T,pression ...etc)pour chaque particule,lors de son mouvement.
Dans la description Lagrangienne,on décrit le mouvement par la trajectoire
de la particule identité établie.
L’identité d’une particule est donnée par sa position initiale M0(x0, y0, z0).
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par conséquent,la description du mouvement consiste à déterminer le vec-
teur de position ~r(M0, t) de toutes les particules dans le fluide à tout instant
t

~r = ~r(M0, t) ou ~r = ~r(x0, y0, z0, t).

C’est-à-dire

xi = xi(x0, y0, z0, t).

Et

~u = ~u(M0, t) = ∂~r
∂t (M0, t) , ~a = ~a(M0, t) = ∂~u

∂t

1.4.2 Description d’Euler[5] :

Dans la description eulérienne de l’écoulement d’un fluide, on définit un
élément fini appelé domaine d’écoulement ou élément de volume à travers
lequel l’écoulement entre et sort. Nous n’avons pas besoin de connaître la
position et la vitesse de la masse des particules de fluide. À la place, nous
définissons, à l’intérieur de l’élément de volume,une variable de champ, des
fonctions de l’espace et du temps. Par exemple, le champ de pression est une
variable de champ scalaire pour les écoulements de fluide non stationnaire
dans les coordonnées cartésiens,
champ de pression : p = (x, y, z, t)
Nous définissons le champ de vitesse comme une variable de champ vectoriel
de la même façon,
champ de vitesse : ~u = ~u(u, v, w)

De même, le champ d’accélération est aussi une variable de champ vectoriel
Champ d’accélération : ~a = ~a(x, y, z, t)

L’ensemble de ces variables de champ définissent le champ d’écoule-
ment.
le champ de vitesse de l’équation peut être développé dans les coordonnées
cartésiennes(x, y, z), (i, j, k)selon :

~u = (u, v, w) = u(x, y, a, t)~i+ v(x, y, z, t)~j + w(x, y, z, t)~k
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1.5 Utilisation de la théorie de la variable complexe[4]

Soient φ et ψ la fonction potentielle et la fonction de courant respective-
ment d’un écoulement potentiel bidimensionnel. on rapport le plan d’écou-
lement au plan complexe en écrivant z = x + iy, puis on définit la fonction
complexe f(z) par :

f(z) = φ+ iψ

f(z) est appelé le potentiel complexe de l’écoulement .puisque la partie réelle
et la partie imaginaire de f(z) vérifient l’équation de la place ,de plus
On a : 

u = −∂φ
∂x = −∂ψ

∂y ,

v = −∂φ
∂y = ∂ψ

∂x

Alors les relations de Cauchy Riemann :
∂φ
∂x = ∂ψ

∂y

−∂φ
∂y = ∂ψ̃

∂x

La théorie des variables complexes offre une méthode ,très puissante pour
obtenir des solutions de quelques écoulement .
Si le plan (x, y) est considéré comme plan de z = x+ iy la fonction f(z) sera
analytique dans le domaine de l’écoulement .de plus la vitesse complexe est
définie par :

∂f
∂z = ∂φ

∂x = i∂ψ∂x = u− iv
Sera aussi analytique le plan de l’écoulement .cette très importante propriété
va nous paramétré d’utiliser ,par suite,la théorie des fonctions analytiques
complexe pour résoudre notre problème considéré.
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1.6 Quelque équations de la mécaniques des fluides

1.6.1 Conservation de l’énergie du fluide :

Nous allons évaluer l’évolution temporelle de l’énergie cinétique d’un élé-
ment de fluide de volume unité et de masse, en nous limitant aux écoulements
de fluides incompressibles :

∂

∂t
(ρu

2

2 ) = ρui
∂ui
∂t

(1.1)

En utilisant l’équation de mouvement pour exprimer la dérivée eulérienne de
la vitesse, (??)devient :

∂

∂t
(ρu

2

2 ) = ρuiuj
∂ui
∂xj

+ ui
∂σi,j
∂xj

+ uifi (1.2)

Soit, en décomposant le tenseur des contraintes comme précédemment en une
partie isotrope–pδi,j ,et en un déviateur di,j :

∂

∂t
(ρu

2

2 ) = uj
∂

∂xj
(ρu

2

2 − p) + ∂uidi,j
∂xj

− di,j
∂ui
∂xj

+ uifi (1.3)

Ou bien, en notation vectorielle :
∂

∂t
(ρu

2

2 ) = u · ∇(ρu
2

2 − p) +∇ · (u · d)− d · ∇u+ u · f (1.4)

Enfin, en tenant compte de la condition de compressibilité (∇ · u = 0), nous
pouvons mettre le premier terme du membre de droite de (1.32) sous la forme
d’une divergence, soit :

∂ec
∂t

= ∇[u∇(ρu
2

2 − p) + u · d]− d · ∇u+ u · f (1.5)

Réécrivons cette équation d’évolution de l’énergie cinétique sous forme inté-
grale, en Intégrant chacun des termes sur un volume V fixe et en utilisant le
théorème de la divergence :

(1.6)
Quelle est la signification physique des différents termes :

1. le premier terme du second membre est le flux d’énergie cinétique
convecté par l’écoulement á travers la surface S.

2. le second terme est le travail,par unité de temps,des contraintes exercées
sur la Surface S.

3. le troisième terme est le travail, par unité de temps, des forces en vo-
lume.

4. enfin, le quatrième terme est associé à la déformation du volume V . Il
représente l’énergie dissipée par viscosité lors de cette déformation.
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1.6.2 Ligne et fonction de courant

Ligne de courant :

On appelle ligne de courant la courbe qui, en chacun de ses points,est
tangente au vecteur vitesse. Son équation différentielle s’écrit :

dx
u(x,y,t) = dy

v(x,y,t)

Fonction de courant :

Si on considéré l’écoulement incompressible alors l’équation de continuité
sera donnée :

div~u = 0

ou encore :
∂u
∂x = ∂v

∂t = 0

Nous présentons une nouvelle fonction ψ de x et y que l’on appelle fonction
de courant,vérifiant :

u = ∂ψ

∂x
, v = ∂ψ

∂x
(1.7)

Les surfaces définies par ψ = cte sont des lignes de courant, en effet, la
différentielle exacte de est donne :

dψ = ∂ψ
∂xdx+ ∂ψ

∂y dy = −vdx+ udy

Puisque ψ = cte, alors ∂ψ = 0, on trouve l’équation de la ligne de courant .
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1.6.3 Équations différentielles des fonctions φ et ψ [8]

Soit un écoulement bidimensionnel,irrationnelle et stationnaire d’un fluide
incompressible non-visqueux.puisque :

~u = grad~φ

Et

div~u = 0

Il vient que :

div(grad~φ = 0)

D’où
∂2φ
∂x2 + ∂2φ

∂y2 = 0

C’est à dire :

∆φ = 0

De même ,d’après :

~u = (u, v) = (−∂ψ
∂x ,

∂ψ
∂y )

Et

rot~u = 0

On trouve :
∂u
∂y = ∂v

∂x

D’où
∂2ψ
∂x2 + ∂2ψ

∂y2 = 0

C’est à dire

∆ψ = 0
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1.6.4 Théorème de Bernoulli

Premier théorème de Bernoulli[7] :

Dans un écoulement stationnaire

z + P
ρg + u2

2g =cte

Second théorème de Bernoulli :

Dans un écoulement potentiel l’équation d’Euler s’écrit :

ρ[∇(∂φ∂t ) +∇u2
2 ] = −∇p̂ = ∂φ

∂t + gH

où :p̂ = P + ρgz

1.6.5 Équation de continuité :

Soit une partie d’un fluide de masse volumique ρ délimitée par une surface
fermée Sf (de volume v).soit ~ds un vecteur élémentaire de cette surface,orienté
vers l’extérieur à la surface fermée.
La partie de fluide a une masse

m = ∫ ∫ ∫
v ρdv

Le débit massique sortant de la surface Sf est égale à
∫ ∫
Sf ρ~v

~ds

La conservation de la masse s’écrit

dms
dt −

∫ ∫
vsf ρ~v

~ds = ∫ ∫ ∫
v
∂ρ
∂tdvoù

dms
dt

représente le débit massique de fluide interne au volume considéré compté
positivement s’il s’agit d’une source et négativement s’il s’agit d’un puit.
Compte tenu du théorème d’Ostrogradsky

∫ ∫
Sf ρ~v

~ds = ∫ ∫ ∫
v(div(ρ~v))dv.

L’équation de conservation de la masse peut être écrite

dms
dt = ∫ ∫ ∫

v[div(ρ~v) + ∂ρ
dt ]dv.

12



1.6.6 Les équations de Stokes[6]

L’équation de Navier-Stokes :

−v∇u + ρ(u · ∇)u +∇p = f

divu = 0
(1.8)

En négligeant dans l’équation de Navier-Stokes incompressible stationnaire
les termes proportionnels à la masse volumique du fluide (u · ∇)u,on obtient
l’équation de Stockes :


−v∇u +∇p = f

divu = 0
(1.9)

Plus la vitesse d’écoulement est lente en termes d’amplitude et de valeurs
ω la viscosité plus le modèle de Stockes est une approximation valide des
équations Navier-Stokes.
La principale différence entre les deux équations est que le terme ne vitesse
linéaire a disparu,l’équation de Stokes est une équation aux dérivées partielles
linéaire.

1.7 Transformation de Schwartz-Christoffel

On considéra un polygone [Figure (1.5)] dans le plan Ω, ayant pour
sommets A1, A2, ....., An et pour angle intérieurs respectivement α1, α2, ....αn.
SoitA1, A2, ....., An les points correspondant respectivement à λ1, λ2, ...., λnde
l’axe réel du plan des [Figure(1.6)]. Transformation de Schwarz–Christoffel,
transforme l’intérieur d’un polygone en demi–plan supérieur (ou inférieur)
d’un autre plan. La transformation est donnée par :

dΩ
dλ

= α(λ− λ1)
α1
π −1(λ− λ2)

α2
π −1....(λ− λn)

αn
π −1 (1.10)

Ou bien

Ω = α
∫

((λ− λ1)
α1
π −1(λ− λ2)

α2
π −1....(λ− λn)

αn
π −1)dλ+ β (1.11)

Ou αetβ sont des constantes complexes. On notera que :

1. Parmi les points λ1, λ2, ..., λnon peut en choisir trois arbitrairement.
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2. Les constantes α et β déterminent la taille, l’orientation et la position
du polygone.

3. Il est commode de choisir un point, par exemple λn, à l’infini, cas dans
lequel facteur de (1.12) n’existe pas.

4. polygones infinis non fermés peuvent être considérés comme des cas
limités de polygones

Figure 1.1 – Plan de Ω.
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Figure 1.2 – Plan de variable λ .

1.8 Analyse dimensionnelle [14]

Avant de résoudre un problème, nous devons écrire l’équation qui régit
le phénomène en variables non dimensionnelles. Pour cela, nous introduc-
tions quelques notions et théorèmes pour passer d’une équation Physique
en variables dimensionnelles à une équation dont les variables sont sans
dimensions physique.

Les manipulation formelles requise sont faciles. Nous utilisons le théorème
π de vachy -Buckingham qui monter comment on non dimensionnelles ré-
duit le nombre de paramètres qui détermine la solution d’un problème. Si un
phénomène physique dépend de N variables dimensionnelles. On peut rende
ces variables sans dimensions en les réduisant à N–K, avac (k=1,...4) . Les
quatre variables universellement connues sont la longueur L, la masse M , la
température θ Et le temps t. Nous démontrons que les variables non dimen-
sionnelles peuvent être sélectionnées de plusieurs manières .Elles paraissent
relativement avec peu paramètres non dimensionnelles dans chaque cas.
Théorème π de vaschy-buckingham . Soit une phénomène physique com-
portant n variables, dont les dimensions desquels interviennent p grandeurs
fondamentales. L’équation h(x1, x2, ...xn) = 0 qui régissant le phénomène
peut se mettre sous la forme
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h(π1, π2, ...πn−p) = 0

π1, π2, ...πn−p Étant des produits sans dimension Indépendantes. D’après ce
théorème, les produits sans dimensions peuvent être considérés comme des
nouvelles variables en nombre réduit. On les appelle aussi grandeurs réduites.
On note que certains de ces produits sans dimension,On trouve des nombres
connus, nombre de Reynolds R, nombre de Froude F nombre de Mtch M
ect... Aussi trouve des rapports de deux grandeurs physique de même espèce.

1.9 Nombre de Weber[9]

Le nombre de weber αest un nombre sans dimension utilisé en mécanique
des fluides pour caractériser l’écoulement de fluides à l’interface d’un système
multiphasique .
Il correspond au rapport des forces d’inertie et la tension de surface.on le
définit de la maniéré suivante :

α = ρu2·Lc
T

Le nombre de weber est principalement utilisé pour l’étude la formation de
gouttes ou bulles
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CHAPITRE 2

POSITION DU PROBLÈME

Dans ce chapitre, on a étudié un écoulement potentiel devant un obs-
tacle,où l’effet de la tension de la surface est considéré mais gravité sont
négligées .
Ce problème se caractérise par une condition non linéaire exprimée par
l’équation de Bernoulli, appliquée à la surface libre dont la forme est incon-
nue .

contenu

1. Position de problème
2. Formulation du problème
3. Comportement de la vitesse au voisinage de point de stagnation
4. Résolution numérique
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2.1 Position du problème

Considérons un écoulement potentiel bidimensionnel d’un fluide dans un
canal contenant un obstacle de forme deux triangulaire situé au fond et
forme an angle β = π

4 avec l’axe (OX) (Figure.1).
Le fluide est supposé non visqueux, incompressible et l’écoulement est irro-
tationnel et bidimensionnel. Les force de la gravité sont négligés, mais l’effet
de la tension de surface est tenu en compte. Très loin en amont et en aval,
l’écoulement est uniforme avec une vitesse constante U et un profondeurL.

Figure 2.1 – Schéma de l’écoulement et du système de coordonnées
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2.2 Formulation du problème

Considérons les variables sans dimension suivantes : U comme unité de
vitesse et L comme unité de longueur, et on note u et v les composantes de
la vitesse selon les directions x et y, respectivement.

Puisque l’écoulement est potentiel, il sera décrit à l’aide de deux fonctions :
le potentiel de vitesse φ et la fonction de courant ξ.
à l’aide de la symétrie par rapport à l’axe (OY ), on prend le triangle ABCDE,
et on fixe φ = 0 au point C et ξ = 0 sur la ligne de courant IJKLM .
Donc, on peut constate que :

1. Dans le champ lointain (lorsque |x| → ∞), l’écoulement est supposé
uniforme, par conséquent :

φ(x, y) = Ux lorsque |x| → ∞ (2.1)

2. Sur la paroi rigide (ABCDE), la vitesse normale doit être nulle, c’est-
à-dire :

∂φ

∂x
= 0 (2.2)

3. Sur la surface libre, la pression atmosphérique P0 est constante ; par
conséquent, l’équation de Bernoulli donne :

p + 1
2
ρq2 = p0 + 1

2
ρU 2 sur IJKLM (2.3)

p− p0 = TK (2.4)
Avec : K est la courbure de la surface libre et T désigne la tension de

surface.

En remplaçant l’équation (2.4) dans l’équation (2.3) l’équation (2.3)
devient :

1
2
q2 − 1

α
K = 1

2
surIJKLM (2.5)

tel que α est le nombre de Weber défini par :

α = ρU 2L

T
(2.6)
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Alors, notre problème s’écrit sous la forme :


∆φ = 0 dans le domaine d’écoulement, φ(x, y) = x, |x| → ∞
∂φ
∂~x = 0 sur les parois ABCDE
1
2q

2 − 1
αK = 1

2 sur la surface libreIJ
(2.7)

La résolution du problème sous cette forme est particulièrement complexe,
notamment en raison de la condition aux limites non linéaire qui est imposée
sur une frontière inconnue (la surface libre).

Si l’on identifie le plan de l’écoulement au plan complexe, alors la vitesse
complexe ξ = u − iv et le potentiel complexe f = φ + iψ sont des fonctions
analytiques de la variable complexe z = x+ iy .
Cette condition donne que la vitesse complexe ξ et la fonction potentiel f
sont des fonctions analytiques.

Ainsi, nous faisons appel à toutes les propriétés essentielles des fonctions
analytiques d’une variable complexe : formulations intégrales, développe-
ments en séries, applications conformes, etc. Dans le plan f , l’écoulement
est alors représenté par une bande définie par 0 < ψ < 1 ( Figure 2).
On définit la fonction τ − iθ comme suit :

ξ = df

dz
= u− iv = eτ−iθ, (2.8)

Où : θ est l’angle entre le vecteur vitesse et l’horizontale.
L’élimination de la courbure k,donne :

~V = et(cos~θi − sin~θj)

et dans les coordonnées intrinsèques :
~̄V = |~̄V | ~uT

Où : ~uT = cos~θi + sin~θj est le vecteur unitaire tangentiel

~un = R · d ~uTds = R · d ~uTdt ·
dt
ds

= Reτ (∂θ∂φ
∂φ
∂x

∂x
∂t + ∂θ

∂φ
∂φ
∂y

∂y
∂t )

Reτ (∂θ∂φ)(cos~θj − sin~θi)
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~un : est le vecteur unitaire normal et,ds désigne l’élément de longueur sur la
surface libre. Finalement, on obtient :

k = 1
R = eτ |∂θ∂φ|.

on remplace k par sa valeur dans l’équation (2.5) on trouve :

1
2q

2 − 1
αq|

∂θ
∂φ = 1

2

Oú eτ représente l’intensité de la vitesse, eτ =
√
u2 + v2,et θ est l’angle entre

l’axe des x et le vecteur vitesse.
Alors,l’équation de Bernoulli (2.5)devient :

e2τ − 2
α
|∂θ
∂φ
|eτ = 1 sur IJ (ψ = 1) (2.9)

Nous chercherons τ − iθ comme une fonction analytique de f = φ+ iψ dans
la bande 0 < ψ < 1, satisfaisant les conditions (2.9),(2.10) et (2.11).
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Figure 2.2 – L’écoulement dans le plan potentiel complexe f .
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2.3 Résolution numérique

Pour résoudre numériquement ce problème, nous appliquons la technique
de troncature de la série. Nous transformons le domaine occupé par le fluide
dans le plan f , en un demi-disque unité dans le plan variable t par la
transformation suivante. :

f = 2
π
log(1 + t

1− t) (2.10)

Les points M L K et B C D dans le plan f sont transformés respectivement
en les points correspondants dans le plan t.

A,M (-1,0)
B (-0.65,0)
C (0,0)
D (0.65,0)
E,K (1,0)
L (0,1)

Cette transformation transforme le domaine d’écoulement sur la moitié su-
périeure du disque unité dans le plan complexe t ( Figure3).
La surface libre est représentée sur la moitié supérieure du cercle unité, tandis
que les parois rigidse seront sur son diamètre et Le sommet C du triangle
est transformé en l’origine, tandis que le sommet B en un point tB tel que
−1 < tB < 0, et le sommet D en un point tD tel que 0 < tD < 1. L’axe des
ordonnées constitue la médiane du segment BD.
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Figure 2.3 – Le domaine d’écoulement dans le plant t.
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2.4 Comportement local de ξ aux points B,D et C

Aux points B,D et C, l’écoulement se fait autour d’un angle. Par consé-
quent, la fonction d’écoulement ξ = u − iv est régulière partout sauf en ces
points, ce qui nécessite une analyse locale du comportement de l’écoulement
à la proximité de ces singularités.

Les points de la surface libre dans le plan t sont définis par la relation
suivante :

t = eiσ tel que − π < σ < π (2.11)

Et dans le plan f , par la relation suivante :

f = φ, −∞ < φ < +∞ (2.12)

La résolution du problème nécessite l’écriture de l’équation :

1
2e

2τ − 1
αe

τ |∂θ∂φ| =
1
2 sur (MLK)

En remplaçant l’équation (2.13) dans l’équation (2.12), on obtient :

f = φ = 2
π log(−itan(σ2))

Ce qui conduit à

df = dφ = 2
πsin(σ)dσ

d’où
∂φ

∂σ
= 2
πsin(σ)

(2.13)
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D’un autre côté, on observe sur la surface libre :

|∂θ∂φ| = |
∂θ
∂σ ·

∂σ
∂φ| =

πsin(σ)
2

∂θ
∂σ

Enfin, l’équation de Bernoulli s’écrit :

e2τ + π

α
sin(σ)eτ ∂θ

∂σ
= 1 sur(MLK) (2.14)

2.4.1 Comportement asymptotique au voisinage de t = tB

Au point B, l’écoulement se fait dans un angle de 3π
4 dans le plan Z, et il est

donc caractérisé par la fonction potentielle suivante :

f(t) ∼ a

n
(t− tB)n , t→ tB (2.15)

et

n=π
α = π

3π
4

= 4
3

cela implique que
f(t) ∼ 3a

4 (t− tB) 4
3 , t→ tB (2.16)

puisque ξ = df
dt ,nous trouvons

ξ = df

dt
∼ a(t− tB) 1

3 , t→ tB (2.17)

On a
f = φ = 2

π
log(1 + t

1− t) sur (MLK) (2.18)

À partir de l’équation (2.17)et de l’équation (2.20),nous trouvons :

3a
4 (t− tB)4

3 = 2
π log(1+t

1−t), t→ tB
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Ainsi,nous trouvons :

(t− tB)4
3 = 8

3aπ log(1+t
1−t)

Donc

(t + b) = ( 8
aπ
log(1 + t

1− t
))

3
4 Lorsque t→ −b (2.19)

t ∼ ( 8
3aπ

log(1 + t

1− t
))(3

4
)− b (2.20)

En substituant les équations (2.19) et (2.22), nous trouvons :

ξ = df

dt
∼ a[( 8

3aπ
log(1 + t

1− t
))

3
4 − b + b]

1
3 (2.21)

Donc

ξ = df
dt ∼ a( 8

3aπ log(1+t
1−t))

1
4

Nous avons :

log(1+t
1−t) ∼ 2t Utilisation le développement de Taylor

Alors :

ξ = df
dt ∼ a( 8

3a)1
4(2t

π )1
4 Lorsque tB → −b

ξ ∼ df
dt ∼ c1t

1
4

tel que

c1 ∼ a( 8
3a)1

4(2t
π )1

4
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2.4.2 Comportement asymptotique au voisinage de t = tD

Au point D, l’écoulement se fait dans un angle de 3π
4 dans le plan Z, et il est

donc caractérisé par la fonction potentielle suivante :

f(t) ∼ a

n
(t− tD)n , t→ tD (2.22)

et

n=π
α = π

3π
4

= 4
3

cela implique que
f(t) ∼ 3a

4 (t− tD) 4
3 , t→ tD (2.23)

Puisque ξ = df
dt ,nous trouvons

ξ = df

dt
∼ a(t− tD)

1
3 , t→ tD (2.24)

On a
f = φ = 2

π
log(1 + t

1− t) sur (MLK) (2.25)

À partir des équation (2.24)et(2.27), on trouve :

3a
4 (t− tD)4

3 = 2
π log(1+t

1−t), t→ tD

Alors :

(t− tD)4
3 = 8

3aπ log(1+t
1−t)

Donc
(t− d) = ( 8

aπ
log(1 + t

1− t))
3
4 Lorsque t→ d (2.26)
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En substituant les équations (2.26) et (2.29), nous trouvons :

ξ = df

dt
∼ a[( 8

3aπlog(1 + t

1− t))
3
4 + d− d] 1

3 (2.27)

Donc

ξ = df
dt ∼ a( 8

3aπ log(1+t
1−t))

1
4

Alors :

ξ = df
dt ∼ a( 8

3a)1
4(2t

π )1
4

ξ ∼ df
dt ∼ c2t

1
4

tel que

c2 ∼ a( 8
3a)1

4(2t
π )1

4

2.4.3 comportement aux voisinage de t=0

Au point C, l’écoulement se fait dans un angle de 3π
2 dans le plan Z, et il est

donc caractérisé par la fonction potentielle suivante :

f(t) ∼ a

n
tn , t→ 0 (2.28)

et

n = π
α = π

3π
2

= 2
3

cela implique que
f(t) ∼ a

2t
2
3 , t→ 0 (2.29)

ξ = df

dt
∼ at, t→ 0 (2.30)

Ainsi,nous trouvons :

t
2
3 = 4

3aπ log(1+t
1−t)

Donc
t = ( 4

3aπ
log(1 + t

1− t
))

3
2 (2.31)

29



En substituant les équations (2.33) et (2.35), nous trouvons :

ξ = df

dt
∼ a[( 4

3aπ
log(1 + t

1− t
))

3
2 ]
−1
3 (2.32)

Donc

ξ = df
dt ∼ a( 4

3aπ log(1+t
1−t))

−1
2

ξ = df
dt ∼ a( 4

3a)−1
2 (2t

π )−1
2

ξ ∼ df
dt ∼ c3t

−1
2

tel que

c3 ∼ a( 4
3a)−1

2 (2t
π )−1

2
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CHAPITRE 3

DISCUSSION DES RÉSULTATS

contenu

1. Formulation de la série
2. Forme de la surface libre
3. Résultats et discussions
4. Application de logiciel Fluent

31



3.1 Formulation de la série

On définit la fonction ξ(t) comme suit

ξ(t) = g(t)Ω(t)
Avec : g(t) la fonction qui contient les singularités et les zéros de ξ(t), la
fonction Ω(t) est analytique, elle se développe en série entière, alors :

ξ(t) = g(t)exp(∑∞
n=0 ant

2n)

Donc :

ξ = u− iv = ((t + b)
1
4(t)

−1
2 (t− b)

1
4)exp(

∞∑
n=0

ant
2n) (3.1)

Où les ak sont des constantes réelles à déterminer. L’équation (3.1) vérifie
toutes les conditions aux limites.

e2τ − π
αsin(σ)|∂θ∂σ |e

2τ = 1 sur la surface libre MLK

On substitue l’équation t = exp(iσ) dans l’équation (3.1),on obtient :

exp(τ − iθ) = (e2iσ − b2)1
4(eiσ)−1

2 exp(∑∞
n=0 ane

2σin)

On trouve :
exp(τ − iθ) = [(cos(2σ) − b2)2 + sin2(2σ)]1

8 ×
exp(i1

4arctan( sin(2σ)
cos(2σ)−b2))× (exp(−1

2iσ))exp(∑∞
n=0 ane

2σin)

Donc :

τ − iθ = 1
8log[(cos(2σ)− b2)2 + sin2(2σ)] + ∑∞

n=0 ancos(2σn) +
i1

4arctan( sin(2σ)
cos(2σ)−b2) + i

∑∞
n=0 ansin(2σn)− i1

2σ
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Donc :

τ (σ) = 1
8
log[(cos(2σ)− b2)2 + sin2(2σ)] +

∞∑
n=0

ancos(2nσ) (3.2)

θ(σ) = σ

2
− 1

4
arctan( sin(2σ)

cos(2σ)− b2)−
∞∑
n=0

ansin(2nσ) (3.3)

En substituant (3.2) dans (3.3) sur la surface libre, on obtient :

exp(1
4log[(cos(2σ)− b2)2 + 2sin2(2σ)] + ∑∞

n=0 2ancos(2nσ)))− π
α×

sin(σ)|12 −
1−b2cos(2σ)

(cos(2σ)−b2)2+sin2(2σ) −
∑∞
n=0 2nancos(2nσ)|×

exp(1
4log[(cos(2σ)− b2)2 + 2sin2(2σ)] +

∞∑
n=0

2ancos(2nσ)) = 1 (3.4)

Pour déterminer les coefficients an on fait une troncation de la
série après N termes.
ainsi on introduit la discrétisation de l’intervalle I .

σ(j) = π

N
(j − 1

2
) j = 0, ..., N − 1 (3.5)

D’aprés les équations : (3.4)et(3.5),on obtient un système de N
équations à N inconnus :

exp(1
4log[(cos(2σ(j))− b2)2 + 2sin2(2σ(j))] + ∑∞

n=0 2ancos(2nσ(j))))− π
α×

sin(σ(j))|12 −
1−b2cos(2σ(j))

(cos(2σ(j))−b2)2+sin2(2σ(j)) −
∑∞
n=0 2nancos(2nσ(j))|×

exp(1
4log[(cos(2σ(j))− b2)2 + 2sin2(2σ(j))] +

∞∑
n=0

2ancos(2nσ(j))) = 1 (3.6)

On utilise la méthode de Newton pour résoudre ce système.
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3.2 Forme de la surface libre

Après avoir trouvé les coefficients an,la forme de la surface libre
est déterminée comme suit :

De la relation

1
u− iv

= exp(−τ + iθ) = ∂x

∂φ
+ ∂y

∂φ
(3.7)

Avec

dz = dx + idy = exp(−τ + iθ)(dφ + idψ) (3.8)

Où ψ = 0 sur la surface libre

On a


∂x
∂φ = exp(−τ )cosθ
∂y
∂φ = exp(−τ )sinθ

(3.9)

Et


∂x
∂σ = ∂x

∂φ ·
∂φ
∂σ

∂y
∂σ = ∂y

∂φ ·
∂φ
∂σ

(3.10)

On trouve :


∂x
∂σ = exp(−τ (σ))cos(θ(σ))∂φ∂σ
∂y
∂σ = exp(−τ (σ))sin(θ(σ))∂φ∂σ

(3.11)
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En substituant(2.40).(2.41)et(2.15)dans(2.49), on trouve en chaque
point
σ(j), j = 0, ........, N − 1



∂x
∂σ(j)(σ(j)) = 2

πsin(σ(j))exp(−1
8log[(cos(2σ(j))− b2)2 + sin2(2σ(j))]− ∑∞

n=0

×ancos(2nσ(j)))cos(σ(j)
2 −

1
4arctan( sin(2σ(j))

cos(2σ(j))−b2)− ∑∞
n=0 ansin(2nσ(j)))

∂y
∂σ(j)(σ(j)) = 2

πsin(σ(j))exp(−1
8log[(cos(2σ(j))− b2)2 + sin2(2σ(j))]− ∑∞

n=0

×ancos(2nσ(j)))sin(σ(j)
2 −

1
4arctan( sin(2σ(j))

cos(2σ(j))−b2)− ∑∞
n=0 ansin(2nσ(j)))

(3.12)

Figure 3.1 – La forme de la surface libre pour différentes valeurs de nombre de Weber .
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3.3 Résultats et discussions

Dans ce travail, on remarque que si l’effet de la tension du surface
est considéré, alors un terme non-linéaire apparait dans l’équation
de Bernoulli. Pour cela, on l’a résolus numériquement en appliquant
la technique de troncation de la série.

Cette dernière procédure numérique montre qu’il existe une va-
leur critique de nombre de Weber α∗ = 0.5 pour déterminer la
solution approchée (la forme de la surface libre)du problème traité,
où l’angle de l’inclination de l’obstacle considéré est : β = π

4 .

La figure(3.1) présente les courbes de la forme de la surface
libre por différentes nombres de Weber α∗ < α < ∞, on remarque
aussi que si α −→ ∞ ces courbes se rapprochent qui confirme la
convergence de la méthode.
Les coefficients dans le système (3.12) décroissent très rapidement,
ce qui permet à l’algorithme de converger en quelques itérations
lorsque le nombre de Weber α > 0.5 avec une erreur inférieure à
10−5.
On remarque aussi que si α < α∗, quelques ondes commencent à
apparaitre sur la surface libre, où on peut dire que l a méthode
utilisée commence à diverger.
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3.4 Application de logiciel Fluent

En utilisant le code Fluent-Gambit, on a essayé d’analyser nôtre
problème décrit dans le chapitre précédent pour présenter plus clai-
rement la forme de la surface libre et aussi pour connaitre quelques
propriétés de fluide(Pression, fonction de courant, ...) étudié à l’in-
terieur du canal.

Figure 3.2 – Discrétisation du domaine de l’écoulement

Figure 3.3 – Contour de la fonction de courant
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Figure 3.4 – La Pression Dynamique

Figure 3.5 – La pression Statique
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CONCLUSION GÉNÉRALE

Dans ce travail, on a étudier numériquement un problème non
linéaire concernant un écoulement potentiel bidimensionnel dans un
canal avec un obstacle en bas de forme deux triangules, en tenant
compte de l’effet de la tension superficielle, tandis que les forces de
gravité sont négligées. Le fluide est supposé parfait

Les résultats obtenus dans ce travail montrent que la solution
approchée existe pour des différentes valeurs de nombre de Weber
α > α∗ = 0.5 qui nous permet de dire que la méthode de troncation
de la série utilisée dans le dernier chapitre est efficace dans le calcul
de la solution approchée quand le terme non-linéaire apparaisse dans
l’équation de Bernoulli.

Notre perspective est déterminer la forme de surface libre dans
le même cas ou d’autre problèmes si les forces de gravité sont
considérés là où un autre paramétré sera apparait qui est le nombre
de Froude. Aussi l’application d’autre méthodes numériques, ou bien
si on change quelques caractéristiques de fluide.
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Résumé :
Ce travail est dans le but de modéliser et étudier numériquement un problème
non-linéaire d’un écoulement potentiel bidimensionnel autour d’un obstacle.
Le fluide est considéré parfait, l’effet de la tension de surface est tenu en
compte mais les forces de la gravité sont négligées. L’étude numérique du
problème est basée sur l’utilisation la technique de troncation de la série.
Mots Cles :
Écoulement potentiel ; Méthode de troncation de la série ; Nom bre de
Weber ; Surface libre

Abstract :
This work aims to model and numerically study a nonlinear problem of a
two-dimensional potential flow around an obstacle. The fluid is considered
perfect, the effect of surface tension is taken into account, but gravitational
forces are neglected. The numerical study of the problem is based on the use
of the series truncation technique.
Keywords :
Potential flow ; Series truncation method ; Weber number ; Free surface
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