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INTRODUCTION GENERALE

Le modele d’'Ising est un modele de physique statistique , il a été le sujet des milliers
d'articles depuis son introduction en 1920 . Il est utilisée pour modéliser les
phénomenes dans lesquels des effets collectifs sont produits par des interactions
locales entre particules a deux états, en particulier, les phénomenes ferromagnétiques
dans les matériaux. En 1944 Lars Onsager a donné une analyse détaillée du modele
d’Ising bidimensionnel en prouvant l'existence d'une transition de phase dans la limite
thermodynamique .

Les solutions exactes du modele d’'Ising n’existent que pour une chaine (1-D) et (2-
D)sans champ magnétique, d’ou il faut faire recours aux techniques de simulations
numériques pour résoudre le modele hors ces deux cas. Parmi les techniques des
calculs numériques, la méthode de Monte Carlo (MC) est la plus utilisée, elle est concu
pour effectuer le calcul des grandeurs thermodynamiques des modele physiques:
I'énergie interne, I'aimantation, la capacité calorifique, la susceptibilité magnétique.
Cette technique est tres utilisée dans I’étude des phénomeénes critiques et les
transitions de phase afin de déterminer la température de transition et bien analyser
les résultats obtenus .

Historiquement , le premier I'algorithme utilisé dans les simulations MC est celui de
Metropolis . Depuis 1987 la Méthode MC est doté d'un nouveau algorithme c’est
'algorithme des clusters (de Swendsen et Wang) qui tire ces idées des modeles des
clusters d’Insing et de Potts .

Ce mémoire est consacré a une étude comparative du modele d’Ising en 2-D entre la
dynamique de Métropolis et celle des clusters de Swendsen-Wang, ou le premier
chapitre est consacré a I'approche théorique du modele en 1-D et 2-D dans le cadre de
I’ensemble canonique, le deuxieme et le troisieme chapitres sont un rappel sur les
techniques des simulations par la méthode MC via I'algorithme de Métropolis et celle
des clusters de Swendsen-Wang , dans le quatriéme chapitre nous donnerons les
résultats des simulations et leurs discussions , et nous terminerons la mémoire par une
conclusion .




ChapitreI:
MODELE D'ISING A UNE ET DEUX DIMENSION

I.1. Modele d'Ising

Le modele d'Ising est un modele de physique statistique utilisé pour modéliser
différents phénomenes dans lesquels des particules (molécules) a deux états
interagissent localement . Le modele d'Ising pour le ferromagnétisme est un modele
sur réseau de moments magnétiques , dans lequel les ions des métaux de transition
sont toujours orientés selon le méme axe spatial et ne peuvent prendre que deux
valeurs de spins : o =+1(haut spin (HS)) ou o =—1(bas spin(BS)) . Ce modéle nous
permettra de simuler la transition de phase du ferromagnétisme au paramagnétisme
autour de la température de Curie d'un matériau fictif , le ferromagnétisme étant causé

par les moments magnétiques de spins des électrons . [01]

1.2. Modele d’Ising a une dimension

e Casgénéral (h=0et J #0) et solution exacte

A une dimension , le modeéle d’Ising est exactement soluble par la méthode de la
matrice de transfert. Cette solution montre que I'énergie libre est analytique pour toute
température , ce qui signifie que ce modele ne possede pas de transition de phase .

[02]

On considére un réseau régulierdont chaque site est défini par une variable scalaire de

spin:o =%1

1 2 3 N t

(a) chaine Ouverte ( b) chaine Fermée

Figure 1. 1: Représentation graphique d’une chaine d’Ising .




» L’Hamiltonien du systéeme

L’Hamiltonien d’une chaine d’Ising sous 'effet d'un champ magnétique s’écrit sous la
forme :

H {((7 )} :—J%o]aj -h> o (1.01)

h : le champ magnétique extérieur.

J :le couplage ferromagnétique

>0, =M : C’est la somme sur tous spins.
<Z>:O-i o; : la somme sur les paires de sites les plus proches voisins (p p v).
7

oy, =0, ,on observe que I'Hamiltonien va constituant deux termes :
On peut calculer exacte mentles quantités physiques du modele le long d’'une chaine
fermée .
Le probleme a une seule dimension nous permettra d’obtenir quelques résultats
exacts. On peut calculer analytiquement :
= Lafonction de partition Z .
= L’énergie interne U .

Pour une boucle fermée de (N ) spin son a:

N

H="3Y 00, -h3 o (1.02)
K=1

i=1

Avec:

O; = Oy, pour satisfaire aux conditions périodiques . On peut symétriser le terme du
champ magnétique .

Le premier terme représente l'interaction entre spins :

H, :_Jzo'io'm (1'03)

Le deuxieme terme :

H, =-h> o, (1.04)
Le dernier terme s’écrit sous la forme :

H, =_giz(oi o) (1.05)




Donc le résultat final est :

H ——JZ O — Z 0, +0,,) (1.06)

I1.2.1. Fonction de partition

Dans le cadre de la statistique de I'ensemble canonique, la fonction de partition est
donnée par l'expression :

Z=Tre") :Ze’ﬂEi (1.07)

B=Yk,T , T :latempérature
Ky =1.380658x107°J / K : constante de Boltzmann .

Fonction de partition exacte :

On définit La fonction de partition pour N spin 0; par:
z=)>..>e™ (1.08)

Pour extraire les grandeurs thermodynamiques, il faut déterminer la fonction de
partition canonique. Elle est donnée par les 2" termes:

Z-3Y. Zexp{ﬂZ(Jo—,qﬂ+h amﬂl)ﬂ (1.09)

g 02

Z-% .3 ﬁexp[ [JJIO'H1+2(Ji +0'i+1)ﬂ (110)

o=+l oy=%1i=1

Notons K =pJ et décomposons exp(—-BH ) de la fagon suivante :
exp(—BH) = (g " ) (1 ) .o () (1.11)

exp(—pH) =T, T, T, (1.13)

On remarque que cette fonction de partition peut s’écrire sous la forme d’un produit de
N matrices T

Z:ZZ ..... Z<0'1|T|0'2><0'2|T|0'3>....<O'N IT|oy) (I.13)

o, 0, oy




La matrice de transfert T est donnée par

- exp[ B(J+h)]  exp[-BI]

exp[-BJ]  exp[B(J-h)] (1.14)

La fonction de partition Z peut étre reformulée sous la forme d'un produit de N

matricesT :

Z= z T0'102Ta203 """ T oNoy ZZ(TN )0101 = z<o-l ITN |O-1> (115)
C’est —a-dire:

Z=Tr(T") (1.16)

Les T,, peuvent étre considérés comme les éléments d'une matrice puisque chaque o,

peut prendre exactement deux valeurs +1ou —1. Cette matrice T est définie de la

facon suivante
" 5 =0, =1 (1T|1) =0

I ]

f om0 = (AT | =)
" 5 =Lo, =-1->(T|-1)=e"
f o=t 1o (AT =

La trace d'une matrice est invariante par changement de repere orthonormé . Donc on
peut diagonaliser la matrice T (2x2)

[A(+)] i
T — (T+1+l T+llj — l:e e :| (117)

T71+1 T—l—l e’ e[ﬁ (9-n)]

La diagonalisation de T implique : det(T —41)=0 et [ estla matrice unité

7/)’(J+h) _l Bl
T-a1-=|° ¢ (1.18)
e eﬂ(-3+h) -1

Donc la fonction de partition prendre la forme :
z=3 (o [M"]oy) = A" +2" (1.19)

2" —22e” cosh(ph)+2sinh(283)=0 (1.20)
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Cette 'équation de deuxiéme dégrée :

2, =e”) [cosh(,Bh)i\/sinh2 (ﬂh)+e(*‘ﬂhq (1.21)

Donc on obtient :

Z =™ {[cosh(/?h)Jr\/sinh2 (ph)+e”) T J{cosh(ﬂh)—\;’sinh2 (ph)+e=") T } (1.22)

On observe que 4, > A_ Pour un champ magnétique h nul, 2, se réduit a 2cosh (BI).

I.2.2. L’aimantation

L’aimantation par spin Mvaut:

M
- .23
m-2 (1.23)
Ona:
1 oF
- - 1.24
m N ¢h ( )
La relation de I'aimantation est :
m =Xl 04 (1.25)
A, oh
i h
. sin(h) (1.26)
\/sinhZ (ph)+exp(-453)
Pour produire une magnétisation a température finie, il est obligatoire d’avoir un
champ h non nul, donc il n’existe pas une transition de phase sous une seule
dimension.
1.2.3. L’énergie moyenne
L’énergie moyenne d’un systeme a I'équilibre dans le cadre de la statistique de
I’ensemble canonique est donnée par:
E=(H)=Tr(RH) (1.27)
— Ese /&
E=)EPR =) "2 (1.28)
S S Z
P; : la probabilité canonique de I’état microscopique
= 10 10z olnz
E=—"—DYem = —=—"—— 1.29
Z op Sze Z op op (1:29)

11



1.2.4. La capacité calorifique

La capacité calorique est donnée par la relation :

CV {%J{i)[_a'” Z_J (1.30)
oT ) ot op
Qui prendre la forme finale :
1 (&°InZ
C, = el .31
! kBTZ( op* J (31

1.2.5. L’énergie libre

L’énergie libre d'un systeme s’écrit :
F=-kgT InZ (1.32)
Puisque on a:
Z AN 4N =2 {p{j—ﬂ (133)
N N
Z=A" (1+(iJ ]:,LN; (ij —0 (1.34)
A, A,

On peut calculer I'énergie libre par spin dans la limite thermodynamique lorsque le

nombre de spins tend vers l'infini. Dans cette limite , 'énergie libre par site est :

E - Nligl‘—l\llln z, (1.35)
fim =1z (T,h)=In A+In{l+[j—‘jqzlnﬂ+ (1.36)
F =-NkgT In A (137)
L’expression finale est :
F=-k,TInA =—k,T In [exp(ﬂJ )[cosh (/3h)+\/sinh2 (ph)+exp(—443 )ﬂ (1.38)
I.2.6. La susceptibilité
Pour un champ nul la susceptibilité est donnée par :
x =(om/eh), (1.39)
Donc,ona:
x=(-0"F/o%h) (1.40)
(141)

x=Npexp(2K)

12



I.3. Modele d’'Ising en deux dimensions

Considérons un réseau en 2D avec un total de N sites. A chaque site du réseau, est
associé une variable de spin o ; avecles valeurs o =21, les spins peuvent interagir
avec leurs voisins les plus proches, et la force d’interaction peut étre décrite par une
constante de couplage J (Figure 02 ), en plus, si en met le systeme sous l'influence

d’'un champ magnétique externe h 'Hamiltonien du systeme s’écrit :

H {(O'i )} = —J%;‘ogaj —hZO'i (1-42)

Figurel. 02 : Réseau en 2D avec des spin en interaction , rouge (HS) et bleue(BS) .
On considére un systeme de N = L® spins sur un réseau carré ou L présente le
nombre des sites de réseau dans chaque direction . Chaque spin o, n’interagit qu’avec

ses 4 voisins les plus proches et pareillement avec un champ magnétique h.

L'Hamiltonien du systeme s’écrit sous la forme suivante [03] :
N
H=-1) c,0,-h> o (1.43)
(i.i) i=1

oul (i, j) désigne une somme sur les sites qui sont les plus proches voisins, et J le

parameétre d’interaction .

La méthode de matrice de transfert telle qu’elle a été utilisée précédemment peut étre
facilement étendue au modele a deux dimensions .
Chaque spin prend deux valeurs (+1), on aura donc 2" états pour un réseau de N spins .

[01]

13
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n+1=1 Q ) o q

FigureI. 03 : Représentation d'un réseau en deux dimensions
1.3.1. La fonction de partition

Dans I'ensemble canonique, on s’intéresse a la fonction de partition :

Z= Z e =Tr (TN) (L44)

La fonction de partition présente une grande analogie avec la fonction de partition
d'Ising a 1D. Ainsi, alors que la fonction de partition d'Ising 1D était donné par
I'expression . [04 ]

J N
Z= [2 cosh FJ (1.45)

B

Onsager a démontré que la fonction de partition dans le cas d'Ising 2D peut s'écrire

sous la forme [04] :

Z =(ZCOSh J
K

B

—exp(] )j (1.46)

Ou | estune intégrale elliptique qui a la forme :
17 1 .\
| =—|d@In{=|1+(1-x*sinp)?
27[! ¢ {2{ ( ?) }} (147)

Tel que :

2sinh A

__ ST 1.48

. costh (146)
K

4T

14



x est une fonction de T qui s’annule pour T =0et T =c. Pour J et T positives x est
aussi positive et continue, le parametre x présente un maximum a T =T, (température
critique) . [05]

Soit:

sinh [AJ =1. x(T)=1 . k,T, =2.669J (1.49)
K,T

I.3.2. L’aimantation

Le systeme d Ising sur un réseau carré présente une transition de phase a (T =T_) et

en absence d’'un champ magnétique (h=0) L’expression de I'aimantation spontanée
est:

m(T):(l—[sinhﬁJ]“‘); T, ~T
m(T)=0 T, <T

(1.50)

En certain points ce parameétre devient zéro , ces points appelés points critiques ou

température de Curie qui a la forme suivante :

tanh{ 2) } NI KTe . 2 2.269185 (.51)

B \E J _In(1+\/§)

Cette équation est obtenue a partir des propriétés du réseau carré .

La température critique exacte donnée par :

2] 2.269185J
T, = = 1.52
Kg In(1++2) K (152)
.3.3. L’énergie moyenne
L’Energie moyenne est donné par :
olnz
E =—
% (1.53)
- B sinh*(28-1) 2, . 154
E =—2NJ tan(2J ) 2NJ {—sinh(&] 5 }Lf (x) 1} (1.54)

15



Ou f(x) étantI'intégrale elliptique :

1.3.4. La capacité calorifique

L’expression de la capacité calorifique est définit par:

1 &Inz
TkT? 8B
2( 20V (, T
C, ~-NK, — In| 1-— |+ constante
7w\ K,Te Te

(T presde T.).
Lorsque T =T,la capacité thermique diverge :

C, (T)z-Ine

Ou la différence de température réduite est donnée par :

1.3.5. L’énergie libre

L’expression de I'énergie libre pour un champ nul (h=0) est défit par:

F(t)= kT InZ =k, T In[ (2cosn (283 )exp )" |

s

=-NK,TIn[2cosh(2J)]- NK/,TJ% d(pB (1+(1_ x? sin’ ¢))§

1.3.5. La susceptibilité magnétique

La susceptibilité magnétique peut étre définit comme :

1 oM

=Von

16

(1.55)

(1.56)

(1.57)

(1.58)

(1.59)

(1.60)

(1.61)

(1.62)



On obtient la susceptibilité a partir des fluctuations de I'aimantation :

2= 1t (mnm(o)-(m)")| (1.63)

Lorsque T —T. donc:

-7

x=(Tc _T)_y =(Tc -T)+ (1.64)

La susceptibilité magnétique diverge .

1.4. Approximation du champ moyen

En 1D et 2D le probléme est résoluble méme si les calculs permettant deparvenir a la
solution sont un peu techniques . Mais a partir de 3D, le probleme n’est toujours pas
résolu . Une idée de Weiss en 1907 consiste a admettre que , en premiere
approximation, chaque spin est soumis au champ moyen de tous les autres . Cette
hypotheése se traduit en remplacant dans chaque couple I'un des spins par sa valeur

moyenne (o, ),Pour que cette démarche soit valable, il est nécessaire que les

fluctuations par rapport a la valeur moyenne soient petites . [08]
0,0 :(Ui —<o-i >)(Jj —<0'j >)+O'i <JJ— >+Jj <0'i >—<Ui><0j>
z—m2+m(ai +Gj)+(0'i —m)(aj —m) (1.65)
~-m’+m (Gi o, )+A0'iA0'j
{Négligé}

(o) l'aimantation moyenne

)

(Ac,Ac; ) est négligeable, puisque les fluctuations par rapport a m=(c) sont petites.

1.4.1. L'Hamiltonien de champ moyen

L’énergie moyenne peut étre définit :

How = _‘]z(i.j)ev(_m2 + m(o—i +o; ))_ hZiN:lGi
1

, Jm N N N
:E‘]qu _T(Zizlz(i.j)evo-i +Zj:12(i‘j)ev g )_hZi:SlGi (166)

=%Jqu2 _(h+q‘Jm)ZiN:10-i

1
Ou g estl'indice de coordination, on néglige EJqN m* donc:

N

Hew =—(qu+h)ZO'i (167)

i=1

17



Figure 1. 04 : Principe de l'approximation du champ moyen
1.4.2.1. La fonction de partition

On définit la fonction de partition par la relation suivante :

Zoy =e FHom 1.68
CM
Elle est donnée par:
A3 Nm? m+ o
Zoy =¢ L,
-4 N N _p(Jqm+h)o;
=e ? Zq:ﬂzazzﬂ """ ZJN =1 i=1e ’
Nblocs indépendants et similaires (I 69)
5% m?
—e 2" [2cosh (B(Jam+ h))}N
1.4.2.2. L’aimantation
Elle est donnée par :
1 oF
m=—-—-— 1.70
N oh ( )

On dérive :

1
. 6{2 JgNm? — NK ;T In[ 2cosh 4 (Jgm + h)]}

__1 171
"N on (71)

L’équation est:

m =tanh[ #(Jgm +h) | (1.72)

18



L’équation d'état de la substance ferromagnétique :

2_:1:1:0 — m=tanh(3Jqm) (1.73)

Solution de I'’équation de m (1.72) :
L’équation est admet deux solution si,h =0

L’équation est admet une seul solution si;h =0, AJg>~1, m=0
L’équation est admet une seul solutionsi; h=0 , glg<1 , m=0

L’équation précédente(1.72) est une équation transcendante que 1'on peut résoudre
graphiquement. Les solutions de cette équation de la température font apparaitre

I'existence d'une transition pour la température critique T, définie par: kT, =qJ

e Si T T, :I'équation d'état admet une unique solution pour le parametre d'ordre
m=0
e Si T <T.:I'équation d'état possede une solution nulle et deux solutions non

nulles et opposées. Cependant, en utilisant la contrainte sur I'énergie libre, seule

les deux solutions non nulles correspondent a une situation d'équilibre . [09]

f(M)
f(M) = tanh(JM/KT)
1
AEE—— g4 fF(M)=M
I |
| i
| ro
| .
| =Mo L
=1 : 0 My | +1 M
I !
[ |
| |
_____ ]
-

Figure 1.05: Etude graphique de la magnétisation dans I'approximation de champ moyen
1.4.2.3. Energie moyenne

L’énergie moyenne peut étre définit :

eziz_iélnz (1.74)
N N op
e=-J %mz +tan S (Jgm +h)+g—r;[—ﬂqu +Jq tanh (Jgm +h) | (1.75)

19



Or il est facile de vérifier l'identité :

oinz
om

=—Jgm + SJq tanh (Jgm +h)

On obtient :

q

e=-J Emz +tanﬁ(qu+h)+6Inz am

om 9p

(1.76)

(1.77)

L'équation de m(1.72) permet d’éliminer la (tanh) etl’énergie libre par rapporta (m),

alors le second terme s’annule donc :

e=-33m?
2
1.4.2.4. Capacité calorifique
En dérivant I'énergie on trouve :
_ e _Jaom’
Voot 2 aT

Lorsque T =T, Et m est tres petit donc:

3
tanh x = X X
3

En injectant(x) on trouve :

m=4(Jgm+h)-23 3

Quand le champ magnétique est nul (h=0)donc:

)

T Te
3K
Cvab (T'<Tc)
C, =0 (T>Te)

. (Jgm +h)3
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(1.78)

(1.79)

(1.80)

(1.81)

(1.82)

(1.83)



1.4.2.5. L’énergie libre
L’énergie libre dans cette approximation est donnée par :
F(T)=-K,TIhz

=%JqN ~NK, T In[2cosh 8(Jgm+h) ]

1.4.2.6. La susceptibilité

Elle est donnée par la relation :

=lim a_m
X = h—0 oh
_ 1-m?
K,T-Jg(1-m?)
Pour T ~T., m=0et h=0donc:
P 1
K, (T-T.)
Pour T <T. donc:
3(T. -T 3 -1
P DI C .
TC TC
On obtient :
4= 1
K, [T ~Te (1-m* )J
D’ou:
B 1
2K, (T, -T)
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(1.84)

(1.85)

(1.86)

(1.87)

(1.88)

(1.89)



Chapitre Il :
SIMULATION MONTE CARLO ET DYNAMIQUE DE

METROPOLIS

II.1. Introduction

La technique de simulation de Monte Carlo constitue I'un des outils informatiques
utilisés pour I'étude des comportements des systémes dits complexes de la vie réelle
leur développement avec le temps. Cette technique a été introduit pour la premiére fois
dans un article coécrit avec Stanislaw Ulam en 1949 , cette maniere numérique prend
une place assez importante que la théoreme et I'expérience dans divers intervalles:
biologie, statistiques, sciences des matériaux , finances , chimie et physique Cette
technique tres importante pour I'étude des phénomeénes critiques et les transitions de

phase.

I.2. Introduction de I'estimateur-échantillonnage de I'espace des
phases

I1.2.1. L’estimateur des moyennes thermodynamiques

La méthode Monte Carlo consiste a choisir un échantillon qui contient les états
dominants. Cette opération s’appelle I'’échantillon important L'idée est de remplacer

I'expression de (A) par un estimateur (A) ~quicorrespond a une somme finie dans

'espace des phases, on choisit aléatoirement un nombre fini M de micro-états

p g AH()
(A)=(A), = ZZ Sfl - (1L01)

Le facteur P, alitérationi compense le fait que les états avec les probabilités les plus

importantes vont étre sélectionnés un plus grand nombre de fois que les autres durant

la simulation si ces états sont échantillonnes uniformément .
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I1.2.2. Echantillonnage aléatoire

Si on choisit la méme probabilité P, =P pour toutes les configurations,

”échantillonnage est uniforme , on a alors :

" AeMe)

(A =S e (1.02)
s=1

Ce choix est particulierement adapté pour des moyennes thermiques réalisées avec
des distributions de probabilité qui ne prennent pas de valeurs significatives pour un
petit nombre de configurations et des valeurs proches de zéro pour une majorité de

configurations . Si le nombre des états M d’échantillonnes augmente , (A) devient

une estimation plus précise de (A), etlorsqueM —c nous avons (A) =(A).

I1.2.3. Echantillonnage d’'importance

L'opération de choisir un échantillon qui contient les états dominants s’appelle
I’échantillon important . Les états de I’échantillon ne sont pas équiprobables, mais
distribués selon la distribution de probabilité de Boltzmann donnée dans I’équation

qui permet d’améliorer 'estimation . Dans ce cas , |'estimation devient

(A),, =MLZ:A1AS (1L.03)

Le calcul des fonctions thermodynamiques peut étre fait en évitant le calcul de la
fonction de partition Z et en ne considérant qu'un échantillon représentatif des
configurations de plus forts poids de Boltzmann. On réalise alors une marche dirigée
dans I'espace des phases de telle maniére que chaque état du systéme apparaisse avec

une probabilité égale a son poids de Boltzmann .

I1.2.4. Chaine de Markov pour échantillonner le systéeme a 1'équilibre

I1.2.4.1. Equation maitresse

Reprenons notre probléeme de mécanique statistique : nous sommes intéressés le
plus souvent par le calcul de la moyenne thermique d'une grandeur et non directement
par la fonction de partition , la solution de ce probleme est de générer une chaine de

configurations successives, qui converge vers la distribution d'équilibre P, .
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Cette mécanisme est connue par processus de Markov et signifie que la transition du

systéme de la configuration i a une autre configuration j est possible avec une

probabilité de transition W (i — j)alaquelle il impose deux conditions :
e ne pas varier avec le temps .
- dépendre uniquement des propriétés du systeme sur les étatsa et b .

Ceci traduit par:

SW (i —»j)=1 (11.04)

b

W (i —i)n'est pas obligatoirement nul .

L'équation d’évolution du systeme est alors donnée par I'équation maitresse suivante :

%:Z‘\N(i%j)Pi—Z‘\N(j—)i)Pj (11.05)

i j
Avec cette procédure , la simulation produise une succession de configurations avec la
distribution d’équilibre de Boltzmann . Pour réaliser notre objectif , il est utile
d’'imposer deux nouvelles conditions au processus de Markov , notamment 'ergodicité

et la balance détaillée .

= Ergodicité
La condition d'ergodicité est que le systéme peut, a partir d'un état donné , assumer

tout état possible apres un temps suffisamment long pendant le processus de Markov.
La condition d'ergodicité n'est pas satisfaite si toutes les probabilités de transition d'un

état donné sont nulles .

= Balance détaillée
Si le systeme est en équilibre, c’est-a-dire dP,, /dt =0, les taux de transition a partir

d’un état et vers le méme état sont égaux . On écrit donc:

DW (i > )P =2W (] i), (1L06)

! J
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Nous appliquerons une condition supplémentaire a nos probabilités de transition qui

assure que la distribution de probabilité de Boltzmann :

W(i —>j)Pi =W (j —>i)Pj (I1.07)
C’est la condition de la balance détaillée .
11.2.4.2. Taux d'acceptation

L’équation (I1.9) est plus connue sous le nom de taux d'acceptation et sous la forme
suivante :

W (i ej):i:efﬂ(ErEi) (11.08)
W (j—i) P

Il existe une infinité de taux de transition qui vérifie I'expression de taux d'acceptation

.On peut décomposer le taux de transition en deux parties :
W(i»>j)=ali—>j)z(i>]) (11.09)

Ou a(i — j) estla probabilité de "sélection" : & partir de la configuration {i }, on tire
au hasard une configuration { j } ; cette nouvelle configuration est acceptée avec la

probabilité d’acceptante 7Z'(i -] ) . L'équation devient:

W(i—j) alioi)z(i=i)_ e (1L10)
e : -

Parmi les choix de probabilité de sélectiona(i — j), on s'intéresse a celui qui méne a

la dynamique de Monte Carlo le plus important qu'est présentée dans ce chapitre

I1.3. Algorithmes de simulation

I1.3.1. Algorithme de Metropolis

L’algorithme de Metropolis est I'une des plus efficaces et simples solutions en ce qui
concerne les problémes de simulation en transition de phase.

Afin d'obtenir des solutions des équations ou, en d'autres termes d'obtenir le taux de

transition W (i — j), notons que le processus stochastique élémentaire dans un

algorithme Monte Carlo est la succession de deux étapes :
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1. A partir d'une configuration i , on tire au hasard une configuration j , avec

une probabilité o (i —j) .
2. Cette nouvelle configuration est acceptée avec une probabilité z(i — j).

Dans l'algorithme original de Metropolis (et dans la plupart des algorithmes Monte

Carlo), on choisit a(i — j)=a(j —i).Dans ce cas, I'équation (I1.10) se réexprime

comme :

(i =) _ g -stese) (I1.11)

La solution choisie par Metropolis et al.est :

e EE) E, <E;

si E; >E;

2(i - )= (IL12)

Comme nous allons le voir, cette solution est tres efficace et simple a mettre en ceuvre.
I1.3.2. Implémentation de I'algorithme Metropolis

D’un point de vue pratique, la mise en place de 'algorithme de Metropolis est le
suivant . Une itération ou pas Monte Carlo correspond aux différentes étapes

suivantes :

(1) On choisit un sitei au hasard parmiles N possibilités .

(2) Réorienter le site choisi i aléatoirement vers une nouvelle orientation j parmi les
voisins .

(3) On calcule la différence d’énergie AE =E; —E; entre la nouvelle configuration avec
un spin retourné et la configuration de départ .

(4) Si AE <0 la nouvelle configuration est acceptée .

(5) Si AE >0, on génére alors un nombre aléatoire ¢ tel que ¢ € [0,1] .

(6)Si ¢ < eXp(—,BAE ) la nouvelle configuration est acceptée , sinon I'ancienne

configuration est conservée .
(7) On calcule les grandeurs suivantes : aimantation par spin , susceptibilité par spin .

(8) On tire ensuite un nouveau site au hasard et on recommence la procédure .

26



I1.4. Algorithme de Métropolis pour le modeéle d'ising

Dans I'état du modele d’Ising , une mise a jour de configuration retour a sélectionner

un spin au hasard et retournant avec une probabilité.

Lors la mise a jour d'une configuration IsingC —C ' en retournant un nombre de tours,

le rapport de poids W (C )W (C) de la probabilité d'acceptation est donnée par:

W (C ) = e)(pl:__l‘]T Z (o-'i o'—0,0; )+$Z(J'i -0, ):| (I1.13)
Si on bascule un seul spin j, ce rapport devient:

w(e) expﬁi o, (Z oy _Jﬁﬂ (1.14)

W (C) 50

Ou o ( j)représente un voisin le plus proche de I'emplacement j. Depuis le critere

acceptation rejet on fait comparer le rapport ci-dessus avec un nombre aléatoire
0<r <1 ,Afin d'éviter les évaluations fastidieuses répétées de fonctions exponentielles,

les ratios de poids doivent étre pré calculées et stockées dans une table .

Il convient de souligner qu’il n’est en fait pas nécessaire de sélectionner le spin d'étre
retournée au hasard ; on peut aussi passer par tous les spins un par un. Dans ce cas, le
bilan détaillé n’est pas remplie pour chaque étape, mais la distribution correcte est

néanmoins obtenue .
=  Mesure des observables physiques :

Dans le cadre naturel du modele ISING ferromagnétique est I'aimantation, qui est le

parametre d'ordre de la transition de phase se produisant a une température T, >0 .

On observe M la magnétisation complete et par mla quantité normalisée :

M=o m=Mg (I1.15)
i=1 N

Dans un réseau fini la symétrie spin-inversion ne se décompose pas dans une
simulation en cours depuis longtemps et donc(m)=0 , quandT <T. , dans la pratique
alors on mesure (m)=0. Il est mieux de mesurer <|m|> ou, f<m2> , puisque, dans la limite

thermodynamique elle égale (m) de symétrie brisée .
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Chapitre III :
SIMULATIONS MONTE CARLO ET DYNAMIQUE DES CLUSTERS

DE SWENDSEN-WANG

II1.1. Algorithmes des clusters pour le modéle d’Ising :

Parmi désavantages de la dynamique de Metropolis, le ralentissement quand on
s’approche des points critiques, ou le temps d’autocorrélation peut étre long dans
abondance de systemes. Ces difficulté peuvent étre significativement réduits, voire
completement éliminés, on utilise les algorithmes des clusters, ou un grand nombre de
spins peut étre retournés simultanément pour obtenir une évolue rapidement des
configurations. Dans un algorithme de cluster, on construit des spins de telle sorte que
tout le cluster peut étre retourné avec une probabilité élevée .on considére ici

seulement I'état du champ magnétique nul (h=0)

I11.2. L’algorithme de Swendsen Wang

Apres I'algorithme de MC Métropolis, vient celui de Swndsen Wang(1987) qui lui aussi
se base sur le flippe des clusters. L’idée était inspirée du travail de Fortuin-

Kasteleyn(1972).
L’algorithme ressemble a celui de Wolff ; 'ensemble du réseau de spin est divise en
des clusters en joignant selon une probabilité 1-exp(-20J)1 les spins voisins de méme

signe.
Les mémes étapes de 'algorithme de Wolff sont répétées, a I'exception que tous les

cluster sont flippes avec une probabilité 1/2 . Pour chaque cluster flippé, une décision

est prise avec une probabilité 1/2 si le flip est accepté ou non.

Algorithme de Swendsen Wang

1. On choisit un spin m au hasard

2. Voir s'il existe un spin voisin qui possede le méme signe et I'ajouter au cluster avec
une probabilité 1-exp(-2bJ).

3. Pour chaque spin ajouter au cluster, examiner ses voisins qui ont le méme signe que

lui et I'ajouter au cluster selon la probabilité 1-exp(-2bJ).
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4.répéter 3 jusqu’a aucun spin ne sera ajouté.

5. Flipper le cluster avec une probabilité 1/2. [01]

Pour construire I'algorithme de cluster pour le premiere fois par Swendsen et Wang,
nous introduisons une indice de liaison b correspondant a une paire de spins en

interactiono; (b)o; (b) ;b =1.23......N,, ot le nombre de liaisons N, =dN . Pour un réseau

cubique de d -dimensionnel avec Nsites et avec des conditions périodiques aux limites.
Alors on peut écrire I'énergie du modeéle D’ISING ferromagnétique par la relation

suivante :

E (G)=_|‘J|bz;|:gi(b)aj(b)+1:|=bZ;Eb (II1.01)

|3]>0 estla constante d’interaction ferromagnétique.
Pour les raisons qui apparaitront clairement ci ~dessous nous pouvons écrire la

fonction de partition sous la forme :

Np

z=SeFn =21N‘”[e-E<”>ﬁ =Y I[2+(e ™" -1)] (111.02)

o b=l o b=l

La fonction de liaison avec les arguments 0.1 correspondant aux deux termes du coté

droit ci-dessus :

F, (0) =1
(I11.03)
F(1)=e™"-1
On peut écrire la fonction de partition sous I'expression :
Ny
z=3T][R(0)+F (1] (I111.04)

o b=l

Nous introduisons un ensemble de variable de liaison 7, =+1 de liaison auxiliaires,
on utilise comme argument pour chaque liaison 7 ={z,,7,,........ 7y | - En utilisant la
liaison b pour désigner une liaison entiere, la méthode analogue a une configuration

de spinso.

On peut écrire Z comme somme sur des spins et des liens

Z-YSTIF (=) (111.05)

o t b=l
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Figure III. 01 : Une configuration de spins (cercles) dans laquelle des liaisons
remplis(lignes entre les cercles) ont été lancées entre des spins égaux selon la probabilité
appropriée. Un cluster composé de trois spins est identifié et ses deux orientation sont

affichées . Les poids dans la fonction de partition est le méme pour ces deux configuration.

La fonction de liaison F, dépend implicitement des spins reliés par la liaison b :

eI _1 it Oib) =Tip)

R (1)=e>" —1={ (111.06)

0 if Tio) # Tip)

Pour une contribution n’est pas égal a zéro la fonction de partition(z ), l1a variable de
liaison 7, =1est autorisé uniquement entre spins paralléles ; nous appellerons. Une
liaisonremplie. Dans I'espace combiné des spins et des liaisons, le poids de

configuration dans la fonction de partition( Z ) est donnée par:

P(G,T)Ing(r) (IT1.07)

Qui, si nous n’avons pas d’obligations remplies (illégales) est simplement :

P(ovr)=(e*" -1)" (111.08)

Ou N, estle nombre d’obligations remplies , la configuration de rotation n’affecte le

poids qu’imposera des restrictions sur I’endroit ou les obligations remplies peuvent
étre placées . Ce schéma repose essentiellement sur la constante ajoutée -J dans
chaque énergie de liaison dans I'équation (II1.01) ; sans ce terme, il pourrait y avoir des
liens remplis également entre les spins antiparalleles, et la fonction de poids serait
avoir une dépendance plus complexe sur ces spins, la caractéristique clé du systeme
Swendsen-Wang est que le poids est exactement nul si une liaison remplie est placée

entre des spins antiparalléles .
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Le but est maintenant de construire un schéma pour générer des configurations de
spin et de liaison distribuées selon la fonction de poids statistique . Pour une
configuration de spin donnée, on définit la probabilité d’'une configuration de liaison

correspondant au poids comme :

P(c)=]1ps (%) (111.09)

Figure Il . 02 : Convention d’étiquetage des spins et liaisons d’'un réseau carré 2D (ici de

taille 4*4) avec conditions aux limites périodique .

Ou la probabilité de lien individuel :

p(Tb):% (111.10)

La probabilité d'une liaison remplie est donc:

I -
P(z, =1)=1-e" Oib) = %) (ITL.11)
P(z, =1)=0 v G

Les simulations MC par la dynamique des clusters se fait sur des modeles percolatifs
(modeles des clusters d’Ising, de Potts, ...), par contre la dynamique de Métropolis est

appropriée aux modeles thermiques [16]
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CHAPITRE 1V:
RESULTATS DES MESURES NUMERIQUES ET DISCUSSION

IV.1. Caractéristiques des systéemes a simuler

Nous avons simulés un ensemble de systémes d’Ising constitués a base de réseaux
carrés de tailleLxL (d =2), en deux phases initiales différentes : haut spin (HS) et
bas spin (BS), avec des interactions ferromagnétiques et qui sont limitées aux plus
proches voisins (p p v) (nombre de p p v =2d ) et avec des conditions périodiques aux
bords et en systeme d’unité tel que K; =J =1. Nous avons utilisés dans les

simulations, a titre comparative, deux dynamiques, celui de Métropolis et de clusters

de Swendsen-Wang (SW) .

Notons que, pour éviter des mesures erronées sur les grandeurs physiques, on fait

équilibrer thermiquement le systéme dans tous les calculs, avant chaque mesure .

IV.2. Présentation des résultats et discussions

Nous avons calculé 'aimantation absolue moyenne par site |m| = |<0'>| par les deux

dynamiques de Métropolis et des clusters de Swenden-Wang pour des réseaux de
tailles indiqué précédemment, les résultats sont illustrés dans les Figures ci-dessous

(Fig. IV.01) .
Nous avons obtenus la capacité calorifiquec, =+ 9 — ll(<52 )-(E))etla
NdT NT

susceptibilité magnétique y = %%((M =M’ ) par la distribution de I'ensemble des pas

MC sur des bins (ici on a préféré de prendre 10 bins, en général, dans les simulations
MC le nombre de bins préférable varie entre 10 et 100 bins) ce qui nous a permis de
calculer la capacité et la susceptibilité a partir des fluctuations de 'énergie et de

I’aimantation entre bins .

Les mesures de ces quantités montrent que la phase initiale du systéme n’a pas un

grand effet sur le résultat de mesure .

Les résultats de simulations pour I'aimantation montre que plus le systéme est large

plus la température critique est plus proche de celle d'Onsager : T, =2/ In(1+\/5; 2.269
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,et les deux dynamiques donnent des résultats tres proches , en plus, les résultats

montrent que la phase initiale n’a pas d’effet remarquable sur 'aimantation .

Aimantation Abs., Dyn. Métropol.

11— —a_ I I "L=16 —B— |
=32 —6&—
L=64 —dr—
0.8 - L=128 B
A 0.6 -
£
v
0.4 -
0.2 -
0 1 1 1 1 1 n E
0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 4
Température

<m>

Aimantation Abs., Dyn. S-W

T T J
L=16 —B—

@ L=32 —&—
L L=64 —f—
0.8 \{"' =128 B
;\'
Q
e
0.6 |- ‘_ .
?Ir
0.4+ ; .
0.2 - B b
S o
- )
0 1 1 1 1 1 v n s e
0.5 1 i5 2 25 3 35 4 45
Température

Figure IV . 01: Variation de I'aimantation absolue avec la température pour réseaux de
taille L=16, 32, 64, 128 mesurée par la dynamique de Métropolis et la dynamique des
clusters de Swendsen-Wang .

Les simulations montrent aussi que la capacité calorifique et la susceptibilité

magnétique divergent aux alentours de la température critique , les résultats de

simulations montrent que plus le systéme est large plus la divergence de ces deux

quantités est rapide aux alentours de la température critique , et plus le systéme est

large plus la température de divergence est tres proche de celle d’'Onsager, qui

correspond a un systeme de taille infinie (Fig. IV.02) et (Fig. [V.03), ce qui reflete l'effet

de taille .
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Capacité Calorifique, Dyn. Métropol.
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Figure 1V . 02 : Capacité calorifique en fonction de la température pour un réseau carré
de taille L=16, 32, 64 et 128 mesurée par les deux dynamique de Métropolis et des clusters

de Swendsen-Wang .
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Figure V. 03: Susceptibilité magnétique en fonction de la température pour réseaux de
taille L=16, 32, 64, 128mesurée par les deux dynamique de Métropolis et des clusters de

Swendsen-Wang .

Les mesures par les deux dynamiques sur la capacité et la susceptibilité indiquent que

les résultats different , dans le cas des systémes de petites tailles , la dynamique de

Métropolis donne des valeurs supérieures a celles obtenues par la dynamique des

clusters , mais dans le cas des systémes de tailles larges , la situation s’inverse , c’est la

dynamique des clusters qui fournit des valeurs les plus supérieurs .
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CONCLUSION

Nous avons étudié , dans ce mémoire, le modele d’Ising bidimensionnel par les
techniques des simulations de MC via les dynamiquesde Métropolis et celui des
clusters de Swendsen-Wang , ou nous avons comparés les résultats de mesures par les
deux dynamiques sur I'aimantation absolue , la capacité calorifique et la susceptibilité

magnétique .

Nous avons fait les simulations sur des réseaux carrés (d=2) avec des conditions
périodiques aux bords et pour des phases initiales différentes pour le systéme , haut

spin (HS) et bas spin (BS) . Les mesures de ces quantités montrent que la phase initiale

du systéme n’a pas un grand effet sur le résultat de mesure .

Les résultats de simulations montrent que la capacité calorifique et la susceptibilité
magnétique divergent aux alentours de la température de transition de phase, plus le
systeme est large plus la divergence est rapide aux alentours de cette température qui
est tres proche de celle d’Onsager, qui correspond a un systeme de taille infinie . Si les
deux dynamiques donnent des résultats de mesure qui ne sont pas assez différents
dans le cas des systémes de petite taille , cette différence est remarquable dans celui

des systémes de large taille .
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Swendsen-Wang

Résumé:

Par les simulations Monte Carlo nous avons étudié le modeéle d’Ising en 2-D via la
dynamique de Métropolis et des clusters de Swendsen-Wang, ou nous avons
mesuré 'aimantation absolue du systeme et la capacité calorifique et la
susceptibilité magnétique.

Mots clés : Modele d’'Ising , Simulations Monte-Carlo, Algorithme de Metropolis
, Algorithme de Swendsen-Wang .

Abstract:

Through Monte Carlo simulations we studied the 2-D Ising model via the
dynamics of Métropolis and Swendsen-Wang clusters ,where we measured the
absolute magnetization of the systéme and the heat capacity and magnetic
susceptibility .

Keywords : Isng Model , Monte-Carlo simulations , Metropolis algorithm ,
Swendsen-Wang algorithm .



