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Introduction

Introduction

Les algebres de Lie nilpotentes jouent un réle qui va grandissant ces derniéres
années : que ce soit sur le plan algébrique sachant leur intérét dans les probleme de
classification des algébres de Lie, ou que ce soit sur le plan géométrigue sachant la
place des nilvariétés dans I’illustration, la description et la représentation de
situations bien particulieres.

Les premiers résultats fondamentaux sur I’étude des algebres de Lie
nilpotentes sont certainement dus a Umlauf. Dans sa these (Leipzig 1891)
les premieres classification non trivalentes y sont exposées. L’étude systématique
des algebres réelles et complexes est commencée indépendamment par Dixmier
et Morozov. Les classifications complétes en dimension inférieure ou égale a six
sont donnees et les probléme concernant les dimensions supérieures mis en
évidence, problémes relatifs de I’existence, dés la dimension sept, d’une infinité
d’algébres de Lie nilpotentes complexes non isomorphes. On peut également
trouver ces listes (pour les algébres complexes et réelles) dans les livres
de géométrie différentielle de VVranceanu. Une approche plus formelle, s’insérant
dans le cadre de la géométrie algébrique a été déeveloppée par Michéle Vergne.
Les physiciens théoriciens, intéressés par les liens entre les diverses mécaniques,
développent 1’idée de contractions d’ algébres de Lie (Segal, Inonu, Wigner).
Cet outil se révéla en fait tres pratique dans la détermination des composantes.

Le but de cet travail est rassembler les résultats obtenus ces derniéres années
que ce soit dans 1’étude des algebres nilpotentes, ou dans les problemes

de classification. On s’intéresse également a deux classes d’algébres nilpotentes,
qui sont des modéle d’algébres nilpotentes : ce sont les algébres filiformes
et les algebres 2-nilpotentes.

On termine par 1’études symplectiques des algébres de Lie 2-nilpotentes.




Chapitre 1 : Algeébres de Lie. Genéralités

Chapitre 1

Algebres de Lie. Généralites

I. Algebres de Lie :
I.1. Notion d'algebre de Lie :
Définition 1 : Une algébre de Lie g sur un corps K est un espace vectoriel sur
K muni d’une multiplication, c’est-a-dire d’une application bilinéaire
degxgdans g:

[, ]:&xy) = [x,y]
verifiant les identités suivantes :

1. [x,x]=0

2. [x, ly, z]]+[y, [Z,X]]+[Z, [X,y]] =0
quels que soient x,y,z dans g.

Remarque :

>

< L’identité (2) est dite identité de Jacobi.

< L'identité (1) implique I’antisymétrie de la multiplication c’est-a-dire

[x,y] = —ly.x].

Notons que si la caractéristique du corps k est différente de 2, I’antisymétrie
implique aussi [x,x] = 0.

L)

*e

——
N
| —




Chapitre 1 : Algeébres de Lie. Genéralités

1.2. Exemples :

1. Tout espace vectoriel peut étre muni d’une structure d'algébre de Lie en
prenant comme loi [x,y] = 0.
Cette algébre de Lie est dite abélienne.

2. Soit I’espace M,,(k ) des matrices carrées d’ordre n sur K.
La multiplication :

[A,B] = AB — BA

verifie les conditions 1 et 2. Ainsi M,, (k) muni de ce crochet est une algébre
de Lie. Elle est notée gl(n, K).

3. Soit V un espace vectoriel sur K. L’espace End V des endomorphismes
de V peut étre muni d’une structure d’algeébre de Lie en posant
[f,g] = fog — gof, V f,g € End V.
Cette algébre de Lie est notée gl(V, K) ou gl(V) si la précision du corps
de reférence n’est pas nécessaire.
4. Soient V I’espace vectoriel de dimension 2k+1 et (e, €5, ..., €214+1)
une base de V.

Posons [e,;,e5i+1] =€, pour i=1,...,k
et [ej,e]=0 sinon.

La multiplication définie par ces relations munit V d’une structure d’algébre
de Lie.
Cette algebre de Lie, qui va jouer un role prépondérant dans la théorie
des algébres de Lie nilpotentes, est appelée 1’algebre de Heisenberg
et est notée H.
1.3 . Sous algébres de Lie :
Définition 2 : Soit g une algébre de Lie sur K. Un sous espace vectoriel g, de g

est appelé sous-algebre de Lie si la restriction de la multiplication de g munit
g1 d’une structure d’algebre de Lie.

——
w
| —
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Exemples :

1. Tout sous espace d’une algébre de Lie abélienne est une sous algebre de Lie
abélienne,

2. Le sous espace de gl(n, K) formé des matrices triangulaires (c’est-a-dire
des matrices(ai]-) avec a;; = 0 des que i < j ) est une sous algebre de Lie
de gl(n, K).

3. Le sous espace de gl(n, K) formé des matrices diagonales est aussi une sous
algébre de Lie.

1.4. Les algebres de Lie classiques :

1° L'algébre de Lie sl(n, C) :

L’ensemble des matrices A = (ay;) € gl(n, C) de trace nulle c’est-a-dire vérifiant

n
trA=zaii =0
i=1

est une sous algebre de Lie de gl(n, C).
Elle est appelée 1’algebre spéciale lin€aire complexe.
2° L'algebre de Lie so(n,C) :
so(n,C) = {A = (a;) egl(n,C) tel que 'A=-A}.
ol A désigne la transposée de la matrice A.
C’est aussi une sous algebre de gl(n, C).
Elle est appelée 1’ algébre de Lie orthogonale.
3° L'algebre symplectique sp(2n, C) :
sp(n, C) = {A = (a;) € gl(n, C) tel que '‘AJ=-JA}.

. _( 0 Idy
ol 1=(_ Lo ).
Toute matrice A € sp(2n, C) se décompose sous la forme :
M N
A=(p o

ou N et P sont des matrices carrées d’ordre n symétriques et les matrices M et Q
vérifient : 'M = - Q.

——
N
| —
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1.5. Idéaux :
Définition 3 : Une sous algébre de Lie g, de g est un idéal de g si [g4, 9] < 91
c’est-a dire [x,y] € g4 quels que soient x dans g ety dans g.
Il est clair que toute sous algébre ne saurait étre un idéal.
Exemples :
1. Soit g = gl(n,C) et g4 = sl(n, C).
Ici gqestun idéal de g. En effet toute matrice A peut s’écrire sous
la forme :
A=ald+ A’avec A’ € sl(n, C).
Soit B € sl(n, C). Alors
[A,B] = [ald + A’,B] = [a1d,B] + [A’,B] = [A’,B] € sl(n, C).

2. Soit g = gl(n, C) et g4 la sous algebre des matrices triangulaires définie
dans I’exemple 2 de 1.3. Il est €évident que g4 n’est pas un idéal

(déesquen > 1).
Remarque :
Si I et] sont deux idéaux de 1’algébre de Lie g, alorsI+ ], I nJet|I,]]
sont encore des ideaux de g.

1.6. Algebres de Lie quotients :

Soient g une algebre de Lie et i un idéal de g.

L’espace vectoriel quotient g /i peut €tre muni naturellement d’une structure
d’algebre de Lie en posant :

[X,V] =[x, y]avecx,y e g

ou la barre désigne la classe d’équivalence.

——
(9]
| —
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I1. Algebres de Lie nilpotentes :
I1.1. Suite centrale descendante :

1° Centre et idéaux centraux :

Le centre de 1’algebre de Lie g est I’idéal abélien
Z(g)={xegtelque[x,y] =0,Vye g}

Un idéal  de g contenu dans le centre sera dit central.
2°Suite centrale descendante :

Posons

C’g=g
c*1g =[C*g,g] k= 0.
Chacun des C'g est un idéal de g et ’on a
C’g> Clgo--oCkg o -

Cette suite est appelée la suite centrale descendante de g, et I’algébre quotient
Ci*1(g)/C*2(g) est un idéal central de C!(g)/C'*?(g).

I1.2. Suite centrale ascendantes :

Posons Cy(g) = {0} et

Cx(g) = {x e gtel que [x,g] € Cx_,1(g)} pourk > 1.
Ona {0} =Co(g) c Ci(g) © - c Cr(g) < -

et chacun des C,(g) est un idéal de g.

Cette suite est dite suite centrale ascendante de g.

Remarquons que C,(g) est le centre de g, et Cy,;(g) est I’image réciproque

g g
- (9) du centre de R

pour I’application canonique de g sur

——
(o)}
| —
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11.3. Définition des algebres de Lie nilpotentes :

Définition 4 : Une algebre de Lie g est dite nilpotente s'il existe un entier k tel
que : Ckg = {0}.

Le plus petit entier k tel que : CXg = {0} est appelé I’indice de nilpotence de g.
Exemples :

1. Toute algébre abélienne est nilpotente d’indice 1.

2. L’algebre de Heisenberg Hy est nilpotente d’indice 2.

3. L’algébre de dimension n définie dans une base (e4,..., e,) par les crochets
[e1,€i] = ej41 2 <1< n—1estnilpotente d’indice (n-1).

4. Lasous algébre de gl(n, K) formée des matrices triangulaires strictement
supérieures (c’est-a-dire des matrices A = (ay;) telles que a;; = 0 pour i < j)
est nilpotente.

5. Toute sous algebre, toute algébre quotient d’algebres nilpotentes est
nilpotente.

Définition 5 : Une algebre nilpotente d'indice 2 est dite metabélienne.

Une algebre nilpotente de dimension n d'indice de nilpotence (n-1) est dite
filiforme (l'indice est ici maximum).

Proposition 1 : Une algébre de Lie g est nilpotente si et seulement s'il existe
une suite décroissante d’idéaux
g=1,>1; o olg =1{0} telle que :

lg, ]c iy 0<j<kl

Proposition 2 : Une algébre de Lie g est nilpotente d’indice k si et seulement si
pour tout Xy, X, ..., Xk € g Ona:

[Xo, [X1, [X2) o [Xk=1, Xk ]]] . ] = 0.

Cela découle directement de la définition.

——
~
| —
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Chapitre 2

Certaines classes d'algebres de Lie
nilpotentes

I. Algébres de Lie filiformes :

1.1. Définition :

Soit g une algébre de Lie nilpotente de dimension n. Soit CX(g) la suite centrale

descendante de g.

Définition 1 :

L’algebre de Lie g est dite filiforme si sa suite centrale descendante verifie :
dimCX(g) =n—k—1pour k> 1.

La propriété suivante donne une autre caractérisation des algébres filiformes :

Proposition 1: L’algébre de Lie g est filiforme si et seulement si il existe

un vecteur X non nul dans le cone g — C1(g) dont la suite caractéristique s(X)

est (n-1,1).

——
(0]
| —




Chapitre 2 : Certaines classes d'algebres de Lie nilpotentes

Démonstration :

Rappelons gue s(X) est la suite ordonnée des invariants de similitude de adX.

Si s(X) = (n-1,1), il existe une base de Jordan (X = X;,...,X,,) de adX vérifiant
[X,,X,] = X;_; pouri=3,...,netCi(g) est engendré par {X,,Xs,...,X,—i}
dés que i > 2. L’algebre g est filiforme.

Réciproquement, on choisit une base {X,, X, ..., X,—1} adaptée a la filtration :

g =1C(g)>C'(g9)>C*(g)>-C"'(g)
Cette base peut étre choisie de maniére a vérifier s(X,) = (n-1, 1).

Remarque : Les algebres de Lie filiformes admettent un indice de nilpotence
maximal et égal a n-1. Ces algebres constituent donc les classes des algebres
nilpotentes les “moins” nilpotentes.

1.2. Exemples :

1. Soit L, I’algébre de Lie de dimension n + 1 définie par :
[Xo, Xi] = Xj41 i=1,...,n-1 00 (X, ;... X,4+1) €St une base
de L,.
Rappelons gque, par convention, les crochets non définis, sont
nécessairement nuls. Cette algébre est filiforme. Elle joue un r6le tres
particulier dans I’étude des algebres filiformes. C’est en quelque sorte
la plus simple de ces algebres.

2. Soit Q, I’algebre nilpotente définie dans la base (X, ; ... X,,) par :
[Xo, Xi] = Xj41 ,i=1,...,n-1
[Xi, Xpoil = (-1D'X, ,i=1,..,n-1
Cette algebre est aussi filiforme.
3. Soit R, définie dans la base (X,; ...; X,,) par:

{[XO,X1]=X1+1 , i=1,..,n—1 }
X, X]= Xy, , i=2,..,n—1

elle est filiforme.

——
Vo)
| —
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4. Soit W, I’algebre dont les crochets sont dans la base (X, , ..., X;,) :

[XOIXi] = Xi+1 ) 1= 1,...,1’1 -1
6(i—D!IG-D!(—1) .
k i+j+1<n J

Cette algcbre filiforme est isomorphe a I’algeébre définie par :
{Ivi, ] =G-DYy; pouri+j <n+1 1<j<n+1}
Ces deux algebres R, et W,, sont les seules algébres a isomorphisme pres,
nilpotentes dont les crochets vérifient les relations :
[Xo, Xi] = Xizq1 i=1,..,n—1

1<i<j<n-1
[XI,X]] = aini+]'+1 avec { }

i+j+1<n
desquen > 11.

1.3. Quelques propriétes des algebres filiformes :

Soit g une algébre de Lie filiforme. Elle est naturellement filtrée par
les sous-algebres
Fi(g) = C"1(g) pouri > 1.

Ceci permet d’associer a toute algébre de Lie filiforme une algebre de Lie
graduée, que 1’on note gr g, et qui est également filiforme.

Dans ce paragraphe, on se propose de déterminer la structure de ces algebres
de Lie filiformes graduees.

Soit g de dimension n+1, filiforme graduée.

Onag=g9g,+9;+ ..+9n

avecdimgq =2,dimg; =1pour2<i<n

——

10
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Théoreme 1 : Il existe une base homogene X,, X4, X5, ..., X,, de g avec
Xo, X1 € 91,X;€ g;Sii=2telleque:

[Xo,X]_X1+1 1SISH—1

(DA [Xo, X,] =
[le ]
@) [Xi,Xj] =0 sil<i<jeti+j#n

[Xi,Xp—i] = (=1)!aX, aveca =0 sin estpair
Une telle base est dite adaptée a g.

Corollaire 1: Si n est impair, il n’existe que deux algebres de Lie filiformes
graduées (a isomorphisme pres) de dimension n+1.

Ces algebres sont L,et Q, (8 1.2.).
I1. Algebres de Lie 2-nilpotentes :
11.1. Définition :

Définition 2 : Une algébre de Lie nilpotente g est dite 2-nilpotente
(ou métabélienne) si elle vérifie C2(g) = 0.

e. [[x,y],z] =0,Vxy,z€g
Exemples :

» L’algébre abélienne est métabélienne.
» D’algebre de Heisenberg de dimension 2p+1 définie par :
[X1,X2] = [X3,X4] == [XZp—I'XZp] = X2p+1
est également métabélienne.

Cette algebre est une sorte de modele parmi cette classe d’algebres.
Elle est caractérisee par la propriété suivante :

Proposition 2 : L’algébre de Heisenberg est I'unique algebre de Lie
(& isomorphisme pres) verifiant :

Z(g) = C1(G) etdim Z(g) = 1.

——

11
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11.2. Structure des algebres 2-nilpotentes :

Notons V une supplémentaire de C1(g) dans g :

g=Cg)ev
On peut remarquer que le nombre s = dim V = dim g/C*(g) est nombre
minimum de générateurs de 1’algebre g. Comme g est 2-nilpotente, 1’algebre
dérivée C1(g) est contenue dans le centre et si U désigne le sous-espace

Z(g) n V alors U est un idéal abélien de g. Considérons une supplémentaire
U’ de U dans V. On a la décomposition suivante :

g=C(gdUDUet Z(g) =C'(g) DU
ou U est un idéal abélien de g. On en déduit que g’ = C1(g) G U’
est une sous-algebre 2-nilpotente de g vérifiant
z(g9') = C'(g)
C'(g) =C'(g)
Ainsi toute algebre de Lie 2-nilpotente est une extension triviale
d’une algeébre de Lie 2-nilpotente dont le centre coincide avec 1’algebre
dérivée par un idéal abélien.

On peut donc supposer que 1’algebre g Vérifie :

C'(g) = 2(g)

Soit (Xy,..., Xp, Ys..., Yy_p) Une base de g adaptée a la décomposition

p)
g =C'(g) ®V=1(g) & VavecdimC'(g) = p.
On a évidemment [Xi,Xj] = [X;, Yx] = 0. La structure de 1’algébre de Lie g
est entierement déterminée par les seuls crochets :
p
[Yi,Yj] =ZalﬁXk ,(1<i<j<n-p
k=1
et les conditions de Jacobi relatives aux constantes aﬁ} sont trivialement
satisfaites.

Intrinsequement, ceci signifie que la structure de g est définie par une
application linéaire surjective

¢: AV - Z(g)

——

12
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Le point de vue dual permet une analyse plus concréte : I’application duale
@*: Z(g)* - A*V* est injective.

Se donner une telle application ¢* (et donc « et donc le crochet de g) est
équivalent a se donner un sous espace de dimension p = dim Z(g) de A%V*.

Revenons a I’écriture du crochet dans la base fixée (Xl, e Xy Y,eees Yn_p)

Si (al, w0y, By e Bn_p)désigne la basé duale alors les équations
de structures se ramenent a :

dak = z alﬁ Bi/\Bj .

1<i<jsn—-p

Les 2-formes lineaires (6; = day, ... 6, = doy ) sont des 2-formes sur V.
Elles engendrent le sous espace ¢* (Z(g)*). Il apparait clairement, dans
cette ecriture, que la donnée des 2 formes 6; équivant a la donnée des seules

constantes de structure (aﬁ‘j ).

11.3. La suite caractéristique :

L’indice maximal d’une algebre 2-nilpotente g est 2 (si on la suppose non
abélienne). Ainsi la suite caractéristique de g est de la forme :

s(g) =(22,...,2,1,...,1).

Les algebres 2-nilpotentes les moins abéliennes ont pour suite (2,2,...,2,1).
Dans ce cas si dim g = 2p + 1, alors dim Z(g) = p et les équations

de structure s’écrivent :

doy= ) oliBinB  k=1.p
1<i<jsp+1

Comme ces €quations définissent une structure d’algebre de Lie
(i1 n’y a aucune relation sur les constantes de structures aijk), I’ensemble
des algebres de Lie métabélienne dont la suite caractéristique est égale
a(2,2,..,2,1) est isomorphe a I’ensemble des applications bilinéaires
de CP x CP a valeurs dans CP (ol 2p+1-est la dimension de g).
Connaitre la classification de ces algebres 2-nilpotentes revient a connaitre
la classification de ces applications bilinéaires et en particulier de toutes
les algebres de Lie de dimension p.

——
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Chapitre 3 : La classification des algébres de Lie nilpotentes de dimension inférieure
ou égalea7

Chapitre 3

L_a classification des algebres de Lie
nilpotentes de dimension inférieure

ou égale a 7

I. La classification en dimension inférieure ou egale a 6 :

Rappelons que les classification données dans ce chapitre ne concernent que

les algébres de Lie complexes et que les crochets non définis sont nuls.
Dimension 1 : [ Il y a une seule algebre]
n,' = a, = l'algébre abélienne de dimension 1.
Dimension 2 : [ Il y a une seule algebre]
n,? = a;% = l'algebre abélienne de dimension 2.
Dimension 3 : [ Il y a 02 algébres]

n,3 = a,;% = l'algébre abélienne de dimension 3.

n,3 = h® = l'algebre de Heisenberg définie par [X4, X3] = Xo.
A partir de dimension 4, on n'écrira plus les algebres décomposables
c'est-a-dire qui sont sommes directes d'ideaux propres.

Dimension 4 : [ 1l y a une seule algébre]

% [Xy,Xa] = Xs ; [Xs, Xs] = X,. c'est une loi filiforme.

14
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Dimension 5 : [ 1l y a 06 algebres]

n;% [Xy,Xs] =X, s [XuXa] = X5 5 [X,X3] =Xz
nzs: [X1,Xs] = X4 ;X Xa] = X5 ;5 [X, X3] =Xz
[X4, X5] = X;
Ces deux lois filiformes de dimension 5.

ny%: [Xy,Xs] = X, s [XuXs]l=Xo ;5 [X2, X3] = Xa
n,>: [X,Xs] =X, 5 [X2,X5] = Xa
n55: [X1, Xs] = X4 ; [Xu X3l =Xo ;5 [X3,Xs] = Xq
ng>: [X1,Xs] = Xa 5 [X,X5] = X,

Dimension 6 : [ Il y a 20 algébres]

n161 [XL Xe] =Xs ; [X1, Xs] =X4 ) [X1. X4] =Xz ; [X1, X3] =Xz

n26: [X1; Xe] =Xs ; [XL Xs] =X4 ) [Xl; X4] =X3 ; [X1, X3] =X,

[Xs, Xe] =X,

n361 [XL Xe] =Xs ; [X1, Xs] =X4 ) [X1. X4] =X3 ; [X1, X3] =Xz

[X3; Xe] =Xz ; [X4, Xs] = —Xz

n46: [XL X6] =Xs ; [XL Xs] =X4 ) [Xl' X4] =Xz ; [XL X3] =Xz

[Xsl X6] =X3 [X4, Xe] = X3

n56: [XL X6] =Xs ; [XL Xs] =X4 ) [Xl' X4] =Xz ; [XL X3] =Xz

[Xa,Xe] =Xz [X4, Xs] =—-X;

Ces cing lois sont les lois filiformes (algébres filiformes).

ng® : X1, Xe] =Xs5 5 X, Xs] =Xs 5 [Xp,X4] =Xz

ng’ : X1, Xe] =X5 5 X, Xs] =Xs 5 [X,X4] =Xz

n68 X Xe] = X5 [XuXs] =Xs ; [XpXe] =X3
[Xs,Xe] = X3

n69 X Xe] = X5 ; [XuXs] =Xs ;5 [XuX3] =Xz

15

[XZrXG] =Xy [XZ:XS] = —X3
[Xzy Xe] = X3

[Xz, Xs] =X,

[X5, Xe] = X3
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[X4, X6] = Xz

ng'%: [XuXe] =Xs ; [XuXs] =Xz [X3,Xe] = X2 ;5 [Xa Xs] = X,
ng't: [XuXe]l =Xs ; [XuXs]=Xa ; [XuXs] =Xz ;5 [X,Xs] =X,
ng'% Xy Xe] = X5 5[XuXs]=Xo ;5 [Xg,Xs] =X,

ng?: [XuXe] =Xs ; [XuXs] =Xy [XuXa] =Xs ;5 [X5, Xe] = X;
ng'*: [X1,Xe] = X5 ; [X5,Xe] =X3 5 [Xe, Xe] =X

ng'%: [XuXe] =Xs ;5 [XuXa] =Xz ;5 [X5,Xe] =Xz ;5 [Xa, Xe] = X
ngl%: [XuXe] =Xs ; [XuXa] = X3 [Xs, Xe] = Xy

ngt’ 1 [XuXe] =Xs ;5 [XuXs] =Xs  ; [XeXe] =Xz ; [X3,Xe] = Xa
n618 X Xe] = X5 [Xu,Xs] =Xa ;5 [X3,Xe] =X ;5 [Xs, Xe] = X0
ng'?: [XuXe] =Xs ; [XuXa] =Xz [X2, Xe] = X3

ng?%: [Xu,Xe] =Xs 5 [XuXa]l =Xz ;5 [XaXe] =X,
I1. La classification en dimension 7 :

Les tableaux précédents montrent que pour les dimensions inférieures ou
égales a 6, il n'existe qu'un nombre fini de classes d'isomorphisme d'algebres
de Lie nilpotentes complexes. Mais dés la dimension 7, nous allons rencontrer
des familles a un ou plusieurs parameétres d'algebres deux a deux non
isomorphes, ce que I'on peut traduire en disant que la variété des classes
d'isomorphie est de dimension non nulle des que la dimension des algebres

est supérieure ou egale a sept.

Outre la déecomposition de ces familles a un paramétre, la classification en
dimension 7 (et au-dela) est quelque peu difficile a établir compte tenu

du grand nombre de classes d'isomorphie correspondant a des points isolés
dans la variété des classes. Ceci rend quelque peu suspectes toutes les listes

que I'on peut présenter.

16
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Nous allons tout de méme en proposer une afin de donner une idée

de la grande difficulté rencontrée lors de la vérification de cette liste.

A I'heure actuelle, on possede trois voire quatre listes établies par des auteurs
différents. Malheureusement les techniques employées et surtout les
invariants essentiels utilisés étant propres a chacun d'eux (suite
caractéristique, rang, extension), les classifications établies sont difficilement

comparables.

Theoreme 8: Il existe six familles a un parametre d'algebres de Lie

nilpotentes de dimension 7 deux a deux non isomorphes.

n71’a: [Xl,Xl] = Xi—l 1 = 3,....,7

[X4, X7] = aX; X5, X7] = (1 + a)X3

[X5, XG] = X2 [X6, X7] = (1 + (X)X4_
n72'°‘: [Xl, Xl] = Xi—l i= 4', . ,7

[le Xe] = X3 [Xz' X7] =X;+ X4

[Xs, X7] = O(X3 [XG; X7] = O(X4 + XZ
n73’°‘: [Xl, Xl] = Xi—l i= 3,4‘,5,7

[X4, Xs] = X6 [X4, X7] = aX;

[XSI XG] = XZ [X5, X7] = (1 + O()X6
n74'°‘ [Xl, Xl] = Xi—l i= 3,4‘,5,7

[X4, X7] = aX; [Xs, X6] = Xz

[Xs, Xe] = (1 + o)X

17
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n, >%  [Xy,Xi] = X1 i=3,4,5,7
[Xs, X6] = [Xe, X7] = Xz [X4, Xs] = aX;
[Xs, X7] = X3
n,%%:  [Xg,Xi] = Xj_1 i=4,6,7

[X4, X7] = X; i [X2, Xs] = aXs

[Xz; X7] = [X3; X4] = Xs

Remarque : La famille n,®est constituée de lois filiformes et chaque loi de

la famille n,*%est caractéristiquement nilpotente.
La classification en dimension 7 :

Algebres de Lie ayant comme suite caracteéristique s(g) = (6,1)

(Algebres de Lie filiformes) :[ 1l y a 08 algebres]

n,t:  [Xy,Xi] = Xj—4 3<i<7,
[X4, X5] = aXg [X5,X7,] =(1+a)X; a#0
[Xs, Xe] = Xz [Xe, X7] = (1 + a)X,
n,? 1 [XoXi] =X 3<i<7,
[X4, X7] =Xz [Xs; X7] = X3 [Xs. X7] =X4
n? o [XuXi] =X 3<is,
[X4, X7] = Xy [Xs5, X7] = X3 [Xe, X7] = Xz + X4

18
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n74 [Xl, Xl] = Xi—l 3<i< 7,
[X4; X7] =X [Xs; X6] = —X;
[Xs; X7] =X [Xs, X7] = X3
rl75 [X1; Xl] = Xi—l 3<i< 7;

[Xs; X7] =X,
n,° [X1, Xi] = Xi—q
[XSI X7] = XZ

n,” 1 [Xy,X] = X1

[Xs; X7] =X;

n,® [X1, Xi] = Xi_q

3<i<7,

Algebres de Lie avec pour suite caractéristique s(g) = (5,1,1) :

[ 11y a 38 algebres]
n,? : [XuXi] =Xi_q

1
[Xz, X6] = EX3

1
[Xs,X7] = X3 — §X4
n, "0 [Xy,Xi] = Xi—q
[X4; X7] =Xz

[X5) X7] = X3

4<i<7,
1
[X5ﬂX6] - X3 ) [XZﬂX7] - X3 EXII-
1
[X6) X7] = EXg + EXg

4<i<7,

[Xs, X6] = —X>

[XG, X7] - X4-
|
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n,2% Xy, Xi] = Xiog 4<i<7,
[X2, X6] = X3 [X2,X7] = X3+ Xy, [Xs,Xe] = X3
[Xs,X7] = X4 [Xe, X7] = Xs
n,*: =n'y @ a n,* = nsz @ a; n*:= n36 ® a;
n,%: =n* @a, n,%:=nS, @ a,

Algebres de Lie dont la suite caractéristique est s(g) = (4,1,1,1) :

[ 11y al3algebres]

n-, 47: [Xl, Xl] = Xi—l 5<i< 7,

[XZ»X3] =Xy [Xz; X6] =Xy

[XZ»X7] =Xs [Xe; X7] =Xy
1'1748 . [Xl, Xl] = Xi—l 5<i< 7,

[Xz; Xs] =X4 [Xz; Xs] =Xy, [Xz, X7] = Xs
n,%: =n @ a, n, =08 @ a; n,%:=1n% O a
1‘1756 . — n106 @ a; 1’1757 p— rl116 @ a; 1,1758 = rl15 @ a,
n,>: =n* @ a,

Algebres de Lie dont la suite caractéristique est s(g) = (4,2,1) :
[ 11y a25 algebres]

n760 . [Xl, Xl] == Xi—l i= 3,4,5,7 )

[X3; Xs] = Xe [X4; Xs] =X, [Xs; X7] = Xe

20
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n,%: [Xy,Xi] = Xis i=3457,
[X3; Xs] = Xe [X4; Xs] =Xy

n772: [Xl, Xi] = X1 i=3,45,7,
[Xs; X7] =X

n773: [Xl, Xi] = X1 i=3,45,7,
[X4-; X7] = XZ [X5, X6] = XZ y [XSF X7] = 2)(3 + X6

n782 . [Xl' Xl] = Xi_1 1 = 3,4,5,7 ,
[X4, Xs] =X,

n783 . [Xl' Xl] = Xi_1 i= 3,4,5,7 )
[Xs, X7] = X

84 . _ .
n,8: [Xy,X;] = Xy i=3457,

Algebres de Lie dont la suite caractéristique est s(g) = (3,3,1) :

[ 11y al7 algebres]

n,%% 1 [Xy,Xi] = Xi—1 i=346,7,
[X4: X7] = X3

n786 . [Xl, Xl] == Xi_1 i= 3,4,6,7 )
[X4; X7] =X, [X3; X4] = X5

n792 . [le Xl] = Xi_1 i= 3,4,6,7 B
[X3,X4] = Xz + X5 [X3,X7] = Xs

21
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[X4; X7] = Xe
n,%3:  [Xy, Xl = Xi_s i=3467,
[Xs; X4] =X, [Xe; X7] =Xs
n, 100 [X,,X] = Xi_4 i=3467,
[Xs; X7] =X, [X4; Xs] =X,
n7101: [Xl' Xl] = Xi_1 i= 3,4,6,7 ,
[X3,X4] =X,

Algebres de Lie dont la suite caractéristique s(g) = (3,2,1,1) :

[ 11'y a40 algebres]

n,202:  [Xy, %] = Xi_4 =467,
[X4: X7] = X3
n, 103 [Xy, %] = Xi_, =467,
[X4: X7] =Xs [Xe; X7] =Xz
n7121: [Xl,Xi] = X1 i=4,6,7,
[X2, X7] = X3 [Xe, X7] = X3
n7122: [Xl, Xl] == Xi_1 i= 4,6,7 )
[X2, X4] = X3
( |
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. — nl3 135 . 14 136 .— 19
n,3%: =n", D a; n; > :=n"g @O a; n; "= n"g @ a;
. — 20 138 . 17 139 . 18
n,37: =n"s D a; n; " i=n's @ a; n; 7= n"e @ ay
—nl 1 141 . 15
n7140 N =n 4 @ n 3 n7 ‘=n 6 @ a1

Algebres de Lie dont la suite caractéristique s(g) = (3,1,1,1,1) :

[ 11y a05 algebres]

n, %% [Xy, Xi] = X4

[XZ»X3] =Xs
n,143: = n35 @D a;
n 14 =n° @ a

Algebres de Lie dont la suite caractéristique s(g) = (2,2,2,1) :

[ 11'y a 04 algebres]

n, 7 [Xy, Xi] = X4

[X3: Xs] =Xy

n,*8: X1, Xi] = Xj_1

[X3: Xs] = Xe

n, ™% [Xy, Xi] = Xi-q

[Xsl X7] =Xy

——

i=357,

[Xs; X7] =X

i=3,57,

[Xs; X7] =X

i=3,57,
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Algebres de Lie dont la suite caractéristique s(g) = (2,2,1,1,1) :

[ 11y a06 algebres]

n7151: [Xl' Xl] = Xi—l i= 5I7 )
[Xz; X3] = X4 [XZ; Xs] = Xe
n7152: [Xl,Xi] = Xi—l i= 5,7 B
[Xz; Xs] = X4
r17153 .= n621 P a n7154 C = n623 P a n7155 - n624 @ a
n,'%: =ns°>@ a

Algebres de Lie dont la suite caractéristique s(g) = (2,1,1,1,1,1) :
[ 11y a03algebres]

n71572 [X1,X7] = Xe [X2, X3] = X6 [X4, Xs] = X6

n,%8: = ns® @ a, n,%%: =n;' @ a,
Algebres de Lie dont la suite caractéristique s(g) = (1,1,1,1,1,1,1) :

[ 11 yaune seule algébres]

n7160: a7 .

——
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Chapitre 4

Algebres de Lie 2-nilpotentes
et structures symplectiques

I. Algébre de Lie 2-nilpotente :

I.1.Définition 1 : Une algebre de Lie 2-nilpotente A est une algebre de Lie

telle que DA est contenu dans Z A, c’est -a-dire :
VXx,y,Z €A, [[x, y],z] = 0.

On appelle corang de A I’entier s = dim ZA — dim DA, codimension de DA
dans ZA.

(On désigne par DA 1’idéal dérivé, et par ZA le centre de A).
i.e. DA =< [x,y] >, x,y € A.
et ZA={xeA/[xy]=0,VyeA}

1.2. Exemples :

» Une algébre abélienne est 2-nilpotente.

» L’algébre de Heisenberg de dimension 2k + 1 est 2-nilpotente.

——
| —
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Proposition 1 : Toute algebre de Lie 2-nilpotente A est produit direct
d’une algebre de Lie abélienne et d’une algébre de Lie 2-nilpotente de corang

nul, uniques a isomorphismes pres.

Toute algebre de Lie 2-nilpotente de corang nul est isomorphe a une algebre

de Lie B =V@® W™ ou W est un sous-espace vectoriel de support maximal
de A? V*, dont le crochet est celui défini ci-dessus.
Remarque 1 : On appelle (n = dimV, r = dim W) le type de I’algébre

de Lie B; a une algébre de Lie 2-nilpotente, on associe ainsi trois entiers n, r

et s, invariants arithmétiques qui vérifient :
dimD(A) =r,dimZ(A) =r+setdim A=n+r +s.

Ont décrites les algébres de Lie 2-nilpotentes ayant n <4 générateurs.

Comme DA = ZA, le crochet sur A est connu quand il I’est pour deux vecteurs
quelconques d’un supplémentaire V de ZA dans A : ¢’est une fonction
bilinéaire alternée de V x V dans W = DA, donc une application linéaire

@ : A2V - W surjective.

Par dualité, cela équivaut a la donnée de y = t, : W' > A%V’
application linéaire injective et on indentifie W* a son image dans A% V*
qui est un sous-espace vectoriel W’ de A% V*.

Proposition 2 : Il y a une correspondance naturelle entre sous-espace

vectoriels de A? V* de radical nul et algébre de Lie 2-nilpotentes

A=V@DA, ouZA = DA.

——
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I1. Classification des algébres dont I’idéal dérivé est de petite

dimension :

» Lecasol dimDA = 1 : est bien connu et facile : alors I’algébre A
est produit direct de I’algeébre de Heisenberg Hy, de dimension 2k+1
et d’une algébre abélienne. L’algébre Hy, a pour base e;, 1 <i < 2k
et f avec [e,_y, ¢ = f pourj e {1, ...,k }, tous les autres crochets étant
nuls.
» Dans le casou dimDA = 2, et dimV = 2n, le cas n = 2 donne deux

algébres non isomorphes H; X H; et I’algébre L, de base
{e1 e5,e3,e4 f1, fo} avec
[er, 2] =[es,e4] = f1 et[eg, e3] = f
Proposition 3 : Sur un corps K de caractéristique différente de 2 et 3,

A% K& admet sept types de sous-espaces vectoriels de dimension 2 et de rang

maximal donnés par une base {u,, u,}, on désigne par {e, ..., 5} une base

de K¢

H, Uy = eqe3 +ezey U, = eqeg + e,eq
H, Uy = e.e4 + 65+ e38 U, = €96,

Hj U = €164 T €65 + €385 U, = €1€; + €364
H, Uy = e.e, + ezey U, = eqe3 + esegq
Hs U, = eqe, U, = e3e, + egeq
Hg U, = eqe, + egeq U, = e1e, + ezey

He¢(p,q) u; = eje, +eze, +eseq u, = ey(ey + pes) + ezeq + qezes

——

27

'



Chapitre 4 : Algébres de Lie 2-nilpotentes et structures symplectiques

Il n’y a donc, qu’un nombre fini de classes d’isomorphisme d’algebre de Lie
2-nilpotente de dimension 8 dont I’idéal dérivé est de dimension au plus 2.

Le cas général avec dim DA = 2, sur un corps algébriquement clos, se traite

de la méme maniere eton a le

Théoréme 1 : Soit H un plan de A% K" dont I’invariant y,, est une forme

binaire a racines distinetes. Alors il existe une base {e;},1 <i < 2n de K*"

et des scolaires A, ...,A, ¢ {0, 1} tels que H a une base :

Uy = €16y + e384 + -+ €2_3€202

U, = ezey +Age5€6 + -+ Apeyn_3€2n_ 2 + €25 1620
I11. Algebres de Lie 2-nilpotentes symplectiques :
Définition 2 : Un 2-cocycles w de A a valeurs dans K, est une forme
bilinéaire alternée vérifie :

o([x,y],2z) + w([y,z], x) + w([z,x],y) =0
quels que soient x, y et z dans A.
L’espace des 2-cocycles est noté Z2(A, K).
Un 2-cobord w de A a valeurs dans K, est une forme bilinéaire alternée
verifie :
w(x,y)=f([x,y]) ou feA"

L’espace des 2-cobords est noté B2 (A, K).
L’espace de cohomologie est H2(A, K) = Z2(A,K)/B?(A,K).

Une algebre de Lie A est dite symplectique, s’il existe un 2-cocycles

w € Z?(A, K), non dégénérée.

——

28

'



Chapitre 4 : Algébres de Lie 2-nilpotentes et structures symplectiques

A part la condition que I’algébre est de dimension paire, il n’y a pas des
conditions necessaires (ou suffisantes) simple assurant qu’une algebre de Lie

soit symplectique.

Comme les algebres 2-nilpotentes A sont particulierement maniables, on peut
se demander s’il existe dans ce cas des criteres permettant de savoir si A

est symplectique ou non.
Par exemple, un calcul facile donne le résultat si dim DA = 1.
Proposition 4 : Soit A = H, x K#*1 |e produit direct de Hy (algébre

de Heisenberg de dimension 2k + 1) par une algébre abélienne de dimension

impaire : A est symplectique si et seulement si k = 1.

Si k=1,A=H; xK¥*1 soient {gy, ..., g,j+1} Une base de KZ*?

et {e;, e,, f} une base de H, avec [e; , e,] = f.

On calcul dw(x,y,z) = w([x,y],2z) + w([y, z], x) + w([z, x],y) =0,
pourx, y, z € {el, e, )81, ...,g2j+1}.

Ontrouve w(f, f) =0; w(f, g;) =0,pourie{1,.., 2h+ 1}.

Dans ce cas on peut trouver une forme bilinéaire alternée :

J
o x rx * % * *
w=eif"+eg+ Z 82i 82i+1
i=1

qui est non dégénérée, d’ou A est symplectique.
Sik > 1, il existe une base {e;}, i € {1,..., 2k+ 1}de A, avec:
[e1, ex] = [es,es] =+ = [er-1,€2k] = €2141

et tous les autres crochets de A sont nuls.

En appliquant la relation des cocyclesavec: x = e, y =e,, z = g;

oli>2.puisx =e;0ue,et(y, z)=(e;,e,) aw e Z2(AZ)

——
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on voit que e,x,; € Rad w.

> LecasoudimD(A) = 2 : est déja plus délicat puisque comme on

le verra H; X H; est symplectique.
Soit A une algebre de Lie 2-nilpotente, x un élément non nul de A.

Le centralisateur Z(x) de x dans A, ker adx, contient Z(A), donc D(A) ; c’est

donc un idéal de A et on désigne par D,. son idéal dérive,

i.e. D, = [Keradx, keradx].

Soit maintenant A une K-algebre de Lie, on définit les ensembles suivants :
A1(A) = Nyea Dy et A2(A) = Nyez2(a, ¥) Radw

A, (A) est un sous-espace vectoriel de A.

Proposition 5 : Pour toute K- algébre de Lie A,on a:

A, (A) € A, (A) c Z(A).

OnaZ(A) = Nyep2(a, x)Radw :

si x ¢ Z(A),AyeA, [x, y] #0et 3f € A" tel que :

f(lx, y]) # 0.
i.e. ds(x,y) # 0,donc x & Rad(d;).
SoityeA,;(A) et ze A. Comme y € D,, il existe u;, v; € ker abx tel que :
y = Yi[u;, v;], pour w € Z2(4, Z)
(l)(y; Z) = Zi(‘)([ui'vi]' Z) = _Zi[w(ui; [Ui,X]) + (vi' [X, ui])] = 0'
car [vi,x] = [x, ui] =0
donc w(y,z) = 0 et A,(A) contient A, (A).

Corollaire 1 : Si A;(A) # {0}, An’est pas symplectique.
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Lemme 1 : Soit Hy I’algébre de Heisenberg de dimension 2k + 1, alors :
A, (Hy) = Z(Hy), pour k > 2.
Un simple calcul, donne :
De, = Z(Hy), pourtouti, 1 <i<2k+ 1.
D’ou A;(Hy) = Z(Hy).

Ceci montre bien, que pour k > 2, I’algebre A de proposition 4 , n’est jamais

symplectique.
Lemme 2 : Une condition nécessaire pour que A soit symplectique est que :

pour tout w € Z2(A, K); D(A) L1, Z(A).

En effet, pour z € Z(A), la relation des cocycles donnent :
w(lx, y],2) = —o(ly, zl,x) —w(z, x],y) =0.

Ce qui signifie que D(A) est totalement isotrope et que :

dim D(A) + dim Z(A) < dim(A).

Onadonc le:
Lemme 3 : Si A est une algébre de Lie 2-nilpotente (A D Z(A) D D(A))
avec dimD(A) > %dimA, A n’est pas symplectique.

Nous allons donner quelques exemples des algébres de Lie 2-nilpotentes

symplectiques dont 1’idéal dérivé est de petite dimension :

» CasdimD(A) =2 et dimV = 2n: pour n = 2,

A est de dimension 6, alors

A = H; X H; = Lg,, l’algebre de Lie générique pour ce type,

est symplectique.
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En effet, soit {e;, e,, €5, €4, f1, f} Une base de A avec :

[er, €] = fi:[es, es] = fo.
On remarque que D, = Kf;, pouri=1,2 et Kf;, pouri = 3,4.
Dans ce cas A, (A) = {0}.
Le calcul de dw(x, y, z) = 0, se fait simplement :

w(f1, e3) = w(f1, e) = 0(fz,e1) = 0(f,e7) = 0.
La forme bilinéaire alternée w = eje; + e5f;" + e4f, est non dégénéree,
car y;(w) # 0.
Si A est I’algebre Lg 3 de base {eq, e, ez, ey, f1, 2} avec

le1, e2] = [e3, es] = f1 etley, es] = fo.
A est encore symplectique : le méme calcul donnent
w(f1,e3) = w(fz, e2), w(f1, 1) = w(fy, ez)
et w(fi,e4) = w(fi,€) = w(fy, f2) =0.
On vérifie que :

w=exf; +esfi +eifi +fres t+esze

ou {e;} est la base duale de {e;}, fait de L 5 une algébre de Lie symplectique.

Pour n = 3 et A est de dimension 8, on prend I’algebre A = Hy X Hy, k = 2.

Soit {e4, e,, €5, €4, €5, €4, f1, 2} Une base de A avec :

[e1, €] =[es, es] = fietles, el =1

alors D, = D(A), pouri < 4 et Kf, pouri =5, 6.

Dans ce cas A; (A) = Kf; # {0}, alors A n’est pas symplectique.

Ce resultat est vrai pour k > 3, dans ce cas dimA = 2k + 4

——
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et ey, e;] = [es, e4] = .. =[eqn_q, €2l = fi ) [€2k41, €2142] = fo-

Alors A, (A) = Kf; # {0}.

> Cas dimD(A) = 3 et dimA = 6 : on prend A ’algebre L ; et soit
{e1, e,,e3,f1, f2, f3} une base de A avec :
le1, ex] = f3,[e1, es] = fretey, e3] = fi.

Le calcul de dw donnent : w(f;,e3) + w(fi,e1) — w(fy,e,) =0,

la 2-forme sur Lg 1, w = el fy" + e f; +e3fi +eifs

fait de L ; une algebre symplectique.

Proposition 6 : Les algebres données par le théoréeme 1, Oun > 3, ¢’est-a-
dire de dimension supérieure ou égale a 8 et d’idéal dérivé de dimension 2 ne

sont pas symplectiques.

IV. Classification des algebres de Lie 2-nilpotentes symplectique

de dimension < 6

Toute algebre de Lie 2-nilpotente symplectique de dimension ou égale a 6 est

I’un des types suivant :
Dimension 2 :
KZ
Dimension 4 :
K4
H; XK

——
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Dimension 6 :
K6
H; x K3
Hy X Hy = Lg, (D(A) = Z(A))
Ls; XK ou Ls; ={ey, e, €3 f1,f2} , avec
[er, e;] = fiet e, es] = f;
Le1 (D(A) = Z(A))
Le3s (D(A) = Z(A))

——
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V 4

Résumé

Le but de ce travail est d'étudier les algebres de Lie nilpotentes.

Des définitions, des propriétés premieres et quelques exemples
d'algébre de Lie nilpotentes ont été donnés dans ce memoire.

Nous étudions aussi les algebres de Lie 2-nilpotentes a structure
symplectique.
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