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Introduction générale

Les équations de diffusion sont liées a plusieurs phénomeénes physiques et chimiques, telles
que la propagation d’épidémie par exemple, ’équation de diffusion non-linéaire appartient
a cette classe d’équations aux dérivées partielles qui modélise de nombreux phénomeénes, on
peut citer en particulier: la filtration d’un gaz & travers un milieu poreux, la dynamique
des populations, I’hydrologie,..etc(cf [9], [10], [17]), I'équation de diffusion non-linéaire (ou

I'équation des milieux poreux) s’écrit :

Ju .
E—A(u ),oum >1

Mathématiquement, elle peut étre classée comme équation aux dérivées partielles de
second ordre de type parabolique, (Basak et Murty, 1977, 1978 [3, 4]; Nakano, 1979, 1980
[[12],[13]]) . Ces derniers temps, il a été constaté récemment un regain d’intérét dans
I’étude de lexistence et le comportement des solutions exactes (Vazquez, J.L [18], Sachdev
[16]. A ce jour, au moins quatre solutions en fonction du temps ont été découvertes, en est
généralement attribuée a Zel’dovich et Kompaneets (1950 [19]) et a Pattle (1959 [15]), et
les autres & Barenblatt (1953 [5]). Barenblatt et Zel’dovich (1957 [6]) et Kalashinikov (1967
[9]), respectivement.

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés aux équations de diffusion classiques
et fractionnaires. Nous avons commencé par ’étude d’une équation de diffusion en temps.
Ensuite, nous avons étudié 1’équation de diffusion fractionnaires (avec un Laplacien frac-

tionnaire) en temps définie par :

%+ (—APu™ =0, m>1, se(0,1)

ou

(=A) (") = F 1| Fu™).



Introduction générale

Dans notre travail, on étudier ’existence des solutions auto-similaires de I’équation des
milieux poreux fractionnaire, on va détailler le travail réalisé par Yanghong Huang qui va
consister la base de notre travail, voir [8].

Ce mémoire est organisé en quatre chapitres :

Dans le premier chapitre nous donnons la définition de 1’équation des milieux poreux
classique, les types de solution auto-similaire recherchée, nous donnons également la con-
dition de similarité liée & cette équation, nous étudions une solution particuliére de cette
équation et certaines propriétés de la solution dite "Solution de Barenblatt".

Dans le second chapitre, nous présentons la nouvelle approche pour trouver des solu-
tions exactes des équations aux dérivées partielles sous forme d’auto similarité générale, en
appliquant la méthode dite "profils mobiles", une premiére application intéressante de cette
méthode a concerné la classe d’équation de diffusion non-linéaire appelée aussi "I’équation
des milieux poreux" qui a été réalisée.

Dans le troisiéme chapitre nous montrons ’existence de la solution auto-similaire (la
forme auto-similaire classique) de 1’équation des milieux poreux fractionnaire, nous util-
isons quelques fonctions spéciales pour Laplacien fractionnaire(la fonction Gamma d’Euler,
la fonction hypergéométrique de Gauss, ...etc.) qui apparaissant d’aprés 'application de
Laplacien fractionnaire sur 1’équation posé, nous donnons quelques préliminaires (par ex-
emple, la transformation de Fourier, Laplacien fractionnaire).

Dans le quatriéme chapitre, le travail traite essentiellement le cas des formes auto-
similaires générales, dans ce cas on utilise la méthode des profils mobiles qui nous permet de
chercher la solution de I’équation des milieux poreux fractionnaire(en particulier la recherche

des coefficients a(t), c(t) et b(t)).



Chapitre 1

L’équation des milieux poreux

Introduction
Dans ce chapitre, nous étudions une solution particuliére de I’équation des milieux
poreux, Nous étudions certaines propriétés de la solution dite "Solution de Barenblatt"

détaillé dans les travaux de Vazquez [18].

Définition 1.0.1 On appelle “équation des milieux poreux” (équation de diffusion non-

linéaire) l’équation auz dérivées partielles
Opu(x,t) = ANp(u(z,t)),

re€RN, t>0, ot o € R

1.1 Solution auto-similaire "Solution de Barenblatt"

Considérons I’équation de diffusion non-linéaire sous la forme :

ou "
E(t,x) = Au"(t,x)), (1.1)

ou u(t,x) est une fonction des variables d’espace (z € R"™), et de temps (t > 0) et (m > 1).

n 2(,,m t
A(u™(t,x)) = Z W (ou A désigne lopérateur de Laplace).

j=1 J



1.1. Solution auto-similaire "Solution de Barenblatt"

Définition 1.1.1 Soit @ C (0,+00) X R™ un ouvert. Pour m > 1, on définit [’espace
C%,m(@) = {u : Q - [07 +OO[| U, 8{11,, D?cum € C(Q>}

Une solution classique de ’équation de diffusion non-linéaire (1.1) sur @ est une fonction

u € C’im(Q) qui satisfait (1.1) pour tout (t,x) € Q.

1.1.1 L’invariance d’échelle

Pour obtenir une solution explicite de ’équation de diffusion non-linéaire, nous voulons
utiliser la notion des solutions auto-similaires.

Supposons que u est une solution classique de 1’équation de diffusion non-linéaire dans
Q@ C (0,+00) x R™. Si m > 1, Nous définissons une famille (uy), > 0 d’invariance d’échelle

de u donnée par :

up(t, x) = \u(\t, \'z).

En cherchant les valeurs constantes de « et S pour les quelles uy est une solution classique
de I’équation de diffusion non-linéaire pour tout A > 0.

On remplace uy dans I’équation de diffusion non-linéaire (1.1), on obtient :

ou 0, a
8_;(t’x> — E(A u(Mt, \z))
= AQH%(UW, Nx)).
et
AP (t,z)) = AX™u™ (M, \z))
NN (ym (A, N x)).
on a alors : 5 9
%(t, gj) = )\a+18—§:()\t, )\Bl')
A (t, ) = XM 2BA(um (M, Vo))
donc
aU)\ m a+1 ou B am+203 m B8
W(t’x) - Au(t,z)) = A E()\t’)\ ) — A A(u™(At, \z))
)\aJrl[%()\t’ )\'Bl’> N )\oz(mfl)JrZ,BflA(um()\t7 )\533))]



1.1. Solution auto-similaire "Solution de Barenblatt"

pour (¢,z) € (0,400) x R". Cela veut dire que si u est solution de I’équation de diffusion
non-linéaire dans (0, +00) x R™, alors u, est aussi une solution de ’équation de diffusion

non-linéaire si

ou

/\a“[a(/\t, M) — N m=DH2=1N (™ (e, M ))] = 0,
donc on divise cette équation par A>T on obtient :
ou

o O M) — Nm=DH2B=1A (o (€t M) = 0,

c’est & dire :

— (A, Noz) = X DR2B=1A (g (e NPx)).

alors wu) est une solution de I’équation (1.1) si
am—1)+28—-1=0.
Solution auto-similaire

Définition 1.1.2 On appelle "solution auto-similaire”, d’une équation aux dérivées par-
tielles est une fonction f de deux variables sous forme spéciale, transforme une EDP en

EDO, il ya plusieurs formes ou bien types, par example
L. u(x,t) =t*f(55), type classique
2. u(x,t) = (1 — t)af(#), type blow up

3. u(z,t) = e* f(F), type exponentielle

4. u(z,t) = c(t)f(ﬁ), type générale,
ou a(t) et ¢(t) sont deux fonctions qui sont déterminées, telle que c(t) est dite parameétre

d’amplitude et a(t) est dite parameétre d’échelle.
Nous avons démontré ainsi la proposition suivante :

Proposition 1.1.1 (L’nvariance d’échelle de l’équation de diffusion non-linéaire)
Soit u une solution classique de l’équation de diffusion non-linéaire dans (0, +o00) x R™.

Si a, >0 sont des constantes satisfaisants :

am—1)+28-1=0,



1.1. Solution auto-similaire "Solution de Barenblatt"

et si pour A > 0, on définit :
ux(t, ) = Nu(\t, \’z).

Alors uy est une solution classique de l’équation de diffusion non-linéaire dans (0, +o00) x R™.

1.1.2 Calcul de la solution de Barenblatt

On donne maintenant le calcul de la solution u dite "Solution de Barenblatt" de I’équation
de diffusion non-linéaire dans (0, +00) x R™, qui est invariante par échelle d’apres la propo-
sition précédente, Voir [18] pour plus de detail.

Pour (¢, z) fixé, nous cherchons la solution pour A = %, on a donc la forme :
u(t,z) =t u(1.t7Pz) =t (t Px),

ou v : R" — R est donnée par v(z) = u(l, x).

On remplace u dans 1’équation de diffusion non-linéaire (1.1), on obtient :

ou 0
7 (4o, (4B
T T (t™%v(t™"x))

= —at_o‘_lv(t_ﬁx) + t_aVv(t_ﬁx) . (—Bt_ﬁ_lx),
et

A™) = A ™™t Pz))

= t‘am_QﬁA(vm(t_ﬁx)),

donc on déduit :

ou

i A™) = —at ™t Pr) + 7oVt Pr) - (=t ) — oA (™ (P )
= t o —aw(tPz) — Vot Pz) - (Bt Pz) — t_(a(m_l)HB_I)Avm(t_ﬁx)],
puisque
am—1)+28—-1=0.
nous avons :
% — A@™) =t eav(t™Px) = Vot Pz) - (Bt Pz) — Av™(t )] (1.2)



1.1. Solution auto-similaire "Solution de Barenblatt"

ta+l

Nous multiplions (1.2) par et utilisons le fait que u est une solution de 1’équation

de diffusion non-linéaire dans (0, 4+00) x R™ on obtient :

A@™)(tPz) + Vot Pz) - (Bt Pz) + av(t™Pz) = 0. (1.3)

notons y = ¢~z la nouvelle variable, alors :

A(W™)(y) + By - Vu(y) + av(y) =0, (1.4)

Jusqu’a présent, nous avons réduit le probléme de recherche d’une solution de ’équation
de diffusion non-linéaire (qui dépend du temps et de ’espace) a& un probléme de recherche
d’une solution d’une équation qui ne contient que la variable d’espace. Par conséquent, nous

essayons de trouver une solution radiale et régler pour (1.4)
v(y) = w(lyl), pour w:R — R

Soit y # 0, nous obtenons

Voly) -y = w'(Jy]) % cy=w'(Jy]) |yl (1.5)

Rappelons la formule donnant le Laplacien d’une fonction radiale dans R™ :

Pour tout ® € C*(R* ), on a :

A(®) (1)) = " (Jy]) + ”‘T‘,lwyn, yER"

ainsi

AW™)(y) = (™) (Jy]) + ”|T‘|1<wm>'<|y|>. (1.6)

par la représentation du Laplacien en coordonnées polaires. Soit .r = |y|. Insérer (1.5) et

(1.6) dans (1.4), nous avons :

n—1

(w™)"(r) + (w™)(r) + Brw'(r) + cw(r) = 0. (1.7)

Supposons que o = n3, multipliant les deux membres de 1'égalité ci-dessus par r™~1, on met

I’égalité ci-dessus sous la forme :

Tnfl(wm)// + (n . 1>Tn72(wm>/ 4 57””11)/ 4 nr"ilﬁw — 0’



1.1. Solution auto-similaire "Solution de Barenblatt"

ceci implique

(" w™)) + (Briw) =0, r >0

Jorrwryy == [y

" (w™) = —pr'w + Const,

alors

ceci implique:

donc en déduit que :

" (w™) + Briw = Const, r >0

en supposant que w(r) = 0 pour tout y € R” tel que |y| soit assez grand, on trouve que la
constante d’intégration ci-dessus est nulle.
L’équation différentielle devient ainsi :
(w™) + Brw = 0, pour tout r > 0, avec liril w(r) = 0. (1.8)

11 est facile de résoudre cette équation différentielle. Nous obtenons :

—frw = (w

m—1
Si w > 0 nous pouvons diviser par w pour obtenir :

m—1

(wmfl)/ — —~ 57’,

et puisque les conditions sur le c6té droit ne dépend pas de w nous pouvons résoudre pour
wm—l .

-1
w™ = O — QO Br. (1.9)

ou C' est une constante obtenue a partir de I'intégration. En définition 1.1.1 nous avons

u > 0. Ainsi, w > 0. On prend la partie positive des deux cotés de (1.9). Nous obtenons :

w(r) = (C’ _n ;1157“2)“ , >0, (1.10)



1.1. Solution auto-similaire "Solution de Barenblatt"

ou C' est une constante positive quelconque.

on trouve que la fonction :

1

o) = (0= " tanl) (111

+

est solution de I’équation :
A(™)(y) + By-Vu(y) + av(y) = 0, sur R"\{0}.
Comme la fonction w ci-dessus est clairement de classe C! au voisinage de y = 0, 'EDP :

A(w™)(y) + By.Vo(y) + av(y) =0,

est valable au sens des distributions sur R".

Enfin, pour tout (¢,z) € (0,00) x R™ la solution u(¢, x) est donnée par :

u(t,z) = t vt Pz)

1 m—1_lz*\""
- t_o‘ C—W tQ_ﬁ . (112)
+

Dans le calcul de u, on obtient les conditions :
am—1)+28=1et a=np,

c’est-a-dire :
n 1

Oé:n(m—l)—l—Q’ ﬁzn(m—l)—i—?

(1.13)

Les formules (1.12) et (1.13) sont la solution de Barenblatt de I’équation de diffusion non-
linéaire (1.1).

On résume 'analyse faite ci-dessus dans le théoréme suivant.

Théoréme 1.1.1 (Solution de Barenblatt)|18)].

Soient C' > 0 une constante et :




1.1. Solution auto-similaire "Solution de Barenblatt"

La solution de Barenblatt de ’équation de diffusion non-linéaire (1.1) définie par :
Unc(t,z) : (0,00) x R" — R

s’éerit comme : )

1 —1 |z
Um,c(t,x):—(o—m— ﬂ) .

to 2m 28
+

Proposition 1.1.2 (L’invariance d’échelle).

Soit :
n 1

azn(m—l)—i—? ¢t an(m—l)—I—Q‘

Alors pour tout (t,x) € (0,00) x R™ et A > 0 nous avons :
Upnc(t,z) = XUn.c(Mt, V).

Preuve. Pour tout (¢,z) € (0,00) x R" et A > 0. On a :

1 m—1_|z*\""
Unotba) = @\ O~ 5 Ppr

A m—1 })\Ba:|2 mot
(W) (C_ om P (/\t)2/3>

= NUnc(t, V).

Ensuite, nous prouvons une propriété importante de la solution de Barenblatt de I’équation

de diffusion non-linéaire.

Théoréme 1.1.2 (Vitesse de propagation finie)

Pourt > 0 le support de Uy, o(t,.) est borné. Plus précisément, nous avons :

SuppUm,C<t7 ) = B(()? Tm7c<t>>7

ol T o (t) est définie par :

Tm.c(t) : (0,00) — (0, 0), rmo(t) = <%) 2 /B

De plus, U, o(t,.) est strictement positif sur B(0,r., c(t)) et nous avons les limites :

10



1.1. Solution auto-similaire "Solution de Barenblatt"

tlimo rmc(t) =0, tlim Tm,c(t) = 00.

Preuve. Sit > 0. puisque U, ¢ est positif

suppUp,.c(t,.) = {r € R* /U, c(t,z) > 0},

maintenant, U, ¢(t,z) > 0 si et seulement si :

m—1_|z|
Tom s 7O
m—1_|z|
. 2mC - 12\
B(m —1) t8

ce qui équivalent &

donc

SuppUm,C(ta ) = B(07 Tm7c(t))7

La norme dans ’espace L'(2)

Définition 1.1.3 Soit Q) un ouvert de R, On définit la norme d’une fonction dans l’espace

LY(Q2) comme suite:

| f() Z/If(m)]dx.

Théoréme 1.1.3 (Conservation de la masse totale).

Si C > 0. La norme || Uy, c(t,.)|1 est indépendante de t > 0.

Preuve. Soient t1,t5 > 0 et A = i—f, pour x € R", I'invariance d’échelle de la solution de

Barenblatt (D’aprés la proposition 1.1.2) donne :

Unc(ti,z) = XUpco(At, M)
= NUpolty, N).

11



1.1. Solution auto-similaire "Solution de Barenblatt"

donc

/ |Um,C(t17 £E)| dv = \* / ‘Um,C’()‘tla /\ﬁl‘)‘ dx
n RTL
= )\ / \Upn.c(Mty, x)| da.

et puisque a = nf, alors :

/\Um,c(tl,x)ydx:/ U (b, 7)| d,

c’est-a-dire

| Un,c(ty, )lly =l Un,c(ta, )1

Compte tenu du théoréeme 1.1.3 nous définissons

Définition 1.1.4 (La masse totale).
Si C > 0. Alors || Unc(t,.)|1 est appelée masse totale de Uy, c.

De la représentation de la solution de Barenblatt, il est claire que la masse totale de
U, c peut étre controlée par le parametre libre C'. Nous avons une relation explicite entre

ces quantités et ce paramétre dans le lemme suivant.

Lemme 1.1.1 S C' >0 ety = ﬁ—l—g

Il existe une constante a(m,n) telle que :
| Un,c(t, )llx = a(m, n)C7,

ou

nfm—1_\
a(m,n) =T2 (Wﬁ> I‘(i—-|-%‘)

telle que ' désigne la fonction Gamma d’Euler.

Preuve. Soit M =| Up.c(t, )|

Grace au Théoreme 1.1.3 il suffit de montrer qu’il existe une constante a(m,n), telle que

M = a(m,n)C"”

12



1.1. Solution auto-similaire "Solution de Barenblatt"

On définit k£ = ”;—;Ll (. Par conséquence
Unc(1,2) = (C = ko) 7,
d’ou
M = || Unc(L, )k
_ / (C = ko)™ da

— nVn/ (C - er)ﬁ " dr. (1.14)
0

Ici V,, est le volume de la boule unité de dimension n.
Nous avons utilisé Uy, (1, .) qui est radiale. En substituant s = rC2 dans (1.14), donc
ona:

-1 1 1 n—1
s=rC2 = r=s502 = dr =C2ds, et 7" 1 =s""1C 7,

on obtient alors :
M = nV, /000 (C’ — C’ks%ﬁ C"7 s 103 ds
= C"nV, /000 (1- ksz)ﬁ s" s, (1.15)
On remarque que la derniére intégrale s’annule pour s > k= . En posant le changement de

1 n—1
t\?2 dt t\ 2
et 2 = — = — n_lz —
t=ks :>S—<k) = ds 2k%t%,ets (k) .

Alors l'intégrale (1.15) devient :

variable :

ey, [ S AR
i = o [ ()7
)
n -_n 1 m n
— CV—Vnk:z/ (1—t)ym1 't371dt
2 0
— oPvpept
CrVak= Bl5 T,
telle que B est la fonction Béta d’Euler, telle que
By - D)y

13



1.1. Solution auto-similaire "Solution de Barenblatt"

ou I est la fonction Gamma d’Euler (nous définisons cette fonction et la fonction béta dans

le chapitre 03), nous constatons :

M = a(m,n)C",
avec
n n N m
— FVn 2B PR
on 2 (m—lﬁ)_g INEINCD
2T(2+1) \ 2m D( + %)

Nous utilisons la relation I'(§ 4+ 1) = §I'(5), (D’apreés les proprietés de la fonction Gamma

d’Euler), Nous obtenons :

14



Chapitre 2

Solutions profils mobiles de I’équation

des milieux poreux

Introduction
Nous présentons dans ce chapitre une nouvelle méthode dite "The Traveling Pro-
file Method TPM [1]" pour chercher des solutions d’équations aux dérivées partielles non
linéaires. Cette méthode nous permet d’obtenir des solutions exactes de grandes classes
d’équations aux dérivées partielles non linéaires.
On donne également dans ce chapitre une application intéressante de cette méthode
sur I’équation de diffusion non-linéaire appelée aussi I’équation des millieux poreux qui va

appeler "solutions profils mobiles".

2.1 La méthode des profils mobiles

Considérons I’équation suivante :
ou
— = Au 2.1
ot ! (2.1)
ou A, est un opérateur différentiel linéaire ou non linéaire de la variable z.
Le principe de cette méthode est de chercher une solution du probléme (2.1) sous la forme :
x—0b(t)

_— b R 2.2
O a,b,c e (2.2)

u(z,t) =c(t) f(n), avec n =

15



2.1. La méthode des profils mobiles

ol f est dans L?, qu’on va appeler "profil de base".
En réalité cette forme de solution est une généralisation de la forme "auto-similaire".
Alors on a 4

e —cf () —cinf () —c2f (n)

Apu = S—ZAnf, avec p,q €R

Les paramétres c(t), a(t) et b(t) sont des fonctions dépendant du temps ¢, sont déterminés

par la solution de probléme du minimisation :

+oo
min /
d,b,é —00

par conséquent, nous obtenons le systéme de trois équations a trois inconnues :

2

Ou dz, (2.3)

4,
ot Y

<%_Axu7f>:0

(G5t — Asu,nfy) =0 (2.4)
(g — Amu,f;]> =0
ou (.,.) désigne le produit scalaire dans L? (R).

L’EDP (2.1) est transformée alors dans un ensemble de trois EDOs associées :

(oW e

1) = Snfo, 1) = 2 fon f) = (A )

(s 1) = Efanfs) = Lnfo, 1) = S (A fon ) (2.5)
L) = Snfa £ = B fo £ = SAL o)

Approximation a priori :

Soit :

- olo

Vi={r. nf 11}
le sous espace de L? (R) engendré par les fonctions associées & f a U'instant ¢ .
De la relation (2.4) on déduit que 2% — A, u est orthogonale a V.

En particulier comme % e V;, alors

ou ou
<E - A:nU; E> =0,

donc si aussi A,u appartient & V;, alors la méthode nous fournit une solution exacte faible

qui s’écrit sous la forme :

w(z,t) =c(t) f {z_—i)(ﬂ .

a(t)
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2.1. La méthode des profils mobiles

Maintenant nous voulons établir des conditions sur la méthode pour trouver des solutions
exactes de l'équation (2.1).

Le premier résultat de ce chapitre est le théoréme suivant :

Théoréme 2.1.1 [1] Pour f € C*N L?; I’équation (2.1) admet une solution exacte sous la

forme

ulet) =0 £ | “ )

a(t)
Si

1- Au= S—ZA,,f, pour p,q € R.

2- le "profil de base" est une solution de l’équation suivante :

Apf =af +Bnf, +7f,, ot a,B,y€R. (2.6)

dans ce cas, les coefficients c(t), a(t) et b(t) sont déterminés par le systéme :

- w
cC = EO&

. o Cp71

a = =41 (2.7)
e

b - _aqfl,y

Preuve. D’apreés le principe de 'estimation de cette méthode, si A,u appartient au sous
espace V;; alors la fonction u(z,t) = ¢(t)f(n) est une solution exacte de 1’équation (2.1),
dans ce cas le terme A, f peut étre exprimé comme une combinaison linéaire des fonctions,
fs nf,; et f,;, donc

A, f = af+6?7f,/] —l—’yf;?, pour «, 3,7 € R.

Le systéme (2.7) est obtenu comme suit :
Quand on remplace A, f par la combinaison af 4 87 f,/] + v f;, dans (2.5), nous obtenons le
systeme :

Pt

MX =—MF (2.8)

al

17



2.1. La méthode des profils mobiles

(£, ) mfys 1) (fo: 1)
M = | (fy f) (fy.nf) mfy )|
(fos ) mfy 1) (Fos 1)
g o
X = 2 [ et F=| g
¢ 7

ou (.,.) désigne le produit scalaire dans L? (R).

La matrice M dans le systéme (2.8) est symétrique et inversible, alors (2.8) devient

!
X = —M'MF
ad
Ca
——
ad
qui peut étre écrite sous la forme (2.7)
¢ =%
. —1
a = _23716 :
: -1
b = —%V

Résolution du systéme différentiel :
Nous pouvons résoudre le systéme (2.7) comme suit :

De (2.7) nous avons

o(t) = Ko a(t)"?
b(t) =2 alt) +

, avec Ky, K; constants, (2.9)
1

=

supposons qu’on a les conditions aux limites suivantes : a(0) = 1;¢(0) = 1;6(0) = 0, donc
KO - 1, Kl - —%

Si nous remplagons (2.9) en (2.7), Nous obtenons :

a® P g = — Rt

18



2.2. Application a I’équation des milieux poreux

on déduire finalement :

(i) pour a(p—1)+gB8 >0:

a(t) = (1 — Apt)x
c(t) = (1 — ABt) 71 ,0<t<T.
b(t) = 3(1— ABt)* — 3

avec A =q+ %(p —1),etT = a(pfi)+qﬁ

(ii) pour a(p—1)+ g8 =0

2.2 Application a I’équation des milieux poreux

(2.10)

(2.11)

Nous présentons maintenant une application intéressante de cette méthode. L’application

concerne ’équation des millieux poreux.
Soit I’équation de la forme suivante :

ou

E—(um)m,m>1, et v € R

elle admet une solution exacte forme "profiles mobiles"
x — b(t)
a(t)

qm%w:c@f{ ],mhceR

Si
1- Ayu= S (f™), (p=m, et ¢=2)

a2

2- le "profil de base" f est une solution de 1’équation suivante :

(f™ " =af + Bnf, +f,, ou a,B,v€R,

dans ce cas, les coefficients c(t), a(t) et b(t) sont déterminés par le systéme :

. m
c =5
_ Cm—l
a =—“"—f
m—1
b = —“——v

19
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2.3. Solution exacte sous forme des profils mobiles

2.3 Solution exacte sous forme des profils mobiles
Le deuxiéme résultat de ce chapitre est le théoréme suivant :

Théoréme 2.3.1 [2] La fonction

ue =c(o £ | 2220,

est une solution exacte du probléme (2.12), ou f est le "profil de base" solution de l’équation

différentielle suivante :

(f™ =af +Bnf,+f, ou afB,y€ER,

dans ce cas, les coefficients c (t),a(t), et b(t) sont donnés par :

a(t) = (1 - A) =
ct)=(1-Apt) 71, 0<t<T (2.15)
br) = 31— AB) 3
si(m—1)a+28>0o00A=2+%(m—1) etT:m.
et donnés par :
a(t) = exp (—pt)
c(t) = exp (at) , 0<t< oo, (2.16)
b(t) = Fexp (=) — 3
si (m—1)a+ 26 =0.
Preuve. D’aprés le principe de 'estimation de cette méthode, si
appartient au sous espace V;; alors la fonction u(x,t) = c(t)f(n) est une solution exacte
de Déquation (2.1), dans ce cas le terme (f™) peut étre exprimé comme une combinaison

linéaire des fonctions, f, n f,; et f,;, donc

(f™ =af + Buf, +7f,, pour a,B,7 € R.
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2.3. Solution exacte sous forme des profils mobiles

Le systéme (2.7) est obtenu comme suit :
Quand on remplace ( fm)” par la combinaison o f + (7 f;] + v f,/], dans (2.5), nous obtenons
le systéme (2.8) :

cmfl
MX = —MF
avec
(f, 1) (nfr, f) (fos )
M= (nfy, ) (nfr,nfh) (mfy fy |
(f. ) (nfh, f1) (frs fr)
¢ o
X = —% et F=| 3
b .

ou (.,.) désigne le produit scalaire dans L* (R) .
La matrice M dans le systéme (2.8) est symétrique et inversible, alors (2.8) peut étre écrit

sous la forme (2.7) :

m—1
=55

a
P

Aux limites, supposons les conditions aux limites latérales a(0) = 1;¢(0) = 1;5(0) =0 :

On voit que d’apres (2.14), nous avons :

(2.17)

a(t) = (1 — Apt))4
c(t) = (1 — ABt)) B4 , 0<t<T,
b(t) = % (1-— Aﬁt))% _ %
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2.3. Solution exacte sous forme des profils mobiles

pour (m —1)a+20 >0 0 A =2+ {m —1) et T = gy
et (2.16) :

c(t) = exp (at) , 0<t< oo,

pour (m—1)a+28=0. =

22



Chapitre 3

L’équation des milieux poreux

fractionnaire

Introduction

Dans ce chapitre nous allons voir ’équation des milieux poreux fractionnaire, nous
utiliserons quelques fonctions spéciales (par exemple, la fonction Gamma d’Euler, la fonc-
tion hypergéométrique de Gauss,...) qui apparaissant d’aprés l'application de Laplacien

fractionnaire sur I’équation posé.

3.1 Préliminaires

3.1.1 La transformation de Fourier

La transformation de Fourier associe & une fonction intégrable, définie sur I’ensemble des
nombres réels ou celui des nombres complexes.

Cas de multi-dimension (z € RY)

Définition 3.1.1 La transformation de Fourier pour une fonction f € L'(R) est donné par
Fl@Ee) = | (x)e " ¢*dx, ¢ eRY
R
la transformation inverse de Fourier dans R"est donné par

FUAEN) = oy [ J(©7de, ¢ R
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3.1. Préliminaires

On a
FlFf=FF'f=Ff

Propriétés de la transformation de Fourier

1. Linéarité

FIM (@) + ng(@)](€) = AF()(E) + uF(9)(§), §€RY

2. Translation

F(fl@—a))(§) = e " F()E), (& a€RY),

3. Changement d’échelle

FUOE) = 577, (R, A>0)

Définition 3.1.2 (L’espace de Schwartz S(R™)). On dit que f appartient ¢ S(R™) si
feC™ etsif ettoutes ses dérivées sont "décroissance rapide”, c’est-a-dire que leur produit

par un polynéme quelconque est une fonction bornée.

3.1.2 Laplacien fractionnaire

Nous commencons 1’étude de 'opérateur Laplacien fractionnaire avec sa définition par

Fourier pour les fonctions de la classe de Schwartz.

Définition 3.1.3 (Définition par Fourier) Soit f € S(R") et 0 < s < 1. Pour { € R",

Uopérateur (—A)*® est défini par sa transformée de Fourier :

F((=A)£)(€) = (4m)* |€* F(£)(€)

De plus, on a :

(=AY (f) =F 1 E* Fr). (3.0)
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3.1. Préliminaires

3.1.3 Quelques fonctions spéciales pour Laplacien fractionnaire
La Fonction Gamma d’Euler

La fonction Gamma est 'un des joyaux des mathématiques, On la retrouve en analyse,
en théorie des nombres, en théorie des probabilités et en théorie des représentations des

groupes. Depuis Legendre, on définit la fonction Gamma comme suite :

1. La fonction I' comme une fonction de variable réelle

Pour = € [0, +00[, on a .
[(x) :/0 et
De plus, la fonction I' vérifie 4 ’équation fonctionnelle :
[(x+1) =al'(x),
et a l'égalité I'(n + 1) = n! pour tout n € N.
Exemple 3.1.1 on a
(1) = I'(2)=1, I'3)=2I'(2) =2
() - )t ()- e
2. La fonction I' comme une fonction de variable complexe

La fonction Gamma d’une variable complexe(z € C) est définie sous la forme :

+oo
I'(z) = / et dt,
0

et on a I’équation fonctionnelle

I'(z+1) =2I'(¢), Re(z)>0
La Fonction Béta d’Euler

Définition 3.1.4 La fonction Béta est un type d’intégrale d’Euler définit pour tout com-

plexes m et n par :
1
B(m,n) = / t" (1 —t)"dt, Re(m) >0, Re(n) > 0.
0

Cette fonction est liée a la fonction Gamma par la relation suivante :
['(m)l'(n)

Blm,n) = T'(m+n)

, Ym, n:Re(m) >0, Re(n)>0

25



3.1. Préliminaires

La Fonction Hypergéométrique de Gauss

La fonction hypergéométrique de Gauss est la solution de I’équation differentielle hyper-
géométrique d’Euler :

d? d

z(1 _Z)d_;;+ [c—(a+b+ l)z]d—z —abu =0,
pour tout nombres complexes a, b, ¢ et z. la fonction hypergéométrique de Gauss est définie
comme la somme de la série :
v\ (a), (), 2"
2F1(avbacaz)_nzzowa7 |Z| <1,

telle que (a),, est le symbole de pochhammer définit comme

(a), = W, (n e N, Re(a) > —n, a ¢ Z, ={0,—-1,-2,....})

ou I'(z) est la fonction Gamma.

Il est connu que, lorsque b = —n est un entier négatif, 5 F(a, —n;c; z) est une fonction
polynomiale de degré n. En particulier, nous avons

oFi(a,—1;¢;2) =1— 2.
c

voir [11] pour plus de detail.

Propriétés

La fonction hypergéométrique de Gauss admet les propriétés simples suivantes :
= oFi(ba,cz),
= oF1(0,b,¢;2) =1,

['(e)l'(c—a—10)

— T(c —a)T(c_ 1) (Re(c —a —b) > 0),

= (1—2)""xy Fi(c—a,c—b,c;2),

( )
( )
2F1(a,b,b;2) = (1—2)7",
( )
( )

et les relations de différentiation suivantes :

d\" a), (b
(£> oFi(a,b,c;z) = %mﬂ(a—l—n,b%—n,c—i—n;z), (n € N).
d

(£> [z‘”"_l X9 Fi(a,b,c; z)} = (a)n2" ' %9 Fi(a+mn,b,c;2), (n€N).
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3.1. Préliminaires

Théoréme 3.1.1 [8] La transformation de Fourier implique la relation suivante (avec quelques

restrictions aux paramétre p, ji, s ) pour Laplacien fractionnaire des fonctions hypergéométriques

générales
N p—p N ptp
s B 2 5_5F4+2+5F4—2+5
(—AyLRG + 52 5 — 52, 5 -] = 2% R ( N u) <M utp )[2F1(%+¥+
o550 )r(5-5)

s, ey g N WLy

Lemme 3.1.1 [8] Si les fonctions hepergéométriques oFi(ay, by, c;x) et oFy(ag, by, ¢; x) non
constantes sont identique pour |x| < 1, puis l'un ou Uautre a; = ag, by = by ou a; = by,

by = as.
Notation 3.1.1 Les solutions de (3.1) au-dessous deviennent positives instantanément [14).
Proposition 3.1.1 /8] Les profils de Barenblatt de la forme :
®(y) = (R* —|y[*)}. ou @(y) = (R + [y[*)
telle que q, R > 0, sont des fonctions hypergéométriques spéciales c’est-a-dire :

2
(R2— [y = RF(=q 0 c '%Lx VeeC.

2
(R*+1y)™ = R ™,F(q,c C;—%), Ve e C.

Et d’apres la notation précédente, nous choisirons toujours le profil de Barenblatt :
2N\ —
Oy) = (B + |y[) ™,
et le profil que nous sommes intéressés dans ces chapitres peut étre écrit comme :

—2g N N._
R 2F1(q57737__2)7

N
2

c’est-a-dire ¢ = la moitié de la dimension de I’espace, pour assortir les parameétres dans

la transformation de Fourier de ®(y).
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3.2. Solution auto-similaire "solution de Barenblatt"

3.2 Solution auto-similaire "solution de Barenblatt"
On considére ’équation des milieux poreux fractionnaire suivante :

u + (=AU =0, m>1, se€(0,1), (3.1)
ou (—A) (™) = FHE* Fum).

Proposition 3.2.1 (L’nvariance d’échelle de l’équation des milieur poreur frac-
tionnaire).

Soit u une solution classique de l’équation des milieux poreux fractionnaire (3.1) dans
(0,4+00) x R™.

Si a, B> 0 sont des constantes satisfaisant :
a(m—1)+2s5—1=0,

et si pour A > 0, on définit :
ux(z,t) = Nu(Nz, \t)

Alors uy est une solution classique de l’équation des milieux poreux fractionnaire dans

(0, +00) x R™.
Preuve. Maintenant, on considére la forme auto-similaire suivante :
uy(z,t) = Xu(Nz, M) (3.2)

On remplace uy dans I’équation (3.1), on obtient :

0 0,
a(u,\(az,t)) = &()\ au()vga:, At))
= )\O‘“E(u()\ﬂm, M) (3.3)

D’autre part, on a :

(FAP (R (1) = (=AY OV, A1)
(AP (W (W, M),

28



3.2. Solution auto-similaire "solution de Barenblatt"

pour calculer (—A)*(u™(Nx, At)), on a d’aprés la définition de Laplacien fractionnaire (3.0),

on trouve :

(A& = F L F ()

- / € F () (©)ede.

par consequence :

(—A) (™ (Nz, \t)) / €17 F(u™ (N, \t))e™ S de, (3.4)

telle que :

Fu™(Nx, \t)) = /um()\'ga:,)\t)em{dx, (3.5)
on fait le changement de variable suivant :

_\8 8 _

y=Nzr = dy= A\ dx:>dx—de,

alors (3.5) devient :
1 £
= T )

on remplace le résultat (3.6) dans (3.4), on obtient :

zx{dg

= (3.7)

S m S m 5
(A (¥ ) = [ 1€ F (5. a0)e
maintenant, on fait aussi le changement de variable, posons :
§ dg
y:F:SZ/\ﬁy et dy:ﬁ,

ceci implique :

g = [Ny = Nyl

alors 1'égalité (3.7) devient :

(AP (M, M) = / 2 Fu™ (g, M)V vy
= AZP(—AP(um™(Nx, \t)),
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3.2. Solution auto-similaire "solution de Barenblatt"

finalement, on obtient :
(—A) (W™(Na, At)) = AP (=A) (™ (N, At)), (3.8)

Donc, on remplace (3.3) et (3.8) dans ’équation (3.1), on trouve :

)\a+1@ + )\am+25ﬁ(_A)s(um) —0.
ot
d’ou
)\a—l-l% — _)\am+286<_A)s(um) (39)
ot
On divise cette équation par A", on obtient :
0
a_';b — _)\am+255—1—o¢(_A)s(um>’ (310)

Cela veut dire que si u est solution de ’équation (3.1), alors u, est aussi une solution de
I'équation (3.1) si
am—1)+2s=1, Va,5>0

cette condition est dite la condition de similarité. m
D’apres la proposition 3.2.1, si on pose a = N3, alors :

1

6:23+N(m—1)'

1
Pour At = 1 fixé, nous cherchons la solution pour A\ = . on a donc la forme :

Au (N, M) = G)%(G)ﬁgm)
= 70t "x)

= t7°®(y), avec y =t Px

telle que ® : R™ — R est donnée par ®(z) = u(1, z).
Donc, cette égalité donne une autre forme auto-similaire u(z,t) ~> t~*®(y), on remplace u
dans I’équation (3.1), on obtient

ou 0, .
)
= —at™ 70 (y) + (—Bat P THTY) - VO(y)

= —at B (y) — Bty - VO(y),
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3.2. Solution auto-similaire "solution de Barenblatt"

Si on pose o = N3, alors :
= = =BTV - (yd(y)), (3.11)

telle que

D’autre part :

(CAPU" (1) = (ZAP(EVBN(y))
= T AP(@(y),

D’aprés (3.4), on a :
(—A)* (@™t ) = / € F(@™(t x))e' ™ de, (3.12)

telle que :
F@™ () — / F(@™ (- x))e-Eda, (3.13)

nous allons utiliser méme étapes avec la premiére forme auto-similaire pour nous obtenir &

la résultat de (3.12),donc, pour (3.13), posons
- -8 1
y=t"r =dy=t dx:>dx:t_—6dy,
alors (3.13) devient :

F(@™(t 7 x)) = / (I)m(y)e_i(“ﬁ)yidy

t—8
_ tiﬂf@m(t%), (3.14)
donc on remplace la résultat (3.14) dans (3.12),on obtient :
(-ay@n () = [ I A e, (3.15)
maintenant, on fait le changement de variable, posons :
yzt_%zﬁztﬁy, etdy:i—gﬂ,
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3.2. Solution auto-similaire "solution de Barenblatt"

ceci implique:

€2 = |t Py [ = 1728 |y,

alors I'égalité (3.15) devient :

(—AP@ () = 172 / g2 F (@™ ()i vy
= 2P (A (D™t ), (3.16)

On remplace (3.11) et (3.16) dans (3.1), on trouve :
—ptNITIV - (y@(y)) = — MR (- A) (@7 (),

ceci implique

BV - (y®(y)) = MmN (- A)Y (@™ (7 ),

donc la condition de similarité de cette équation est :

1
—NmfS — 2 N 1=0 =
mf =255 + NG+ =F N(m —1)+2s’
telle que le profil de Barenblatt ® satisfait I’équation
BY - (y@(y)) = (—A) (@™ (t " x)) (3.17)

Si on prend
B(y) = AR+ [y[*) ™,
d’apres la proposition 3.1.1, le profil (R? + |y|2)*‘1 peut écrit sous la forme :

ly|®
_)7

R,F (g, e, — s

donc

(A (R + [y|") ™ = (=A) (R Fi(g, ¢, — 57 ),
et d’apres le théoréme 3.1.1, particulierement, quand p = —q et y =

N J—qg+q N J-qg-—qgnN PP
“AV(R? ¢ _ pR2A_AV(F(—2r2 * *°° 2 4 1 7. I
lyl”
=)

RQ
b

)

4
N
= Rﬂq(—A)s@Fl(E q

N
= R(-A)’(Fi(g, +,

|2 10 =

2
s —25—2¢ s)I' s 2
22 R 2 2q (q;q;l—‘é j )(2F1(q + S, % _'_ S, %’ —%)) (318)

| 2|2
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3.2. Solution auto-similaire "solution de Barenblatt"

Donc pour dériver le profil de Barenblatt ® en remplacant g par mgq dans (3.18), on obtient

s m m s_s_mFm-i-sF%-i-s 2
(ZA) (@7 () = ARSI R g + 5, Y s Y- ) (319)

D’autre part, on a 8]

e A
V- (y®(y)) = ANR ™3 F1(q, 5 1 L CR> ) (3.20)
On remplace (3.19) et (3.20) dans (3.17),on trouve :
I'(mq + s)I'(§ + ) N N |y? _ N N Jyf
)\m22s —2mgq 2 F - R — /\NR 2q F — ] — =T
R P(mq)F(%) (2 1(mQ+3a 9 +s, 2" R2 )) 6 2 1<Qa 9 +1, 2" R2 ))a

par conséquence, I’équation régissante (3.17) réduit a I'identité :

2

N N N Ny
2 F1(mg + s, 5 T8 _ﬁ)) =2 Fi(q, 5T L, 5 —ﬁ)% (3.21)
et I’équation algebrique :
r &
amges s AT G £5) gy ey (3.22)

puisque %—1—8 #+ %4—1 dans (3.21), d’aprés le lemme 3.1.1 qui nous donne si les fonctions hep-
ergéomeétriques o F (aq, by; ¢; x) et o F(ag, by; ¢; ) non constantes sont identique pour |z| < 1,
puis I'un ou 'autre a; = ao, by = by ou a; = by, by = as.

Dans ce cas on a a; = by et by = ay telle que :

a; =mq—+s b2:ﬁ+1 blzﬁqu agzqet@<1
’ 2 ’ 2 ’ R?
Alors
a1:b2:>mq+82%+1
b1:a2:>%+3:q
ou
N+2-2 N
_NHz—2s N (3.23)

Nt2s @ 177

Par conséquent, I'identité algebrique (3.22), peut étre simplifie comme le suivant :
On divise 'équation (3.22) par A™, on obtient :

I'(mg + s)I'(
['(mg)T(

+5)

B}\lmeR72q — 225R72572mq ) ’

(3.24)

NI E4ISl
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3.2. Solution auto-similaire "solution de Barenblatt"

et on a :

N
mg =< +1-—s, (3.25)

On remplace (3.25) dans (3.24), on trouve :

F( + DY

2 +5)
r(g+1-sr

)

et nous avons d’apres les propriétés de la fonction Gamma qui nous donne F(%—i—l) = %F(%),

BAl—mNR72(%+s) _ 225R72572(%+175)

Y (3.26)

‘°|2 w

alors (3.26) devient :

(& +s)

Alme—N—% — 225—1R—2—N
& F(§+1-s)

(3.27)

Finallement, on divise (3.27) par R~ on obtient que 1’équation (3.17) est satisfait seule-

ment si : N
['(5 +s)
Al—mRZ—Qs — 225—1 2 7 3.28
b r(E+1-5s) (3.28)
en méme temps que la condition de la masse totale :
N o, L(s)

M= [ ®(y)dy = 2R *—~—, 3.29
ey R s (3.29)

RN
telle que les deux constantes A\ et R sont déterminés uniquement.

On résume 'analyse faite ci-dessus dans le théoréme suivant.
Théoréme 3.2.1 [8]. Pour tout s € (0,1), I’équation (3.1) admet une solution auto-similaire
u(z,t) =t VD (xtP),
avec le profil de Barenblatt :

D(y) = MR+ [y) ™% (¢ >0)

N+2-2s

A la solution auto-similaire correspondante
+2s

et f = m seulement quand m =

N
u(w,t) = X V(R + |t )75 g =5+ 5

est une solution classique sur (0,00) x RY avec u(z,t) — Md(z) quand t — 0 pour un

certain M > 0.
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Chapitre 4

Solution auto-similaire générale

Introduction

Dans ce chapitre, nous allons voir une autre forme auto-similaire (forme générale) de
I’équation des milieux poreux fractionnaire, mais dans ce cas on utilise une méthode est
appellé "la méthode de profil mobile" qui nous permet de chercher la solution du probléme

(3.1).

4.1 L’invariance d’échelle

Soit I’équation des milieux poreux fractionnaire, qui nous avons donner dans le chapitre 3,

et qui sous la forme :

du
ot

et soit la solution auto-similaire générale est de la forme :

+ (=A)u™ =0, (4.1)

m%w:c@¢(£%>,ameRL (4.2)

telle que * € RY, et les paramétres c(t) et a(t) sont des fonctions réels dépendant de ¢

doivent étre déterminés.
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4.1. L’invariance d’échelle

On remplace la forme (4.2) dans ’équation (4.1), on obtient :
ou 0 x
Z = 2w | —
or ot (C( ) <a(t)))

_ %(c(t))q) (%) + C(”% (q) (%»

x
posons y = —— alors :

0 |
5 = ®y) — oy Ve (y), (4.3)

D’autre part, on a :

x
— 4.4
=) (1.4
D’apres le chapitre 03 (I’équation (3.12)), on déduit que

o) [l e e
Ao (@) o)

Maintenant, nous allons utiliser la méme méthode avec le chapitre 03, donc pour calculer

(CAY (™ (a,) = (A (cmu)@m

S N N
)
=|®
~__
~_

= (H)(—A) <<I>m

telle que

la transformation de Fourier (4.6), posons

T dx
y a(t): y = dx = a(t)dy,

a(t)

alors (4.6) devient :

o (55)) = [emme o

= a(t)F (2" (a(t)S)), (4.7)

remplagons (4.7) dans (4.5), on trouve :

oy (o (255)) = [ 1 @ w09) e atvac (13)
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4.1. L’invariance d’échelle

posons a la deuxiéme fois
y=al)e == Lo —de =2

ceci implique :

alors :

oy (0 (55)) = e 0 F @)y
1 o

- & (" (@) )

Ay ) = Gar (o (5. (.10

Si nous remplagons (4.10) et (4.3) dans I’équation (4.1), nous trouvons

donc (4.4) devient :

) - ey Vo) =~ -0y (o () w=

On divise cette équation par ¢, on obtient :

Cmfl

Cot) - by v ) = - oy @), i

Cette équation dépend de beaucoup des parameétres inconnus et notre but est de déterminer
les coefficients a et ¢, nous employons la nouvelle approche appelée la méthode des profils
mobiles, voir [2, 1] pour plus de détail.

Le principe de cette méthode est de déterminer premiérement les coefficients a(t) et c(t)

par la résolution du probléme de minimization suivant, Voir [2]

(3 + (~Ayum yVE) = 0
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4.1. L’invariance d’échelle

telle que V; = {®,y.V®} un sous-espace de L? de produit par des fonctions associées a ® a
'instant ¢, et (.,.) est le produit scalaire dans 1’espace L?.

Alors ’équation (4.1) est transformée comme :

(0, ) — %(WQ@ =~ (-A) (@7 () D)

m—1

YV, ®) — 2(yVO,yVo) = — o ((=A)* (2™ (y)) , yVP)

o ol

c

danc si :
m—1
2s

“ avec a, J € R* (4.13)

a ch*I ’
a a2s

On remplace (4.13) dans (4.12), on trouve que (—A)* (®™ (y)) peut étre exprimé comme

une combinaison linéaire des fonctions :
a® + By - Ve (y) = —(=A)* (2" (v)) (4.14)

alors :

(—A)°(P™ (y)) = —a®(y) — By - VO (y), avec a, S € R*, (4.15)

Détermination de a(t) et c(t)

Proposition 4.1.1 Les coefficients c(t) et a(t) sont donnés par :

=

a(t) = (1 — Apt)

., 0<t<T,
c(t) = (1 — ABt)7a

pour a(m — 1) 4+ 26s > 0, avec,

Le temps fini T est égal a :

1
T = > 0.
a(m —1) +20s
et donnés par :
a(t) = e P
, 0<t<oo
c(t) = e

pour a(m — 1) +28s = 0.
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4.1. L’invariance d’échelle

Preuve. les coefficients c(t) et a(t) sont déterminés par le systéme (4.13).

Danc, on divise la premiére équation de (4.13) par la deuxiéme équation de (4.13), on obtient

g - —%g — In(c(t)) = In (a(t)) 7 + In(ko)
alors
ct) = ko (a(t))® (4.16)

d’out ko est un constant, ceci implique:

o(t) = —%ko (a(t) 7 a (4.17)
On remplace (4.17) dans (4.13), on trouve :
e o) F .
E _ OéC - . B 0( ( )) _ _ Oékglil (a(t))T(m_l)_Qs,
©c ko (a(t)) 7

alors :

~Sholalt) i = kg~ (a(h) T,

on divise cette égalité par o et par kg, on obtient :

_a Bk (a<t))%(m—1)—2s
a
— gpmTUTETL g (4.18)

danc on a deux cas pour résoudre cette équation

LSigm—-1)+2s—1=-1=a(m—1)+208s=0, alors :

/ g _ / BTt = Wn(a(t)) = — Bkt + Ky,

ceci implique :

a(t) = ke Pk k) constant (4.19)

d’apres (4.16), on obtient :
c(t) = ko (kre P T = kok,” ™5 (4.20)

Aux frontiéres, nous imposons les conditions de frontiére a(0) = 1, ¢(0) = 1.
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4.1. L’invariance d’échelle

alors a(0) =1=k; =1, et ¢(0) =1 = ko = 1.

finalement, on obtient :
, 0<t < oo,

2.851¢(m—-1)+2s—1>—-1= a(m—1)+28s >0, pour T =

/ A / — Bkg'dt
1

— a(m —1) +20s
— @D — (o(m — 1) + 265) (=Bt + k)
.

a(t) = (k‘g — 6t(a(m _ 1) + 258))m
— a(t) = (ks — ABE)T (4.21)

1 .
A(m—1)128s > O, alors :

=

aa(m—1)+2ﬁs _ _Bt + ]{327 kO -1

Avec, A = a(m — 1) + 20s et k3 est constant.

d’aprés (4.16), on trouve :

—a

elt) = ko (ks = ABYH) 7 = (ks — ABYT | g = 1 (4.22)
alors on a :
a(0) =1
— ]{Zg == 1,
c(0)=1
danc finalement, pour a(m—1)+28s > 0 avec A = a(m—1)+28s, et T = m > 0,
on trouve :
1
a(t) = (1 — Apt)A
() =( 5)7Q’0<t<T
c(t) = (1 — Apt)ra
[ ]

Maintenant, si on pose @ = N[, alors I’équation (4.15) devient :

(=A)* (" (y)) = =BV - (y@ (y)). (4.23)

Si on prend ®(y) = M(R? + |y|*)~%, d’apreés I'équation (3.19) dans le chapitre 03, qui nous
donne que le profil " (y) peut écrit sous la forme :
S(dHM mo2s p—2s—2mq L'(m +5)F(ﬂ+5) 2
(—A) (@™ (y)) = A2 R=25-2 qFEfT@(QFl(mq+s,g+s,%;—%)), (4.24)
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4.1. L’invariance d’échelle

d’autre part, on a :

N
V- (yo(y) = ANRLF (g, 5 + 1, o5 =7 (4.25)

On remplace (4.24) et (4.25) dans (4.23), on trouve :

I(mg+s)I'(X +s)
L(mg)l'(3)

2 2
\ |

A2 R Ama (o Fy (mgts, Xs, ¥ )y = —BANR29,F (g, Y1, &, —11hy),

Par conséquent, d’aprés 1'équation (3.17) dans le chapitre 03, ’équation régissante(4.23)
réduit a l'identité :

N N 2 N N 2
o F1(mgq + s, 5 + s, 5; —%)) =oFi(q,—+1,—; —M)), (4.26)

et I’équation algebrique :

A™ 225 R—25—2mq

[(mg + s)['( + s) B
X = —BANR™ %, (4.27)
2

puisque % +5# % + 1 dans (4.26), d’apres Iapplication de lemme 3.1.1 sur (3.21) qui nous

donne :
N _N_{_1 N+ B
mq—+s= 5 5 s =q,
ou
N +2—2s N
_ - 4.28
M TNy 0 1T (4.28)

Par conséquent, I'identité algébrique (4.27), peut étre simplifie comme le suivant :

On divise 'équation (4.27) par A™,on obtient :

r r&
6A1_mNR_2q _ _228R—28—2mq (mq + 8) (]%/' i 8)7 (429)
['(mg)l'(3)
et on a :
N
On remplace (4.30) dans (4.29), on obtient :
N N
6)\1—mNR—2(%+s) — 92 p-2s-2(§+1-9) L5 + DI +5) (4.31)

r(f+1- 32)1“(%)’

et nous avons d’apres les propriétés de la fonction Gamma qui nous donne F(%—i—l) = %F(%),

alors (4.31) devient :
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4.1. L’invariance d’échelle

rg+
BAITmRN-2s _ —225‘1R‘2‘N%, (4.32)
F(E +1- S)

On divise (4.32) par 27 on obtient finallement que I'équation (4.23) est satisfait seule-

ment si : N

I'(5 +s)
)\1me2725 — _92s-1_ 12 7 4.33
p L(¥+1—s) (433
Discussion

Dans I’analyse faite ci-dessus on a trouver des conditions sur les paramétres « et 3 pour
I’existence des solutions auto-similaire générales, la premiére condition est la condition pour
Pexistence de profil de Barenblatt ®(y) = A(R? + |y|*) ™9, s’écrit comme :

1 I(5+s)

— 7 t )\l—mRQ—Qs — _225—1—.
2s+ N(m —1) et f F(E+1-ys)

p (A)

la deuxiéme condition pour l'existence des coefficients ¢ (t), a (t), on a trouver deux formes

sont donnés par :

=

a(t) = (1— Apt 1
() = 6>_a , 0<t<T = )
c(t) = (1 — ABt)74 alm—1)+20s
pour
a(m—1)+28s > 0, (B)
et :
a(t) = e P
, O0<t< oo
c(t) = e
pour
a(m—1)+28s=0. (C)
Les conditions A et B nous donne
—N(m—1)
S > T

Cette condition est toujours vérifiée puisque s € (0.1) et m > 1.

et les conditions A et C nous donne
—N(m —1)
2

S =

Cette condition est impossible puisque s € (0.1) et m > 1.

On résume 'analyse faite ci-dessus dans le théoréme suivant.
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4.1. L’invariance d’échelle

Théoréme 4.1.1 Pour tout s € (0,1), I"équation (4.1) admet une solution auto-similaire

générale :

u(z,t) = c(t)® (ﬁ) ,

avec le profil de Barenblatt :
®(y) = AR + [y) ™", (¢>0)

et les coefficients c(t) et a(t) sont données par :

[un

a(t) = (1 — Apt)« 1
L 0<t<T= :
c(t) =(1- A@t)ﬁ =ts a(m —1) +20s
ot A=a(lm—1)+20s, et f = 25—|—Ntm—1)'
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Conclusion générale

Dans ce mémoire nous avons présenté une étude intéressante concerne 1’équation des mil-
lieux poreux de type classique, nous étudions une solution particuliere de cette équation et
certaines propriétés de la solution dite "Solution de Barenblatt".

On a présenté des nouvelles solutions particuliéres explicite pour cette équation de dif-
fusion non linéaire appelées "solutions profils mobiles [2]": Une application intéressante
concernant les équations de diffusion non linéaires a été présentée.

Nous avons également étudé l'existence des solutions auto-similaires de 1’équation des
millieux poreux fractionnaire.

Cette étude ouverte quelques perspectives notamment, la recherche d’autres formes des
solutions en appliquant le méme principe, et I’existence des solutions "profils mobiles".

Enfin, une généralisation de la méthode du profil mobile est donnée avec une application
bien évidement sur I’équation des millieux poreux fractionnaire, cette généralisation ouvre
plusieurs perspectives concernant ’application de cette méthode a plusieurs dimensions, et

surtout 1’étude d’existence des solutions qui n’est pas encore établie.
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