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Introduction générale

Les équations de di¤usion sont liées à plusieurs phénomènes physiques et chimiques, telles

que la propagation d�épidémie par exemple, l�équation de di¤usion non-linéaire appartient

à cette classe d�équations aux dérivées partielles qui modélise de nombreux phénomènes, on

peut citer en particulier: la �ltration d�un gaz à travers un milieu poreux, la dynamique

des populations, l�hydrologie,..etc(cf [9]; [10]; [17]), l�équation de di¤usion non-linéaire (ou

l�équation des milieux poreux) s�écrit :

@u

@t
= 4 (um) ; où m > 1

Mathématiquement, elle peut être classée comme équation aux dérivées partielles de

second ordre de type parabolique, (Basak et Murty, 1977, 1978 [3; 4]; Nakano, 1979, 1980

[[12]; [13]]) . Ces derniers temps, il a été constaté récemment un regain d�intérêt dans

l�étude de l�existence et le comportement des solutions exactes (Vàzquez, J.L [18]; Sachdev

[16]. A ce jour, au moins quatre solutions en fonction du temps ont été découvertes, en est

généralement attribuée à Zel�dovich et Kompaneets (1950 [19]) et à Pattle (1959 [15]), et

les autres à Barenblatt (1953 [5]). Barenblatt et Zel�dovich (1957 [6]) et Kalashinikov (1967

[9]), respectivement.

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés aux équations de di¤usion classiques

et fractionnaires. Nous avons commencé par l�étude d�une équation de di¤usion en temps.

Ensuite, nous avons étudié l�équation de di¤usion fractionnaires (avec un Laplacien frac-

tionnaire) en temps dé�nie par :

@u

@t
+ (��)sum = 0; m > 1; s 2 (0; 1)

où

(��)s(um) = F�1(j�j2sFum):
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Introduction générale

Dans notre travail, on étudier l�existence des solutions auto-similaires de l�équation des

milieux poreux fractionnaire, on va détailler le travail réalisé par Yanghong Huang qui va

consister la base de notre travail, voir [8]:

Ce mémoire est organisé en quatre chapitres :

Dans le premier chapitre nous donnons la dé�nition de l�équation des milieux poreux

classique, les types de solution auto-similaire recherchée, nous donnons également la con-

dition de similarité liée à cette équation, nous étudions une solution particulière de cette

équation et certaines propriétés de la solution dite "Solution de Barenblatt".

Dans le second chapitre, nous présentons la nouvelle approche pour trouver des solu-

tions exactes des équations aux dérivées partielles sous forme d�auto similarité générale, en

appliquant la méthode dite "pro�ls mobiles", une première application intéressante de cette

méthode a concerné la classe d�équation de di¤usion non-linéaire appelée aussi "l�équation

des milieux poreux" qui a été réalisée.

Dans le troisième chapitre nous montrons l�existence de la solution auto-similaire (la

forme auto-similaire classique) de l�équation des milieux poreux fractionnaire, nous util-

isons quelques fonctions spéciales pour Laplacien fractionnaire(la fonction Gamma d�Euler,

la fonction hypergéométrique de Gauss, ...etc.) qui apparaissant d�après l�application de

Laplacien fractionnaire sur l�équation posé, nous donnons quelques préliminaires (par ex-

emple, la transformation de Fourier, Laplacien fractionnaire).

Dans le quatrième chapitre, le travail traite essentiellement le cas des formes auto-

similaires générales, dans ce cas on utilise la méthode des pro�ls mobiles qui nous permet de

chercher la solution de l�équation des milieux poreux fractionnaire(en particulier la recherche

des coe¢ cients a(t); c(t) et b(t)).

2



Chapitre 1

L�équation des milieux poreux

Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions une solution particulière de l�équation des milieux

poreux, Nous étudions certaines propriétés de la solution dite "Solution de Barenblatt"

détaillé dans les travaux de Vàzquez [18].

Dé�nition 1.0.1 On appelle �équation des milieux poreux�(équation de di¤usion non-

linéaire) l�équation aux dérivées partielles

@tu(x; t) = 4x(u
�(x; t));

x 2 RN ; t > 0; où � 2 R�+:

1.1 Solution auto-similaire "Solution de Barenblatt"

Considérons l�équation de di¤usion non-linéaire sous la forme :

@u

@t
(t; x) = 4(um(t; x)); (1.1)

où u(t; x) est une fonction des variables d�espace (x 2 Rn), et de temps (t > 0) et (m > 1):

4(um(t; x)) =
nX
j=1

@2(um(t; x))

@x2j
(où � désigne l�opérateur de Laplace).
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1.1. Solution auto-similaire "Solution de Barenblatt"

Dé�nition 1.1.1 Soit Q � (0;+1)� Rn un ouvert. Pour m > 1, on dé�nit l�espace

C12;m(Q) = fu : Q �! [0;+1[
�� u; @tu; D2

xu
m 2 C(Q)g

Une solution classique de l�équation de di¤usion non-linéaire (1:1) sur Q est une fonction

u 2 C12;m(Q) qui satisfait (1:1) pour tout (t; x) 2 Q:

1.1.1 L�invariance d�échelle

Pour obtenir une solution explicite de l�équation de di¤usion non-linéaire, nous voulons

utiliser la notion des solutions auto-similaires.

Supposons que u est une solution classique de l�équation de di¤usion non-linéaire dans

Q � (0;+1)� Rn. Si m > 1, Nous dé�nissons une famille (u�)� > 0 d�invariance d�échelle

de u donnée par :

u�(t; x) = �
�u(�t; ��x):

En cherchant les valeurs constantes de � et � pour les quelles u� est une solution classique

de l�équation de di¤usion non-linéaire pour tout � > 0:

On remplace u� dans l�équation de di¤usion non-linéaire (1:1), on obtient :

@u�
@t
(t; x) =

@

@t
(��u(�t; ��x))

= ��+1
@

@t
(u(�t; ��x)):

et

�(um� (t; x)) = �(��mum(�t; ��x))

= ��m+2��(um(�t; ��x)):

on a alors : 8<:
@u�
@t
(t; x) = ��+1

@u

@t
(�t; ��x)

�(um� (t; x)) = �
�m+2��(um(�t; ��x))

donc

@u�
@t
(t; x)��(um� (t; x)) = ��+1

@u

@t
(�t; ��x)� ��m+2��(um(�t; ��x))

= ��+1[
@u

@t
(�t; ��x)� ��(m�1)+2��1�(um(�t; ��x))]:
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1.1. Solution auto-similaire "Solution de Barenblatt"

pour (t; x) 2 (0;+1) � Rn: Cela veut dire que si u est solution de l�équation de di¤usion
non-linéaire dans (0;+1) � Rn; alors u� est aussi une solution de l�équation de di¤usion
non-linéaire si

��+1[
@u

@t
(�t; ��x)� ��(m�1)+2��1�(um(�t; ��x))] = 0;

donc on divise cette équation par ��+1 on obtient :

@u

@t
(�t; ��x)� ��(m�1)+2��1�(um(�t; ��x)) = 0;

c�est à dire :
@u

@t
(�t; ��x) = ��(m�1)+2��1�(um(�t; ��x)):

alors u� est une solution de l�équation (1:1) si

�(m� 1) + 2� � 1 = 0:

Solution auto-similaire

Dé�nition 1.1.2 On appelle "solution auto-similaire", d�une équation aux dérivées par-

tielles est une fonction f de deux variables sous forme spéciale, transforme une EDP en

EDO, il ya plusieurs formes ou bien types, par example

1. u(x; t) = t�f( x
t�
); type classique

2. u(x; t) = (� � t)�f( x
(��t)� ); type blow up

3. u(x; t) = e�tf( x
e�t
); type exponentielle

4. u(x; t) = c(t)f( x
a(t)
); type générale,

où a(t) et c(t) sont deux fonctions qui sont déterminées, telle que c(t) est dite paramètre

d�amplitude et a(t) est dite paramètre d�échelle.

Nous avons démontré ainsi la proposition suivante :

Proposition 1.1.1 (L�invariance d�échelle de l�équation de di¤usion non-linéaire)

Soit u une solution classique de l�équation de di¤usion non-linéaire dans (0;+1)� Rn:
Si �, � > 0 sont des constantes satisfaisants :

�(m� 1) + 2� � 1 = 0;
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1.1. Solution auto-similaire "Solution de Barenblatt"

et si pour � > 0; on dé�nit :

u�(t; x) = �
�u(�t; ��x):

Alors u� est une solution classique de l�équation de di¤usion non-linéaire dans (0;+1)�Rn:

1.1.2 Calcul de la solution de Barenblatt

On donne maintenant le calcul de la solution u dite "Solution de Barenblatt" de l�équation

de di¤usion non-linéaire dans (0;+1)�Rn; qui est invariante par échelle d�après la propo-
sition précédente,Voir [18] pour plus de detail.

Pour (t; x) �xé, nous cherchons la solution pour � = 1
t
; on a donc la forme :

u(t; x) = t��u(1:t��x) = t��v(t��x);

où v : Rn �! R est donnée par v(x) = u(1; x):

On remplace u dans l�équation de di¤usion non-linéaire (1:1); on obtient :

@u

@t
=

@

@t
(t��v(t��x))

= ��t���1v(t��x) + t��rv(t��x) � (��t���1x);

et

�(um) = �(t��mvm(t��x))

= t��m�2��(vm(t��x));

donc on déduit :

@u

@t
��(um) = ��t���1v(t��x) + t��rv(t��x) � (��t���1x)� t��m�2��(vm(t��x))

= t���1[��v(t��x)�rv(t��x) � (�t��x)� t�(�(m�1)+2��1)�vm(t��x)];

puisque

�(m� 1) + 2� � 1 = 0:

nous avons :

@u

@t
��(um) = t���1[��v(t��x)�rv(t��x) � (�t��x)��vm(t��x)]: (1.2)
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1.1. Solution auto-similaire "Solution de Barenblatt"

Nous multiplions (1:2) par t�+1 et utilisons le fait que u est une solution de l�équation

de di¤usion non-linéaire dans (0;+1)� Rn on obtient :

�(vm)(t��x) +rv(t��x) � (�t��x) + �v(t��x) = 0: (1.3)

notons y = t��x la nouvelle variable, alors :

�(vm)(y) + �y � rv(y) + �v(y) = 0; (1.4)

Jusqu�à présent, nous avons réduit le problème de recherche d�une solution de l�équation

de di¤usion non-linéaire (qui dépend du temps et de l�espace) à un problème de recherche

d�une solution d�une équation qui ne contient que la variable d�espace. Par conséquent, nous

essayons de trouver une solution radiale et régler pour (1:4)

v(y) = w(jyj); pour w : R �! R

Soit y 6= 0; nous obtenons

rv(y) � y = w0(jyj) yjyj � y = w
0(jyj) jyj (1.5)

Rappelons la formule donnant le Laplacien d�une fonction radiale dans Rn :

Pour tout � 2 C1(R�+), on a :

�y(�)(jyj) = �00(jyj) +
n� 1
jyj �

0(jyj); y 2 Rn

ainsi

�(vm)(y) = (wm)00(jyj) + n� 1jyj (w
m)0(jyj): (1.6)

par la représentation du Laplacien en coordonnées polaires. Soit .r = jyj : Insérer (1:5) et
(1:6) dans (1:4), nous avons :

(wm)00(r) +
n� 1
r
(wm)0(r) + �rw0(r) + �w(r) = 0: (1.7)

Supposons que � = n�, multipliant les deux membres de l�égalité ci-dessus par rn�1, on met

l�égalité ci-dessus sous la forme :

rn�1(wm)00 + (n� 1)rn�2(wm)0 + �rnw0 + nrn�1�w = 0;

7



1.1. Solution auto-similaire "Solution de Barenblatt"

ceci implique

(rn�1(wm)0)0 + (�rnw)0 = 0; r > 0

alors Z
(rn�1(wm)0)0 = �

Z
(�rnw)0;

ceci implique:

rn�1(wm)0 = ��rnw + Const;

donc en déduit que :

rn�1(wm)0 + �rnw = Const; r > 0

en supposant que w(r) = 0 pour tout y 2 Rn tel que jyj soit assez grand, on trouve que la
constante d�intégration ci-dessus est nulle.

L�équation di¤érentielle devient ainsi :

(wm)0 + �rw = 0; pour tout r > 0; avec lim
r�!+1

w(r) = 0: (1.8)

Il est facile de résoudre cette équation di¤érentielle. Nous obtenons :

��rw = (wm)0

= ((wm�1)
m

m�1 )0

=
m

m� 1(w
m�1)

m
m�1�1(wm�1)0

=
m

m� 1w(w
m�1)0:

Si w > 0 nous pouvons diviser par w pour obtenir :

(wm�1)0 = �m� 1
m

�r;

et puisque les conditions sur le côté droit ne dépend pas de w nous pouvons résoudre pour

wm�1 :

wm�1 = C � m� 1
2m

�r2: (1.9)

où C est une constante obtenue à partir de l�intégration. En dé�nition 1.1.1 nous avons

u � 0: Ainsi, w � 0: On prend la partie positive des deux côtés de (1:9). Nous obtenons :

w(r) =

�
C � m� 1

2m
�r2
� 1

m�1

+

; r > 0; (1.10)

8



1.1. Solution auto-similaire "Solution de Barenblatt"

où C est une constante positive quelconque.

on trouve que la fonction :

v(y) =

�
C � m� 1

2m
� jyj2

� 1
m�1

+

; (1.11)

est solution de l�équation :

�(vm)(y) + �y:rv(y) + �v(y) = 0; sur Rnnf0g:

Comme la fonction w ci-dessus est clairement de classe C1 au voisinage de y = 0, l�EDP :

�(vm)(y) + �y:rv(y) + �v(y) = 0;

est valable au sens des distributions sur Rn:

En�n, pour tout (t; x) 2 (0;1)� Rn la solution u(t; x) est donnée par :

u(t; x) = t��v(t��x)

= t��w(
��t��x��)

=
1

t�

 
C � m� 1

2m
�
jxj2

t2�

! 1
m�1

+

: (1.12)

Dans le calcul de u, on obtient les conditions :

�(m� 1) + 2� = 1 et � = n�;

c�est-à-dire :

� =
n

n(m� 1) + 2 ; � =
1

n(m� 1) + 2 : (1.13)

Les formules (1:12) et (1:13) sont la solution de Barenblatt de l�équation de di¤usion non-

linéaire (1:1):

On résume l�analyse faite ci-dessus dans le théorème suivant.

Théorème 1.1.1 (Solution de Barenblatt)[18]:

Soient C > 0 une constante et :

� =
n

n(m� 1) + 2 ; � =
1

n(m� 1) + 2 :

9



1.1. Solution auto-similaire "Solution de Barenblatt"

La solution de Barenblatt de l�équation de di¤usion non-linéaire (1:1) dé�nie par :

Um;C(t; x) : (0;1)� Rn �! R

s�écrit comme :

Um;C(t; x) =
1

t�

 
C � m� 1

2m
�
jxj2

t2�

! 1
m�1

+

:

Proposition 1.1.2 (L�invariance d�échelle).

Soit :

� =
n

n(m� 1) + 2 et � =
1

n(m� 1) + 2 :

Alors pour tout (t; x) 2 (0;1)� Rn et � > 0 nous avons :

Um;C(t; x) = �
�Um;C(�t; �

�x):

Preuve. Pour tout (t; x) 2 (0;1)� Rn et � > 0: On a :

Um;C(t; x) =
1

t�

 
C � m� 1

2m
�
jxj2

t2�

! 1
m�1

+

=
��

(�t)�

 
C � m� 1

2m
�

����x��2
(�t)2�

! 1
m�1

+

= ��Um;C(�t; �
�x):

Ensuite, nous prouvons une propriété importante de la solution de Barenblatt de l�équation

de di¤usion non-linéaire.

Théorème 1.1.2 (Vitesse de propagation �nie)

Pour t > 0 le support de Um;C(t; :) est borné. Plus précisément, nous avons :

suppUm;C(t; :) = B(0; rm;C(t));

où rm;C(t) est dé�nie par :

rm;C(t) : (0;1) �! (0;1); rm;C(t) =

�
2Cm

�(m� 1)

� 1
2

t�

De plus, Um;C(t; :) est strictement positif sur B(0; rm;C(t)) et nous avons les limites :

10



1.1. Solution auto-similaire "Solution de Barenblatt"

lim
t�!0

rm;C(t) = 0; lim
t�!1

rm;C(t) =1:

Preuve. Si t > 0: puisque Um;C est positif

suppUm;C(t; :) = fx 2 Rn=Um;C(t; x) > 0g;

maintenant, Um;C(t; x) > 0 si et seulement si :

C � m� 1
2m

�
jxj2

t2�
> 0

=) C >
m� 1
2m

�
jxj2

t2�

=) 2mC

�(m� 1) >
�
jxj
t�

�2
=)

�
2mC

�(m� 1)

� 1
2

>
jxj
t�
;

ce qui équivalent à

jxj <
�

2mC

�(m� 1)

� 1
2

t� = rm;C(t):

donc

suppUm;C(t; :) = B(0; rm;C(t));

La norme dans l�espace L1(
)

Dé�nition 1.1.3 Soit 
 un ouvert de Rn; On dé�nit la norme d�une fonction dans l�espace

L1(
) comme suite:

k f(x)k1 =
Z



jf(x)j dx:

Théorème 1.1.3 (Conservation de la masse totale).

Si C > 0: La norme k Um;C(t; :)k1 est indépendante de t > 0:

Preuve. Soient t1; t2 > 0 et � = t2
t1
; pour x 2 Rn, l�invariance d�échelle de la solution de

Barenblatt (D�après la proposition 1:1:2) donne :

Um;C(t1; x) = ��Um;C(�t1; �
�x)

= ��Um;C(t2; �
�x):

11



1.1. Solution auto-similaire "Solution de Barenblatt"

donc Z
Rn
jUm;C(t1; x)j dx = ��

Z
Rn

��Um;C(�t1; ��x)�� dx
= ���n�

Z
Rn
jUm;C(�t1; x)j dx:

et puisque � = n�, alors :Z
Rn
jUm;C(t1; x)j dx =

Z
Rn
jUm;C(t2; x)j dx;

c�est-à-dire

k Um;C(t1; :)k1 =k Um;C(t2; :)k1:

Compte tenu du théorème 1:1:3 nous dé�nissons

Dé�nition 1.1.4 (La masse totale).

Si C > 0: Alors k Um;C(t; :)k1 est appelée masse totale de Um;C :

De la représentation de la solution de Barenblatt, il est claire que la masse totale de

Um;C peut être contrôlée par le paramètre libre C. Nous avons une relation explicite entre

ces quantités et ce paramètre dans le lemme suivant.

Lemme 1.1.1 Si C > 0 et 
 = 1
m�1 +

n
2
:

Il existe une constante a(m;n) telle que :

k Um;C(t; :)k1 = a(m;n)C
;

où

a(m;n) = �
n
2

�
m� 1
2m

�

��n
2 �( m

m�1)

�( m
m�1 +

n
2
)
:

telle que � désigne la fonction Gamma d�Euler.

Preuve. Soit M =k Um;C(t; :)k1:
Grâce au Théorème 1:1:3 il su¢ t de montrer qu�il existe une constante a(m;n), telle que

M = a(m;n)C
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1.1. Solution auto-similaire "Solution de Barenblatt"

On dé�nit k = m�1
2m
�. Par conséquence

Um;C(1; x) =
�
C � k jxj2

� 1
m�1
+

;

d�où

M = k Um;C(1; :)k1

=

Z
Rn

�
C � k jxj2

� 1
m�1
+

dx

= nVn

Z 1

0

�
C � kr2

� 1
m�1
+

rn�1dr: (1.14)

Ici Vn est le volume de la boule unité de dimension n:

Nous avons utilisé Um;C(1; :) qui est radiale. En substituant s = rC
�1
2 dans (1:14), donc

on a :

s = rC
�1
2 =) r = sC

1
2 =) dr = C

1
2ds; et rn�1 = sn�1C

n�1
2 ;

on obtient alors :

M = nVn

Z 1

0

�
C � Cks2

� 1
m�1
+

C
n�1
2 sn�1C

1
2ds

= C
nVn

Z 1

0

�
1� ks2

� 1
m�1
+

sn�1ds; (1.15)

On remarque que la dernière intégrale s�annule pour s > k
�1
2 . En posant le changement de

variable :

t = ks2 =) s =

�
t

k

� 1
2

=) ds =
dt

2k
1
2 t

1
2

; et sn�1 =
�
t

k

�n�1
2

:

Alors l�intégrale (1:15) devient :

M = C
nVn

Z 1

0

(1� t)
1

m�1

�
t

k

�n�1
2 1

2k
1
2 t

1
2

dt

= C

n

2
Vnk

�n
2

Z 1

0

(1� t)
m

m�1�1 t
n
2
�1dt

= C

n

2
Vnk

�n
2 B(

n

2
;
m

m� 1);

telle que B est la fonction Bêta d�Euler, telle que

B(
n

2
;
m

m� 1) =
�(n

2
)�( m

m�1)

�( m
m�1 +

n
2
)
et Vn =

�
n
2

�(n
2
+ 1)

,

13



1.1. Solution auto-similaire "Solution de Barenblatt"

où � est la fonction Gamma d�Euler (nous dé�nisons cette fonction et la fonction bêta dans

le chapitre 03), nous constatons :

M = a(m;n)C
;

avec

a(m;n) =
n

2
Vnk

�n
2 B(

n

2
;
m

m� 1)

=
n

2

�
n
2

�(n
2
+ 1)

�
m� 1
2m

�

��n
2 �(n

2
)�( m

m�1)

�( m
m�1 +

n
2
)
:

Nous utilisons la relation �(n
2
+ 1) = n

2
�(n

2
); (D�après les proprietés de la fonction Gamma

d�Euler); Nous obtenons :

a(m;n) = �
n
2

�
m� 1
2m

�

��n
2 �( m

m�1)

�( m
m�1 +

n
2
)
:
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Chapitre 2

Solutions pro�ls mobiles de l�équation

des milieux poreux

Introduction

Nous présentons dans ce chapitre une nouvelle méthode dite "The Traveling Pro-

�le Method TPM [1]" pour chercher des solutions d�équations aux dérivées partielles non

linéaires. Cette méthode nous permet d�obtenir des solutions exactes de grandes classes

d�équations aux dérivées partielles non linéaires.

On donne également dans ce chapitre une application intéressante de cette méthode

sur l�équation de di¤usion non-linéaire appelée aussi l�équation des millieux poreux qui va

appeler "solutions pro�ls mobiles".

2.1 La méthode des pro�ls mobiles

Considérons l�équation suivante :
@u

@t
= Axu (2.1)

où Ax est un opérateur di¤érentiel linéaire ou non linéaire de la variable x:

Le principe de cette méthode est de chercher une solution du problème (2.1) sous la forme :

u (x; t) = c (t) f (�) ; avec � =
x� b (t)
a (t)

; a; b; c 2 R (2.2)
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2.1. La méthode des pro�ls mobiles

où f est dans L2, qu�on va appeler "pro�l de base".

En réalité cette forme de solution est une généralisation de la forme "auto-similaire".

Alors on a 8<: @u
@t
=

�
cf (�)� c

�
a
a
�f

0
(�)� c

�
b
a
f
0
(�)

Axu =
cp

aq
A�f; avec p; q 2 R

:

Les paramètres c(t); a(t) et b(t) sont des fonctions dépendant du temps t; sont déterminés

par la solution de problème du minimisation :

min
_a;_b;

�
c

Z +1

�1

����@u@t � Axu
����2 dx; (2.3)

par conséquent, nous obtenons le système de trois équations à trois inconnues :8>>><>>>:
h@u
@t
� Axu; fi = 0

h@u
@t
� Axu; �f

0
�i = 0

h@u
@t
� Axu; f

0
�i = 0

(2.4)

où h:; :i désigne le produit scalaire dans L2 (R) :
L�EDP (2.1) est transformée alors dans un ensemble de trois EDOs associées :8>>><>>>:

�
c
c
hf; fi �

�
a
a
h�f 0�; fi �

�
b
a
h f 0�; fi = cp�1

aq
hA�f; fi

�
c
c
h�f 0�; fi �

�
a
a
h�f 0�; �f

0
�i �

�
b
a
h�f 0�; f

0
�i = cp�1

aq
hA�f; �f

0
�i

�
c
c
hf; f 0�i �

�
a
a
h�f 0�; f

0
�i �

�
b
a
hf 0�; f

0
�i = cp�1

aq
hA�f; f

0
�i

(2.5)

Approximation à priori :

Soit :

Vt =
n
f; �f

0

�; f
0

�

o
le sous espace de L2 (R) engendré par les fonctions associées à f à l�instant t :

De la relation (2:4) on déduit que @u
@t
� Axu est orthogonale à Vt.

En particulier comme @u
@t
2 Vt; alors

h@u
@t
� Axu;

@u

@t
i = 0;

donc si aussi Axu appartient à Vt; alors la méthode nous fournit une solution exacte faible

qui s�écrit sous la forme :

u (x; t) = c (t) f

�
x� b (t)
a (t)

�
:
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2.1. La méthode des pro�ls mobiles

Maintenant nous voulons établir des conditions sur la méthode pour trouver des solutions

exactes de l�équation (2.1).

Le premier résultat de ce chapitre est le théorème suivant :

Théorème 2.1.1 [1] Pour f 2 C2 \ L2; l�équation (2.1) admet une solution exacte sous la
forme

u (x; t) = c (t) f

�
x� b (t)
a (t)

�
;

Si

1- Axu = cp

aq
A�f; pour p; q 2 R:

2- le "pro�l de base" est une solution de l�équation suivante :

A�f = �f + ��f
0

� + 
f
0

�; où �; �; 
 2 R: (2.6)

dans ce cas, les coe¢ cients c(t); a(t) et b(t) sont déterminés par le système :8>>><>>>:
�
c = cp

aq
�

�
a = � cp�1

aq�1�
�
b = � cp�1

aq�1


(2.7)

Preuve. D�après le principe de l�estimation de cette méthode, si Axu appartient au sous

espace Vt; alors la fonction u(x; t) = c(t)f(�) est une solution exacte de l�équation (2.1),

dans ce cas le terme A�f peut être exprimé comme une combinaison linéaire des fonctions,

f; �f
0
� et f

0
�; donc

A�f = �f + ��f
0

� + 
f
0

�; pour �; �; 
 2 R:

Le système (2.7) est obtenu comme suit :

Quand on remplace A�f par la combinaison �f + ��f
0
� + 
f

0
�; dans (2.5), nous obtenons le

système :

MX =
cp�1

aq
MF (2.8)
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2.1. La méthode des pro�ls mobiles

avec

M =

0BBB@
hf; fi h�f 0�; fi hf 0�; fi
h�f 0�; fi h�f 0�; �f 0�i h�f 0�; f 0�i
hf 0�; fi h�f 0�; f 0�i hf 0�; f 0�i

1CCCA ;

X =

0BBB@
�
c
c

�
�
a
a

�
�
b
a

1CCCA et F =

0BBB@
�

�




1CCCA
où h:; :i désigne le produit scalaire dans L2 (R) :
La matrice M dans le système (2.8) est symétrique et inversible, alors (2.8) devient

X =
cp�1

aq
M�1MF

=
cp�1

aq
F

qui peut être écrite sous la forme (2.7)8>>><>>>:
�
c = cp

aq
�

�
a = � cp�1

aq�1�
�
b = � cp�1

aq�1


:

Résolution du système di¤érentiel :

Nous pouvons résoudre le système (2.7) comme suit :

De (2.7) nous avons 8<: c(t) = K0 a(t)
��
�

b(t) = 

�
a(t) +K1

; avec K0; K1 constants, (2.9)

supposons qu�on a les conditions aux limites suivantes : a(0) = 1; c(0) = 1; b(0) = 0; donc

K0 = 1; K1 = � 

�
:

Si nous remplaçons (2.9) en (2.7), Nous obtenons :

aq+
�
�
(p�1)�1da = ��Kp�1

0 dt
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2.2. Application à l�équation des milieux poreux

on déduire �nalement :

(i) pour �(p� 1) + q� > 0 :8>>><>>>:
a(t) = (1� A�t) 1A

c(t) = (1� A�t)�
�
�A

b(t) = 

�
(1� A�t) 1A � 


�

; 0 < t < T: (2.10)

avec A = q + �
�
(p� 1); et T = 1

�(p�1)+q� :

(ii) pour �(p� 1) + q� = 0 :8>>><>>>:
a(t) = exp (��t)
c(t) = exp (�t)

b(t) = 

�
exp (��t)� 


�

; t > 0; (2.11)

2.2 Application à l�équation des milieux poreux

Nous présentons maintenant une application intéressante de cette méthode. L�application

concerne l�équation des millieux poreux.

Soit l�équation de la forme suivante :

@u

@t
= (um)xx ; m > 1; et x 2 R (2.12)

elle admet une solution exacte forme "pro�les mobiles"

u (x; t) = c(t)f

�
x� b(t)
a(t)

�
; a; b; c 2 R

Si

1- Axu = cm

a2
(fm)" ; (p = m; et q = 2)

2- le "pro�l de base" f est une solution de l�équation suivante :

(fm)" = �f + ��f
0

� + 
f
0

�; où �; �; 
 2 R; (2.13)

dans ce cas, les coe¢ cients c(t); a(t) et b(t) sont déterminés par le système :8>>><>>>:
�
c = cm

a2
�

�
a = � cm�1

a
�

�
b = � cm�1

a



(2.14)
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2.3. Solution exacte sous forme des pro�ls mobiles

2.3 Solution exacte sous forme des pro�ls mobiles

Le deuxième résultat de ce chapitre est le théorème suivant :

Théorème 2.3.1 [2] La fonction

u (x; t) = c (t) f

�
x� b(t)
a(t)

�
;

est une solution exacte du problème (2.12), où f est le "pro�l de base" solution de l�équation

di¤érentielle suivante :

(fm)" = �f + ��f 0� + 
f
0
�; où �; �; 
 2 R;

dans ce cas, les coe¢ cients c (t) ; a (t) ; et b (t) sont donnés par :8>>><>>>:
a(t) = (1� A�t))

1
A

c(t) = (1� A�t))�
�
�A

b(t) = 

�
(1� A�t))

1
A � 


�

; 0 < t < T (2.15)

si (m� 1)�+ 2� > 0 où A = 2 + �
�
(m� 1) et T = 1

(m�1)�+2� :

et donnés par : 8>>><>>>:
a(t) = exp (��t)
c(t) = exp (�t)

b(t) = 

�
exp (��t)� 


�

; 0 < t <1; (2.16)

si (m� 1)�+ 2� = 0:

Preuve. D�après le principe de l�estimation de cette méthode, si

Axu = (u
m)xx

appartient au sous espace Vt; alors la fonction u(x; t) = c(t)f(�) est une solution exacte

de l�équation (2.1), dans ce cas le terme (fm)" peut être exprimé comme une combinaison

linéaire des fonctions, f; �f
0
� et f

0
�; donc

(fm)" = �f + ��f
0

� + 
f
0

�; pour �; �; 
 2 R:
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2.3. Solution exacte sous forme des pro�ls mobiles

Le système (2.7) est obtenu comme suit :

Quand on remplace (fm)" par la combinaison �f + ��f
0
� + 
f

0
�; dans (2.5), nous obtenons

le système (2.8) :

MX =
cm�1

a2
MF

avec

M =

0BBB@
hf; fi h�f 0�; fi hf 0�; fi
h�f 0�; fi h�f 0�; �f 0�i h�f 0�; f 0�i
hf 0�; fi h�f 0�; f 0�i hf 0�; f 0�i

1CCCA ;

X =

0BBB@
�
c
c

�
�
a
a

�
�
b
a

1CCCA et F =

0BBB@
�

�




1CCCA
où h:; :i désigne le produit scalaire dans L2 (R) :
La matrice M dans le système (2.8) est symétrique et inversible, alors (2.8) peut être écrit

sous la forme (2.7) : 8>>><>>>:
�
c = cm

a2
�

�
a = cm�1

a
�

�
b = cm�1

a



:

Aux limites, supposons les conditions aux limites latérales a(0) = 1; c(0) = 1; b(0) = 0 :

On voit que d�après (2.14), nous avons :8<: c(t) = a(t)�
�
�

b(t) = 

�
a(t)� 


�

; (2.17)

si nous remplaçons (2.17) en (2.14) on peut déduire �nalement (2.15) :8>>><>>>:
a(t) = (1� A�t))

1
A

c(t) = (1� A�t))�
�
�A

b(t) = 

�
(1� A�t))

1
A � 


�

; 0 < t < T;
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2.3. Solution exacte sous forme des pro�ls mobiles

pour (m� 1)�+ 2� > 0 où A = 2 + �
�
(m� 1) et T = 1

2�+(m�1)� .

et (2.16) : 8>>><>>>:
a(t) = exp (��t)
c(t) = exp (�t)

b(t) = 

�
exp (��t)� 


�

; 0 < t <1;

pour (m� 1)�+ 2� = 0:
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Chapitre 3

L�équation des milieux poreux

fractionnaire

Introduction

Dans ce chapitre nous allons voir l�équation des milieux poreux fractionnaire, nous

utiliserons quelques fonctions spéciales (par exemple, la fonction Gamma d�Euler, la fonc-

tion hypergéométrique de Gauss,...) qui apparaissant d�après l�application de Laplacien

fractionnaire sur l�équation posé.

3.1 Préliminaires

3.1.1 La transformation de Fourier

La transformation de Fourier associe à une fonction intégrable, dé�nie sur l�ensemble des

nombres réels ou celui des nombres complexes.

Cas de multi-dimension (x 2 RN)

Dé�nition 3.1.1 La transformation de Fourier pour une fonction f 2 L1(R) est donné par

F [f(x)](�) =
Z
RN
f(x)e�i ��xdx; � 2 RN

la transformation inverse de Fourier dans RNest donné par

F�1[f(�)](x) =
1

(2�)N

Z
RN
f(�)ei��xd�; � 2 RN
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3.1. Préliminaires

On a

F�1Ff = FF�1f = f

Propriétés de la transformation de Fourier

1. Linéarité

F [�f(x) + �g(x)](�) = �F(f)(�) + �F(g)(�); � 2 RN

2. Translation

F(f(x� a))(�) = e�i��aF(f)(�); (�; a 2 RN);

3. Changement d�échelle

F(f(�x))(�) = 1

�N
Ff( �

�
); (� 2 RN ; � > 0)

Dé�nition 3.1.2 (L�espace de Schwartz S(Rn)). On dit que f appartient à S(Rn) si
f 2 C1 et si f et toutes ses dérivées sont "décroissance rapide", c�est-à-dire que leur produit
par un polynôme quelconque est une fonction bornée.

3.1.2 Laplacien fractionnaire

Nous commençons l�étude de l�opérateur Laplacien fractionnaire avec sa dé�nition par

Fourier pour les fonctions de la classe de Schwartz.

Dé�nition 3.1.3 (Dé�nition par Fourier) Soit f 2 S(Rn) et 0 < s < 1: Pour � 2 Rn;
l�opérateur (��)s est dé�ni par sa transformée de Fourier :

F((��)sf)(�) = (4�2)s j�j2sF(f)(�)

De plus, on a :

(��)s(f) = F�1(j�j2sFf): (3.0)
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3.1. Préliminaires

3.1.3 Quelques fonctions spéciales pour Laplacien fractionnaire

La Fonction Gamma d�Euler

La fonction Gamma est l�un des joyaux des mathématiques, On la retrouve en analyse,

en théorie des nombres, en théorie des probabilités et en théorie des représentations des

groupes. Depuis Legendre, on dé�nit la fonction Gamma comme suite :

1. La fonction � comme une fonction de variable réelle

Pour x 2 [0;+1[ ; on a
�(x) =

Z +1

0

e�ttx�1dt:

De plus, la fonction � véri�e à l�équation fonctionnelle :

�(x+ 1) = x�(x);

et à l�égalité �(n+ 1) = n! pour tout n 2 N.

Exemple 3.1.1 on a

�(1) = �(2) = 1; �(3) = 2�(2) = 2

�

�
1

2

�
=

p
�; �

�
3

2

�
=
1

2
�

�
1

2

�
=
1

2

p
�:

2. La fonction � comme une fonction de variable complexe

La fonction Gamma d�une variable complexe(z 2 C) est dé�nie sous la forme :

�(z) =

Z +1

0

e�ttz�1dt;

et on a l�équation fonctionnelle

�(z + 1) = z�(z); Re(z) > 0

La Fonction Bêta d�Euler

Dé�nition 3.1.4 La fonction Bêta est un type d�intégrale d�Euler dé�nit pour tout com-

plexes m et n par :

B(m;n) =

Z 1

0

tm�1(1� t)n�1dt; Re(m) > 0; Re(n) > 0:

Cette fonction est liée à la fonction Gamma par la relation suivante :

B(m;n) =
�(m)�(n)

�(m+ n)
; 8m; n : Re(m) > 0; Re(n) > 0
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3.1. Préliminaires

La Fonction Hypergéométrique de Gauss

La fonction hypergéométrique de Gauss est la solution de l�équation di¤erentielle hyper-

géométrique d�Euler :

z(1� z)d
2u

dz2
+ [c� (a+ b+ 1)z]du

dz
� abu = 0;

pour tout nombres complexes a; b; c et z: la fonction hypergéométrique de Gauss est dé�nie

comme la somme de la série :

2F1(a; b; c; z) =
1X
n=0

(a)n (b)n
(c)n

zn

n!
; jzj < 1;

telle que (a)n est le symbole de pochhammer dé�nit comme

(a)n =
�(a+ n)

�(a)
; (n 2 N; Re(a) > �n; a =2 Z�0 := f0;�1;�2; ::::g)

où �(x) est la fonction Gamma.

Il est connu que, lorsque b = �n est un entier négatif, 2F1(a;�n; c; z) est une fonction
polynomiale de degré n. En particulier, nous avons

2F1(a;�1; c; z) = 1�
a

c
z

voir [11] pour plus de detail.

Propriétés

La fonction hypergéométrique de Gauss admet les propriétés simples suivantes :

2F1(a; b; c; z) = 2F1(b; a; c; z);

2F1(a; b; c; 0) = 2F1(0; b; c; z) = 1;

2F1(a; b; b; z) = (1� z)�a;

2F1(a; b; c; 1) =
�(c)�(c� a� b)
�(c� a)�(c� b) ; (Re(c� a� b) > 0);

2F1(a; b; c; z) = (1� z)c�a�b �2 F1(c� a; c� b; c; z);

et les relations de di¤érentiation suivantes :�
d

dz

�n
2F1(a; b; c; z) =

(a)n (b)n
(c)n

�2 F1(a+ n; b+ n; c+ n; z); (n 2 N):�
d

dz

�n �
za+n�1 �2 F1(a; b; c; z)

�
= (a)nz

a�1 �2 F1(a+ n; b; c; z); (n 2 N):
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3.1. Préliminaires

Théorème 3.1.1 [8] La transformation de Fourier implique la relation suivante (avec quelques

restrictions aux paramètre �; �; s) pour Laplacien fractionnaire des fonctions hypergéométriques

générales

(��)s[2F1(N4 +
���
2
; N
4
� �+�

2
; N
2
;� jyj2

R2
)] = 22sR�2s

�

�
N
4
+
���
2
+s

�
�

�
N
4
��+�

2
+s

�
�

�
N
4
+
���
2

�
�

�
N
4
��+�

2

� [2F1(
N
4
+ ���

2
+

s; N
4
� �+�

2
+ s; N

2
;� jyj2

R2
)]:

Lemme 3.1.1 [8] Si les fonctions hepergéométriques 2F1(a1; b1; c;x) et 2F1(a2; b2; c;x) non

constantes sont identique pour jxj < 1, puis l�un ou l�autre a1 = a2; b1 = b2 ou a1 = b2;

b1 = a2:

Notation 3.1.1 Les solutions de (3:1) au-dessous deviennent positives instantanément [14]:

Proposition 3.1.1 [8] Les pro�ls de Barenblatt de la forme :

�(y) = (R2 � jyj2)q+; ou �(y) = (R2 + jyj2)�q

telle que q; R > 0; sont des fonctions hypergéométriques spéciales c�est-à-dire :

(R2 � jyj2)q+ = R2q2F1(�q; c; c;
jyj2

R2
); 8c 2 C:

(R2 + jyj2)�q = R�2q2F1(q; c; c;�
jyj2

R2
); 8c 2 C:

Et d�après la notation précédente, nous choisirons toujours le pro�l de Barenblatt :

�(y) = (R2 + jyj2)�q;

et le pro�l que nous sommes intéressés dans ces chapitres peut être écrit comme :

R�2q2F1(q;
N
2
; N
2
;� jyj2

R2
);

c�est-à-dire c = N
2
; la moitié de la dimension de l�espace, pour assortir les paramètres dans

la transformation de Fourier de �(y):
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3.2. Solution auto-similaire "solution de Barenblatt"

3.2 Solution auto-similaire "solution de Barenblatt"

On considère l�équation des milieux poreux fractionnaire suivante :

ut + (��)sum = 0; m > 1; s 2 (0; 1); (3.1)

où (��)s(um) = F�1(j�j2sFum):

Proposition 3.2.1 (L�invariance d�échelle de l�équation des milieux poreux frac-

tionnaire).

Soit u une solution classique de l�équation des milieux poreux fractionnaire (3:1) dans

(0;+1)� Rn.
Si �; � > 0 sont des constantes satisfaisant :

�(m� 1) + 2s� � 1 = 0;

et si pour � > 0; on dé�nit :

u�(x; t) = �
�u(��x; �t)

Alors u� est une solution classique de l�équation des milieux poreux fractionnaire dans

(0;+1)� Rn:

Preuve. Maintenant, on considère la forme auto-similaire suivante :

u�(x; t) = �
�u(��x; �t) (3.2)

On remplace u� dans l�équation (3:1), on obtient :

@

@t
(u�(x; t)) =

@

@t
(��u(��x; �t))

= ��+1
@

@t
(u(��x; �t)) (3.3)

D�autre part, on a :

(��)s(um� (x; t)) = (��)s(�m�um(��x; �t))

= �m�(��)s(um(��x; �t));
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3.2. Solution auto-similaire "solution de Barenblatt"

pour calculer (��)s(um(��x; �t)); on a d�après la dé�nition de Laplacien fractionnaire (3:0),
on trouve :

(��)sf(�) = F�1(j�j2sF(f)(�))

=

Z
j�j2sF(f)(�)eix��d�;

par consequence :

(��)s(um(��x; �t)) =
Z
j�j2sF(um(��x; �t))eix��d�; (3.4)

telle que :

F(um(��x; �t)) =
Z
um(��x; �t)e�ix��dx; (3.5)

on fait le changement de variable suivant :

y = ��x =) dy = ��dx =) dx =
1

��
dy;

alors (3:5) devient :

F(um(��x; �t)) =

Z
(um(y; �t))e�i(

�

��
)�y 1

��
dy (3.6)

=
1

��
F(um( �

��
; �t));

on remplace le résultat (3:6) dans (3:4); on obtient :

(��)s(um(��x; �t)) =
Z
j�j2sF(um( �

��
; �t))eix��

d�

��
; (3.7)

maintenant, on fait aussi le changement de variable, posons :

y =
�

��
=) � = ��y et dy =

d�

��
;

ceci implique :

j�j2s =
����y��2s = �2s� jyj2s ;

alors l�égalité (3:7) devient :

(��)s(um(��x; �t)) =

Z
jyj2sF(um(y; �t))ei(��x)�ydy

= �2s�(��)s(um(��x; �t));
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3.2. Solution auto-similaire "solution de Barenblatt"

�nalement, on obtient :

(��)s(um(��x; �t)) = �2s�(��)s(um(��x; �t)); (3.8)

Donc, on remplace (3:3) et (3:8) dans l�équation (3:1); on trouve :

��+1
@u

@t
+ ��m+2s�(��)s(um) = 0:

d�où

��+1
@u

@t
= ���m+2s�(��)s(um) (3.9)

On divise cette équation par ��+1; on obtient :

@u

@t
= ���m+2s��1��(��)s(um); (3.10)

Cela veut dire que si u est solution de l�équation (3:1); alors u� est aussi une solution de

l�équation (3:1) si

�(m� 1) + 2s� = 1; 8�; � > 0

cette condition est dite la condition de similarité.

D�après la proposition 3:2:1, si on pose � = N�; alors :

� =
1

2s+N(m� 1) :

Pour �t = 1 �xé, nous cherchons la solution pour � =
1

t
; on a donc la forme :

��u
�
��x; �t

�
=

�
1

t

��
u

 �
1

t

��
x; 1

!
= t���(t��x)

= t���(y); avec y = t��x

telle que � : Rn �! R est donnée par �(x) = u(1; x):

Donc, cette égalité donne une autre forme auto-similaire u(x; t) t���(y); on remplace u

dans l�équation (3:1), on obtient

@u

@t
=

@

@t
(t���(y))

= ��t���1�(y) + (��xt���1t��) � r�(y)

= ��t���1�(y)� �t���1y � r�(y);
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3.2. Solution auto-similaire "solution de Barenblatt"

Si on pose � = N�; alors :

@u

@t
= ��t�N��1r � (y�(y)), (3.11)

telle que

r � (y�(y)) =
nX
i=1

@

@yi
(yi�); y = t

��x:

D�autre part :

(��)sum (x; t) = (��)s(t�mN��m(y))

= t�mN�(��)s(�m(y));

D�après (3:4); on a :

(��)s(�m(t��x)) =
Z
j�j2sF(�m(t��x))eix��d�; (3.12)

telle que :

F(�m(t��x)) =
Z
F(�m(t��x))e�ix��dx; (3.13)

nous allons utiliser même étapes avec la première forme auto-similaire pour nous obtenir à

la résultat de (3:12);donc, pour (3:13); posons

y = t��x =) dy = t��dx =) dx =
1

t��
dy;

alors (3:13) devient :

F(�m(t��x)) =

Z
�m(y)e

�i
�

�

t��

�
�y 1

t��
dy

=
1

t��
F(�m( �

t��
); (3.14)

donc on remplace la résultat (3:14) dans (3:12);on obtient :

(��)s(�m(t��x)) =
Z
j�j2sF(�m( �

t��
))eix��

d�

t��
; (3.15)

maintenant, on fait le changement de variable, posons :

y =
�

t��
=) � = t��y; et dy =

d�

t��
;
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3.2. Solution auto-similaire "solution de Barenblatt"

ceci implique:

j�j2s =
��t��y��2s = t�2s� jyj2s ;

alors l�égalité (3:15) devient :

(��)s(�m(t��x)) = t�2s�
Z
jyj2sF(�m(y))ei(xt��)�ydy

= t�2s�(��)s(�m(t��x)); (3.16)

On remplace (3:11) et (3:16) dans (3:1); on trouve :

��t�N��1r � (y�(y)) = �t�Nm��2s�(��)s(�m(t��x));

ceci implique

�r � (y�(y)) = t�Nm��2s�+N�+1(��)s(�m(t��x));

donc la condition de similarité de cette équation est :

�Nm� � 2s� +N� + 1 = 0 =) � =
1

N(m� 1) + 2s;

telle que le pro�l de Barenblatt � satisfait l�équation

�r � (y�(y)) = (��)s(�m(t��x)) (3.17)

Si on prend

�(y) = �(R2 + jyj2)�q;

d�après la proposition 3:1:1, le pro�l (R2 + jyj2)�q peut écrit sous la forme :

R�2q2F1(q; c; c;�
jyj2

R2
);

donc

(��)s(R2 + jyj2)�q = (��)s(R�2q2F1(q; c; c;�
jyj2

R2
));

et d�après le théorème 3:1:1; particulièrement, quand � = �q et � = N
2
� q; alors :

(��)s(R2 + jyj2)�q = R�2q(��)s(2F1(
N

4
+

N
2
� q + q
2

;
N

4
�

N
2
� q � q
2

;
N

2
;�jyj

2

R2
))

= R�2q(��)s(2F1(
N

2
; q;
N

2
;�jyj

2

R2
))

= R�2q(��)s(2F1(q;
N

2
;
N

2
;�jyj

2

R2
))

= 22sR�2s�2q
�(q+s)�(N

2
+s)

�(q)�(N
2
)
(2F1(q + s;

N
2
+ s; N

2
;� jyj2

R2
)): (3.18)
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3.2. Solution auto-similaire "solution de Barenblatt"

Donc pour dériver le pro�l de Barenblatt � en remplaçant q par mq dans (3:18); on obtient

(��)s(�m(y)) = �m22sR�2s�2mq �(mq+s)�(
N
2
+s)

�(mq)�(N
2
)
(2F1(mq + s;

N
2
+ s; N

2
;� jyj2

R2
)) (3.19)

D�autre part, on a [8]

r � (y�(y)) = �NR�2q2F1(q;
N

2
+ 1;

N

2
;�jyj

2

R2
)) (3.20)

On remplace (3:19) et (3:20) dans (3:17);on trouve :

�m22sR�2mq
�(mq + s)�(N

2
+ s)

�(mq)�(N
2
)

(2F1(mq+s;
N

2
+s;

N

2
;�jyj

2

R2
)) = ��NR�2q2F1(q;

N

2
+1;

N

2
;�jyj

2

R2
));

par conséquence, l�équation régissante (3:17) réduit à l�identité :

2F1(mq + s;
N

2
+ s;

N

2
;�jyj

2

R2
)) =2 F1(q;

N

2
+ 1;

N

2
;�jyj

2

R2
)); (3.21)

et l�équation algèbrique :

�m22sR�2s�2mq
�(mq + s)�(N

2
+ s)

�(mq)�(N
2
)

= ��NR�2q; (3.22)

puisque N
2
+s 6= N

2
+1 dans (3:21), d�après le lemme 3:1:1 qui nous donne si les fonctions hep-

ergéométriques 2F1(a1; b1; c;x) et 2F1(a2; b2; c;x) non constantes sont identique pour jxj < 1,
puis l�un ou l�autre a1 = a2; b1 = b2 ou a1 = b2; b1 = a2:

Dans ce cas on a a1 = b2 et b1 = a2 telle que :

a1 = mq + s; b2 =
N

2
+ 1; b1 =

N

2
+ s, a2 = q et

jyj2

R2
< 1

Alors 8<: a1 = b2 =) mq + s = N
2
+ 1

b1 = a2 =) N
2
+ s = q

ou

m =
N + 2� 2s
N + 2s

; q =
N

2
+ s (3.23)

Par conséquent, l�identité algèbrique (3:22); peut être simpli�e comme le suivant :

On divise l�équation (3:22) par �m; on obtient :

��1�mNR�2q = 22sR�2s�2mq
�(mq + s)�(N

2
+ s)

�(mq)�(N
2
)

; (3.24)
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3.2. Solution auto-similaire "solution de Barenblatt"

et on a :

mq =
N

2
+ 1� s; (3.25)

On remplace (3:25) dans (3:24); on trouve :

��1�mNR�2(
N
2
+s) = 22sR�2s�2(

N
2
+1�s)�(

N
2
+ 1)�(N

2
+ s)

�(N
2
+ 1� s)�(N

2
)
; (3.26)

et nous avons d�après les propriétés de la fonction Gamma qui nous donne �(N
2
+1) = N

2
�(N

2
);

alors (3:26) devient :

��1�mR�N�2s = 22s�1R�2�N
�(N

2
+ s)

�(N
2
+ 1� s)

; (3.27)

Finallement, on divise (3:27) par R�2�N ; on obtient que l�équation (3:17) est satisfait seule-

ment si :

��1�mR2�2s = 22s�1
�(N

2
+ s)

�(N
2
+ 1� s)

; (3.28)

en même temps que la condition de la masse totale :

M =

Z
RN

�(y)dy = ��
N
2 R�2s

�(s)

�(N
2
+ s)

; (3.29)

telle que les deux constantes � et R sont déterminés uniquement.

On résume l�analyse faite ci-dessus dans le théorème suivant.

Théorème 3.2.1 [8]: Pour tout s 2 (0; 1); l�équation (3:1) admet une solution auto-similaire

u(x; t) = t�N��(xt��);

avec le pro�l de Barenblatt :

�(y) = �(R2 + jyj2)�q; (q > 0)

et � = 1
2s+N(m�1) seulement quand m = N+2�2s

N+2s
:la solution auto-similaire correspondante

u(x; t) = �t�N�(R2 +
��xt����2)�s�N

2 ; q = s+
N

2
;

est une solution classique sur (0;1) � RN avec u(x; t) �! M�(x) quand t �! 0 pour un

certain M > 0:
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Chapitre 4

Solution auto-similaire générale

Introduction

Dans ce chapitre, nous allons voir une autre forme auto-similaire (forme générale) de

l�équation des milieux poreux fractionnaire, mais dans ce cas on utilise une méthode est

appellé "la méthode de pro�l mobile" qui nous permet de chercher la solution du problème

(3:1):

4.1 L�invariance d�échelle

Soit l�équation des milieux poreux fractionnaire, qui nous avons donner dans le chapitre 3,

et qui sous la forme :
@u

@t
+ (��)sum = 0; (4.1)

et soit la solution auto-similaire générale est de la forme :

u(x; t) = c(t)�

�
x

a(t)

�
; a; c 2 R�+; (4.2)

telle que x 2 RN ; et les paramètres c(t) et a(t) sont des fonctions réels dépendant de t
doivent être déterminés:
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4.1. L�invariance d�échelle

On remplace la forme (4:2) dans l�équation (4:1); on obtient :

@u

@t
=

@

@t

�
c(t)�

�
x

a(t)

��
=

@

@t
(c(t))�

�
x

a(t)

�
+ c(t)

@

@t

�
�

�
x

a(t)

��
=

�
c�

�
x

a(t)

�
� c

�
a

a2
x � r�

�
x

a(t)

�
;

posons y =
x

a(t)
alors :

@u

@t
=

�
c�(y)� c

�
a

a
y � r� (y) ; (4.3)

D�autre part, on a :

(��)s(um(x; t)) = (��)s
�
cm(t)�m

�
x

a(t)

��
= cm(t)(��)s

�
�m
�
x

a(t)

��
; (4.4)

D�après le chapitre 03 (l�équation (3:12)); on déduit que

(��)s
�
�m
�
x

a(t)

��
=

Z
j�j2sF

�
�m
�
x

a(t)

��
eix��d�; (4.5)

telle que

F
�
�m
�
x

a(t)

��
=

Z
�m
�
x

a(t)

�
e�ix��dx; (4.6)

Maintenant, nous allons utiliser la même méthode avec le chapitre 03, donc pour calculer

la transformation de Fourier (4:6); posons

y =
x

a(t)
=) dy =

dx

a(t)
=) dx = a(t)dy;

alors (4:6) devient :

F
�
�m
�
x

a(t)

��
=

Z
�m (y) e�i(�a(t))�ya(t)dy

= a(t)F (�m (a(t)�)) ; (4.7)

remplaçons (4:7) dans (4:5); on trouve :

(��)s
�
�m
�
x

a(t)

��
=

Z
j�j2sF (�m (a(t)�)) eix��a(t)d�; (4.8)
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posons à la deuxième fois

y = a(t)� =) � =
y

a(t)
=) d� =

dy

a(t)
;

ceci implique :

j�j2s =
���� ya(t)

����2s = jyj2s

(a(t))2s
;

alors :

(��)s
�
�m
�
x

a(t)

��
=

1

(a(t))2s

Z
jyj2sF (�m(y)) ei(

x
a)�ydy

=
1

a2s
F
�
�m
�
x

a(t)

��
; (4.9)

donc (4:4) devient :

(��)s(um(x; t)) = cm

a2s
(��)s

�
�m
�
x

a(t)

��
; (4.10)

Si nous remplaçons (4:10) et (4:3) dans l�équation (4:1); nous trouvons

�
c�(y)� c

�
a

a
y � r� (y) = � c

m

a2s
(��)s

�
�m
�
x

a(t)

��
; y =

x

a(t)
(4.11)

On divise cette équation par c; on obtient :

�
c

c
�(y)�

�
a

a
y � r� (y) = �c

m�1

a2s
(��)s (�m (y)) : (4.12)

Cette équation dépend de beaucoup des paramètres inconnus et notre but est de déterminer

les coe¢ cients a et c, nous employons la nouvelle approche appelée la méthode des pro�ls

mobiles, voir [2; 1] pour plus de détail.

Le principe de cette méthode est de déterminer premièrement les coe¢ cients a(t) et c(t)

par la résolution du problème de minimization suivant, Voir [2]

min
�
c;
�
a

Z
RN

����@u@t + (��)sum
����2 dx;

donc, nous obtenons deux équations orthogonales :8<: h@u
@t
+ (��)sum;�i = 0

h@u
@t
+ (��)sum; yr�i = 0
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telle que Vt = f�; y:r�g un sous-espace de L2 de produit par des fonctions associées à � à
l�instant t; et h:; :i est le produit scalaire dans l�espace L2:
Alors l�équation (4:1) est transformée comme :8<:

�
c
c
h�;�i �

�
a
a
hyr�;�i = � cm�1

a2s
h(��)s (�m (y)) ;�i

�
c
c
hyr�;�i �

�
a
a
hyr�; yr�i = � cm�1

a2s
h(��)s (�m (y)) ; yr�i

danc si : 8<:
�
c
c
= � c

m�1

a2s

�
�
a
a
= � c

m�1

a2s

; avec �; � 2 R� (4.13)

On remplace (4:13) dans (4:12); on trouve que (��)s (�m (y)) peut être exprimé comme
une combinaison linéaire des fonctions :

�� + �y � r� (y) = �(��)s (�m (y)) ; (4.14)

alors :

(��)s (�m (y)) = ���(y)� �y � r� (y) ; avec �; � 2 R�: (4.15)

Détermination de a(t) et c(t)

Proposition 4.1.1 Les coe¢ cients c(t) et a(t) sont donnés par :8<: a(t) = (1� A�t)
1
A

c(t) = (1� A�t)
��
�A

; 0 < t < T;

pour �(m� 1) + 2�s > 0; avec,

A = �(m� 1) + 2�s;

Le temps �ni T est égal à :

T =
1

�(m� 1) + 2�s > 0:

et donnés par : 8<: a(t) = e��t

c(t) = e�t
; 0 < t <1

pour �(m� 1) + 2�s = 0:
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Preuve. les coe¢ cients c(t) et a(t) sont déterminés par le système (4:13).

Danc, on divise la première équation de (4:13) par la deuxième équation de (4:13); on obtient

�
c

c
= ��

�

�
a

a
=) ln(c(t)) = ln (a(t))

��
� + ln(k0)

alors

c(t) = k0 (a(t))
��
� ; (4.16)

d�où k0 est un constant, ceci implique:

�
c(t) = ��

�
k0 (a(t))

��
�
�1 �a: (4.17)

On remplace (4:17) dans (4:13); on trouve :

�
c

c
= �

cm�1

a2s
=)

��
�
k0 (a(t))

��
�
�1 �a

k0 (a(t))
��
�

= �km�10 (a(t))
��
�
(m�1)�2s ;

alors :

��
�
k0 (a(t))

�1 �a = �km�10 (a(t))
��
�
(m�1)�2s ;

on divise cette égalité par � et par k0; on obtient :

�
�
a

a
= �km0 (a(t))

��
�
(m�1)�2s

=) a
�
�
(m�1)+2s�1 �a = ��km0 ; (4.18)

danc on a deux cas pour résoudre cette équation

1. Si �
�
(m� 1) + 2s� 1 = �1 =) �(m� 1) + 2�s = 0; alors :

Z �
a

a
=

Z
� �km0 dt =) ln(a(t)) = ��km0 t+ k1;

ceci implique :

a(t) = k1e
��km0 t; k1 constant (4.19)

d�après (4:16); on obtient :

c(t) = k0
�
k1e

��km0 t
���

� = k0k
��
�

1 e�k
m
0 t; (4.20)

Aux frontières, nous imposons les conditions de frontière a(0) = 1; c(0) = 1:
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alors a(0) = 1 =) k1 = 1; et c(0) = 1 =) k0 = 1:

�nalement, on obtient : 8<: a(t) = e��t

c(t) = e�t
; 0 < t <1;

2. Si �
�
(m� 1) + 2s� 1 > �1 =) �(m� 1) + 2�s > 0; pour T = 1

�(m�1)+2�s > 0; alors :Z
a�(m�1)+2�s�1da =

Z
� �km0 dt

=) 1

�(m� 1) + 2�sa
�(m�1)+2�s = ��t+ k2; k0 = 1

=) a�(m�1)+2�s = (�(m� 1) + 2�s)(��t+ k2)

=) a(t) = (k3 � �t(�(m� 1) + 2�s))
1

�(m�1)+2�s

=) a(t) = (k3 � A�t)
1
A ; (4.21)

Avec, A = �(m� 1) + 2�s et k3 est constant.
d�après (4:16), on trouve :

c(t) = k0

�
(k3 � A�t)

1
A

���
�
= (k3 � A�t)

��
�A ; k0 = 1 (4.22)

alors on a : 8<: a(0) = 1

c(0) = 1
=) k3 = 1;

danc �nalement, pour �(m� 1)+2�s > 0 avec A = �(m� 1)+2�s; et T = 1
�(m�1)+2�s > 0;

on trouve : 8<: a(t) = (1� A�t)
1
A

c(t) = (1� A�t)
��
�A

; 0 < t < T

Maintenant, si on pose � = N�, alors l�équation (4:15) devient :

(��)s (�m (y)) = ��r � (y� (y)): (4.23)

Si on prend �(y) = �(R2 + jyj2)�q; d�après l�équation (3:19) dans le chapitre 03, qui nous
donne que le pro�l �m(y) peut écrit sous la forme :

(��)s(�m(y)) = �m22sR�2s�2mq �(mq+s)�(
N
2
+s)

�(mq)�(N
2
)
(2F1(mq + s;

N
2
+ s; N

2
;� jyj2

R2
)); (4.24)
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d�autre part, on a :

r � (y�(y)) = �NR�2q2F1(q;
N

2
+ 1;

N

2
;�jyj

2

R2
)); (4.25)

On remplace (4:24) et (4:25) dans (4:23); on trouve :

�m22sR�2s�2mq
�(mq + s)�(N

2
+ s)

�(mq)�(N
2
)

(2F1(mq+s;
N
2
+s; N

2
;� jyj2

R2
)) = ���NR�2q2F1(q; N2 +1;

N
2
;� jyj2

R2
));

Par conséquent, d�aprés l�équation (3:17) dans le chapitre 03, l�équation régissante(4:23)

réduit à l�identité :

2F1(mq + s;
N

2
+ s;

N

2
;�jyj

2

R2
)) = 2F1(q;

N

2
+ 1;

N

2
;�jyj

2

R2
)); (4.26)

et l�équation algèbrique :

�m22sR�2s�2mq
�(mq + s)�(N

2
+ s)

�(mq)�(N
2
)

= ���NR�2q; (4.27)

puisque N
2
+ s 6= N

2
+1 dans (4:26), d�après l�application de lemme 3:1:1 sur (3:21) qui nous

donne :

mq + s =
N

2
+ 1;

N

2
+ s = q;

ou

m =
N + 2� 2s
N + 2s

; q =
N

2
+ s; (4.28)

Par conséquent, l�identité algèbrique (4:27); peut être simpli�e comme le suivant :

On divise l�équation (4:27) par �m;on obtient :

��1�mNR�2q = �22sR�2s�2mq
�(mq + s)�(N

2
+ s)

�(mq)�(N
2
)

; (4.29)

et on a :

mq =
N

2
+ 1� s; (4.30)

On remplace (4:30) dans (4:29); on obtient :

��1�mNR�2(
N
2
+s) = �22sR�2s�2(N2 +1�s)

�(N
2
+ 1)�(N

2
+ s)

�(N
2
+ 1� s)�(N

2
)
; (4.31)

et nous avons d�après les propriétés de la fonction Gamma qui nous donne �(N
2
+1) = N

2
�(N

2
);

alors (4:31) devient :
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��1�mR�N�2s = �22s�1R�2�N
�(N

2
+ s)

�(N
2
+ 1� s)

; (4.32)

On divise (4:32) par R�2�N ; on obtient �nallement que l�équation (4:23) est satisfait seule-

ment si :

��1�mR2�2s = �22s�1
�(N

2
+ s)

�(N
2
+ 1� s)

: (4.33)

Discussion

Dans l�analyse faite ci-dessus on a trouver des conditions sur les paramètres � et � pour

l�existence des solutions auto-similaire générales, la première condition est la condition pour

l�existence de pro�l de Barenblatt �(y) = �(R2 + jyj2)�q; s�écrit comme :

� =
1

2s+N(m� 1) ; et ��
1�mR2�2s = �22s�1

�(N
2
+ s)

�(N
2
+ 1� s)

: (A)

la deuxième condition pour l�existence des coe¢ cients c (t) ; a (t) ; on a trouver deux formes

sont donnés par :8<: a(t) = (1� A�t)
1
A

c(t) = (1� A�t)
��
�A

; 0 < t < T =
1

�(m� 1) + 2�s;

pour

�(m� 1) + 2�s > 0; (B)

et : 8<: a(t) = e��t

c(t) = e�t
; 0 < t <1

pour

�(m� 1) + 2�s = 0: (C)

Les conditions A et B nous donne

s >
�N(m� 1)

2
:

Cette condition est toujours véri�ée puisque s 2 (0:1) et m > 1:

et les conditions A et C nous donne

s =
�N(m� 1)

2

Cette condition est impossible puisque s 2 (0:1) et m > 1:

On résume l�analyse faite ci-dessus dans le théorème suivant.
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Théorème 4.1.1 Pour tout s 2 (0; 1); l�équation (4:1) admet une solution auto-similaire
générale :

u(x; t) = c (t) �

�
x

a (t)

�
;

avec le pro�l de Barenblatt :

�(y) = �(R2 + jyj2)�q; (q > 0)

et les coe¢ cients c(t) et a(t) sont données par :8<: a(t) = (1� A�t)
1
A

c(t) = (1� A�t)
��
�A

; 0 < t < T =
1

�(m� 1) + 2�s;

où A = �(m� 1) + 2�s; et � = 1

2s+N(m� 1) :
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Conclusion générale

Dans ce mémoire nous avons présenté une étude intéressante concerne l�équation des mil-

lieux poreux de type classique, nous étudions une solution particulière de cette équation et

certaines propriétés de la solution dite "Solution de Barenblatt".

On a présenté des nouvelles solutions particulières explicite pour cette équation de dif-

fusion non linéaire appelées "solutions pro�ls mobiles [2]": Une application intéressante

concernant les équations de di¤usion non linéaires a été présentée.

Nous avons également étudé l�existence des solutions auto-similaires de l�équation des

millieux poreux fractionnaire.

Cette étude ouverte quelques perspectives notamment, la recherche d�autres formes des

solutions en appliquant le même principe, et l�existence des solutions "pro�ls mobiles".

En�n, une généralisation de la méthode du pro�l mobile est donnée avec une application

bien évidement sur l�équation des millieux poreux fractionnaire, cette généralisation ouvre

plusieurs perspectives concernant l�application de cette méthode à plusieurs dimensions, et

surtout l�étude d�existence des solutions qui n�est pas encore établie.
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