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Introduction générale  

     Selon Wikipédia: (( La mécanique quantique est la branche de la physique qui étudie et 

décrit les phénomènes fondamentaux à l'œuvre dans les systèmes physiques, plus 

particulièrement à l'échelle atomique et subatomique)). Actuellement, la mécanique quantique 

est divisée en deux parties fondamentales, la première partie traitée l’état non relativiste, qui 

est étudié par l'équation de Schrödinger, c'est-à-dire dans le domaine des vitesses faibles par 

rapport de la vitesse de la lumière dans le vide, pour les différentes particules élémentaire, 

telles que les électrons, les mésons et molécules. En ce qui concerne la deuxième partie, c’est 

l’état relativiste des mouvements à grande vitesse par rapport à la vitesse de la lumière dans le 

vide à hautes énergies. Ces situations sont traités en deux équations fondamentales, Ils sont 

les équations de Klein-Gordon et Dirac, et se caractérisent par des particules sans spin et les 

particules fermionique comme l’electron et le positron de spin 1/2 [1-3]. 

          Et en ce qui concerne, l'équation de Schrödinger non relativiste qui est apparue il y a 

environ un siècle. Mais cela reste très intéressant pour les chercheurs. Bondant les années 

derniers, la mécanique quantique basée sur l’équation de Schrödinger développé par plusieurs 

méthodes : la méthode de Nikiforov-Uvarov, super-symétrique quantum mécaniques, calcule 

numérique, interaction asymptotique, l’approché de l’intégrale de chemin …etc. pour étudier 

les différents modèles quantique, dans les différents domaines de la science atomique, 

nucléaire, moléculaire….etc. [4-16]. 

          En cas particulière l’équation de Schrödinger peut être étudié des atomes hydrogéniques 

et les intéractions entre les quarks et l’anti quarks dans les mésons en basé sur le potentiel 

Cornell modifié à deux dimensions [17-18].  

        L’objectif de ce travail de la mémoire de Master en physique théorique promotion   2018-

2019 est l’étude l’effet de la non-commutativité de l’espace-phase à deux dimensions sur le 

potentiel Cornell modifié par la distance relative entre le quark et antiquark et de la 

température.   

                                                            Le but principal : 

        L’objectif principal de ce travail est la résoudre l’équation de Schrödinger avec le 

potentiel Cornell modifié, dans l’espace-phase à deux dimensions. Ce travail se divisé on trois 

chapitres principales avec une conclusion générale : 

Le premier chapitre : 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Physique
https://fr.wikipedia.org/wiki/Syst%C3%A8me_physique
https://fr.wikipedia.org/wiki/Atome
https://fr.wikipedia.org/wiki/Particule_subatomique


 2 

        Consacré aux la structure quantique de l’espace-phase non-commutatif à deux 

dimensions, 

.Dans le chapitre deuxième :  

              On résume les solutions de l’équation de Schrödinger pour le potentiel Cornell 

modifié dans l’espace ordinaire à deux dimensions ont basé sur [17-18], 

Et dans le troisième chapitre 

            On étude l’équation de Schrödinger modifiée pour le nouveaux potentiel de Cornell 

modifié dans l’espace-phase non commutatif à deux dimensions pour obtenir les nouveaux 

spectres énergétiques. 

              On termine notre mémoire de master par une conclusion générale et l’interprétation 

physique. 
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Chapitre I : 

La structure quantique de l’espace-phase non-

commutatif à deux dimensions 

I.1. Introduction : 

        Dans ce chapitre on traite les postulats et les hypothèses caractérisant la structure 

quantique et physique de l’espace-phase non-commutatif à deux dimensions, les éléments 

principaux sont : 

 Rappelle sur la structure quantique ordinaire, 

 Les nouveaux postulats de l’espace de phase non commutatif à deux dimensions, 

 Produit star et ces propriétés, la formule de Moyal-Weyl, 

 La méthode de Bopp’s Shift et ces application pour un potentiel centrale général, 

La méthode de Bopp’s Shift et ces application pour un potentiel centrale spéciale, dans 

l’espace-phase non-commutatif à deux dimensions (NC 2D : RSP), de la forme [16-17] : 

     
 

r

rTb
rrTarV

r

b
arrV

,
,   

Avec  a  et b  sont les paramètres du potentiel de Cornel, T  représente la température et r  la 

distance relative entre les deux quarks (quark et antiquark) qui constituent le méson. 

I.2. Rappelle sur la structure de la mécanique quantique ordinaire : 

    On sait que le début de la physique quantique est connue en 1900, lorsque Planck quantifie 

l’énergie de la lumière sait que le début de la physique quantique est connue en 1900, lorsque 

Planck quantifie l’énergie de la lumière  hE   d’un quanta de Planck 

( secondejoul10.6262,6 34  h ).Actuellement, la mécanique quantique ordinaire est 

formulée sur l’espace commutatif des coordonnées de variable et le moment canonique des 

opérateurs hermétiques , suivants [1-2] : 

 
 
 













0,

0,

,

ji

ji

ijji

pp

xx

ipx 

                                                                              (I.1) 
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 Où   



2

h
  et   sont la constante de Planck réduite et le symbole ordinaire de Kronecker, 

la quantification satisfaite par les deux principes concernant l’énergie el l’impulsion  E  et 

ip : 

ii
xi

p

t
iE















                                                                               (I.2) 

On sait que, l’énergie d’une particule de masse   soumise à des forces produites par un 

potentiel  trV , , en mécanique classique est donnée par : 

 trV
p

E ,
2

2




                                                                          (I.3) 

Maintenant, si on applique les deux principes de quantification canonique présentés dans 

l’équation (I.2), on trouve : 

     
t

tr
itrtrV















,
,,

2

2





                                                           (I-4) 

Où   est le laplacien, en deux dimensions prend l’expression suivante, en cordonnée 

cartésienne : 

       
2

2

2

2

yx 







                                                                                  (I-5) 

         L’équation (I.4) connue par l’équation de Schrödinger dans l’espace-temps ordinaire, 

basée sur les postulats présentés par (I.1).  tr,   tr,  Est la fonction complexe d’onde, qui 

détermine la probabilité de trouver la particule à l’instant t dans un surface rd 2

 
entourant le 

point r  [1-2] : 

  rdtrdP 2
2

,                                                                       (I-6) 
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         Avec rdrdrd 2
. On peut transformer la fonction complexe d’onde  tr,  dans 

l’espace d’impulsion  tp,  par transformation de Fourrier et on détermine la probabilité de 

p par : 

    pdtppdP 2
2

,                                                                    (I-7) 

    Avec pdpdpd 2
 Ce qui donne les relations d’incertitude de Heisenberg : 

 














2

2





y

x

py

px

                                                                                 (I.8) 

        Une valeur très importante caractérise la mécanique quantique ordinaire, connue par la 

valeur moyenne d’un opérateur Â  noté par a , prend les deux expressions dans le cas à deux 

et trois dimensions, respectivement :  

   

   







rdtrAtra

rdtrAtra

3
*

2
*

,ˆ,

,ˆ,
                                                                         (I.9) 

Avec l’élément de volume ddrdrrd 23  . Le vecteur densité de courant de probabilité  

 trJ ,


 est donnée par [1-2] : 

    *

2
,

mi
trJ


                                                             (I.10) 

On peut aller à la forme locale de l’équation de continuité ;  

    0,, 



trJtr

t


                                                                          (I-11) 

  Où    2

,, trtr   traduit la densité de probabilité ; elle est parfaitement semblable à 

l’équation de conservation de la charge.  En mécanique quantique le moment angulaire 

global J

 est la somme des deux moments angulaire L


 et le moment de spin S


, donc [1-2] : 

SLJ


                                                                          (I.12) 
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Ce qui permet de trouver le couplage spin-orbite SL

 de la façon suivante : 

][
2

1 222 SLJSL


                                                               (I.13) 

Les valeurs propres des opérateurs 22,LJ


 et 2S


 en mécanique quantique  1 c  : 







)1(

)1(

)1(

2

2

2

ssS

L

jjJ








                                                                       (I.14) 

Les relations (I.13) et (I.14) permettent d’obtenir : 

 )]1()1()1([
2

1
ssjjSL 

                                              (I.15) 

Pour 1


S , on a 11  ljl , donc on peut déduire pour une particule bosonique comme 

le méson, les trois valeurs possible 1  lj  , lj  et 1 lj  correspondant une trois 

polarités. 

I.3. La structure quantique de l’espace-phase non-commutatif : 

       L’idée de la non commutativité de l’espace est introduit par W. Heisenberg en 1930 et H. 

Syndre en 1947 [19-20], satisfait par la nouvelle structure algébrique, connue par la règle de 

non commutative commutations relations [21-42] :  

 
 
 

 
 
 





























ijji

ijji

ijji

ji

ji

ijji

ipp

ixx

ipx

pp

xx

ipx













ˆ,ˆ

ˆ,ˆ

ˆ,ˆ

0,

0,

,

                                                          (I.16) 

  Où  Dji ,1,   et D la dimensions de l’espace,   l’espace –temps non commutatif est définie en 

termes d’un ensemble des générateurs (  et ip̂ ) dits coordonnée non commutatif : 

 

 iiii

iiii

pxgpp

pxfxx

,ˆ

,ˆ




                                                                       (I.17) 

Les deux paramètres    ,,, 






 






   sont les deux tenseurs 

antisymétriques induits par la non commutativité position-position et impulsion-impulsion, 
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respectivement. Il est très important de noter les dimensions 






 
  ,  est 

    22
ImpulsionLenngth   respectivement. 

           Dans ce mémoire de master on s’intéresse par l’espace de phase à deux dimensions 

(N=2), donc les indices   prendre les valeurs  2,1,  , dans ce cas particulière, satisfait les 

règles de commutation canonique suivantes : 

   
   
 

 



















1221

1221

1221

2211

ˆ,ˆ

ˆ,ˆ

0ˆ,ˆˆ,ˆ

ˆ,ˆˆ,ˆ









ipp

ixx

pxpx

ipxpx

                                                                             (I.18) 

Où bien de la forme 

   
   

 

 



















12

12

ˆ,ˆ

ˆ,ˆ

0ˆ,ˆˆ,ˆ

ˆ,ˆˆ,ˆ









ipp

iyx

pypx

ipypx

yx

xy

yx

                                                                             (I.19) 

       Il est très important de noter que les relations de commutation dans l’espace non 

commutatif, satisfait par le nouveau produit connus par le produit star. 

 

              I.4.Le produit star : 

     I.4.1.Formule de Moyal-Weyl : 

      Le formalisme   du star-produit introduit par Harman Weyl et Wigner pour permettre une 

description de la mécanique quantique en termes d’espace de phases [23-42] : 

                           (I.20) 

           

Où   représente le produit star dans la mécanique quantique non-commutatif, 

 représente le produit star dans la mécanique quantique et le deuxième terme 
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représente l’effet de la position-position, le troisième terme représente l’effet de la phase-

phase.          

I.4.2.Propriétés du de produit star :  

      Le produit star satisfait les déférentes propriétés suivantes [21-42] : 

 a)-non commutatif : 

                                                      (I.21) 

 Associatif : 

                          (I.22) 

 La relation du complexe conjugué  

                                                (I.23) 

 La relation d’intégrale : 

      (I.24) 

 Permutation cyclique : 

                       (I.25) 

 La règle de Leibniz :    

                                                           (I.26) 

I.5. La Méthode de Bopp’s Shift : 

      Pour écrire l’équation de Schrödinger dans l’espace-phase non-commutatif, on applique 

les étapes suivantes [28-31, 34-42] : 

 On remplace la fonction d’onde ordinaire  tr,  par nouveaux fonction d’onde  tr,ˆ̂ , 

 On remplace l’opérateur d’Hamiltonien ordinaire  ii xpH ,  par le nouvel 

opérateur  ii xpH ˆ,ˆˆ , 

 On remplace l’énergie ordinaire E  par nouveaux valeur ncE , 

 On remplace le produit ordinaire par le produit star. 
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        Les quatre étapes permirent d’obtenteur l’équation de Schrödinger dans l’espace-phase 

non-commutatif 

     trEtrxpH ncii ,ˆˆ,ˆˆ*ˆ,ˆˆ                                                                              (I.27)                                                         

La fonction d’onde  tr,ˆ̂  est peut être écrié : 

    )(ˆˆ,ˆˆ tfrtr                                                                                   (I.28)                            

Cela permit de simplifier l’équation (I.40) : 

     trEtrxpH ncii ,ˆˆ,ˆˆ*ˆ,ˆˆ                                                                 (I.29) 

         La méthode Bopp’s Shift permet de traiter l’équation de Schrödinger déformée (I.27) 

comme une équation ordinaire à condition d’appliquer les deux translations : 

          rErxpH ncii
ˆˆˆ,ˆ                                                                          (I.30) 

Avec l’opérateur d’Hamiltonien  ii xpH ˆ,ˆ  peut être écrit en trois variétés [35-42] : 

   

   

   RS :2D-NCpour      ˆ,
2

ˆˆ,ˆ

RS:2D-NCpour      
2

-ˆ,ˆˆ,ˆ

RSP:2D -NCpour      
2

-ˆ, 
2

ˆˆ,ˆ

i

ij

i

ij

ii

ij

i

ij

i









































ijiii

jiiii

jijiii

xxxppHxpH

pxxppHxpH

pxxxppHxpH







                  (I.31) 

         Avec les notations : R ≡ Real, S ≡ Space et P ≡ Phase, NC ≡ non commutativité et 2D≡ 

deux dimensions. C'est-à-dire, les trois variétés qui correspondent : 

              

















jii

jii

pxxx

xppp

2
-ˆ

2
ˆ

ij

i

ij

i





                                                                     (I.32) 

Et 
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











jii

ii

pxxx

ppp

2
-ˆ

ˆ

ij

i

i

                                                                            (I.33) 

Et 

             












ii

jii

xxx

xppp

i

ij

i

ˆ

2
ˆ


                                                                          (I.34) 

Notation : Notre travail est fait dans l’espace-phase non commutatif a deux dimensions, pour 

cela les commutateurs   et  ji pp ˆ,ˆ  dans les relations (I .16), (I .17), (I .18) et (I.19) sont 

remplacées par les commutateurs  yx ˆ,ˆ  et  yx pp ˆ,ˆ , respectivement : 









y

x

ppyxi

ppxxi

22

11

ˆˆ2

ˆˆ1
                                                (I.35) 

et 

xppypp

pyypxx

xyxx

xy

2
ˆet 

2
ˆ

2
ˆ,

2
ˆ









                                                                 (I.36) 

Avec    1212,,    et le carré de (  et p̂ ) est donné par : 

                  
222 ˆˆˆ yxr         Et  

222 ˆˆˆ
yx ppp                                                  (I.37) 

      La méthode de Bopp’s Shift est considéré comme une conséquence du produit star entre 

l’opérateur du potentiel  et la fonction d’onde complexe : 

                           xxV
m

p
xxV

m

p






























 ˆ
2

ˆˆ*ˆˆ
2

ˆ

0

2

0

2

                                              (I.38) 

 Les deux opérateurs  et  écrits en deux dimension dans l’espace et phase non commutatif 

[35-42] : 

                                                    zz LppLrr   2222 ˆet       ˆ                                         (I.39) 
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Avec 
xyz ypxpL  . 

6. Application sur le potentiel de Cornell modifiée à deux dimensions : 

     

        On applique les notions du président paragraphe sur le potentiel de Cornell modifié 

 
r

b
arrV      

 
r

rTb
rrTarV

,
,   ce potential est réduit dans la condition physique 

 0T à la forme [16-17] : 

   
 

  2,
, Dr

r

b
CrArV

r

rTb
rrTarV cp                              (I.40) 

           Avec       TamTbmTbmA DDD 2/1Det    2/1-aC  ,
2

  ,  TmD
 est la masse de 

Debye. 

 Le terme quadratique de la forme :   2

1 DrrV    est semblable à   l’oscillateur    

harmonique 

 Le terme linéaire de la forme :   CrrV 2
 

 Le terme de Coulomb de la   forme   
r

b
rV 

3
 est    semblable   à l’atome   

d’hydrogène 

        L’opérateur Hamiltonien  ii xpH ˆ,ˆ  correspondant la variété générale du non 

commutativité de l’espace-phase : 

 













  

2
-ˆ, 

2
ˆˆ,ˆ

ij

i

ij

i jijiii pxxxppHxpH


                                       (I.41) 

Dans l’espace de phase non commutatif à deux dimensions (NC-2D : RSP),   l’opérateur 

d’Hamiltonien  ii xpH ˆ,ˆ  est donnée par : 

            r̂V
2

2ˆ
    

2
-ˆ, 

2
-ˆˆ,ˆ

ij

i

ij

i 

















 p
pxxxppHxpH jijiii

       (I.42)  

Avec  rV ˆ  prend l’expression suivant : 
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    2ˆ
ˆ

ˆˆ rD
r

b
rCArVrV cpcp 

                                                          

(I.43)

 

Et le terme cinétique  
2

ˆ 2p
 prend l’expression : 

         
z

L
pp





 222

ˆ 22

                                                                          (I.44) 

Les résultants de l’équation (I.39) permirent de calculer les trois termes ( rC ˆ , 









r

b

ˆ
 

et  2r̂D ) suivant :  

                      

 

 

 2222

2

2

3

ˆ

2
ˆ

2ˆ







OLDDrrDDr

OL
r

C
CrrCCr

OL
r

b

r

b

r

b

r

b

z

z

z







                                           (I.45)  

Donc le potentiel  rV ˆ  prend l’expression suivante, dans l’espace de phase non commutatif a 

deux dimensions (NC-2D : RSP) : 

  zcp LDr
r

b
CrA D

r

C

r

b
rV 









 
232

ˆ
2                                               (I.46) 

    La combinaison   entre deux équations    (I.43) et (I.44) donné   l’opérateur d’Hamiltonien 

 













  

2
-ˆ, 

2
ˆˆ,ˆ

ij

i

ij

i jijiii pxxxppHxpH


  de la façon suivant : 

 










2

2

2
 

2
-ˆ, 

2
ˆˆ,ˆ

232

2
ij

i

ij

i

z
z

jijiii

L
L

Dr
r

b
CrA

p
pxxxppHxpH

D
r

C

r

b




























        (I.47) 
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L’opérateur  













  

2
-ˆ, 

2
ˆˆ,ˆ

ij

i

ij

i jijiii pxxxppHxpH


 est la somme des deux 

opérateurs  ii xpH ,  et  iipert xpH ,,, , qui traduit l’opérateur d’Hamiltonien dans l’espace 

ordinaire à deux dimensions, et le terme additive  iipert xpH ,,, , respectivement : 

               2

2

2
, Dr

r

b
CrA

p
xpH ii 


                                                       (I.48) 

Et 

 





2
,,,

232

z
ziipert

L
LxpH D

r

C

r

b










                                                (I.49) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 14 

Chapitre II : 

Etude de l’équation de Schrödinger pour le potentiel 

de Cornell modifié dans l’espace ordinaire à deux 

dimensions 
II.1. Introduction : 

     Dans ce chapitre on a résumé les solutions de l’équation de Schrödinger pour déterminer 

les fonctions d’ondes, les énergies correspondent à l’état fondamental, le premier état excité et 

l’état excité n pour le potentiel de Cornell modifié à deux dimensions. 

    II.2. Etude de l’équation de Schrödinger pour le potentiel de Cornell modifié dans 

l’espace ordinaire à deux Dimensions : 

      Le potentiel (modified Cornell potential) Où le potentiel de Cornell modifié par la 

température et la distance relative entre le quark et antiquark dans les systèmes des 

Quarkonium, est considéré comme un potentiel purement central, dépend par la distance r , 

physiquement, ce potentiel joue un rôle très important dans l’étude d’un système de 

Quarkonium. Il convient de noter que le potentiel de Cornell est composé par deux termes, le 

terme (
r

b
 ) responsable du processus de l’attractive entre le quark et antiquark et dominante 

dans les distances grand relativement, le terme ( ar ) responsable du processus de répulsive 

entre le quark et antiquark et dominante dans les distances petite relativement. L’expression 

analytique de ce potentiel est donnée par [16-17] : 

     
 

r

rTb
rrTarV

r

b
arrV

,
,                                                (II.1)

 

            Avec a  et b  sont les paramètres du potentiel de Cornell.  rTa ,  et  rTb ,  sont les 

paramètres du potentiel de Cornell modifié dépondent de la température T  et la distance 

relative r  entre le quark et antiquark [16-17] : 

                      
 

 
   

    rTmbrTb

rTm
rTm

A
rTa

D

D

D





exp,

exp1,
                                                   (II.2) 

Où  TmD
 est la masse de Debye et on utilise l’approximation : 
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  
  

 
  

  2
2

0 2!
1

j!
exp rTmO

rTm
rTm

rTm
rTm D

D
D

j

j

D
D 





 





    (II.3) 

Si on remplacé les équations (II.2) et (II.3) dans l’expression du potentiel de Cornell modifié 

(II.1), le potentiel réduit sous la forme : 

  2Dr
r

b
CrArVcp                                                        (II.4) 

Avec  

     TamTbmTbmA DDD 2/1D  and  2/1-aC  ,
2

                              (II.5) 

On peut construit l’opérateur d’Hamiltonien cpH   comme suivant :  

         2

2

2
Dr

r

b
CrA

P
H cp 


                                                  (II.6)   

Où   est la masse réduit de la particule Quarkonium : 

                  
qq

qq

mm

mm


                                                              (II.7) 

Avec qm  et qm  sont les masse de quark et antiquark, respectivement, par exemple 

),,,,( ubsbscbbcc  et bc . L’équation de Schrödinger ordinaire: 

     
t

tr
itrrV

m 

















,
,

2 0

2




                                                       (II.8) 

Pour lé états stationnaire,  la fonction d’onde  tr;  peut etre ecrié de la facon suivant: 

   r
E

itr 










exp;                                                         (II.9)      

L’opérateur Lapaient s’écrit comme suit : 


22

11






















rr
r

rr
                                                                    (II.10) 

Donc l’équation de Schrödinger devient : 
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   


,,
11

2

2

2

2

2

2

rrDr
r

b
CrA

rr
r

rr














































        (II .11) 

Avec E  est l’énergie de la particule quarkonium. Dans les coordonnées polaires  ,r , dans 

l’espace à deux dimensions, la solution stationnaire  r  est donnée par :       

   
 

  im
r

rR
r exp

2

1
,

2/1


                                                      (II.12) 

  Avec lm  ,....,1,0 sont le nombre quantique magnétique et l le nombre quantique 

angulaire.  rR   Est la partie radiale de function d’onde qui satisfait l’équation suivant [17-

18] : 

   
 

 
 rR

r

l
DrCr

r

b
AE

dr

rRd

rU
r

l
DrCr

r

b
AE

dr

rdU

rdr

rUd








 












2

2
2

2

2

2

2
2

2

2

2

4/1
2

2
2

2







                                     (II.13) 

Avec  
 

2/1r

rR
rU  . Le potentiel de Cornell réduit est composé par quatre termes, le premier 

terme est indépendant de la distance relative, le 2-terme  
r

b
rV 2

 analogue Où potentiel 

Colombien potentiel, 3-terme   CrrV 3  le terme linéaire et le dernière terme est analogue à 

l’oscillateur harmonique.  On a basé sur les références [17-18] pour écrier la parité radiale de 

la fonction d’onde normalisée et l’énergie des systèmes  rR mln ,,  et l’énergie lnE ,  , sont 

donnée par dans l’espace-temps à deux dimensions : 

     


























rDr
dr

d
rrDrCrR n

D

D
nn

n

D

D

nlmln
nn

1

2

2
2

2

1

1
2

,, 22exp2exp 1

2

1

2

   (II.14) 

ET [16] : 

2

43

2

32

3

24
8

4/1
2

2
4121

83
2

63





































 


























DCN

ln

b
DC

DC
AEnm (II.15) 
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Avec 









21

63




DC
AED nn  , 








 b

DC
D

322

83


   et nlC  constant de 

normalization.  /10 r  Est caractérise le diamètre du méson étudié. n  Est le nombre 

quantique principal. 

       Pour 2N  , la fonction d’onde normalisée et l’énergie des systèmes sont réduit à la 

forme :    

        imrDr
dr

d
rrDr

C
r n

D

D
nn

n

D

D

nl nn exp22exp2exp
2

, 1

2

2
2

2

1

1
2 1

2

1

2






























 (II.16) 

 

Et : 

  
2

43

2

32

3

24
8

4/12/14121

83
2

63


































 DC
mn

b
DC

DC
AEnm

     (II.17) 

Pour l’état fondamental la fonction d’onde normalisée et l’énergie des systèmes sont réduit à 

la forme : 

     




















rDrrDr
C

r
D

D

D

D

10

2

2

10

1
200 22exp2exp

2
, 10

2

10

2

              (II.18) 

 

Et : 

2

43

32

300

24
8

1

83
2

63


































 DC

b
DC

DC
AE                                             (II.19) 

Avec 









2010

63




DC
AED . Pour le premier état excité, la fonction d’onde 

normalisée et l’énergie des systèmes sont réduit à la forme : 

        imrDr
dr

d
rrDr

C
r

D

D

D

D

nl exp22exp2exp
2

, 11

2

2
2

2

11

1
2 11

2

11

2






























 (II.20) 
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Et : 

  
2

43

2

32

31

24
8

4/12/1413

83
2

63


































 DC
m

b
DC

DC
AE m

   (II.21) 

Avec 









2111

63




DC
AED m . 

II.2.1 Les moments cinétiques à deux dimensions : 

En mécanique quantique, les moments classée en trois familles [1-2] : 

- Le moment cinétique orbital noté par L  

- Le moment de spin, noté par S  

- Le moment total LSJ   

Le moment cinétique orbital L  définie par : 

prL


                                                                                  (II.22) 

Les composants cartésiennes est donnée par : 


















pypxL

pxpzL

pzpyL

L

xyz

zx
y

yzx

0

0


                                                              (II.23) 

 Et         

   

     













yllyL

ymyL
l

m

l

m

l

m

l

mz





22 1
                                                              (II.24) 

Avec   1,0  nl   et lml  . Les moments orbitaux et de spin commutent entre eux, il 

reste : 

  122 llL 


                                                                             (II-25) 

 












mjmmjJ

mjjjmjJ

z ,,

,1, 22






                                                                   (II.26) 
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Chapitre III : 

Nouveau traitement de l'équation de Schrödinger 

pour le nouveau potentiel de Cornell modifié dans 

l'espace phase non commutatif à deux dimensions 

  III.1 Introduction : 

        L’objectif de ce chapitre, est l’étude de l’équation de Schrödinger modifiée pour le 

nouveau potentiel de Cornell modifié dans l’espace phase à deux dimensions, qui peut être 

appliquée pour étudier : 

 Les atomes hydrogéniques sous l’influence des champs extérieurs. 

 les interactions entre les quarks et l’anti quarks dans les mésons. 

Dans l’espace de phase non commutatif à deux dimensions en utilisant la méthode Bopp’s 

Shift et le théorème de perturbation indépendant du temps pour trouver les corrections des 

énergies correspondant aux état fondamental, le premier état excité et états excité n. 

 

III.2.L’opérateur d’ Hamiltonien pour le nouveau potentiel de Cornell modifié dans 

l’espace de phase non commutatif à deux dimensions (NC : 2D-RSP) : 

       Pour étudier l’équation de Schrödinger modifiée pour le nouveau potentiel de Cornell 

modifié en l’espace phase non commutatif à deux dimensions, la première étape est l’écriture 

cette équation dans l’espace-phase non commutatif à deux dimensions [22-42] : 

  
























 rErxpH cpnciicpnc
ˆˆˆ,ˆˆ                                                (III-1) 

Tel que : 

 L’opérateur  iicpnc xpH ˆ,ˆˆ
  noté a l’ Hamiltonien dans l’espace- phase non commutatif 

à deux dimensions, 
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 











r̂  noté à la fonction d’onde complexe dans l’espace de phase non commutatif à 

deux dimensions, 

 cpncE   noté à la l’énergie produit par le nouveau potentiel de Cornell modifié dans 

l’espace - phase non commutatif à deux dimensions, 

 Le symbole   est noté de la produit étoile. 

L’opérateur  iicpnc xpH ˆ,ˆˆ
  peut être traité en trois modèles physiques [31-42] : 

 

 

 

 

 









































































RP)-2D :(NCfor                    ˆ;
2

ˆˆ

RS)-2D :(NCfor                        
2

ˆ;ˆˆ

RSP)-2D :(NCfor      
2

ˆ;
2

ˆˆ

,ˆ

ˆ,ˆˆ

ˆ,ˆˆ

ˆ,ˆˆ

ixixjx
ij

ipipH

jp
ij

ixixipipH

jp
ij

ixixjx
ij

ipipH

ixipH

iicpnc

iicpnc

iicpnc

cp

xpH

xpH

xpH







 (III-2) 

 Le premier modèle correspondant  













 jp

ij
ixixjx

ij
ipipHixipcpncH

2
ˆ;

2
ˆˆˆ,ˆˆ


, 

cela signifie que la déformation est appliquée sur l’espace et la phase, 

 La deuxième   modèle correspondant  













 jp

ij
ixixipipHixipcpncH

2
ˆ;ˆˆˆ,ˆˆ



, cela 

signifie que la déformation est appliquée sur l’espace, 

 La troisième modèle correspondant  













 ixixjx

ij

ipipHixipcpncH ˆ;
2

ˆˆˆ,ˆˆ


, cela 

signifie que la déformation est appliquée sur la phase. 

   L’équation de Schrödinger modifiée peut être traité par la méthode de Bopp’s shift, cette 

méthode permet d'utilisé les mécanismes le produit ordinaire avec des translations appliqué à 

la nouveau potentiel de Cornell modifié et le terme cinétique, les deux commutateurs, qu'ils 

décrivent les déformations de l’espace et la phase deviennent : 
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   ixx ˆ,ˆ et    ipp ˆ,ˆ                                               (III-3) 

1. Avec, les deux opérateurs ( x̂ et p̂ ) sont donnée par :  

































xpp

pxx

2
ˆ

2
ˆ

                                                            (III-4) 

    Avec les indices  2,1,  .  L’équation de Schrödinger modifiée, ce réduite a la forme 

suivant : 

     rErxpH cpnciicp


 ˆ,ˆ                                                      (III-5) 

Avec, L’opérateur d’Hamiltonien  iicp xpH ˆ,ˆ , qui correspondant le premier modèle prendre la 

forme : 

   rV
p

xpH cp
ˆ

2

ˆ
ˆ,ˆ

2




                                                 (III-6) 

Le nouveau potentiel de Cornell modifié dans l’espace (NC : 2D-RSP) prendre la forme 

suivant : 

                                 2ˆ
ˆ

ˆˆ rD
r

b
rCArVrV cpcp                               (III-7) 

On basé, sur les références de notre encadreur Prof. A. Maireche [34-43], nous avons discuté 

dans le premier chapitre, les deux opérateurs  2r̂  and 2p̂  dans l’espace phase non-

commutatif à deux dimensions :  

 

 
 
 22ˆ2

  ˆ

2

2222
















OLppp

OLrrr

z

z
                                                  (III-8) 

Avec Les trois composantes du moment cinétique sont donnée par : 















0

0

0

xyxz

zxy

yzx

yppL

xpzpL

zpypL

                                                                 (III-9) 

L’équation présentée par (III-8) permettre de trouver les termes : 
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 

 

 




















2222

2

2

3

ˆ

2
ˆ

2ˆ







ODLDrrDDr

OL
r

C
CrrCCr

OL
r

b

r

b

r

b

r

b

z

z

z

                                           (III-10) 

Ces résultats récents permettre de donnée la nouvelle forme du nouveau potentiel de Cornell 

modifié dans l’espace phase non commutatif a deux dimensions : 

   

   
     






































 









 22

2

2

2ˆ

ˆ

2

2

,
,

232

z

zcpcpnccp

Lpp

LrVrV

p

r

rTb
rrTarV D

r

C

r

b

         (III-11) 

C’est à dire que le nouveau potentiel de Cornell modifié dans l’espace phase non 

commutatif à deux dimensions est la somme de deux parties principales, la première  rVcp  est 

le potentiel de Cornell modifié dans l’espace ordinaire à deux dimensions et l’autre partie 

zLD
r

C

r

b









 
232

 est la contribution de la déformation produite par la non-commutativité 

de l’espace. 

     L’opérateur d’Hamiltonien dans l’espace phase non commutatif à deux dimensions est la 

somme du nouveau potentiel de Cornell modifié dans l’espace phase ordinaire et la parie de 

terme cinétique dans l’espace phase non commutatif à deux dimensions : 

      ,,cp-pert,ˆ,ˆ  rHxpHxpH cpcpnc                                  (III-12) 

Avec   xpHcp ,  et   ,,cp-pert rH  sont donnée par, respectivement : 

  2

2

2
, Dr

r

b
CrA

p
xpHcp 




                                                 (III-13) 

Et 

  
















  

2
,

2

2

,,
232

p 





 OrH
z

zcpert

L
LD

r

C

r

b
                                 (III-14) 
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L’opérateur   xpHcp ,  décrié L’Hamiltonien dans l’espace ordinaire à deux dimensions et  

  ,,p rH cpert  est produit par les deux déformations de l’espace et la phase.  On remarque que 

l’opérateur   ,,p rH cpert  proportionnel avec deux paramètres   and  . 

III.3. Le spectre énergétique produit par le nouveau potentiel de Cornell modifié en (NC : 

2D-RSP) : 

  Nous avons observé que l’Hamiltonien perturbé   ,,p rH cpert  est proportionnel au deux 

paramètres infinitésimale   ,  et cela signifie que   ,,p rH cpert  prend une valeur très petite 

par rapport à la partie principale   xpH cp , , donc on peut appliquer le théorème de 

perturbation indépendant du temps pour obtenir les modifications exacte d’énergie percpE   au 

premier ordre en   , . L’énergie totale dans l’espace-temps non commutatif  cpncE   est la 

somme de l’énergie correspondant à l’espace ordinaire nmE  et les corrections 
perncE 

 : 

percpnmannc EEE                                                 (III-15) 

Le théorème de perturbation permet d’obtenir les corrections au premier ordre de la façon 

suivante : 

  nHnE rpercp  ,,cp-pert                                             (III-16) 

On peut récrire l’équation (III-16) sous la forme : 

      
















 




 rdrdrD

r

C

r

b
rmE percp ,

222
,,

3

*                 (III-17) 

    Avec  rdrdds   représenté l’élément de surface en coordonnées polaires  ,r . La 

fonction d’onde  ,r  est présentée au chapitre II du mémoire.  Donc, on peut écrire 

l’équation (III-17), de la forme : 

      


 























2

0

3

*

222
, 




 drdrrRD

r

C

r

b
rRmE pernc                             (III-18) 
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Avec  rR  est la partie radiale de fonction d’onde. On remplace la partie radiale de la fonction 

d’onde )(rR  dans équation (III-18) on obtient la correction sur l’énergie d’un quarkonium 

particule : 

     
 

 
























































0

3

2

1

2

2
2

2

1

1
2

2

2

,
222

22exp22exp, 1

2

1

2

drD
r

C

r

b
rDr

dr

d
rrDrmCE n

D

D
nn

n

D

D

lnpercp
nn




    (III-19)  

On peut écrier l’équation (III-19) sous la forme : 

      








 


 4

3

1

2

,
2

, TTCE
i

ilnpercp



                                                   (III-20) 

Avec les quatre  termes  4,1iTi  sont  donnée par : 

   

   

   

    drrDr
dr

d
rrDrmT

drrDr
dr

d
rrDrmDT

drrDr
dr

d
rrDr

C
mT

drrDr
dr

d
rrDr

b
mT

n

D

D
nn

n

D

D

n

D

D
nn

n

D

D

n

D

D
nn

n

D

D

n

D

D
nn

n

D

D

nn

nn

nn

nn









 

 

 

 











































































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
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







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






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


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












































0
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1

2

2
2

2

1

1
2

2

4

0

2

1

2

2
2

2

1

1
2

2

3
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1

2

2
2
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1

2
2
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2

2

1
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1
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 (III-21) 

Pour l’état fondamental, les expressions du 4-facteurs  4,1iTi  peut être simplifié sous la 

forme : 

   

   

     nDDnDTdrrrmDDDnDT

drrr
C

mDDnCT

drrr
b

mDDnbT

124

0

0

1

1023

0

0

11

1022

0

0

13

1021

,,0exp,,0,

exp
2

,,0,

exp
2

,,0,

0

0

0





































      (III-22) 

Avec 









2010

63




DC
AED , 100 22 D  et

10

2
0

2

2

D

D
 . Pour obtenir les résultants 

d’intégrales, ont appliqué l’intégrale spéciale suivant [44] : 
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Avec    est la fonction Gamma et (   0lRe    et  0lRe  . Ce qui permit de trouver les 

résultats suivant : 
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Ce qui permit d’obtenir les corrections   ,,0 nE percp   on fonctions des paramètres 

  ,  et les paramétrées de potentiels b, C et D : 

   pncsnclnpercp TTmCE   
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,,                                          (III-25) 

Avec sncT  et pncT   sont donnée par : 
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Pour le premier état excité, les expressions du 4-facteurs  4,1iTi  peut être simplifié sous 

la forme : 
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On peut simplifier : 
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Et aussi autre simplifications : 
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Et aussi autre simplifications : 
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Avec 
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obtenir les résultants d’intégrales, ont appliqué l’intégrale spéciale présente dans l’equation 

(III-23), on obtient : 
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Ce qui permit d’obtenir les corrections   ,,1 nE percp   on fonctions des paramètres   ,  

et les paramétrées de potentiels b, C et D : 

   pncsnclnpercp TTmCnE   
2

,,,1                                      (III-32) 

Avec sncT  et pncT   sont donnée par : 
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Ce qui permit d’obtenir les corrections correspondent l’état excité n, noté par   ,,nE percp   

on fonctions des paramètres   ,  et les paramétrées de potentiels b, C et D : 
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Avec sncT  et pncT   sont donnée par : 
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L’énergie   ,cpncE   de l’état excité n dans l’espace-phase -non commutatif a deux 

dimensions produit par l’effet de la non-commutativité de l’espace et la phase, est la somme 

de l’énergie mnE ,  (donnée par (II.17) de l’état excité n dans l’espace-temps-ordinaire et les 

modifications non commutatif, qui déterminé par l’équation (III-33) : 
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      Et l’opérateur d’Hamiltonien cpncH 
ˆ  correspondant peut être représenté par la forme 

suivant : 
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      L’expression d'énergie corrigée   ,,nE percp  est produite sous l'effet d'un champ 

magnétique sur le système de quarkonium. Ainsi, on peut dire qu'une étude le système de 

quarkonium dans l’espace phase non commutatif a deux dimensions donne au moins une autre 

valeur d'énergie générée par l'effet de Zeman en plus de la valeur de l’énergie quarkonium 

dans l’espace quantique ordinaire. 

      Notez clairement que les nouveaux niveaux d'énergie deviennent dégénérés, chaque 

niveau d'énergie devient 12 l  niveaux, c'est à cause de l'effet automatique produit par 

l’influence de l’effet Zeeman modifié. 
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Conclusions et interprétations Physique 

  A travers ce mémoire de master en filière physique, spécialité théorique : Promotion 2018-

2019 : 

Nouveau traitement de l'équation de Schrödinger pour le nouveau potentiel de Cornell 

modifié dans l'espace de phase non commutatif a deux dimensions 

      Le but de ce mémoire est l’étude d’un système physique comme les mésons qui sont 

composées par des quarks et des antiquarks dans le cadre de l’équation de Schrödinger 

modifiée pour le nouveau potentiel de Cornell modifié, en géométrie non commutatif à deux 

dimensions. 

      Dans le premier chapitre, nous avons représenté les formalismes mathématiques et 

physiques de l’espace-phase non commutatif à deux dimensions, et on a appliqué ces 

principes sur les quarkoniums sous l'influence du nouveau potentiel de Cornell modifié. 

      Dans le deuxième chapitre, nous avons révisé l'effet potentiel de Cornell modifié sur le 

système d’un quarkonium en se basant sur [17-18]. 

   Dans le dernier chapitre, nous avons étudié l’effet du non commutativité de l’espace phase à 

deux dimensions, en appliquant la méthode de Bopp shift du premier ordre dans les 

paramètres de non commutativité   et , les modifications sur l’énergie sous la forme : 

      npncnsnclnpercp DDnbTDDnDCbTmCnE 1212

2

, ,,,,,,,,,,1     

L’énergie   ,cpncE   de l’état excité n dans l’espace phase non commutatif a deux 

dimensions produit par l’effet de la non-commutativité de l’espace et la phase, est la somme 

de l’énergie mnE ,  (donnée par (II.17) de l’état excité n dans l’espace-temps-ordinaire et les 

modifications non commutatif, qui déterminé par l’équation (III-34) : 
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     L’expression d'énergie corrigée   ,,nE percp  est produite sous l'effet d'un champ 

magnétique sur le système de quarkonium. Ainsi, on peut dire qu'une étude du système de 

quarkonium dans l’espace de phase -non commutatif à deux dimensions donne au moins une 

autre valeur d'énergie générée par l'effet de Zeman en plus de la valeur de l’énergie 

quarkonium dans l’espace quantique ordinaire. 

       La limite    0,0,   permet d’obtenir tous les résultants de l’espace ordinaire à deux 

dimensions pour le potentiel étudiés. 

Espace non commutatif pour le nouveau potentiel de Cornell modifié  Espace ordinaire 

pour potentiel de Cornell modifié + L’effet de Zeeman  
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     In this work, of master memory, in theoretical physics, (2018/2019), we have studied  the 

Schrödinger equation with new modified Cornell potential by the temperate and the relative distance 

between quark and antiquark in noncommutative two dimensional spaces and phases by applying the 

Bopp's shift method to first order in the noncommutative parameters ( , ), instead of using the star 

product method. The corrections of energy levels obtained by applying standard perturbation theory 

for quarkonium systems, it has been observed that the obtained energy spectra was changed radically, 

and replaced by degenerate new states, depending on the discrete quantum atomic number m  , these 

results produced from self-Zeeman effect. 

Keywords: Star product, noncommutative space and phase, Cornell potential. 

Paces number(s): 11.10.Nx, 32.30-r, 03.65-w. 

 ملخص

ت تأثير كمون يسمي تح رشرود ينغ(. درسنا معادلة 2018/2019في هذا العمل الخاص بمذكرة الماستر في الفيزياء النظرية )        

 اللاتبادلي الفضاءفي  نظام الكواركونيومي فك ومضاد الكوارك بين الكوار والبعد النسبيبسبب درجة الحرارة  الكمون الجديد المعدل

.  ),(د الموافقة للح   جائاعتمدنا النتبدلا من الحل المباشر الناتج عن الجداء النجمي.  oppB بتطبيق مبدأ الطور يوثنائ البعد نائيث

طبيق بت سمحيوهذا وجدنا الكمون الناتج عن خواص الفضاء يحتوي على حد جديد متناهي في الصغر بالمقارنة مع الحد الرئيسي 

ن عتلف جذريا يها تخحيث أن النتائج المحصل عل لأنظمة الكواركونيوم نظرية الاضطرابات المستقرة. قمنا بحساب الطاقات الجديدة.

 لتأثيره فيزيائيا نتيجة هذا التوالد في مستويات الطاقة يمكن تفسير  mمغناطيسي  كمي ومتعلقة بعدد وأصبحت متوالدةالنتائج الأصلية 

 .الذاتي-مفعول زيمان

 كورنل. الطوري وكمون-البعدي  الكلمات المفتاحية: الجداء النجمي. الفضاء اللاتبادلي
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