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Introduction

Les idées de transitivité et d’ordre sont des concepts fondamenteaux dans une grande
variété de Mathématiques. Cependant, les structures mathématiques, ont parfois utilisé le
concept de relations non-transitive, pour assurer certaines applications, ou pour des raisons
purement mathématiques.

Un pseudo-ordre est une relation réflexive et antisymétrique, mais pas nécessairement
transitive, il a été introduit par Skala en 1969 [Ska69]. Puis en 1971, elle a remarqué que
pour un pseudo-ordre nous pouvons définir les bornes supérieures et les bornes inférieures
de méme fagon qu’un ordre [Ska71] [Ska72]. Avec cette approche, nous pouvons généraliser
aux trellises et trellises complets d’une maniére analogue presque tous les théorémes de base
et les théoremes de caractérisations des lattices complets, ce qui démontre la superfluité de
la transitivité (ou 'associativité).

Dans ce mémoire on s’intéresse a I’étude de quelques propriétés des ensembles pseudo-
ordonnés et trellises et chaque fois on essaye de donner des exemples surtout dans le cas
fini. Aussi, nous essayons d’expliquer et de détailler quelques résultats de base et certains
théorémes de caractérisations des lattices et des lattices complets généraliseses aux trellises.
Comme cas particulier, nous donnons un countre exemple (Exemple 3.2) qui prouve qu'un
trellis fini n’est pas forcément un trellis complet.

Notre mémoire est composé d’une introduction et trois chapitres.

Dans le premier chapitre de ce mémoire, nous donnons quelques rappels sur les ensembles,
les ensembles ordonnés, les lattices et lattices complets.

Le second chapitre de ce mémoire porte sur les notions de base des ensembles pseudo-
ordonnés et trellises. Ensuite, nous donnons quelques exemples et propriétés, tels que les
axiomes de linéarité, Trellises comme structures algébriques, ...etc.

Enfin dans le chapitre 3, aprés des brefs rappels sur les théorémes de caractérisations des

lattices complets, on se propose d’étudier avec des exemples, des explications et des preuves



détaillés les théorémes de caractérisations des trellises complets.



Chapitre 1

Généralités sur les ensembles

ordonnés

Dans ce chapitre, nous donnons quelques définitions de base concernant les ensembles, les
ensembles ordonnés, les lattices et lattices complets. Pour plus de détails on peut consulter

[BoN84], [BIr67], [BLY05], [BrI03], [CLMO07], [DPO2], [POUZET], [SCHO2].

1.1 Ensembles

1.1.1 Eléments des ensembles

Définition 1.1 Un ensemble est une collection non ambigue d’objets tous distincts, appelés
éléments de l’ensemble.

Pour dire que a est élément d’un ensemble A, On écrit a € A, dans le cas contraire, on
écrit a ¢ A

Un ensemble peut étre écrit:

En extension: On donne la liste de ses éléments. Par exemple, si a1, as,as, ....a, sont les

éléments de l'ensemle A, on écrit:

A= {al,ag,ag, CLn}

En compréhension: On donne la ou les propriétés qui caractérisent ses éléments. Par
exemple, si les éléments de l’ensemble B satisfaisons les propriétés P, P, ...., P, alors

I’ensemble B est défini par:



B ={x /| x satisfait Py, Ps, ..., P, }.
Le symbole " /" signifie le sens de <<tels que>>.

Définition 1.2 L’ensemble vide noté () ou {} est I’ensemble qui ne contient aucun élément.
Le Cardinal d’un ensemble A, noté Card (A) est le nombre d’éléments de A. On le note aussi
parfois |A| ou #A

Un ensemble A est dit fini lorsque le nombre d’éléments qui le composent est entier naturel.

Un ensemble qui n’est pas fini est dit infini.

Ezxzemple 1.1 Soit A ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Il peut aussi étre défini en compréhension

comme suit:

A={zreN /0<z <9}

A est fini (Card(A)=10).

1.1.2 Ensemble des parties d’un ensemble

Définition 1.3 Soit A un ensemble. Les sous ensembles de A forment un ensemble appelé
ensemble des parties de A et noté P(A). Ainsi E € P(A) signifie que E C A. L’ensemble
vide est un sous-ensemble de tout ensemble. Un ensemble constitué des ensembles est appelé
une famille d’ensembles. Par exemple, une famille d’ensembles contenant des ensembles
Ay, Ay, .. A, est représenté par:

{A; /i € I} ou i est un indice et I 'ensemble des indices.

Si A ={a,b,c}, alors |A| =3

P(A) ={¢ {a},{b},{c}.{a, b}, {a, c} . {b,c}, {a,b,c}}

|P(A)] =23 =8.

Théoréme 1.1 Si A est fini et card(A)=n alors card P(A) = 2".

1.1.3 Fonction caractéristique

Définition 1.4 Soit X, un ensemble non vide et A un sous-ensemble de X. On définit la

fonction caractérstique de A, notée x 4, Uapplication définie par:



{1 si et seulement sixz € A

z = Xal?) = 0 si et seulement si v ¢ A

1.1.4 Operations algébriques sur les ensembles

e L’inclusion

On dira qu’un ensemble A est inclus dans un ensemble B, ou encore que A est un sous-

ensemble ou une partie de B si:

Vee X,(r € A) = (x € B)

On écrit alors A C B
Si les relations suivantes sont satisfaites entre les deux ensembles A et B, A C B et
A # B, alors B a des éléments qui n’appartiennent pas a A.
Dans ce cas, A est appelé un sous-ensemble propre de B, et cette relation est désignée

par:
ACB
o L’égalité d’ensembles

Deux ensembles A et B qui contiennent les mémes éléments sont dits égaux, et on écrit

A=B

A=B<«< ACBetBCA

Dans le cas contraire on dit qu’ils sont distincts et on note A # B.



o La différence

La différence de B et A, noté B — A ou B \ A, est constitué des éléments qui sont dans

B, mais pas dans A. C’est-a-dire:
B-—A={zx/xeB, x¢ A}
e Le complément
Soit A un sous-ensemble de 'ensemble référentiel X. Alors le complément de A, noté A

(ou A°), est 'ensemble des éléments qui appartiennent & X mais n’appartiennent pas a A.

De facon plus concise nous écrivons:

A=X—-A={re X tel quex ¢ A}.

Le complétent d’ensemble est toujours involutif, c’est -a-dire: A=A
Le complément d’un ensemble vide est I'ensemble référentiel. (& = X).

Le complément de 'ensemble référentiel est 'ensemble vide. (X = @).
e L’intersection

L’intersection A N B se compose des éléments communs aux deux ensembles A et B.

ANB={x|x € Aetx € B}.

L’intersection peut étre généralisée entre les ensembles dans une famille d’ensembles

ﬂAi ={x/x € A;,Y €1} ou{A;|i€ I} est une famille d’ensembles.

el
L’intersection entre l’ensemble A et ’ensemble référentiel X égale 8 A ( AN X = A).
L’intersection de A et de ’ensemble vide & est ’ensemble vide AN@ = .

L’intersection de A et de son complémentaire est I’ensemble vide.

ANA=0.

Lorsque deux ensembles A et B n’ont rien en commun, c’est -a-dire AN B = &, alors A

et B sont dits disjoints.



e L’union

L’union des ensembles A et B est ’ensemble des des éléments qui appartiennent & A ou

abB

AUB={z /x € Aouz € B}.

L’union pourrait étre entre plusieurs ensembles. Par exemple, la réunion des ensembles
de la famille suivante peuvent étre définis comme suit.
UAi = {z/x € A; pour certains i € I} ot la famille d’ensembles est {A;; € I}. L'union

icl
de ’ensemble A et 'ensemble référentiel X est réduite a X

AUuX =X.

L’union de ’ensemble A et ’ensemble vide & est A.

AUg = A.

L’union de I’ensemble A et son complémentaire est ’ensemble référentiel.

AUA=X.

L’union et l'intersection possédent les propriétés suivantes:

Propriétés 1.1 Soit X un ensemble non vide et A, B, C' € P(X), alors

i) ANB=BNAet AUB=BUA, (commutativité);

i) AN(BNC)=(ANB)NCet AU(BUC)=(AUB)UC, (associativité);

i) AUA=Aet ANA=A, (idempotence);

iv) AU(ANB)=Aet AN(AUB)=A, (absorption);

iiv) AN(BUC) = (ANB)U(ANC) et AU(BNC) = (AUB)N(AUC), (distributivité).



1.2 Relations binaires

1.2.1 Produit cartisien

Définition 1.5 Soit A et B deux ensembles non vide, le produit des deux ensembles ou le

produit Cartisien A X B est défini par:

Ax B={(a,b) \ ac Abe B}

Le concept du produit cartisien peut étre généralisé a n ensembles. Pour un nombre
arbitraire des ensembles A1, Ao, ..., A, Uensemble de

tous les n-uplets (ay, ..., a,) tels que: a; € Ay, ay € Ay, ..., a, € A, est dit produit Cartisien
noté Al X A2 X ... X An ou HAZ
i=1

Au liew de Ax A et Ax Ax Ax ..x A, on peut écrire A% et A™.

Définition 1.6 Soient X etY deux ensembles non vides, une relation binaire R entre deux
ensembles X etY est une partie de X x Y. Pour (z,y) € R C X XY on dit que x est en

relation avec y et on note cela xRy.

Définition 1.7 Une relation binaire R sur un ensemble non vide X est une partie de X x X.

Dans ce cas on dit que R est une relation sur X.

Exemple 1.2 Soient X =7 ,Y =N et
R ={(0,0),(-1,1),(1,1),(—-2,4),(2,4),...}.

={(z,2%) |z € Z}.
1.2.2 Opérations sur les Relations

Dans la section précédente on a défini la relation R comme un ensemble. C’est-a-dire R est
un ensemble qui contient des couples ordonnés (z,y) ou = € X et y € Y. Si on suppose
R et S Soient deux relations définies sur X x Y, ces relations ont les opérations de 1 union,

I'intersection, I'inverse et la composition.
e L’union des relations

T = RUS est dit 'union de R et S, si (x,y) € T ssi (z,y) € R ou (x,y) € S.



e L’intersection des relations

I = RN S est dit I'intersection de R et S, si

(x,y) € I ssi(z,y) € Ret (z,y) € 5.
e Complement d’une relation

X XY représente toutes les relations possibles qui peuve se trouver entre deux ensembles.

Rou R={(z,y) € X xY / (z,y) ¢ R}

C’est-a-dire: Si (v,y) ¢ R, ssi (z,y) € R

Rou R est dit le complément de la relation R.
e Relation inverse

Soit R une relation de X a Y. Son inverse R~! est definie par:

R'={(y,2)eYxX /(r,y) €ER, v€X, yc Y}
e Composition

Soit R une relation entre X et Y et S une relation entre Y et Z. T" est dit la composée de

RetS.

RCX XY SCYxZ

T'=SoRCXxZ

T={(z,2)/Jxre X, yeY, 2€ Z,(z,y) €R,(y,2) €S

Soit R une relation sur I’ensemble X. La composition de R et R s’écrit R o R ou R?. R" est

la composition n™¢ de R.



1.2.3 Propriétés des relations
Soit R une relation binaire sur un ensemble X, pour tous x,y,z € X, R est dite:
o Reéflexive si: xRx. c-a-d. Chaque élément est en relation avec lui-méme.

e Symétrique si: 1Ry = yRx.(Cest-a-dire, si z est en relation avec y alors y est

en relation avec ).

e Transitive si: [vRy et yRz] = xRz.(Cest-a-dire, si x est en relation avec y et y

en relation avec z, alors x est en relation avec z).

e Antisymétrique si: [zRy et yRr] = x =y. (Cest-a-dire, si deux éléments sont

en relation I'un avec l'autre, ils sont égaux).

1) — Soit R une relation binaire sur un ensemble X tel que:

X ={a,b,c} et R={(a,b),(a,c),(b,c),(ba),l(ca),(cb),(a,a),(bb),(c,c)}. Alors R est

réflexive, symétrique, non antisymétrique et transitive.
2) — Soit R une relation binaire sur un ensemble X tel que:

X ={a,b,c,d} et R={(a,b),(a,c),(bc),(ba),(ca),(cb)}. Alors R est n’est pas réflex-
ive, symétrique, non antisymétrique et transitive.
3) — Soient X = Z et la relation xRy <= |z —y |< 1, alors R est réflexive, symétrique,

non antisymétrique et non transitive.

1.3 Ensembles Ordonnés

Cette section est consacré a la notion d’ordre et des vocabulaires de base qui leur associé.
On présente ensuite les tables, le réseau et le diagramme de Hasse associés a un ensemble

ordonné.
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1.3.1 Relation d’ordre

Définition 1.8 Une relation binaire O sur un ensemble X est un ordre sur X si elle est
Réflexivité: pour tout v € X, xOx, Antisymétrie: pour tout x,y € X, (xOy et yOx

— 1z =y), Transitivité : pour tout x,y,z € X, (zOy et yOz — z20z).

L’ordre O est dit total sil est tel que, pour tous z,y € X, xO%% implique yOz, (Ce qui
équivalent a dire: Vz,y € X, xOy ou yOz. Un ensemble ordonné est un couple (X, O) ou
X est un ensemble et O un ordre sur X (dans certains cas et pour éviter toute ambiguité,
il pourra étre utile de noter Ox 'ordre de ’ensemble ordonné X). Si O est un ordre total,
(X, 0) est alors appelé un ensemble totalement ordonné (ou ensemble linéairement ordonné
ou une chaine). Dans le cas contraires on parle d'un ordre partiel.

1) = Soit X = {a,b,c,d,e} et P = (X,0) 'ensemble ordonné ot O est l'ordre suivant sur

X:
O ={(a,b),(a,e),(c,b),(c,d),(c,e),(d,e),(a,a),(bd),(c,c),(d,d), (e e)}.

2) — la relation " < " définit un ordre total sur R (et sur Q,Z,N, ...).

3) — la relation de divisibilité " | " définit un ordre partiel sur N.

Définition 1.9 Soit O une relation sur un ensemble X

O est un ordre strict si elle est irréflexive (pour tout x € X, xO°) et transitive. Un
ensemble strictement ordonné est un couple

P = (X,0) ou X est un ensemble et O un ordre strict sur X

L’ordre strict O est dit strictement total si x # y et xO%% impliquent yOx. pour tous
r,y e X

On dit alors que P est un ensemble strictment totalment ordonné.

Si|X| = n, P oul’ordre strict correspondant pourra étre noté n s .

Exemple 1.3

1) — Soit X = {a,b,c,d} et P = (X,0) 'ensemble ordonné ot O est 'ordre strict sur X

11



O = {(a,0), (b, ¢), (a, ), (b, d), (d, a), (b, a), (b, a), (a, d)}.

2) — Soit X ={a,b,c,d} et P = (X,0) 'ensemble ordonné O est strictement total sur X

O ={(b,c),(a,c),(b,d),(d,a),(ba)}.

1.3.2 Tables et Diagrammes d’un ensembles ordonnés

Les ensembles ordonnés peuvent étre représenter par un diagramme de Hasse en appliquant

la régle suivante :

e Les éléments sont représentés par des sommets.

e 1 et y sont joints par une arétée si et seulement si:

r<yetPzeX, z<czetz<y.

Exemple 1.4 Soit X = {a,b,c,d,e} et P = (X, R) l'ensemble ordonné ou R est l’ordre

suivant sur X :

R ={(a,b),(a,e),(c,b),(c,d),(c,e),(d,e),(a,a),(bd),(cc),(dd)),(ee)}.

Fig.1. Deux diagrammes de ’ensemble ordonné de l’exemple 1.4 (1)

On peut représenter ’ensemble ordonné (X, 0) par un «réseau» dans le plan dont les

points correspondent aux éléments de X et les arcs fléchés aux couples de O, les boucles

12



représentant les couples de la forme (z,z) (cf. La figure 1.1). On peut aussi représenter au

moyen de tables (cf. Le tables 1.1 ci dessous ).

% C
e . SO
'/' f »
/7 i
o / b
P W 7 6 s
[ Jeo_ b / d =
S e { / e
~ i
R J
\\ i
O ,"- g ’
~. /.
/'\‘/

Fi1g.2. Un ensemble ordonné X représenté par un réseau dans le plan.

a|b|lc|d]e alblc|dl|e
a| X | x|0|0]|x all1]1]0]0|1
b 0| x|]0]0]0 b|10[1]0]0|0
c| 0| x| x| x|X c|O0|1111]1
d]0]0|0]x]|x d/0|0|0|1]1
el 0]0]0]0]|x el0/010]0|1

Tableau 1. Deux sortes de tables pour I’ensemble ordonné X de 1’exemplel.4

Définition 1.10 Soient x, y deux éléments d’un ensemble ordonné (X,<). Siz <y ouy <
x, on dit que x et y sont comparables. Dans le cas contraire, c’est-a-dire: Six £ y ety % x,
on dit que x et y sont incomparables.

La figure 2 représente les deux diagrammes de comparabilité et d’incomparabilité de ’ensemble

ordonné de I’Exemple 1.4.(1)

13



4 J/’ \ -l
/ / N\ p! a i
/ i \ Tl \‘-\
Ay = /l' ~.,
b N . i
- / \ -
S / = \
. ! 1
e oy ,/ \
e ,,‘ Fd \\
\d/ Y
c =
Comp{P) Inc{P}

Fig.3. Les diagrammes de comparabilité et d’incomparabilité de [’ensemble ordonné

Notation 1.2 Nous avons utilisé la notation O pour désigner un ordre mais, dans un grand

nombre de situations, cette notation est avantageusement remplacée par le symbole «<>», qui

se lit « inférieur ou égal ». On utilise ainsi pour un ordre quelconque le symbole tradi-

tionnel de ['ordre entre les nombres. Un ensemble ordonné est alors noté (X,<). De la
meéme maniére, un ordre strict sera fréquemment noté par « <» qui se lit « inférieur »

ou « strictement inférieur », et la notation (X, <) est utilisée pour désigner un ensemble

strictement ordonné.
1.3.3 Produit d’ensembles ordonnés

Définition 1.11 Soit (P;, <);c; une famille d’ensembles ordonnés, l’ordre du produit H P;

i€l
peut étre define comme suit:

(@i)ier < (Yi)ier sst x; <y;, Vi€ I

HPi est une ensemble ordonné. En effet: on a
iel

v <ijry,Viel < (x;)ier < (x;)ier , (réflexivité);

W is = 5 = mmwviel = (@) = e, (antisymetrie);
E’;Zgg igi)g = {‘Zi’ = x; < z;,Vi €1 = (x;)icr < (2i)ier, (transitivité).

14



1.3.4 Sous ensembles ordonnés et extensions

Définition 1.12 Soient (X, <) un ensemble ordonné et Y une partie de X. La restriction
de lordre < a la partie Y est un ordre, noté <y et appelé un sous-ordre de < . On dit alors
que (Y, <y) est un sous-ensemble ordonné de (X,<). Si de plus, v < y dans Y implique

x <y dans X, on dit que Y est un sous-ensemble ordonné couvrant de X .

Nous allons dans cette partie considérer les possibilités d’extensions d’un ordre O en un

ordre O1.

Définition 1.13 Soient O et O! deux ordres sur un méme ensemble X. On dit que O/ est
une extension de O si O C O/ (en d’autres termes, pour tous z, y € X, Oy implique zO1y ).
Une extension O! de O est dite linéaire si O/ est un ordre total. Lorsque O/ est une extension
(respectivement, extension linéaire) de O, on dira aussi que l’ensemble ordonné

(X, O1) est une extension (respectivement, extension linéaire) de ’ensemble ordonné (X, O).
Les couples de O sont des couples de ’extension O', ce que ’on repére par la notation O C O’
(qui est a bien distinguer de la notation Y C X qui, elle, signifie que Y est un sous-

ensemble ordonné de X ). On note par Ext(O), l’ensemble des extentions de O, C’est-a-dire

Ext(0) = {01/0 C O'}.

1.3.5 Chaines et antichaines

Définition 1.14 On appelle chaine tout ensemble ordonné dans lequel deux éléments (dis-
tincts) sont toujours comparables. Le symbole C,, désignera une chaine a n éléments. Et
antichaine est un ensemble ordonné dans lequel deux éléments quelconques sont toujours

incomparables. Le symbole A, désignera un antichaine a n éléments.

Exemple 1.5 L’ensemble ordonné (N, <) est une chaine.

15



La figure 3 représente les diagrammes de la chaine Cj et de I’antichaine Ajy.

&

Fig.4. Les diagrammes de la chaine C,, de I’antichaine A,

Définition 1.15 Soit C' une chaine d’un ensemble ordonné X. C est dite mazximale st elle

n’est contenue (strictement) dans aucune autre chaine de X .
Proposition 1.1 Le prodouit de deux chaine n’est pas necéssairement une chaine.

Exemple 1.6 Soit la chaine de 5 elément Cs = {0,1,2,3,4}
Cs x Cs ={(z,y) / © € C5, y € C5}
(a,0) < (c,d) <= {}Z]

(0,4) < (4,1) ne sont pas comparables.

1.4 Eléments Particuliers

Elément Maximal et Elément Minimal

Définition 1.16 Un élément x d’un ensemble ordonné (X, <) est :

— le minimum de X si x <y pour tout y € X,

— le mazimum de X siy < x pour tout y € X,

— un élément minimal de X s’il n’existe pas y € X avec y < x,

—un élément maximal de X s’il n’existe pas y € X avec x < y.

Au liew du minimum (respectivement, mazximum), on parle aussi du plus petit élément
(respectivement, du plus grand élément) de X . Ces éléments, nécessairement uniques lorsqu’ils
existent, sont souvent notés respectivement Ox et 1x (ou simplement 0 et 1) et on dit alors

que X est borné. Mais les éléments maximaux et minimaux ne sont pas toujours uniques.
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L’ensemble des éléments minimaux (respectivement, mazimum ) de X est noté MinX

(respectivement, MazX )

Exemple 1.7 - Soit X = {0,1,2,3,6}.
Sup X =6 € X.
Inf X =0€ X . Donc Max X =6, Min X =0.

- Pour la relation usuelle < dans R, ]0,1[ et N n’ont pas de mazimum.

- Pour la relation de divisibilité dans N, {1,2,...,10}, inf N = min = 1, N n’admet pas de

max et de sup.
Majorants, minorants

Définition 1.17 Soit © € X, On dit que x est un majorant de A (dans X ) lorsque Yy € A
on ay < x. La définition est analogue pour le minorant. Il n’y a pas toujours existence, ni

unicité.
Exemple 1.8 Soit X ={0,1,2,3,6}. X est majorée car:

Ve e X : 2 <6 et 6 un majorant de X. De plusVr € X : © <7 Donc 7 un majorant
de X.

Il vient que tout élément de l'intervalle [6; +o0[ est un majorant de X.
X est minorée car:

Vee X:x>0 et0estun minorant de X.

De plus -1 est un minorant de X car:

Vee X:z>—-1

Il vient que tout élément de lintervalle | — oo ;0] est un minorant de X.

Remarque 1.1 Si x majore A, alors tout élément =’ de X tel que v < &' majore aussi A.
On a l’équivalence :

a=max(A) <= a € A et a majore A.

Une partie A est dite majorée (respectivement minorée). Lorsqu’elle admet au moins un
magjorant (respectivement minorant), A est dite bornée lorsqu’elle est a la fois majorée et

minorée.

17



Borne supérieure, borne inférieure

Définition 1.18 Si A est majorée, et si I’ensemble des majorants de A admet un plus petit
élément, celui-ci est appelé la borne supérieure de A, notée sup(A). La définition est analogue
pour l’éventuelle borne inférieure :

St A est minorée, et si l’ensemble des minorants de A admet un plus grand élément,

celui-ci est appelé la borne inférieure de A, notée inf(A).

Remarque 1.2 Si sup(A) € A (résp. inf(A) € A), alors sup(A) = max(A) (résp. inf(A)
= min(A))

Notation 1.3

@)

L’ensemble {t € A:t <z} des minorants de x se note (z] .

o

L’ensemble {t € A:x <t} des majorants de x se note [x) .

o

L’ensemble {t € A:t <z} des minorants stricts de x se note (x[.

O

L’ensemble {t € A: x <t} des majorants stricts de x se note |z).

1.5 Lattices (treillis)

Cette section consiste a une introduit les lattices. Nous donnons également les définitions
de base certains résultats sur cette classe des lattices. Pour plus de détails on peut consulter

[BIr67], [CLMOT7], [DP02], [ScHO2].

1.5.1 Concepts et résultats connus

Définition 1.19 [BIR67]. Un lattice est un ensemble ordonné (X, <) tel que chaque pair
d’eléments {x,y} ou toute partie finie de X admet une borne supérieure et une borne in-

férieure. On note x V y la borne supérieure, et x A y la borne inférieure de x et y.

Ve,ye X sup{z,y} =xVy,
Ve,ye X inf{z,yl =xAy.
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Exemple 1.9 Soit X ={1,2,3} et P(X) = {2,{1,2,3},{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3}}
(I’ensemble des parties de X)), la relation ARB <= A C B est un ordre, et (P(X), C,
N, U) est une lattice

VA BeP(X): sup{A,B} =AUB,

VA, BeP(X): inf{A, B} = AnB.

{12,5}
{113} {3.2}
Pred
{1} {2}
]

Fig.5. Diagramme de Hasse du lattices (P({1,2,3}), C,N,U)

Remarque 1.3 P(X) est toujour un lattice.

Exemple 1.10 Tout chaine C' est un lattice.
Va,yeC: sup{z,y} = max(z,y),

inf {z,y} = min (z,y) .

Définition 1.20 (Sous-lattice) Soit (X, <, A, V) un lattice, une partie A de X est un sous
lattice de X si elle est stable pour les opérations infimum (borne inférieure) et supremum

(borne supérieure) de X. c-a-d.

Six,ye A = xANyeAetxVyeA

1.5.2 Lattice comme structure algébrique

Théoréme 1.4 [Sch02]. Soit (X, <) un lattice. Alors N et \V vérifient les propriétés suiv-

antes

l.zAxz=xz=xVx (idempotence).
2. cANy=yAzetxVy=yVaze (commutativité).

. (xAyYNz=xzAN(yAz)et (xVy Vz=zV(yVz) (associativité).
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4. x V (zANy)=z=xzA(x V y) (absorption).

Théoréme 1.5 Soit L = (X, *,0) un ensemble non vide muni de deux opérations * et o
satisfaisant aux les propriétés du théoréme 1.3, alors

()Y 2,y eX (zry=1) <= (2oy=y);

(2) < définie par v <y <= (r*xy==1x) (oux 0oy =1y) estune relation d’ordre;

(3) (X, <) est un lattice et les opérations V et A induites par < coincident avec les

opérations o et x originales.

Preuve. (1) Supposons que = 0 y = y. Ona d’apres la properiété (4)

x = x x (roy). ce qui implique que x = z * y.

(2) Montrons que < définie par x < y est une relation d’ordre.

(i) < est réflexive par 'idempotence.
(ii)Siz<yety<wmalorszoy=yetyoxr=x alorsx =y par commutativité
Donc < est antisymétrique.

(i)Siz<yety<zyalorszxoy=yetyoz=z,

Donc

xroz =zxo0(yoz)
=(roy)oz par associativité
=90z
= 2.

D’ou z < z et par conséquent < est transitive.
(3) Montrons que tout couple d’éléments de X admet une borne inf.
Pour tout couple (x,y) de X x X, z * y est borne inférieure de {x,y}.

En effet,

rx(x*xy) =(xxz)*y par associativité
=T*xy par idempotence.
Alors rx(rxy) =z*xy.

Donc z xy < .

Méme chose pour,

y*(x*xy) =yx*(y*x) par commutalivité,
=(y*xy)*zx par associativité;
=y*x par idempotence;
=x*xy par commutativité,
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Alors y*x(zxy) =xxy.

Donc zxy <uy.

D’ou z * y est minorant de {x,y}.

(4) Montrons que z * y est le plus grand des minorants.
S’il existe z minorant de {z,y},zx 2=z et y*x 2z = 2.

Alors
(xxy)xz =xx(y*2)

=T xZz

= z.
Donc z < z *y.

Par utilisation de I’équivalence
TOY=yYy < T*xY=2=I

on peut aussi montre que x o y est la borne supérieure de {z,y}. ®

1.5.3 Lattices complets

Dans cette section, on s’intéresse a la définition des lattices complets et on donne quelque
exemples. Pour plus de détails on peut consulter BIRKHOFF [BIR67], BLYTH [BLY05],

DAVEY et PRIESTLEY [DpP02], FRIED [FRI70], SCHRODER [SCHO2].

Définition 1.21 Si Toute partie non vide d’un ensemble ordonné (X, <) a une borne
supérieure et une borne inférieure, l’ensemble ordonné (X, <) est un lattice complet ("treillis
complete "). Lorsque on impose seulement que toute partie & deuzx éléments ait une borne

supérieure et une borne inférieure, l’ensemble ordonné est un lattice.

Si L est un lattice et a, b, ¢ sont trois éléments de L, ces éléments ont une borne supérieure
et une borne inférieure données par les formules:

- V{a,b,c} =aV(bVec)=(aVb) Ve

- MNa,b,cy=an(bAc)=(aAb)Ac

On convient de les noter respectivement a V bV ¢ et a A b A c. Plus généralement, toute
partie finie non vide I = {ay,....,ax} d’'un lattice a a la fois une borne supérieure et une
borne inférieure, qu’on pourra noter respectivement a; V...V a; et a; A ... Aag. Un lattice est

borné s’il a un plus petit élément et un plus grand élément (qu’on note, autant que possible,
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0 et 1). Evidemment, un lattice complets est borné et un lattice fini non-vide est un lattice

complet.

Exemple 1.11 La droite achevée R U {—o00, +o0}, et l'ensemble P(E) des parties d’'un

ensemble E, muni de [’ordre d’inclusion, sont des lattices complets.
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Chapitre 2

Ensembles pseudo-ordonnés et

trellises

Dans ce chapitre, nous présentons les ensembles pseudo-ordonnés, et les trellises sa position
par rapport aux ensembles ordonnés et lattices. Puis on donnera quelques exemples et

propriétés. Pour plus de détails, voir ( SKALA [SKA69], [SKAT1], [SKAT2]).

2.1 Ensembles pseudo-ordonnés

Définition 2.1 Une relation < sur un ensemble P est un pseudo-ordre sur P si elle vérifie

les deux propriétés suivantes:
1. Reflexivité: pour tout x € P, x < x,
2. Antisymétrie: pour tout z,y € P, (z <y et y < z) impliquent = = y.
le couple (P, <) est dit ensemble pseudo-ordonné

Exemple 2.1 (1).Tout ordre est un pseudo-ordre.
(2). Soit P=R et < definit parV z,y € R:x <y si et seulement si 0 <y —x < a ot

a est un nombre positif. Alors < est un pseudo-ordre. En effet,

e rJr = 0<zx—x<a Donc< estréflexive

erdy = 0<y—z<a
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— Ty
yJox = y<z. Doncx=y

Alors < est antisymétrie.
o < nlest pas transitive car: On posse (a=1,x=1,y=2, z=3). Ona

rdy = 0<2-1<1 et
y<z = 0<3—-2<1. Tan dis que
T jé z car0<3—1<1 contradiction. D’otu < n’est pas transitive.

(8). Soit P = {a,b,c,d,e} et <= {(a,a),(b,b),(c,c),(d,d),(ece),(a,b),(a,e),(bc)(c,e)}.

Alors (P, <) est un ensemble pseudo-ordonné. On dit que < n’est pas transitive (car (a,b)

et (b,c) € <, Mais (a,c) ¢ < ).

Définition 2.2 Soit < un pseudo-ordre sur P. On dit que < est lineaire ou total sur P

lorsque deux éléments de P sont toujours comparables pour <, c’est-a-dire:

Ve,ye P, x 1y ou y Jdux.

Dans le cas contraire, on parle d’un pseudo-ordre partiel.
Notation 2.1 Géneralement on note le pseudo-ordre par le symbol ().

Définition 2.3 La relation de couverture d’un ensemble pseudo-ordonné (P, <), notée <,
est définie par

r<ysi(r<yetr<Lz<qy) = =2

On dit alors que x est couvert par y ou que y couvre x. On pose

cPt={teP:z<t}et Pz={teP:t<ux}.

Exemple 2.2 L’ensemble pseudo-ordonné P de ’exemple 1.4 a cing couples de couverture:

a<ba<ec<bc<detd=<e. Donc

< = {<a’ b)? (a’ 6)7 (C’ b)v <C7 d)? (C7 6), (d’ 6)}
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Définition 2.4 On appelle pseudo-chaine tout ensemble pseudo-ordonné dans lequel deux
éléments (distincts) sont toujours comparables. Les pseudo-chaine finie sura noté par le

symbole P,.

2.1.1 Diagramme d’un ensemble pseudo-ordonné

Les ensembles pseudo-ordonnés peuvent se représenter par un diagramme en appliquant la

regle suivante :

e Les éléments sont représentés par des sommets.

e 1 et y sont joints par une fleche orientée si et seulement si:

r<dyetPzeP, x<zetz<y.

Dans le cas contraire, ¢’est-a-dire: Siz £ y et y £ x, on dit que x et y sont incomparables.

Et noté par z || y.

Exemple 2.3 Soit P = {a,b,c,d, e} un ensemble pseudo-ordonné ou < est le pseudo-ordre

suivant sur P:

< ={(a,0),(a,¢e), (¢, b), (¢, d), (d;e), (a, a), (b, 1), (¢, ¢), (d, d), (e, €)}.

D Pt €

Fig .6. les diagrammes de l’ensemble pseudo-ordonné
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2.1.2 Eléments Particuliers

Remarque 2.1 Méme Eléments particuliers donnée pour un ensembles ordonné.

2.1.3 Quelques propriétés des ensembles pseudo-ordonnés.

Soit (X, <) un ensemble pseudo-ordonné, soit A une famille de sous ensembles S de X.

A est dite consistante si elle vérifie la condition suivante:

Si R et S sont deux ensembles distincts de A, alors il n’exist plus 71,75 € R et s1,82 € S
tel que:

r1 < 57 et s <.

La relation < définit sur A par:

R<4Sssidre Retse S tel que r < s est un pseudo-ordre sur A. L’ensemble pseudo-
ordonné (A, <) est dit I’ensemble de contraction de 'endemble pseudo-ordonné (X, <).

On utilise la méme retation < dans A et < dans X puisque il n’est y a pas de confusion.

Exemple 2.4 Soit un ensemble de nombres entiers positivs, l’ensemble m < n si et seule-
ment si m est un diviseur de n. La famille de tout le paire {2K — 1, 2K }, K = 1,2, ..., est

consistant.
Théoréme 2.2 [SKAT2|.Chaque ensemble pseudo-ordonné est isomorphe avec une contrac-
tion d’un ensemble ordonné.

Preuve. Soit A un ensemble de pseudo-ordre et 'ensemble B = A x {0,1} par la
définition (a,0) < (a/,1) si et seulement si a < a’ et soit < est réflexive

nous partiellement ordre B. a famille des paires {(a,0), (a,1)} est conformé et est iso-
morphe avec A.

pour chaque sous-ensemble B d’un ensemble de pseudo-ordre A ,a transitive et réflexive
,mais pas nécessairement antisymetrique, relation <p peut étre définie sur B en placant
b <dp b’ pour deux éléments de B si et seulement si la existe un ordre fini (b, ....,b,) des
éléments de B tel que b < b < ... < b, < V. Si pour chaque paire d’eléments b et b/au
moins un des relations b < bou i’ <p b Alor B est une pseudo-chaine Si ces deux relations

se tiennent pour chaque paire d’éléments, b serait un cycle. m
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Théoréme 2.3 [SKAT2]. Les éléments d’un pseudo-chaine fini peuvent étre classés (by, ..., b,)

tels que by < ... < b,,.

2.1.4 Axiomes de linéarité d’un pseudo-ordres.

Axiomes de maximalité:
Théoréme 2.4 [SKAT2]. Soit P un pseudo-ordre. Alors P est linéare ssi P est mazimal.

Preuve. Si un pseudo-ordre P est lineaire, on ne peut lui ajouter aucune comparabilite
donc il n’a pas d’extension autre que lui méme. La reciproque
est consequence du fait ci-dessous. Donc P est Maximal. m

Axiomes d’extension (Théoreme de Szpilrajn pour les pseudo-ordre):
Théoréme 2.5 [SKAT2|. Tout pseudo-ordre posséde au moins une extension linéaire.

Théoréme 2.6 Pour tout ensemble pseudo-ordonné (P,<), le nombre cp(L(P)) de chaines
maximales de I(P) égale le nombre lin(P) d’extension linéaire de pseudo-ordre de P.
La correspondance entre chaines maximales et extensions linéaires est donnée dans ’énoncé

suwant ([Pou84]).

Définition 2.5 Soient < et <'deuxr pseudo-ordres sur un méme ensemble P. On dit que
J'est une extension de < si I C <'(en d’autres termes, pour tous x,y € P, x <y implique
x<y).

Une extension <'de < est dite linéaire si <’ est un pseudo-ordre linéaire.

Preuve. Lorsque <’ est une extension (respectivement, extension linéaire) de <,on dira
aussi que l’ensemble pseudo-ordonné (P, <’) est une extension (respectivement,extension
linéaire) de I’ensemble pseudo-ordonné (P, <). Par abus delangage, on dira parfois aussi
que <’ est une extension de (P, <). Les couples de (P, <) sont des couples de 1’extension <,
ce que l'on repére par la notation (P, <) C (P, <’) (qui est & bien distinguer de la notation

(P, <) C (P, <) qui, elle, signifie que < est un sous-ensemble pseudo-ordonné de <'). m

Théoréme 2.7 Soit (P, <) un ensemble pseudo-ordonné.

(i) Si <" est une extension linéaire de < alors I(P,<') est une chaine mazximale de

I(P,<).
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(ii) Si C est une chaine maximale de I(P,<) alors il existe une et une seule extension

linéaire <" de < telle que C' = I(P, <)

Corolaire 2.1 Soit E un ensemble, fini ou non.

(1) Les chaines mazimales de P(E) et les pseudo-ordres totaux sur E sont en correspon-
dance bijective.

(2) L’existence d’un pseudo-ordre total sur E équivaut a ’ezistence d’une chaine mazximale

dans P(E)

Lemme 2.2 [SKAT2]. Si P est un pseudo-ordre sur V et (b,a) ¢ P, alors il existe un
pseudo-ordre contenant PU{(a,b)} et le plus petit est PV {(a,b)} = PUT ou ' = {(z,y) €
V xV:(x,a) € P et(by) € P}

Exemple 2.5 Soit P ={a,b,c,d}. Un ensemble pseudo-ordonné.
Soit < est un pseudo-ordre tels que:
< = {(a,a), (b,0), (¢, ¢), (d, d), (a,b), (b,¢), (¢, d), (¢, a) }.
(b,d) ¢ <, On definet <y par:
Ay ={zeP /z b} ={a,b}.
Bi={yeP /d Dy} ={d}.
Ay x By ={(a,d), (b,d)}.
<= dU {(a,d), (b,d)}.
<= {(a,a), (b,b), (¢, ¢), (d,d), (a,b), (b, ¢), (¢, d), (¢, a), (a, d), (b, d) }.
<y est un extension lineaire car tout éléments comparable.

En représonte <y par un tableau:

a|blc|d
al|1[1]0]1

1= b|10|1|1]1
cl|1]0]1]|1
d{0{0|0|1

<y est un extension lineaire de <. Donc < et réflexive,antisymetrique mais ne pas

transitive car < et ausss.

Axiomes d’intersection:
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Théoréme 2.8 [SKAT2]. Tout pseudo-ordre P est l'intersection de ses extension linéaires.

Preuve. Soit A un ensemble pseudo-ordre et £ ’ensemble de tous ’extension lineaire.
Par théoreme 3, £ est non vide . l'intresection de L clairment une extension du pseudo-
ordre < sur A. Dans l'ordre pour la prouver égale < nous montre que si a € b si exist un
extension lineaire <'de < tels que a €’ b. Depuis a € b, nous pouvons définir le pseudo-ordre
<*par b <* a et pour (a,b) # (x,y), © <I* y si et seulement si z < y. Par théoreme 3 il’exist
un extension lineaire <'de <* . Par conséquent aussi b <’ a et donc a €' b.

Dans la suite représente ’ensemble pseudo-ordre par le diagramme de Hasse avec la con-
vention qui si x est au-dessous de y et est relié & y sans possession x < y, puisque = et y

seront joinet. m

Exemple 2.6 Soit l’ensemble pseudo-ordre P = {a,b,c,d,e} la ot a < b < c <dd e,

a <z <e, pour chaque x, étre représenté par Figure 7.

\? -
l ~
£
% B
i
§
{ 5
§ ‘.-"\
; ¢ ©
W
\?
L . &
H
H
L
I
Fig.7.

Théoréme 2.9 [SKAT2]. L’ensemble pseudo-ordonné P est une union de pseudo-chaine de

K, tels que K est le nombre mazimum de éléments dans tout sous-ensemble indépendant de

P.
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Preuve. Pour chaque élément a dans P, soit a 1’ensemble d’élément contenu dans un cycle
a. Nous définissons la relation < sur 'ensemble A de tous les ensemble @ par I’arragement
@ < b si la exist élément af et b dans @ et b, respectivement, tels que a/ <4 b'. La relation
< est bien définie puisqu’ @ et b sont des cycles. Clairment < est reflexive, que c’est
antisymetrique suit de I’observation que @ =b ou @ et b sont disjoient, la transitivité est
une conséquence de la transitivité de <4 . dans cette cas appele A partiellement ordre.

Soit aq, ...., ax étre un ensemble maximal d’éléments indépendants dans A. Puis aq, ..., ax
sont distinect constituent un ensemble maximal indépendant dans A. Par le théoreme des
DILWORTH. A est I'union des K chaines, par exemple, C1, ...., C'k.

Si C = {&,....,Gn} est un chaine fini dans A, nous définissons 1’ensemble C' de la facon
suivante. Puisque C est une chaine 14 existe un ordre par exemple, ¢4, ..., G, tels que ¢ <
... < Cp. Depuis ¢ < ;4 il'existe des éléments by, ..., b}, dans A tels que ¢; < b < ... <

bim < ¢;41. Nous définissons C' pour étre 'union de tous les éléments de chaque ¢;,en méme

temps que tous les éléments b, ...,b¢ . i =1,....,m. Donc facilement que C est une pseudo-
1 m;

chaine dans A.Par conséquent les ensembles c1, ..ckx remplissent les conditions du théoréme.

2.2 Trellises

En 1971, Skala a remarqué que pour un pseudo-ordre nous pouvons définir les bornes
supérieures et les bornes inférieures de méme fagon qu’'un ordre [Ska71] [Ska72]. Dans cette
section, nous donnons les concepts de base de trellises d’une maniére presque analogue des

lattices. Puis, nous présentons les trelliss comme structures algébriques.

2.2.1 Concepts et résultats connus

Définition 2.6 Un trellis est un ensemble pseudo-ordonné (P, <) o tout couple (z,y) ad-
met une borne supérieure et une borne inférieure. On note xVy la borne supérieure, et x\ y
la borne inféerieure de x et y.

Ve,yeT: sup{x,y} =1zVy,

Ve,yeT: inf{z,y} =z ANy.
Exemple 2.7 Soit X = {a,b,c,d,e} tel que la borne supérieure et la borne inférieure de

chaque pair d’éléments données par la table suivante:
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ANV |a|blc|d]|e
a alblc|d]e
b alblclele
c alblc|d]e
d alalc|d]e
e alblc|d]e

(On le comprend que les opérations sont commutatives et idempotence). On montre facile-
ment que pour deux éléments x,y d’un trellis x < y si et seulement st x Ny = x et ou

rVy=u1y.

Exemple 2.8 (1) Tout chaine C est un trellis.
Va,yeC: sup{z,y} = max(z,y),

inf {z,y} = min (z,y) .
(2) Soit P = {a,b,c,d} un ensemble pseudo-ordonné et < est pseudo-ordre suivant sur

P:

d = {(a>a)a (b> b)a (Ca C)a (da d)a (&7 b)a (b,C), (C, d)> (a,d), (b> d)}

Fig .8. représentation graphique d’un trellis

Définition 2.7 (Sous-trellis) Soit (X, <, A, V) un trellis, une partie A de X est un sous

trellis de X si elle est stable pour les opérations infimum (borne inférieure) et supremum
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(borne supérieure) de X. c-a-d.

Siz,yec A = zANyeAetaxVyeA

Remarque 2.2 Un sous-trellis est un trellis.

2.2.2 Trellises comme structures algébriques

Théoréme 2.10 [SKAT2]. Soit (P, <) un trellis. alors N et \ vérifie les propriétés suiv-

antes.

l.zAy=yAzetxVy=yVze (commutativité).
2.2V (zANy)=x=xA(zx V y) (absorption).
.zV((xAy)V(anz)=xz=xA((aVy)A(xVz)) (demi-préservation).

Théoréme 2.11 [SKAT72|. Soit L = (P, *,0) un ensemble non vide muni de deux opérations
x et o satisfaisant propriétés du théoréme 2.10, alors,
(1)Vz,yeP (zxy=2 < zoy=1y);
(2) < définie par x <y <= xxy=x oux oy =y estune relation pseudo-ordre;
(8) (P, <) est un lattice et les opérations V et A induites par < coincident avec les opéra-

tions o et x originales.

Preuve. (1) Supposons que = 0 y = y. Ona d’apres la properiété (2)

x =z * (zroy). ce qui implique que x = z * y.

(2) Montrons que < définie par z < y est une relation pseudo-ordre.

(i) < est réflexive par I'idempotence.
(ii)Siz<yety<malorszoy=yetyoxr=x alorszx =y par commutativité
Donc < est antisymétrique.

Alors < est une relation pseudo-ordre. m

Théoréme 2.12 [SKAT2/. Soit (P, Q) un trellis. Alors les propriétés suivantes sont équiv-
alentes:

1) < est transitive;
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2) Les opérations N etV sont associtives;

3) une des opérations V ou N\ est associative;

4) x <y amplique x JyVa, Ya;

5)x <y implique a Nz <y, Va.

Si1 < est transitive, le trellis est un lattice et par conséquent l’opération sont associative.
Clairment (2) implique (3).

on suppose que V est associative. Alors x <y implique zV (yVa) = (xVy)Va=yVa,
doux JyVa.

Si N est associative et x <y, alors tA(yVa) = (xAy)A(yVa) = zA(yA(yVa)) = Ay = x
et encore © <y V a. Dans l'ordre pour dériver (5) form (4), soit x <y. Depuis a N x < x,
on obtien la form (4) cela a Nx <z Vy=y.

Enfin, si (5) prises, puis d’x <y < z il suit cela x = x ANy < z; c’est -a-dire, < est

transitive.

Définition 2.8 Soit (P, <) un ensemble pseudo-ordonné et a,x,y € P, on dit que
1) a est transitive au centre six Ja <y = = <y
2) a est transitive o droite sia <x 4y = a Jy
3) a est transitive a gouche six <y <a — x <a

4) a est transitive si il est transitive o droite, a4 gouch et transitive au centre.

Théoréme 2.13 [SKAT2|. Six est V—associative, alors x et transitive, si xy.....,Tx étre
V —associative, alors la borne sup de {x1,....,xx} existe et égale x;, V ...V x,. pour toute

permutation Iy, ....Ix de 1,..,K; d’ailleurs V{xy,...,xx} est V—associative.

Remarque 2.3 Les éléments transitifs n’ont pas besoin d’étre associatifs. En effet, dans la
figure suivante (Fig.9.), l’élément d est transitive mais ne pas V—associative depuis (dV a)V
c=c maisdV (aVc)=u.

Dans certaines conditions, tout fois la transitivité et [’associativité sont équivalentes.
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Fig.9. L’élément d est transitive mais ne pas V —associative
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Chapitre 3

Quelques caractérisations des trellises

complets

Dans ce chapitre on va étudier quelques caractérisations des trellises complets [SKAT1],[SKAT2].
Ces caractérisations généralisent d’une maniére naturelle les caractérisations des lattices
complets. Nous commencgons par quelques théorémes de caractérisations importants des
lattices complets. Pour plus de détails on peut consulter PARAMESHWARA, BHATTA et

SHASHIREKHA [PBS00], GLADSTIEN[GLAT73], SCHRODER[SCHO02], (SKALA[SKAT1],[SKAT2]).

3.1 Caractérisation des lattices complets.

Dans cette section, on va présenter quelques caractérisations de lattices complets. Pour plus
de détails on pourra consulter DAVEY et PRIESTIEY[DP02]|, SCHRODER[SCHO02], DAVIS[DAV55]

et TARSKI[TARBS].

Lemme 3.1 Soit (X, <) un ensemble ordonné et soient S, T C X tels que \/ S, \/T, /\ S
et /\T existent dans X . Alors /\(SUT) = /\S/\/\T et \/(SUT) = \/Sv\/T.

Preuve. S C SUT = \/S<\/(SUT), TCSUT = \/T <\/(SUT). Donc

\Vsv\/T<\/(suD).

Soitx:\/S\/\/T. Alorsxz\/Set xz\/Td’oﬁ Vs € SVt €T x > s,t ie.
Ve SuT szdonch\/(SUT).
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L’autre égalité se prouve de la méme maniére m

Dans le lemme suivant présente la relation entre ’existence des bornes supérieures et celle

des bornes inferieures:

Soit X un ensemble et L une famille de sous-ensembles de X ordonnée par inclusion telle

que.

Lemme 3.2 [SCcH02]
Siot (X,<) un ensemble ordonné et S une partie de X. Alors
AS = VSt et VS = ASY tel que :

(S* I’ensemble des magjorants de S et S' I’ensemble des minorants de S).

Théoréme 3.1 ([BIr67],[DP02]). Soit (X, <) un ensemble ordonné. Les assertions suiv-

antes sont équivalentes:

1. X est un lattice complet;
2. Pour tout S C X, /\ S existe dans X ;
3. Pour tout S C X, \/ S emiste dans X ;

4. X a un plus grand élément et tout @ # S C X, /\ S existe dans X.

5. X a un plus petit élément et tout @ # S C X, \/ S existe dans X.

Preuve. 1 = 2 Evident par définition
2 = 3 Application directe du lemme 1.3.

3 = 4 \/ X existe dans X. Donc X a un plus grand élément. Le reste, application

du lemme 1.3.
4 = 5 Application directe du lemme 1.3.

5 = 1 Application directe du lemme 1.3. m
Théoréme 3.2 [DAV55]. Pour un lattices X, il y a équivalence entre:

1. X complet,
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2. Tout chaine non vide a un supremum et infimum dans X,

3. Tout chaine maximale est une chaine complet.

Preuve. (1)—(2)—(3)—(1)

2—3. Soit C une chaine maximale. Soit A C C et soit a = \/A. Soit ¢ € C. Ou bien
c¢| A={y:y <z pour un x € A} et dans ce cas ¢ < a. Ou bien ¢ ¢| A et puisque C'
est une chaine, = < z pour tout z € A, par suite a < c¢. Donc C'U {a} est une chaine. Par
maximalité de C, a € C.

2—1. Soit A C X. Soit C' une chaine maximale dans A" ensemble des majorants de A.
Etendons C' en une chaine maximale C7 de P. Soit ¢ 'infimum de C dans C7. Alors ¢ est
linfimum de C' dans X. En effet, si t minore C' alors ¢ V t également, et donc ¢ V t est

comparable & tout. m

Corolaire 3.3 Soit X un ensemble et T' une famille de sous-ensembles de X ordonné par
wnclusion telle que:

(i) Pour toute famille non vide (A;)ie; €T, NicsA; € T}

(ii) X €T;

AlorsT est un lattices complet pour lequel N;er A; = NicrA;. La borne sup n’est caractérisée
que par la définition:

\/iGIAi = ﬂ{B eT | UieIAi - B}
Preuve. D’aprés (ii), 7" a un plus grand élément X. Soit (A4;);c; un sous-ensemble non

vide de T', par (i) on obtient N;c;A; € T. Donc d’aprés le théoréme 3.1. /\ A = ﬂ A, eT.
D’ou, (7, C) est un lattice complet. ! Zel[
Corolaire 3.4 Soit X un ensemble et T une famille de sous-ensembles de X ordonné par
clusion telle que:

(i) Pour toute famille non vide (A;)ie; €T, UiesA; € T}

(i) @€ T;

Alors T est un lattices complet pour lequel N;er A; = U;er A;. La borne sup n’est caractérisée
que par la définition:

vieIAi = U{B eT | mieIAi - B}
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3.2 Lattices complets et propriété de point fixe

e Soient P et () deux ensembles ordonnés. Une application croissante de P dans () est

une application f : P — @ telle que pour tout z,y € P:

x <y dans P implique f(x) < f(y) dans Q.

e Siot P un ensemble et f : P — P. Un point fixe de f est un élément a € P tel que
fla) = a.

e Un ensemble ordonné P a la propriété du point fize (en abrégé ppf) si tout application

croissente f : P — P a un point fixe.

La notion de rétraction est directement liée a la ppf.

Définition 3.1 [DAv55]. Soit X etY deux ensembles ordonnés, une application croissante

f: X =Y estune corétraction s’il existe une application croissante

g:Y — X telle que go f = 1x. Dualement, une application croissante

g:Y — X est une rétraction s’il existe une application croissante

f:X =Y telle que fog=1y. Lorsqu’il existe une corétraction de X dans Y ou (ce qui
revient au méme) une rétraction de Y sur X on dit que X est rétracte de Y: ce qu’on note
XAY.

Une rétraction est surjective, tandis qu’une corétraction est injective. Plus fortement, une
corétraction f est nécessairement un plongement. En effe, si f(x) < f(y) alors en composant
avec une rétraction g on a, puisque g est croissante, * = go f(x) < go f(y) =y. De ce fait,

on peut considérer les rétractes d’un ensemble ordonné Y comme certaines parties de Y.
Lemme 3.5 Si P a la ppf, tout rétracte P’ I’a également.

Preuve. Soit h/: P' — P’'.Soit f: Pl — P et g: P — P’ telles que g o f = 1p. Posons

h = foh'og.Sixestun point fixe de h alors g(x) est un point fixe de h’. m

Théoréme 3.3 [A. TArskI, 1955 [TARS5]],
St P est un lattices complet, alors il a la propriété du point fixe.

La réciproque de ce théoreme et donné par A. DAvis [DAV55].
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Théoréme 3.4 [A. Davis, [DAVH5]],

St un lattices a la propriété du point fixe, alors il est complets.
Théoréme 3.5 [Théoréme de point fixe, Knaster-Tarski]. Soit un lattices complet

L=(X,<) et f:L— L une application croissante.
Alors a = \/{:c € X |z < f(x)} est un point fize de f. De plus, o est le plus grand point
fixe de f. De méme /\{x € X |z > f(x)} estle plus petit point fixe de f.

Preuve. Posons H={zx € X |z < f(z)}. OnaVr € Hz < adouzx < f(z) < f(a). 1l

s’ensuit que f(a) € H" : f(«) est un majorant de H . On en déduit que o < f(a).

Puisque f est croissante, f(a) < f(f(«)) donc f(a) € H donc f(a) < o On a bien «
point fixe, montrons que c’est le plus grand. Soit 5 un point fixe de f : f(5) = . Alors
£ € H donc 8 < «a.

La preuve pour le plus petit point fixe est similaire. m

3.3 Quelques caractérisations des trellises complets

Dans cette section, on s’intéresse aux caractérisations de trellises complets. Pour plus de

détails on peut consulter (SKALA [SKAG9]|[SKAT1]).

Définition 3.2 [SKAT71,SkAT2/. Si Tout partie non vide d’un ensemble pseudo-ordonné
(P, <) a une borne supérieure et une borne inférieure, l’ensemble pseudo-ordonné (P, <) est
un trellis complet. Lorsque on impose seulement que toute partie a deux éléments ait une

borne supérieure et une borne inférieure, ’ensemble pseudo-ordonné est un trellis.

Si P est un trellis et a, b, ¢ sont trois éléments de P, ces éléments ont une borne supérieure
et une borne inférieure données par les formules:

- V{a,b,c} =aV (bVec)# (aVb) Ve

- Ma,b,c} =an(bAc)# (aNd)Ac, Car ona pas la transitivité, donc pas
d’associativite.

On convient de les noter respectivement a VbV c et a A b A c. Plus généralement, toute

partie finie non vide I = {ay, ...., a;} d’un trellis a a la fois une borne supérieure et une borne

39



inférieure, qu’on pourra noter respectivement a; V...V ag et a; A ... A ag. Un trellis est borné
s’il a un plus petit élément et un plus grand élément (qu’on note, autant que possible, 0 et

1). Evidemment.

Exemple 3.1 (1) Tout lattices complet est un trellises complet.

(2) Soit P ={0,a,b,c,1} un ensemble non vide et I un pseudo-ordre sur P tel que:

d= {(070)7 (a’a)a (b’ b)v <C7 C)7 (17 1)7 (0,@), (Oab)’ (070)’ (07 1)7 (aa b)a (aa 1)’ (bv C)a <b7 1)}

Fig.10. trellises complet.

(i) P est un trellis Le sup et inf de chaque paire d’éléments existent et donné par les tables

suivantes:

VIiO|lal|b|lc|l AlOjal|b|lc]|l

Ola|b|c|1 010 010
alalalb|l]1 al0lalal|0]a
b|b|b|b|c|1 b|O0|a|b|b]|b
cleclllclc|l c|0]0|b|c|c
11|11 ]1]1 110]jalb|c]|1

(ii) P est complet puisque toute partie non vide (P, <) a une borne supérieure et une

borne inférieure. Et

\/{0,a,b} =b, A\ {0,a,b} =0.
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\/{O,a,c} =1, /\ {0,a,c} = 0.
\V{0,a,1} =1, A {0.a,1} =0.
\/{0, b,c} =c, /\ {0,b,¢} = 0.
V{0613 =1, A {0,6,1} = 0.
\Vibe1} =1, N\ {be1} =b.
Vb 1} =1, A {a,b,1} =a.
\/{a,b, ct =1, /\ {a,b,c} = 0.
VA{0e, 1y =1, A {0,¢1} =0.

Remarque 3.1 (Importante): Tout lattice fini est une lattice complet. Mais tout trellis

fini n’est pas forcément complet, (Voire l’ezemple suivant).

Exemple 3.2 Soit P = {a,b,c,d} un ensemble pseudo-ordonné et < est pseudo-ordre

suivant sur P:

< ={(a,a),(b,b),(c, ), (d,d), (a,b), (b, c), (¢, d), (a,d), (), (¢, a) }.

(1) P est un trellis, en effet:

Vial|b|c|d ANlal|b|cld
alal|bld|d alalalala
blblblc|b bla|b|b|d
clalclc|d cleclblc]|c
d|d|bl|d|d dlal|d|c|d
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(2) P nest pas complet, car on ﬂ\/ {a,b,c} et P \/{b, c,d}.

d

Figure.11. Trellises fini mais ne pas complet.

Lemme 3.6 Soit (P,<) un pseudo-ordre et soient S,T € P tels que \/S,\/T,/\S et
/\T existent dans P. Alors /\(SUT) = /\S/\ /\T et \/(SUT) = \/S\/ \/T.

Preuve. S C SUT = \/S<\/(SUT), TCSUT = \/T <\/(SUT). Donc

Vsv\/T<\(sun).

Soit © = \/S Vv \/T. Alors
xZ\/Set xZ\/Td’oﬂ Vs e SVteT x> s,tie. Vze€ SUT x > z donc

x> \/(SUT).

L’autre égalité se prouve de la méme maniére m

Lemme 3.7 [SKAT2]. Siot (P, <) un ensemble pseudo-ordonné et S une partie de X. Alors
AS = VS et VS = NS tel que :
(S* l’ensemble des majorants de S et S' ’ensemble des minorants de S).

Théoréme 3.6 [SKAT2]. Soit (P, <) un ensemble pseudo-ordonné. Les assertions suivantes

sont équivalentes:

1. P est un trellises complet;
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2. Pour tout S C P, /\ S existe dans P;
3. Pour tout S C P, \/ S emiste dans P;

4. P a un plus grand élément et tout @ # S C P, /\ S existe dans P.

5. P a un plus petit élément et tout & #+ S C P, \/ S existe dans P.

Preuve. 1 = 2 Evident par définition
2 = 3 Application directe du lemme 1.3.

3 = 4 \/ P existe dans P. Donc P a un plus grand élément. Le reste, application du

lemme 1.3.
4 = 5 Application directe du lemme 1.3.

5 = 1 Application directe du lemme 1.3. =

Corolaire 3.8 Soit X un ensemble et T une famille de sous-ensembles de X pseudo-
ordonné par inclusion telle que:

(i) Pour toute famille non vide (A;)ie; €T, NMicsA; € T}

(i) X eT.

Alors T' est un trellises complet pour lequel NicrA; = NierA;. La borne sup n’est carac-

térisée que par la définition:
vieIAi = ﬂ{B eTl | UiEIAi - B}

Preuve. D’aprés (ii), 7' a un plus grand élément X. Soit (A;);e; un sous-ensemble non
vide de T, par (i) on obtient N;c;A; € T'. Donc d’aprés le théoréme 3.6 (2) /\ A = ﬂ A, €
T. D’ow, (T, C) est un trellis complet. m “ <
Corolaire 3.9 Soit X un ensemble et T une famille de sous-ensembles de X pseudo-
ordonné par inclusion telle que:

(i) Pour toute famille non vide (A;)ie; €T, UiesA; € T}

(i) 9T,
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Alors T est un trellises complet pour lequel NicrA; = UierA;. La borne sup n’est carac-

térisée que par la définition:
\/iGIAi = U{B eT | ﬂ,'e[AZ' - B}

Théoréme 3.7 [PBS00]. Pour un trellises P, il y a équivalence entre:

1. P est complet,
2. Tout pseudo-chaine non vide a un supremum et infimum dans P,

3. Tout pseudo-chaine maximale est une pseudo-chaine complet.

Preuve. (1)—(2)—(3)—(1)

2—3. Soit C une chaine maximale. Soit A C C et soit a = \/A. Soit ¢ € C. Ou bien
c¢l A={y:y <z pour un x € A} et dans ce cas ¢ < a. Ou bien ¢ ¢| A et puisque C
est une chaine, © < = pour tout x € A, par suite a < ¢. Donc C'U {a} est une chaine. Par
maximalité de C, a € C.

2—1. Soit A C P. Soit C une chaine maximale dans A" ensemble des majorants de A.
Etendons C' en une chaine maximale C7 de P. Soit ¢ 'infimum de C' dans C7. Alor ¢ est
linfimum de C' dans T. En effet, si t minore C' alors ¢ V t également, et donc ¢ V t est

comparable & tout. m

Théoréme 3.8 [SKAG9]. Tout trellis complet est isomorphe avec un trellis de contraction

d’un lattice complet.

Preuve. Soit A un trellis complet et soit I la famille de tous les sous-ensembles fermés
non vide dans A. Nous définissons ’ensemble L comme "union de K,{0,1} x A, et une paire

{vt,ur}. En L nous définissons un ordre partiel: Pour XY € K et z,y € A,

X <Y si et seulement si X CY,
(0,z) < X si et seulement si = € X
X < (1,x2) si et seulement si 2z dz, Vz e X,

(0,z) < (1,y) siet seulement si z <y,
v < z<z<u, VzelLl.

I’ensemble L est un lattice avec le plus petite élément et plus grand élément:
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0,2) V (0,y) = {z,y}",
(0.) v X = (XU {a})",

1, st x <
(O’ IE) \% (17 y) = (u’y)autrement,y

X\/(]_,(L‘):{(Lx)l&’l z iL‘,VzeX

U autrement,
(L) v (1y) ={{ >m
(0,2) A (0,y) = {§ i r sy
(0,2) A X = ”;;:r;;i‘
0,2) A (Ly) = {07 o= Y

XAY = {(XﬂY si non vide

v/ autrement,

_ {{z: z€ X etz < z}* sinon vide
- v/ autrement,

(1,1:) A (1,y) ={z: z2dx, 2y}

Pour tout élément x dans A, soit L, 1ensemble de tous les éléments z de L tels que:
(0,2) < z < (1,x). Alors L, et consistent de (0,z), (1,x) et tous les éléments X de K tels
que \/ X = z. La famille £ est consistent de L, U{v'}, et L, U{u'} et tout L, pour v # x # u
est un famille de disjoint sous-trellis convexe de L dont I'union est L. Par conséquent L est

un trellis de contraction de L, et isomorphe avec A. m

Exemple 3.3 Soit L est un lattice dans la figure 12, le trellis de contraction {(a), (b), (c1,c2), (d), (€)}

est un trellis de figure. 7.

[ "s.:-‘
%
*
o
e

Four
S

T

| o ———
é’

£
kY

A

Fig.12.

Théoréme 3.9 [SKAGI]. Si un trellis A est une pseudo-chaine, alors un élément dans A

est associative si et seulement s’il est transitive.
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3.4 Trellises complets et propriétés de point fixe

Soient P et () deux ensembles pseudo-ordonnés et f : P — () une application. On dit que
f est croissente si: ¥V z,y € P, x <y dans P implique f(z) < f(y) dans Q.

Un point fize de f est n'importe quel élément a € P tel que f(a) = a. Un ensemble
pseudo-ordonné P a la propriété du point fize (en abrégé ppf) si tout application croissente
f: P — P aun point fixe. Soit A un ensemble et B une partie de A. On dit que f est une
rétraction de A sur B s’il s’agit d’'une application de A dans B qui est égale & 'identite sur
B.

La notion de rétraction est directement liée a la ppf.
Lemme 3.10 Si P a la ppf, tout rétracte P’ l’a également.

Preuve. Soit h/ : P' — P’'.Soit f : Pl — P et g: P — P’ telles que g o f = 1p/.Posons

h = foh'og.Sixestun point fixe de h alors g(x) est un point fixe de h’. m

Théoréme 3.10 [SKAT1]
Si P est un trellis complet, alors il a la propriété du point fize. (C’est-a-dire: pour toute

application croissente f: P — P. Il’existe un élément x dans P tels que f(r) = x).

Preuve. Soit f : P — P une application croissent et K la famille de tous les sous-
ensembles S de P vérifiant les conditions

(1) z €S,

(2) se€S = f(s) €S;

(3) SrCcsS = \/S’ES.

K # @ par ce que P € K.

Maintenant, soit B = ﬂ S. Clairement B € K. On prend b = \/ B et démontre que b

SeK
est un point fixe de f (i.e., f(b) = b). En effet:

On a b € B et par la conditions (2) f(b) € B. Alors f(b) < b= \/ B.

Il reste de voir que b < f(b). Suppossons que f(b) 4 b et soit C ={x € B / = < f(b)}.
Il est facile de voir que C' vérifie les conditions (1) et (3) ou desous. Pour la condition (2),
soit z € C, alors z € B (car C' € B).

Comme z < \/ B = et f croissente on obtient que f(z) < f(b). Alors f(z) € C.

Donc C' € K. D’ou, contradiction puisque B = ﬂ S. Par conséquent f(b) =0. =
SeK
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons vu les concepts d’ensembles ordonnés et ensem-
bles pseudo-ordonnés a partir de la présentation de certaines propriétés et des
résultats concernant ce genre de relations. Puis, pour un pseudo-ordre (i.e.,
relation réflexive et antisymétrique, mais pas nécessairement transitive), nous
pouvons définir les bornes supérieures et les bornes inférieures de méme fagon
qu'un ordre. Avec cette approche, nous pouvons généraliser aux trellises et
trellises complets d’une maniére analogue presque tous les théorémes de base
et les théorémes de caractérisations des lattices complets, ce qui démontre la

superfluité de la transitivité (I’associativité).
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