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Notations

N Ensemble des nombres entiers naturels.

N∗ Ensemble des nombres entiers naturels non nuls.

Z Ensemble des nombres entiers .

Q Ensemble des nombres entiers rationnels.

Q∗ Ensemble des nombres entiers rationnels non nuls.

R Ensemble des nombres réels.

R∗ Ensemble des nombres réels non nuls.

R∗
+ Ensemble des nombres réels positifs non nuls.

C Ensemble des nombres complexes.

C∗ Ensemble des nombres complexes non nuls.

eG L’element neutre de groupe G.

G Un groupe classique.

H Un groupe flou de G.

[a] La partie entiére de a.

XA Un sous ensemble classique de X.

µ Le sous ensemble flou

f−1(µ) L’image réciproque de ctte sous ensemble floue par f .

R Une opération binaire floue sur G.

R Une opération binaire floue sur G⧸H.
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µH Un ensemble flou de G.

S(E) L’ensemble des permutations de E.

S3 Le groupe de permutations d’ordre 3.

f = (E,F,G) Une appliction ou fonction est triplet avec une reltion binaire G ⊂ E × F.

XH La fonction caractéristique.

Hα Le α− coupe de sous groupe floue H.

f(µ) L’image d’un sous ensemble flou µde G.

f(H) L’image de H par f : G −→ G′.

µf (H) L’image de µH par f : G −→ G′.

f−1(µH′) L’image réciproque de µH′par f : G −→ G′.⋂
i∈I

Hi L’intersection des Hi ∀i ∈ I
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Introduction

Une structure algébrique est un ensemble non vide muni de certaines opérations (addition,

multiplication, intersection, . . .etc. ) . Les structures que nous allons étudier dans ce mémoire

sont les groupe, La terminologie ≪ groupe ≫ est d’abord mise en évidence par Evariste Galois

[1].

L. Zadah [9] en 1965 en se basant sur sa théorie mathématique des ensembles flous, qui

est une généralisation de la théorie des ensembles classiques.

En 1971, Rosenfeld [6] a appliqué le concept de la théorie des ensembles flous sur la

théorie des groupes.

Dans la définition des sous-groupes flous, Rosenfeld supposons que les sous-ensembles du

groupe G sont flous et que l’opération binaire sur G est non floue dans le sens classique. Une

autre approche consiste à supposer que l’ensemble est non flou ou classique et que l’opération

binaire est floue au sens flou. Plus en accord avec cette dernière approche, Demirci [2, 3].

a introduit le concept de groupe lisse en utilisant l’opération binaire floue et le concept de

égalité floue.

Dans cet mémoire, en utilisant la définition de Malik et Mordeson ou la fonction floue

[4], un nouveau type de définition de l’opération binaire floue dans un sens différent de [2, 3]

est donnée. Basé sur le nouveau opération binaire floue, un nouvelle type de groupe flou est

introduit.

Dans ce mémoire, On s’intéresse à l’étude un nouveau type de groupe flou basé sur des

opérations binaires floues est proposé. . Ce travail est composé des trois chapitres :

— Dans le premier chapitre, on rappelle quelques notions fondamentales sur les groupes

et quelques propriétés qu’on va utiliser dans la suite.

— Dans le deuxième chapitre, présente l’étude générale des groupes flous, une structure

algébrique étudiée par Rosnenfeld [6], et nous allons développer le concept de groupes

vii
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flous et quelques propriétés de base.

— Dans le troisième chapitre, un nouveau type de groupe flou basé sur des opérations

binaires floues est proposé. Les concepts de sous-groupe flou, de sous-groupe flou

normal, de groupe flou factoriel et d’homomorphismes de groupe flou sont introduits.

Enfin, le théorème fondamental de l’homomorphisme du groupe flou est obtenu.
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Chapitre 1

Définitions et notions fondamentales

sur les groupes

Dans ce chapitre, nous commencerons par la structure de groupe qui est une structure

algébrique relativement simple parce qu’elle ne contient qu’une seule opération et qu’elle est

utilisée dans beaucoup d’autres structures algébriques.

1.1 Loi de composition interne

Définition 1.1.1. Soient E et F des ensembles, on note E × F et on appelle Le produit

cartésien de E et F l’ensemble de tous les couples dont la première composante appartient à

E et le seconde à F :

E × F = {(x, y) : x ∈ E ∧ y ∈ F}.

Définition 1.1.2. Une loi de composition interne(ou bien une opération interne) sur E est

une application

∗ : E −→ E

(x, y) 7−→ ∗ (x, y) = x ∗ y
Définition 1.1.3. Soit E un ensemble muni d’une loi de composition interne (∗) , on dit

que une partie P de E est stable pour (∗) si

∀ (x, y) ∈ P 2 tel que x ∗ y ∈ P.

1



Définitions et notions fondamentales sur les groupes 1.2 Groupe classique

Exemple 1.1.4. Les loi des compositions internes les plus courantes sont :

1. ” + ” dans N, N∗ , Z, Q, R et C.

2. ” − ” dans Z, Q, R, et C.

3. ” × ” dans N, N∗ , Z, Q, R et C.

4. ”=” dans Q∗, R∗ et C∗.

1.2 Groupe classique

Dans cette section, nous commencerons par la structure du groupe, qui est une structure

algèbre relativement simple, car elle ne contient qu’une seule opération.

Définition 1.2.1. Un groupe (G, ∗) est un ensemble G auquel est associée une opération ∗
(Une loi de composition) vérifiant les quatre propriétés suivantes :

1. pour tout x, y ∈ G, x ∗ y ∈ G (∗ est une loi de composition interne)

2. pour tout x, y, z ∈ G, (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z) (la loi est associative)

3. il existe e ∈ G tel que ∀x ∈ G, x ∗ e = x et e ∗ x = x (e est l’élément neutre)

4. pour tout x ∈ G il existe x′ ∈ G tel que x ∗ x′ = x′ ∗ x = e (x′ est l’inverse de x

noté x−1)

Si de plus l’opération vérifie

pour tout x, y ∈ G, x ∗ y = y ∗ x,

on dit que G est un groupe commutatif (ou abélien).

Proposition 1.2.2.

1. L’élément neutre e est unique.

2. Un élément x ∈ G ne possède qu’un seul inverse.

Démonstration.

1. Si e′ vérifie aussi le point (3), alors on a e′∗e = e (car e est élément neutre) et e′∗e = e′

(car e′ aussi). Donc e = e′. Remarquez aussi que l’inverse de l’élément neutre est lui-

même. (S’il y a plusieurs groupes, on pourra noter eG pour l’élément neutre du groupe

G).

Département de Mathématiques 2 Université Mohamed Boudiaf- M’sila



Définitions et notions fondamentales sur les groupes 1.2 Groupe classique

2. En effet, si x′ et x′′ vérifient (4) alors on a :

x ∗ x′′ = e

Donc,

x′ ∗ (x ∗ x′′) = x′ ∗ e

Par l’associativité (2) et la propriété de l’élément neutre (3) alors ;

(x′ ∗ x) ∗ x′′ = x′

Mais x′ ∗ x = e donc e ∗ x′′ = x′ et ainsi x′′ = x′.

Exemple 1.2.3. Voici des ensembles bien connus pour lesquels l’opération donnée définit

une structure de groupe.

1. (R∗,×) est un groupe commutatif, × est la multiplication habituelle. Vérifions chacune

des propriétés :

(a) Si x, y ∈ R∗ alors x× y ∈ R∗.

(b) Pour tout x, y, z ∈ R∗ alors x × (y × z) = (x × y) × z, c’est l’associativité de la

multiplication des nombres réels.

(c) 1 est l’élément neutre pour la multiplication, en effet 1× x = x et x× 1 = x, ceci

quelque soit x ∈ R∗.

(d) L’inverse d’un élément x ∈ R∗ est x′ =
1

x
(car x × 1

x
est bien égal à l’élément

neutre 1). L’inverse de x est donc x−1 =
1

x
. Notons au passage que nous avions

exclu 0 de notre groupe, car il n’a pas d’inverse.

Ces propriétés font de (R∗,×) un groupe.

(e) Enfin x× y = y × x, c’est la commutativité de la multiplication des réels.

2. (Q∗,×) et (C∗,×) sont des groupes commutatifs.

3. (Z,+) est un groupe commutatif. Ici + est l’addition habituelle.

(a) Si x, y ∈ Z alors

x+ y ∈ Z.

(b) Pour tout x, y, z ∈ Z alors

Département de Mathématiques 3 Université Mohamed Boudiaf- M’sila



Définitions et notions fondamentales sur les groupes 1.3 Sous-groupes

x+ (y + z) = (x+ y) + z.

(c) 0 est l’élément neutre pour l’addition, en effet 0+x = x et x+0 = x, ceci quelque

soit x ∈ Z.

(d) L’inverse d’un élément x ∈ Z est x′ = −x car x + (−x) = 0 est bien l’élément

neutre 0. Quand la loi de groupe est + l’inverse s’appelle plus couramment l’op-

posé.

(e) Enfin x+ y = y + x, et donc (Z,+) est un groupe commutatif.

Montrer qu’un ensemble est un groupe à partir de la définition peut être assez long. Il

existe une autre technique, c’est de montrer qu’un sous-ensemble d’un groupe est lui-même

un groupe : c’est la notion de sous-groupe.

1.3 Sous-groupes

Soit (G, ∗) un groupe.

Définition 1.3.1. Une partie H ⊂ G est un sous-groupe de G si :

1. e ∈ H.

2. pour tout x, y ∈ H, on a x ∗ y ∈ H.

3. pour tout x ∈ H, on a x−1 ∈ H.

Notez qu’un sous-groupe H est aussi un groupe (H, ∗) avec la loi induite par celle de G.

Par exemple si x ∈ H, alors, pour tout n ∈ Z, nous avons xn ∈ H.

Une critère pratique et plus rapide pour prouver que H est un sous-groupe de G, on a le

théorème suivant :

Théorème 1.3.2. Soit H une partie non vide d’un groupe G, alors,

H est un sous-groupe de G si seulement si pour tout (x, y) ∈ H ×H on a x ∗ y−1 ∈ H.

Démonstration.

(i) Supposons H est sous-groupe de G. Soit (x, y) ∈ H × H

Alors, y ∈ H ⇒ y−1 ∈ H , par suite (x, y−1) ∈ H ×H ⇒ x× y−1 ∈ H.
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Définitions et notions fondamentales sur les groupes 1.3 Sous-groupes

(ii) Supposons

∀(x, y) ∈ H ×H, (x, y) ∈ H × H ⇒ xy−1 ∈ H est vérifie, et soit (x, y) ∈ H × H

x ∈ H ⇒ (x, x) ∈ H ×H ⇒ xx−1 ∈ H ⇒ e ∈ H ⇒ H ̸= ∅.

Et

 x ∈ H

e ∈ H
⇒ (e, x) ∈ H ×H ⇒ ex−1 ∈ H ⇒ x−1 ∈ H.

Par suite,

(x, y) ∈ H ×H ⇒
(
x, y−1

)
∈ H ×H ⇒ x

(
y−1

)−1
= xy ∈ H.

Examples 1.3.3.

1. (R∗
+,×) est un sous-groupe de (R∗,×). En effet :

(a) 1 ∈ R∗
+,

(b) si x, y ∈ R∗
+ alors x× y ∈ R∗

+,

(c) si x ∈ R∗
+ alors x−1 =

1

x
∈ R∗

+.

2. (U,×) est un sous-groupe de (C∗,×), où U = {z ∈ C | |z| = 1}.

3. (Z,+) est un sous-groupe de (R,+).

4. {e} et G sont les sous-groupes triviaux du groupe G.

5. L’ensemble R des rotations du plan dont le centre est à l’origine est un sous-groupe du

groupe des isométries I.

6. L’ensemble des matrices diagonales

a 0

0 d

 avec a ̸= 0 et d ̸= 0 est un sous-groupe de

(GL2,×).

Remarque 1.3.4. Tout sous-groupe est un groupe.

Département de Mathématiques 5 Université Mohamed Boudiaf- M’sila
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groupes

1.4 Morphismes de groupes

Définition 1.4.1. Soient (G, ∗) et (G′, ⋄) deux groupes. Une application f : G −→ G′ est

un morphisme de groupes si :

pour tout x, x′ ∈ G

f(x ∗ x′) = f(x) ⋄ f(x′)

On prend l’exemple suivant :

Exemple 1.4.2. Soit G le groupe (R,+) et G′ le groupe (R∗
+,×). Soit f : R −→ R∗

+

l’application exponentielle définie par f(x) = exp(x). Nous avons bien

f(x+ x′) = exp(x+ x′) = exp(x)× exp(x′) = f(x)× f(x′)

. Donc f est bien un morphisme de groupe.

Proposition 1.4.3. Soit f : G −→ G′ un morphisme de groupes alors :

1. f(eG) = eG′,

2. pour tout x ∈ G, f(x−1) =
(
f(x)

)−1
.

Démonstration.

1. Pour tout x ∈ H on a

f (x) e′G = f (x) = f (xeG) = f (x) f (eG) .

En multipliant chaque terme par f(x)−1, il vient

eG′ = f (eG) .

2.  eG′ = f (eG) = f (xx−1) = f (x) f (x−1) .

eG′ = f (eG) = f (x−1x) = f (x−1) f (x) . f (x) f (x−1) = eG′

f (x−1) f (x) = eG′

⇒ f−1 (x) = f
(
x−1

)
.

Ce qui démontré que f (x−1) est l’inverse de f (x).
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Définitions et notions fondamentales sur les groupes 1.5 Généralités sur les
ensembles flous

Remarque 1.4.4. Il faut faire attention à l’ensemble auquel appartiennent les éléments

considérés :

eG est l’élément neutre de G, eG′ celui de G′. Il n’y a pas de raison qu’ils soient égaux

(ils ne sont même pas dans le même ensemble). Aussi x−1 est l’inverse de x dans G, alors

que
(
f(x)

)−1
est l’inverse de f(x) mais dans G′.

1.5 Généralités sur les ensembles flous

La théorie des ensembles flous est une théorie mathématique dans le domaine de l’algèbre

abstraite. Il a été développé par Lotfi Zadeh [9] en 1965 pour représenter mathématiquement

les inexactitudes associées à certaines classes d’objets et comme base de la logique floue.

Dans ce chapitre, nous présentons le concept de base d’ensemble flou, sa position par rapport

à la théorie des ensembles classiques, , les propriétés fondamentales des ensembles flous et

les règles de calculs algébriques dans un ensemble flou [8].

1.5.1 Concept de sous ensemble

Un ensemble peut être définit par :

(i) L’écriture de ses éléments. Par exemple, si a1, a2, ..., an sont les élément de l’ensemble

A, on écrit : A = {a1, a2, ..., an} ;

(ii) Les propriétés qui caractérisent ses éléments. Par exemple, si les éléments de l’ensemble

B satisfaisant les conditions p1, p2, ..., pn alors l’ensemble B est définie par :

B = {b | b satisfait p1, p2, ..., pn}

(iii) Par sa fonction caractéristique : Un sous-ensemble A d’un ensemble E est usuellement

associée à sa fonction caractéristique. Celle-ci s’applique sur les éléments x de E. Elle

prend la valeur 0 si x n’appartient pas à A et 1 si x appartient à A c’est a dire :

χA : E → {0, 1}

x 7→ χA(x) =

 1 si x ∈ A.

0 si x /∈ A.
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Définitions et notions fondamentales sur les groupes 1.5 Généralités sur les
ensembles flous

Exemple 1.5.1. Soit X = [300, 900] et A un sous-ensemble classique de X définie par :

χA : X → [0, 1]

x 7→ χA(x) =

 1 si 500 ≤ x ≤ 700

0 si x < 500 ou bien x > 700

1.5.2 Un sous-ensemble flou

Les sous-ensembles flou constituent une généralisation de la notion d’ensemble classique

et ont été introduits par Lotfi Zadeh en 1965 [9].

Définition 1.5.2. Soit X un ensemble (classique) de référentiel, un sous ensemble flou A

de X est défini par une fonction caractéristique (Fonction d’appartenance), qui associe a

chaque elment x de X le degré µA(x) compris entre 0 et 1, c’est à dire :

µA : E → [0, 1]

x 7→ µA(x)

Ou bien,

A = {(x, µA (x)) : x ∈ A}

Exemple 1.5.3. Soit X = R , µ est le sous ensemble flou de R définit par :

µ(x) =
1

(1 + (x− 10)2)

Département de Mathématiques 8 Université Mohamed Boudiaf- M’sila



Définitions et notions fondamentales sur les groupes 1.5 Généralités sur les
ensembles flous

Remarque 1.5.4. Plus généralement, si L est un treillis complet, distributif et com-

plimenté, on définit un sous-ensemble L -flou comme étant une application de E dans

L.

1. Si L = [0, 1], on retrouve la définition précédente de sous-ensemble flou,

2. Si L = {0, 1}, on retrouve la notion usuelle de sous-ensemble de E.

Remarque 1.5.5. 1. L’ensemble E est donné par la fonction d’appartenance identique-

ment égale à 1.

2. L’ensemble vide est donné par la fonction d’appartenance identiquement nulle.

Exemple 1.5.6. Si X est l’ensemble des nations du monde.

Un ensemble des pays, µ : X → [0, 1] est ensemble des pays francophones définit par la

fonction d’appartenance suivante :

µ (France) = 1 µ (Canada) = 0.29 µ (Royaume-Uni) = 0.16

µ (Cameroune) = 0.41 µ (Belgeque) = 0.75 µ (Cote d’Ivoire) = 0.33

µ (Tunise) = 0.52 µ (Suisse) = 0.67 µ (Madagascar) = 0.20

µ (Haiti) = 0.42 µ (Espagne) = 0.12
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Définitions et notions fondamentales sur les groupes 1.6 Opérations sur les
sous-ensembles flous

1.6 Opérations sur les sous-ensembles flous

En observant comment les opérations usuelles se comportent vis-à-vis des fonctions

caractéristiques des sous-ensembles, on étend ces opérations aux fonctions d’appartenance

des sous-ensembles flous.

Soient (µi)i∈I une famille de sous-ensembles floues d’un ensemble E indexée selon un

ensemble I, données par leur fonction d’appartenance µi.

1.6.1 Réunion

On définit la réunion µ de ces sous-ensembles au moyen de la fonction d’appartenance

suivante

µ(x) = sup{µi(x), i ∈ I}.

ce qui sera noté

µ =
∨
i∈I

µi.
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Définitions et notions fondamentales sur les groupes 1.6 Opérations sur les
sous-ensembles flous

1.6.2 Intersection

On définit l’intersection de ces sous-ensembles au moyen de la fonction d’appartenance

suivante :

µ(x) = inf{µi(x), i ∈ I}.

ce qui sera noté

µ =
∧
i∈I

µi.

Remarque 1.6.1. La réunion et l’intersection restent distributives l’une par rapport à

l’autre.

1.6.3 Complémentation

1. Le complémentaire d’un sous-ensemble flou donnée par sa fonction d’appartenance µ

est le sous-ensemble flou dont la fonction d’appartenance est 1− µ .

2. Le complémentaire d’une intersection reste égal à la réunion des complémentaires.et le

complémentaire d’une réunion est l’intersection des complémentaires. Le complémentaire

du complémentaire redonne le sous-ensemble initiale.

3. Cependant, la réunion d’un sous-ensemble flou et de son complémentaire ne donne pas

toujours l’ensemble E , et l’intersection d’un sous-ensemble flou et de son complémentaire

ne donne pas l’ensemble vide.

Exemple 1.6.2. Considérons, le sous-ensemble flou F de E donnée par la fonction d’ap-

partenance :

∀x ∈ E, µ(x) = 1 | 2 .

Cette sous-ensemble flou est égale à son complémentaire car sa fonction d’appartenance

vérifie

µ = 1− µ =⌉µ.

On déduit alors de F =⌉F que

F∪⌉F = F∩⌉F = F .
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Définitions et notions fondamentales sur les groupes 1.6 Opérations sur les
sous-ensembles flous

1.6.4 Image réciproque d’un sous ensemble floue

Soient E et F deux ensembles et f une application de E dans F . Considérons un

sous-ensemble floue de F donnée par sa fonction d’appartenance µ . On appelle image

réciproque de cette sous-ensemble flou par f le sous-ensemble flou de E donnée par la

fonction d’appartenance suivante, notée f−1(µ).

∀x ∈ E, f−1(µ)(x) = µ(f(x)).

1.6.5 Image directe d’un sous ensemble floue

Soient E et F deux ensembles et f une application de E dans F . Considérons une sous-

ensemble floue de E donnée par sa fonction d’appartenance µ . On appelle image directe

de cet sous-ensemble flou par f le sous-ensemble floue de F donnée par la fonction d’appar-

tenance suivante, notée f(µ).

∀y ∈ F, f(µ)(y) = sup{µ(x), x ∈ f−1({y})}
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Chapitre 2

Groupe flou ( Approche de

Rosnenfeld )

Cette section présente l’étude générale des groupes flous, une structure algébrique étudiée

par Rosnenfeld [7].

Dans cette section, nous allons développer le concept de groupes flous et quelques propriétés

de base. Pour plus de recherches sur la définition et les propriétés des groupes flous.

Soit G un groupöıde, c’est-à-dire un ensemble fermé sous une loi de composition binaire (nous

l’exprimerons par multiplication). Rappelons que l’ensemble flou dans G est une fonction µH

de G dans [0, 1].

2.1 Groupe flou

Définition 2.1.1. [7]

Soit G un groupe (au sens classique), un sous groupe flou (ou un groupe flou, tout sim-

plement) de G est un ensemble flou µH de G vérifie les axiomes suivants :

1. pour tous x, y ∈ G, µH(xy) ≥ µH(x) ∧ µH(y).

2. pour tous x ∈ G, µH(x
−1) ≥ µH(x).

Remarque 2.1.2. Soit H un sous ensemble flou de G.

Dans le cas classique la fonction caractèristique χH est èquivalente µH .

Si H un sous groupe flou de G (G est un groupe au sens classique). Donc, dans ce cas on

13



Groupe flou ( Approche de Rosnenfeld ) 2.1 Groupe flou

a :

Si x, y ∈ H ⇒ µH (x) = 1 et µH (y) = 1

1. Devient

µH(xy) ≥ µH(x) ∧ µH(y) ⇒ µH(xy) ≥ µH(x) ∧ µH(y) = 1

⇒ µH(xy) = 1

⇔ χH(xy) = 1

⇒ xy ∈ H

2. Devient

µH(x
−1) ≥ µH(x) ⇒ µH(x

−1) ≥ µH(x)

⇒ µH(x
−1) = 1

⇔ χH(x
−1) = 1

⇒ x−1 ∈ H

Exemple 2.1.3. On rappelle que si E est un ensemble non vide, une permutation de E est

une bijection de E sur E et que si l’on note S(E) l’ensemble des permutations de E, alors

(S(E), ◦) est un groupe.

Soit S3 = {e, τ1,2, τ1,3, τ2,3, c1, c2} le groupe de permutations d’ordre 3 avec e l’elment

neutre de H. Tel que :

e =

 1 2 3

1 2 3

 τ1,2 =

 1 2 3

2 1 3

 τ1,3 =

 1 2 3

3 2 1


τ2,3 =

 1 2 3

1 3 2

 c1 =

 1 2 3

2 3 1

 c2 =

 1 2 3

3 1 2


Soit µ est un sous ensemble. On définit : µ : S3 ⇒ [0, 1] par :

µS3 (e) = 1.00 µS3 (τ1,2) = 0.50 µS3 (τ1,3) = 0.30

µS3 (τ2,3) = 0.25 µS3 (c1) = 0.15 µS3 (c2) = 0.15

On montre que

1. pour tous x, y ∈ S (E), µS3(xy) ≥ µS3(x) ∧ µS3(y).

2. pour tous x ∈ S (E), µS3(x
−1) ≥ µS3(x).
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Groupe flou ( Approche de Rosnenfeld ) 2.1 Groupe flou

Soit x, y ∈ S (E) on a :

◦ e τ1,2 τ1,3 τ2,3 c1 c2

e e τ1,2 τ1,3 τ2,3 c1 c2

τ1,2 τ1,2 e c2 c1 τ2,3 τ1,3

τ1,3 τ1,3 c1 e c2 τ1,2 τ2,3

τ2,3 τ2,3 c2 c1 e τ1,3 τ1,2

c1 c1 τ1,3 τ2,3 τ1,2 c2 e

c2 c2 τ2,3 τ1,2 τ1,3 e c1

µS3(xy) e τ1,2 τ1,3 τ2,3 c1 c2

e 1 0.5 0.30 0.25 0.15 0.15

τ1,2 0.5 1 0.15 0.15 0.25 0.30

τ1,3 0.30 0.15 1 0.15 0.5 0.25

τ2,3 0.25 0.15 0.15 1 0.30 0.5

c1 0.15 0.30 0.25 0.5 0.15 1

c2 0.15 0.25 0.5 0.30 1 0.15

µS3(x) ∧ µS3(y) µS3 (e) µS3 (τ1,2) µS3 (τ1,3) µS3 (τ2,3) µS3 (c1) µS3 (c2)

µS3 (e) = 1.00 1 0.5 0.30 0.25 0.15 0.15

µS3 (τ1,2) = 0.50 0.5 1 0.15 0.15 0.25 0.30

µS3 (τ1,3) = 0.30 0.30 0.35 1 0.15 0.5 0.25

µS3 (τ2,3) = 0.25 0.25 0.15 0.15 1 0.30 0.5

µS3 (c1) = 0.15 0.15 0.30 0.25 0.5 0.15 1

µS3 (c2) = 0.15 0.15 0.25 0.5 0.30 1 0.15

Donc, on tout les on a : µS3(xy) ≥ µS3(x) ∧ µS3(y).

Un raisonnement analogue pour prouver la condition : µS3(x
−1) ≥ µS3(x).
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Groupe flou ( Approche de Rosnenfeld ) 2.2 Propriétés des groupes flous

Pour tous x ∈ S (E) :

µS3(x) µS3(x
−1)

µS3 (e) = 1.00 µS3 (e) = 1.00

µS3 (τ1,2) = 0.50 µS3 (τ1,2) = 0.50

µS3 (τ1,3) = 0.30 µS3 (τ1,3) = 0.30

µS3 (τ2,3) = 0.25 µS3 (τ2,3) = 0.25

µS3 (c1) = 0.15 µS3 (c2) = 0.15

µS3 (c2) = 0.15 µS3 (c1) = 0.15

Donc, µS3 est un sous groupe flou de S(E).

2.2 Propriétés des groupes flous

Proposition 2.2.1. [7] Soit G un groupe et H un groupe flou de G. Alors,

(i). Pour tout x de H, µH(x) ≤ µH(e),

(ii). Pour tout x de H, µH(x
−1) = µH(x),

(iii). pour tout n de Z, tout x de H, µH(x
n) ≥ µH(x).

Démonstration.

(i). Soit x ∈ G, alors,

µH(e) = µH(xx
−1) ≥ (µH(x) ∧ µH(x

−1).

Et on a :

µH(x
−1) ≥ µH(x).

D’après la définition de groupe flou, alors,

µH(e) ≥ µH(x).

(ii). Soit x ∈ G, alors,

µH(x) = µH((x
−1)−1) ≥ µH(x

−1) ≥ µH(x)

Alors,

µH(x) = µH(x).
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Groupe flou ( Approche de Rosnenfeld ) 2.2 Propriétés des groupes flous

(iii). Pour tout n de N , on raisonne par récurrence :

(a). Si n = 0,

µH(x
0) = µH(e) ≥ µH(x).

D’après la définition de sous-groupe flou.

(b). Si n ≥ 0 supposons que :

µH(x
n) ≥ µH(x) est vrais

Et montrons que :

µH(x
n+1) ≥ µH(x).

On a :

µH(x
n+1) = µH(x

nx) ≥ (µH(x
n) ∧ µH(x)).

D’après (3), et comme par hypothèse on a :

µH(x
n+1) ≥ µH(x) ∧ µH(x)

Donc,

µH(x
n+1) ≥ µH(x)

Alors, la propriété est vraie pour tout n de N .

(c). Si n ≤ 0 ,

µH(x
n) = µH((x

−1)−n)

D’après la précédente, et comme

µH(x
−1) = µH(x)

Alors,

µH(x
n) ≥ µH(x).

Remarque 2.2.2. Dans le cas classique l’assertion (i) dans Proposition 3.3.2 devient :

x ∈ H ⇒ µH(x) = 1 ⇒ µH(e) = 1 ⇒ e ∈ H

Et l’assertion (ii) devient :

x ∈ H ⇒ µH(x) = 1 ⇒ µH(x
−1) = 1 ⇒ x−1 ∈ H
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Groupe flou ( Approche de Rosnenfeld ) 2.2 Propriétés des groupes flous

Proposition 2.2.3. [7] Soit G un groupe et H un ensemble flou de G. Alors,

H est un groupe flou de G si et seulement si µH(xy
−1) ≥ µH(x) ∧ µH(y)

Démonstration.

1.
(

?⇒
)
Si H est un sous groupe flou, pour tout x, y de G,

µH(xy
−1) ≥ µH(x) ∧ µH(y

−1) et µH(y
−1) ≥ µH(y)

Donc,

µH(xy
−1) ≥ µH(x) ∧ µH(y).

2.
(

?⇐
)
Réciproquement, si pour tout x, y de G,

µH(xy
−1) ≥ µH(x) ∧ µH(y

−1)

Alors,

(a). Pour tout x de G,

µH(e) = µH(xx
−1) = µH(x) ∧ µH(x

−1)

Alors,

µH(e) ≥ µH(x) .

(b). Pour tout x de G,

µH(x
−1) = µH(ex

−1) ≥ µH(e) ∧ µH(x
−1)

Et comme µH(e) ≥ µH(x) et µH(x
−1) ≥ µH(x).

(c). Pour tout x, y de G :

µH(xy) = µH(x(y
−1)−1) ≥ µH(x) ∧ µH(y

−1)

Et comme µH(y
−1) ≥ µH(y) et µH(xy) ≥ (µH(x) ∧ µH(y))

Par conséquent, H est groupe flou de G.

Remarque 2.2.4. Dans le cas classique l’assertion dans proposition 2.2.3 devient :

x, y ∈ H ⇒ µH(x) = 1 et µH(y
−1) = 1

⇒ min(µH(x), µH(y
−1)) = 1

⇔ µH(xy
−1) = 1

⇔ χH(xy
−1) = 1

⇔ xy−1 ∈ H
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Proposition 2.2.5. l’interaction de deux groupe flou est un groupe flou de G.

Démonstration.

Soit H et H ′ deux groupes flous de G tel que :

(i). Pour tout x, y ∈ G on a :

µH(xy) ≥ µH(x) ∧ µH(y),

µH′(xy) ≥ µH′(x) ∧ µH′(y),

donc :

µH(xy) ∧ µH′(xy) ≥ (µH(x) ∧ µH(y)) ∧ (µH′(x) ∧ µH′(y)),

µ H∩H′(xy) ≥ (µH(x) ∧ µH′(x)) ∧ (µH(y) ∧ µH′(y)),

alors :

µH∩H′(xy) ≥ µH∩H′(x) ∧ µH∩H′(y)

(ii). pour tout x ∈ G on a :

µH(x
−1) ≥ µH(x),

µH′(x−1) ≥ µH′(x),

donc

µ H∩H′(x−1) ≥ µH∩H′(x).

Proposition 2.2.6. l’union de deux groupe flou n’est pas nécessairement un groupe

Exemple 2.2.7. (2Z ∪ 3Z) n’est pas un groupe flou dans (Z,+). puisque

x = 2 ∈ 2Z et y = 3 ∈ 3Z

Donc,

x+ y = 2 + 3 = 5 /∈ 2Z ∪ 3Z.

Théorème 2.2.8. Soit H un groupe flou de G les conditions suivantes sont équivalentes :

(1). µH(xy) = µH(yx),

(2). µH(xy(x
−1)) = µH(y).
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Démonstration.

Soit x, y ∈ G (1) ⇒ (2)

µH(xyx
−1) = µH((xy)x

−1) = µH(x
−1xy) = µH(y).

(2) ⇒ (1) On a

xy = x(yx)x−1 ⇒ µH(xy) = µH(x(yx)x
−1) = µH(yx).

Définition 2.2.9. (Groupe flou normal) Soit H est un groupe flou de G, est appelle

groupe flou normal si

µH(xyx
−1) ≥ µH(y).

Proposition 2.2.10. Si G un groupe classique et H un groupe flou.

Si a et b sont générateurs de G, alors

µH(a) = µH(b), pour tout x de G et µH(a) ≤ µH(x)

Démonstration.

Si a et b sont des générateur de G, s’il existe m,n de Z tel que a = bm et b = an, d’où,

d’après

µH(a) = µH(b
m) ≥ µH(b)

et

µH(b) = µH(a
n) ≥ µH(a),

d’où

µH(a) = µH(b)

µH(a) ≤ µH(x)

se démontre d’une manière analogue.

Définition 2.2.11. Soit H un sous-groupe flou du groupe G.

On appelle le α-couper de sous groupe flou H le ensemble défini comme suite :

Hα = {x ∈ H : µH ≥ α}, α ∈ [0, 1]
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Remarque 2.2.12. Hα sont des ensemble classique.

Proposition 2.2.13. Soit H un sous-ensemble flou du groupe G. Alors,

H est un groupe flou de si et seulement si tous les Hα ,(α ∈ [0, 1]) sont des sous-groupes

de G au sens classique.

Démonstration.(
?⇒
)
Supposons que H groupe flou de G.

1. On a µH(e) ≥ µH(x) pour x ∈ Hα. Alors, µH(e) ≥ µH(x) = α ⇒ µH(e) ≥ α ⇒ e ∈
Hα ⇒ Hα ̸= ∅.

2. Pour x, y ∈ Hα, on a µH(x) ≥ α et µH(y) ≥ α , et on a H est un groupe flou. Donc,

µH(xy
−1) ≥ µH(x) ∧ µH(y) . Alors, µH(xy

−1) ≥ α . Donc, xy−1 ∈ Hα,

par suit Hα est un groupe de G.(
?⇐
)
Soit x, y de G ; si µH(x) = α et µH(x) = β. On pose µH(x) ∧ µH(y) = α ∧ β. Donc, µH(x) ∧ µH(y) ≤ µH(x)

µH(x) ∧ µH(y) ≤ µH(y)
⇒

 α ∧ β ≤ µH(x)

α ∧ β ≤ µH(y)

⇒

 x ∈ Hα∧β

y ∈ Hα∧β

⇒ xy−1 ∈ Hα∧β

⇒ µ(xy−1) ≥ α ∧ β

⇒ µ(xy−1) ≥ µH(x) ∧ µH(y)

Définition 2.2.14. L’image f(µ) d’un sous-ensemble flou µ de G et la image reseproce

f−1(ν) d’un sous-ensemble flou ν sous-ensemble de G′et une application f : G −→ G′ sont

définis comme

f(µ) (y) =


sup

x∈f−1(y)

µ (x) if f−1 (y) ̸= ∅

0 otherwise

Et

f−1(ν) (x) = ν (f (x)) , x ∈ G

Il n’est pas difficile de voir que f(µ) et f−1(ν) sont des sous-ensembles flous.
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Définition 2.2.15. on appelle image homomorphe de H par f : G −→ G′, la partie flou

f(H) de f(G) difinie par :

∀y ∈ f (G) : µf(H)(y) = sup
x∈f−1(y)

µH(x)

Proposition 2.2.16. Si H est groupe flou de G, alors f(H) est un groupe flou de f(G).

Démonstration.

Soit H est groupe flou et soit y1, y2 ∈ f(H), donc, µf(H)(y1) = 1 et µf(H)(y2) = 1, donc,

il existe x1, x2 ∈ H tel que x1 ∈ µf−1(y1) et x2 ∈ µf−1(y2) avec

µH (x1) = 1 et µH (x2) = 1, de pius H est groupe flou alors, µH(x1, x
−1
2 ) ≥ µH(x1)∧µH(x2).

Donc,

µf(H)(y1, y
−1
2 ) = sup

x1,x
−1
2 ∈f−1(y1,y

−1
2 )

µH(x1, x
−1
2 ) ≥ sup

x1,x
−1
2 ∈f−1(y1,y

−1
2 )

µH(x1) ∧ µH(x2)

≥ sup
x1∈f−1(y1)

µH(x1) ∧ sup
x2∈f−1(y2)

µH(x2)

= µf(H)(y1) ∧ µf(H)(y2)

Proposition 2.2.17. Si H ′ est groupe flou de G′ alors f−1 (H ′) est un groupe flou de G.

Démonstration.

SoitH ′ est groupe flou et soit x1, x2 ∈ f−1 (H ′), donc, νf−1(H′)(x1) = 1 et νf−1(H′)(x2) = 1,

donc, il existe x1, x2 ∈ H tel que x1 ∈ µf−1(y1) et x2 ∈ µf−1(y2) avec µH (x1) = 1 et

µH (x2) = 1, de pius H est groupe flou alors, µH(x1, x
−1
2 ) ≥ µH(x1) ∧ µH(x2).

Donc,

µf(H)(y1, y
−1
2 ) = sup

x1,x
−1
2 ∈f−1(y1,y

−1
2 )

µH(x1, x
−1
2 ) ≥ sup

x1,x
−1
2 ∈f−1(y1,y

−1
2 )

µH(x1) ∧ µH(x2)

≥ sup
x1∈f−1(y1)

µH(x1) ∧ sup
x2∈f−1(y2)

µH(x2)

= µf(H)(y1) ∧ µf(H)(y2)

Définition 2.2.18. Soit f : G −→ G′ un homomorphe de groupe floue iff

µ (x1x2) ≤ µ (f (x1x2))
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1. On appelle image homomorphe de µH par f : G −→ G′, la partie flou µf(H) de f(G)

définie par :

∀y ∈ f (G) : µf(H)(y) = sup
x∈f−1(y)

µH(x)

2. On appelle image réciproque homomorphe de µH′ par f : G −→ G′, la partie flou

f−1 (µH′) de G définie par :

f−1 (µH′) (x) = µH′(f(x)), pour tout x ∈ G

Théorème 2.2.19. Soit f : G −→ G′ un homomorphe de groupe.

Alors,

1. Si µH est groupe flou de G, alors µf(H) est un groupe flou de f(G).

2. Si µH′ est groupe flou de G′ alors f−1 (µH′) est un groupe flou de G.

Démonstration.

1. Soit H est groupe flou et soit y1, y2 ∈ f(H), donc, µf(H)(y1) = 1 et µf(H)(y2) = 1,

donc, il existe x1, x2 ∈ H tel que x1 ∈ µf−1(y1) et x2 ∈ µf−1(y2) avec µH (x1) = 1 et

µH (x2) = 1, depuis H est groupe flou alors, µH(x1, x
−1
2 ) ≥ µH(x1) ∧ µH(x2).Donc,

µf(H)(y1, y
−1
2 ) = sup

x1,x
−1
2 ∈f−1(y1,y

−1
2 )

µH(x1, x
−1
2 )

≥ sup
x1,x

−1
2 ∈f−1(y1,y

−1
2 )

µH(x1) ∧ µH(x2)

≥ sup
x1∈f−1(y1)

µH(x1) ∧ sup
x2∈f−1(y2)

µH(x2)

= µf(H)(y1) ∧ µf(H)(y2)

2. Soit µH′ est groupe flou de G′ et soit x1, x2 ∈ f−1 (µH′), f−1 (µH′) (x1) = µH′(f(x1)) ≥
µH′(y1) et f−1 (µH′) (x2) = µH′(f(x2)) ≥ µH′(y2). µH′ est groupe flou de G′ alors,
µH′(y1, y

−1
2 ) ≥ µH′(y1) ∧ µH′(y2).

Donc,

f−1(µH′)
(
x1, x

−1
2

)
= µH′

(
f
(
x1, x

−1
2

))
= µH′(f(x1)f(x

−1
2 ))

≥ µH′(y1, y
−1
2 )

≥ µH′(y1) ∧ µH′(y2)

= f−1 (µH′) (x1) ∧ f−1 (µH′) (x2)
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2.3 Morphismes de groupes flous

Définition 2.3.1. Soit G et G′ des groupes classique, et H ( résp. H ′) un groupe flous de

G ( résp. G′). Un morphisme de groupes f : G −→ G′ est appelé un morphisme flou de H

vers H ′ si :

Pour tout x ∈ G . (µH′ ◦ f)(x) ≥ µH(x).

Avec les hypothèse et les notations de la Définition 2.3.1 on a la définition suivante :

Définition 2.3.2. on appelle image homomorphe de H par f la partie flou f(H) de f(G)

difinie par :

∀y ∈ f (G) : µf(H)(y) = sup
x∈f−1(y)

µH(x)

Proposition 2.3.3. Si H est groupe flou alors f(H) est un groupe flou de f(G).

Démonstration.

Soit H est groupe flou et soit y1, y2 ∈ f(H), donc, µf(H)(y1) = 1 et µf(H)(y2) = 1, donc,

il existe x1, x2 ∈ H tel que x1 ∈ µf−1(y1) et x2 ∈ µf−1(y2) avec µH (x1) = 1 et µH (x2) = 1,

de pius H est groupe flou alors, µH(x1, x
−1
2 ) ≥ µH(x1) ∧ µH(x2).

Donc,

µf(H)(y1, y
−1
2 ) = sup

x1,x
−1
2 ∈f−1(y1,y

−1
2 )

µH(x1, x
−1
2 ) ≥ sup

x1,x
−1
2 ∈f−1(y1,y

−1
2 )

µH(x1) ∧ µH(x2)

≥ sup
x1∈f−1(y1)

µH(x1) ∧ sup
x2∈f−1(y2)

µH(x2)

= µf(H)(y1) ∧ µf(H)(y2)
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Chapitre 3

Groupe flou basé sur une opération

binaire floue

3.1 Définitions de l’opération binaire floue et du groupe

flou

Un nouveau type de groupe flou basé sur des opérations binaires floues est proposé. Les

concepts de sous-groupe flou, de sous-groupe flou normal, de groupe flou factoriel et d’homo-

morphismes de groupe flou sont introduits. Enfin, le thèorème fondamental de l’homomor-

phisme du groupe flou est obtenu.

3.1.1 Fonction classique

La définition usuelle en mathématiques d’une fonction est donc ensembliste et présuppose

essentiellement celle de couple et de produit cartésien. Une application ou fonction est un

triplet f = (E,F,G) avec une relation binaire G ⊂ E × F , et qui vérifie que pour tout x de

E il existe un unique y de F tel que le couple (x, y) appartienne à G. Exactement dans ce

cas, une application fG donnée comme relation binaire G ⊂ E × F est dite bien définie.

La propriété caractéristique peut se décomposer en deux clauses :

Existence.

∀x ∈ E,∃y ∈ F : (x, y) ∈ G
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Groupe flou basé sur une opération binaire floue 3.1 Définitions de
l’opération binaire floue et du groupe flou

Unicité.

∀x ∈ E,∀y ∈ F, ∀y′ ∈ F : ([(x, y) ∈ G ∧ (x, y′) ∈ G] ⇒ y = y′)

Malik et Mordeson [4] ont donné la définition suivante

3.1.2 Fonction floue

Définition 3.1.1. Soient R et S des ensembles non vides et f un sous-ensemble flou de

R× S, alors f est appelé une fonction floue R dans S si

1. (Existence floue)

∀x ∈ R, ∃y ∈ S tel que f(x, y) > 0

2. (Unicité floue)

∀x ∈ R, ∀y1, y2 ∈ S, f(x, y1) > 0 et f(x, y2) > 0 implique y1 = y2.

En utilisant la définition 3.1.1, nous avons une nouvelle définition.

Définition 3.1.2. Soit G un ensemble non vide R un sous-ensemble flou de G×G×G.

R est appelée une opération binaire floue sur G si

1. (Existence floue)

∀a, b ∈ G,∃c ∈ G tel que R(a, b, c) > 0

2. (Unicité floue)

∀a, b, c1, c2 ∈ G, R(a, b, c1) > 0 et R(a, b, c2) > 0 implique c1 = c2

3.1.3 Loi de composition interne

Soit R soit une opération binaire floue sur G.

Alors, nous avons une application

R : F (G)× F (G) −→ F (G)

(A,B) 7−→ R(A,B)

Ou

F (G) = {A | A : G −→ [0, 1] est une application }
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Groupe flou basé sur une opération binaire floue 3.2 Propriétés de groupe
flou

Et

R(A,B)(c) =
∨

a,b∈G

((A(a) ∧B(b)) ∧R(a, b, c)) (3.1)

Soit A = {a} et B = {b}, et soit R(A,B) noté a ◦ b, alors,

(a ◦ b)(c) = R(a, b, c),∀c ∈ G, (3.2)

((a ◦ b) ◦ c)(z) =
∨
d∈G

(R(a, b, d) ∧R(d, c, z)), (3.3)

(a ◦ (b ◦ c))(z) =
∨
d∈G

(R(b, c, d) ∧R(a, d, z)). (3.4)

Soit θ ∈ [0, 1] et en utilisant les notations dans les équations (3.2) et (3.4), nous avons

ce qui suit.

Définition 3.1.3. Soit G un ensemble non vide et R une opération binaire floue sur G.

(G,R), est appelé groupe flou si les conditions suivantes sont vraies :

(G1). ∀a, b, c, z1, z2 ∈ G, ((a ◦ b) ◦ c)(z1) > θ et (a ◦ (b ◦ c))(z2) > θ implique z1 = z2,

(G2). e ∈ G tel que (e ◦ a)(a) > θ et (a ◦ e)(a) > θ pour tout a ∈ G (e se voit attribuer une

identité element de G),

(G3). ∀a ∈ G, b ∈ G tel que (a ◦ b)(a) > θ et (b ◦ a)(e) > θ (b est appelé un element inverse

de a et est noté a−1).

Remarque 3.1.4. Dans la définition du groupe flou, a ◦ b est un sous-ensemble flou de G

car l’opération binaire sur G est au sens flou.

3.2 Propriétés de groupe flou

Proposition 3.2.1. Soit (G,R) un groupe flou, alors

1. l’élément d’identité de G est unique,

2. (a ◦ a)(a) > θ implique a = e,

3. (a ◦ b)(d) > θ et (a ◦ c)(d) > θ implique b = c,

4. (b ◦ a)(d) > θ et (c ◦ a)(d) > θ implique b = c,
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Groupe flou basé sur une opération binaire floue 3.2 Propriétés de groupe
flou

5. pour chaque a ∈ G, l’élément inverse de a est unique,

6. (a−l)−1 = a,

7. (b−1 ◦ a−1)(c) > θ et (a ◦ b)(d) > θ implique c = d−1.

Démonstration.

1. Soient e1, e2 des éléments d’identité de G, alors

(e1 ◦ e2)(el) > θ et (el ◦ e2)(e2) > θ,

C’est-à-dire,

R(el, e2, e2) > θ et R(el, e2, eI) > θ,

il s’ensuite que el = e2.

2. Soit b un élément inverse de a, alors

((b ◦ a) ◦ a)(a) ≥ R(b, a, e) ∧R(e, a, a) > θ,

(b ◦ (a ◦ a))(e) ≥ R(a, a, a) ∧R(b, a, e) > θ.

Il s’ensuite que a = e de (G1).

3. Soit h ∈ G tel que R(a−1, d, h) > θ, alors

(a−1 ◦ (a ◦ b))(h) ≥ R(a, b, d) ∧R(a− 1, d, h) > θ,

((a−l ◦ a) ◦ b)(b) ≥ R(a−1, a, e) ∧R(e, b, b) > θ.

Il s’ensuit que h = b de (G1) et par conséquent R(a−1, d, b) > θ.

Puisque

(a−1 ◦ (a ◦ e))(b) ≥ R(a, c, d) ∧R(a− l, d, b) > θ,

((a−1 ◦ a) ◦ c)(e) ≥ R(a−l, a, e) ∧R(e, c, c) > θ,

donc, b = e de (GI).

4. Est similaire à (3).

5. Soient b et c des éléments inverses de a,

alors

(a ◦ b)(e) > θ, (a ◦ c)(e) > θ.

il s’ensuit que b = c de (3).
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flou

6. Par (a ◦ a−1)(e) > θ et (((a−l)−1) ◦ a−1)(e) > θ,

on a

(a−l)−1 = a.

7. Soit h ∈ G tel que R(b, c, h) > θ, alors,

(b ◦ (b−1 ◦ a−1))(h) ≥ R(b−1, a−1, c) ∧R(b, c, h) > θ,

((b ◦ b−1) ◦ a−1)(a−1) ≥ R(b, b−1, e) ∧R(e, a−1, a−1) > θ.

Ainsi, h = a−1 et R(b, c, a−1) > θ. Soit k ∈ G tel que R(d, c, k) > θ,

alors

((a ◦ b) ◦ c)(k) ≥ R(a, b, d) ∧R(d, c, k) > θ,

(a ◦ (b ◦ c))(e) ≥ R(b, c, a−1) ∧R(a, a−1, e) > θ

Ainsi, k = e et R(d, c, e) > 0. Il s’ensuit que c = d−1.

Remarque 3.2.2. Le groupe de Demirci peut avoir un nombre infini d’éléments d’identité,

et un élément du groupe lisse peut avoir un nombre infini d’inverses [2]. Dans notre définition,

un flou le groupe n’a qu’un seul élément d’identité et un élément du groupe flou n’a qu’un

seul ”élément” inverse .

Théorème 3.2.3. Soit R une opération binaire floue sur G et (G,R) satisfont (G1) , alors

(G,R) est un groupe flou si et seulement si

(G2)′ ∃e1 ∈ G, ∀a ∈ G tel que (e1 ◦ a)(a) > θ, (e1 est appelé un élément d’identité gauche de

G ),

(G3)′ ∀a ∈ G, b ∈ G tels que (b ◦ a)(e1) > θ, (b est appelé un inverse gauche de a).

Démonstration.

Soit (G,R) satisfaire (G1), (G2)′ et (G3)′.

Premiérement, nous prouvons que (a◦b)(e1) > θ, ou b est un inverse a gauche de l’élement

a.

En fait, soit c, d, h ∈ G tel que R(a, b, c) > θ, R(a, it, d) > θ, et R(c, a, h) > θ alors,

(a ◦ (b ◦ a))(d) ≥ R(b, a, e1) ∧R(a, e1, d) > θ,

((a ◦ b) ◦ a)(h) ≥ R(a, b, c) ∧R(c, a, h) > θ.
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Ainsi, d = h et R(c, a, d) > θ.

Soit k ∈ G tel que R(d, b, k) > θ, alors,

(a ◦ (e1 ◦ b))(c) ≥ R(e1, b, b) ∧R(a, b, c) > θ,

((a ◦ e1 ◦ b)(k) ≥ R(a, e1, d) ∧R(d, b, k) > θ.

Ainsi, c = k et R(d, b, c) > θ

Soit u ∈ G tel que R(c, c, u) > θ, alors

(c ◦ (a ◦ b))(u) > R(a, b, c) ∧R(c, c, u) > θ,

((c ◦ a) ◦ b)(c) > R(c, a, d) ∧R(d, b, c) > θ.

Ainsi, u = c et R(c, c, c) > 0.

Par la preuve de, nous avons c = e1, alors (a ◦ b)(e1) > θ.

Ensuite, nous prouvons que

(a ◦ e1)(a) > θ.

En fait, par

(a ◦ (b ◦ a))(d) ≥ R(b, a, el) ∧R(a, e1, d) > θ,

((a ◦ b) ◦ a)(a) ≥ R(a, b, e1) ∧R(et, a, a) > θ.

On a d = a, et par consequent (a ◦ e1)(a) > θ. Ainsi, (G,R) satisfait (G1) - (G3).

De même, nous avons ce qui suit.

Théorème 3.2.4. Soit R opération binaire floue sur G et (G,R) satisfaisant (G1).

Alors, (G,R) est un groupe flou si et seulement si

(G2)′ ∃er ∈ G tel que (a ◦ er)(a) > θ, ∀a ∈ G.

(G3)′ ∀a ∈ G, b ∈ G tels que (a ◦ b)(er) > θ.

Théorème 3.2.5. Soit R une opération binaire floue sur G et (G,R) satisfont (G1).

Donc, (G,R) est un groupe flou si et seulement si, ∀a, b, x, y ∈ G tel que

(a ◦ x)(b) > θ et (y ◦ a)(b) > θ
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Démonstration.

Soit (G,R) un groupe flou et soit x, u ∈ G tel que R(a−1, b, x) > θ, R(a, x, u) > θ, ensuite

(a ◦ (a−1 ◦ b))(a) ≥ R(a−l, b, x) ∧R(a, x, u) > θ.

((a ◦ a−1) ◦ b)(b) ≥ R(a, a−1, e) ∧R(e, b, b) > θ.

Ainsi, u = b et R(a, x, b) > θ.

De même, y ∈ G tel que R(y, a, b) > θ.

Il s’ensuit que (a ◦ x)(b) > θ et (y ◦ a)(b) > θ.

Inversement, soit (G,R) vérifie (G1) et la formule (5) et soit c ∈ G, alors il ∃x, d ∈ G

tel que

R(e∗, c, c) > θ,R(c, x, a) > θ, etR(e∗, a, d) > θ.

Alors,

(e∗ ◦ (c ◦ x))(d) ≥ R(c, x, a) ∧R(e∗, a, d) > θ,

((e∗ ◦ c) ◦ x)(a) ≥ R(e∗, c, c) ∧R(c, x, a) > θ.

Ainsi, d = a et R(e∗, a, a) > θ, ç’est- à -dire (e∗ ◦ a)(a) > θ.

Par la formule (5), on a qu’il exy ∈ G tel que (y ◦ a)(e∗) > θ, alors (G,R) est un groupe

flou du Théorème 3.2.3.

3.3 Sous-groupe flou et sous-groupe flou normal du

groupe flou

Soit (G,R) un groupe flou et H une partie non vide de G.

Soit RH(a, b, c) = R(a, b, c), ∀a, b, c ∈ H, alors on a

(a • b)(c) = RH(a, b, c) = R(a, b, c),∀a, b, c ∈ H

((a • b) • c)(z) = ∨
x∈H

(R(a, b, x) ∧R(x, c, z)),∀z ∈ H,∀a, b, c ∈ H

(a • (b • c))(z) = ∨
x∈H

(R(b, c, x) ∧R(a, x, z)),∀z ∈ H,∀a, b, c ∈ H.

Ensuite nous avons la définition suivante :

Définition 3.3.1. Soient (G,R) un groupe flou et H une partie non vide de G.
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(H1) Si ∀a, b ∈ H,∀c ∈ G, (a ◦ b)(c) > 0 implique c ∈ H,

(H2) Si ∀a, b, c ∈ H,∀z1, z2 ∈ H, ((a•b)•c)(z1) > 0 et (a• (b•c))(z2) > 0, implique z1 = z2,

(H3) ∃eH ∈ H tel que (a • eH)(a) > 0, (eH • a)(a) > 0, ∀a ∈ H,

(H4) ∀a ∈ H, ∃b ∈ H tel que (a • b)(eH) > 0 et (b • a)(eH) > 0.

Alors, H est appelé un sous-groupe flou de G.

Proposition 3.3.2. . Soit H un sous-groupe flou de G, alors,

1. eH = e,

2. l’élément inverse b de a dans H est l’élément inverse a−1 de a dans G.

Démonstration. . (1)D’après (H3), on a (eH ◦ eH)(eH) > 0. Puisque (eH ◦ e)(eH) > 0, donc

eH = e de

Par (b • a)(eH) > 0, on a (b ◦ a)(e) > 0. Puisque (a−1 ◦ a)(e) > 0, donc b = a−1 d’après

la proposition 2.1(4).

Clairement, nous avons ce qui suit.

Proposition 3.3.3. . H est un sous-groupe flou de G si et seulement si

1. ∀a, b ∈ H, ∀c ∈ G, (a ◦ b)(c) > 0 implique c ∈ H,

2. a ∈ H implique a−1 ∈ H.

Proposition 3.3.4. . Soit Hi, i ∈ I, un sous-groupe flou de G, alors ∩
i∈I

Hi est un sous-groupe

flou de G.

Démonstration.

Proposition 3.3.5. . Soit (G,R) un groupe flou et

c = {x | x ∈ G et (x ◦ a)(c) > 0 ⇔ (a ◦ x)(c) > 0 pour tout a, c ∈ G}

alors, C est un sous-groupe flou de G.

Démonstration. . Clairement, e ∈ C. Alors, C ̸= 0.

(1) x1, x2 ∈ C et (x1 ◦ x2)(x) > 0 ⇒ x ∈ C.
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Soient a, c, d1, d2, b2 ∈ G tels que R(x, a, c) > 0, R(a, x, d1) > 0, R(a, x2, b2) > 0, et

R(b2, x1, d2) > 0. Par R(x1, x2, x) > 0 et R(x1, x1, x) > 0, on a

(a ◦ (x2 ◦ x1))(d1) ≥ R(x2, x1, x) ∧R(a, x, d1) > 0,

((a ◦ x2) ◦ x1)(d2) ≥ R(a, x2, b2) ∧R(b2, x1, d2) > 0.

Ainsi, d1 = d2 et R(b2, x1, d1) > 0.

Puisque x1, x2 ∈ C, donc R(x2, a, b2) > 0, R(x1, b2, d1) > 0, alors

((x1 ◦ x2) ◦ a)(c) ≥ R(z1, x2, x) ∧R(x, a, c) > 0,

(x1 ◦ (x2 ◦ a))(d1) ≥ R(x2, a, b2) ∧R(x1, b2, d1) > 0.

Ainsi, c = d1 et R(a, x, c) > 0.

De même, R(a, x, c) > 0 implique R(x, a, c) > 0. Ainsi, x ∈ C.

(2) x ∈ C ⇒ x−1 ∈ C

Soit c, b, d ∈ G tel que R(a, x−1, c) > 0, R(c, x, b) > 0, et R(x−1, a, d) > 0, alors

((a ◦ x−1) ◦ x)(b) ≥ R(a, x−1, c) ∧R(c, x, b) > 0,

(a ◦ (x−1 ◦ x))(a) ≥ R(x−1, x, e) ∧R(a, e, a) > 0.

Ainsi, b = a et R(c, x, a) > 0, R(x, c, a) > 0.

Depuis

(x−1 ◦ (x ◦ c))(d) ≥ R(x, c, a) ∧R(x−1, a, d) > 0,

((x−1 ◦ x) ◦ c)(c) ≥ R(x−1, x, e) ∧R(e, c, c) > 0.

Donc, c = d et R(x−1, a, c) > 0.

De même, x ∈ C et R(x−1, a, c) > 0 impliquent R(a, x−1, c) > 0. Ainsi, x−1 ∈ C. Ainsi,

C est un sous-groupe flou de G de la 3.3.3.

Définition 3.3.6. Soit H un sous-groupe flou du groupe flou G, si ∀a, b ∈ G, ∀h ∈ H

(a ◦ (h ◦ a−1))(b) > 0 ⇒ b ∈ H (3.5)

alors, H est appelé un sous-groupe flou normal de G.

Proposition 3.3.7. .

((a ◦ b) ◦ c)(d) > 0 ⇔ (a ◦ (b ◦ c))(d) > 0.
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Démonstration. .Soit ((a◦b)◦c)(d) > 0 et soit z, w ∈ G tels que R(b, c, z) > 0 et R(a, z, w) >

0, alors

(a ◦ (b ◦ c))(w) ≥ R(b, c, z) ∧R(a, z, w) > 0.

Ainsi, d = w et (a ◦ (b ◦ c))(d) > 0.

De même, par

(a ◦ (b ◦ c))(d) > 0,

on a

((a ◦ b) ◦ c)(d) > 0.

Remarque 3.3.8. La condition (6) est équivalente à la condition (6)′

∀a, b ∈ G, ∀h ∈ H, ((a ◦ h) ◦ a−1)(b) > 0 ⇒ b ∈ H. (3.6)

Définition 3.3.9. .Soit H un sous-groupe flou de G. Soit

(aH)(z) =
∨
x∈H

R(a, x, z), (Ha)(z) =
∨
x∈H

R(x, a, z), (3.7)

aH(Ha) est appelé coset/eft (right) de H.

Théorème 3.3.10. .Soit H un sous-groupe flou de G, alors H est un sous-groupe flou

normM si et seulement

si

∀a, z ∈ G, (aH)(z) > 0 ⇔ (Ha)(z) > 0. (3.8)

Démonstration. . ”⇒” Soit (aH)(z) > 0, alors il existe un élément h ∈ H tel que R(a, h, z) >

0.

Soit c ∈ G tel que R(z, a−l, c) > 0, alors,

((a ◦ h) ◦ a−1)(c) ≥ R(a, h, z) ∧R(z, a−1, c) > 0.
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Ainsi, c ∈ H et R(z, a−1, c) > 0.

Soit w ∈ G tel que R(c, a, w) > 0, alors

((z ◦ a−1) ◦ a)(w) ≥ R(z, a−1, c) ∧R(e, a, w) > 0,

(z ◦ (a−1 ◦ a))(z) ≥ R(a−1, a, e) ∧R(z, e, z) > 0.

Ainsi, w = z et R(c, a, z) > 0. Alors,

(Ha)(z) =
∨
x∈H

R(x, a, z) > R(c, a, z) > 0.

De même, lorsque (Ha)(z) > 0, on a (aH)(z) > 0.

”⇐” Soient a, e ∈ G, h ∈ H tels que

(a ◦ (h ◦ a−1))(e) > 0,

alors il existe z ∈ G tel que

R(h, a−1, z) > 0, R(a, z, e) > 0,

alors

(Ha−1)(z) =
∨
x∈H

R(x, a−1, z) > R(h, a−1, z) > 0.

Il s’ensuit que

(a−1H)(z) =
∨
x∈H

R(a−1, x, z) > 0.

Alors, il existe hi ∈ H tel que R(a−1, hi, z) > 0, alors

(a ◦ (a−1 ◦ hi))(c) ≥ R(a−1, hi, z) ∧R(a, z, c) > 0,

((a ◦ a−1) ◦ hi)(hi) ≥ R(a, a−1, e) ∧R(e, hi, hi) > 0.

3.4 Facteur d’un groupe flou

Lemme 3.4.1. Soit G un groupe flou, alors

R(a, b, c) > 0 ⇒ R(c, b−1, a) > 0 ∧R(a−1, e, b) > 0. (3.9)
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Démonstration. Soient R(a, b, e) > 0 et d ∈ G tels que R(c, b−1, d) > 0, alors

((a ◦ b) ◦ b−1)(d) ≥ R(a, b, c) ∧R(e, b−1, d) > 0,

(a ◦ (b ◦ b−1))(a) ≥ R(b, b−1, e) ∧R(a, e, a) > 0.

Ainsi, d = a et R(c, b−1, a) > 0. De même, nous avons R(a−1, c, b) > 0.

Soit H un sous-groupe flou normal du groupe flou G et soit Σ = {aH \ a ∈ G}. Nous
définissons une relation sur Σ

a1H ∼ a2H ⇔ ∃h ∈ H, telque R(a−1
1 , a2, h) > 0 (3.10)

Ensuite, nous avons :

Théorème 3.4.2. ∼ est une relation équivalente sur E.

Démonstration.

(1) Par R(a−1, a, e) > 0 et e ∈ H. Nous avons, ∀a ∈ G.

(2) Soit a1H ∼ a2H, alors il existe h ∈ H tel que R(a−1
1 , a2, h) > 0.

Soit c ∈ G et R(a−1
2 , a1, c) > 0, alors on a R(a2, h

−1, a1) > 0 d’après le . Puis,

((a−1
2 ◦ a2) ◦ h−1)(h−1) ≥ R(a−1

2 , a2, e) ∧R(e, h−1, h−1) > 0,

(a−1
2 ◦ (a2 ◦ h−1))(c) ≥ R(a2, h

−1, a1) ∧R(a−1
2 , a1, c) > 0.

Ainsi, c = h−1 et R(a−1
2 , a1, h

−1) > 0.

Puisque h ∈ H, donc h−1 ∈ H et par conséquent a2H ∼ a1H.

(3) Soit a1H ∼ a2H, a2H ∼ a3H, alors il existe h1, h2 ∈ H tel que

R(a−1
1 , a2, h1) > 0 et R(a−1

2 , a3, h2) > 0.

Soit c ∈ G tel que R(h1, h2, c) > 0, alors c ∈ H. Soit z1, z2 ∈G tel que

R(h1, a
−1
2 , z1) > 0, R(z1, a3, w1) > 0,

alors

(h1 ◦ (a−1
2 ◦ a3))(c) ≥ R(a−1

2 , a3, h2)R(h1, h2, c) > 0,

((h1 ◦ a−1
2 ) ◦ a3)(w1) ≥ R(h1, a

−1
2 , z1) ∧R(z1, a3, w1) > 0.
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Ainsi, w1 = c.

D’après R(a−1
1 , a2, h1) > 0 et le , on a

R(h1, a
−1
2 , a−1

1 ) > 0,

alors z1 = a−1
1 et R(a−1

1 , a3, c) > 0. Il s’ensuit que a1H ∼ a3H.

Proposition 3.4.3. .a1H ∼ a2H ⇔ ((a1H)(z) > 0 ⇔ (a2H)(z) > 0).

Démonstration.

” ⇐” Soit a1H ∼ a2H, puis a2H ∼ a1H et par conséquent il existe h ∈ H tel que

R(a−1
2 , a1, h) > 0

.

Soit

(a1H)(z) =
∨
x∈H

R(a, x, z) > 0,

alors il existe h1 ∈ H tel que R(a1, h1, z) > 0.

Soit h2 ∈ G tel que

R(h, h1, h2) > 0,

alors h2 ∈ H.

Soit w ∈ G tel que

R(a2, h2, w) > 0.

Par R(a−1
2 , a1, h) > 0 et, on a

R(a2 , h, a1) > 0,

alors

(a2 ◦ (h ◦ h1))(w) ≥ R(h, h1, h2) ∧R(a2, h2, w) > 0,

((a2 ◦ h) ◦ h1)(z) ≥ R(a2, h, a1) ∧R(a1, h1, z)˜ > 0.

Ainsi, w = z et R(a2, h2, z) > 0. Alors,

(a2H)(z) =
∨
x∈H

R(a2, x, z) ≥ R(a2, h2, z) > 0.
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De même, lorsque (a2H)(z) > 0, on a

(a1H)(z) > 0

.

”⇐” Par e ∈ H et

(a1H)(a1) =
∨
x∈H

R(a1, x, a1) ≥ R(a1, e, a1) > 0,

sur

(a2H)(a1) =
∨
x∈H

R(a2, x, a1) > 0,

alors il existe h ∈ H tel que R(a2, h, a1) > 0.

D’après le Lemma 3.4.1, on ont

R(a−1
1 , a2, h

−1) > 0.

Puisque h−1 ∈ H, donc a1H ∼ a2H.

Soit

[aH] = {a′H | a′H ∼ aH}, ā = {a′H ∈ G, et a′H ∼ a′H}, G/H = {[aH] | a ∈ G}

et

R̄ :
G

H
× G

H
× G

H
−→ [0, 1],

([aH], [bill, [cH]) 7→ R̄([aH], [bH, [cH) =
∨

(a′,b′,c′)∈ā×b×c.

R(a′, b′, c′),

Ensuite, nous avons :

Théorème 3.4.4. R̄ est une opération binaire floue sur G/H.

Démonstration.

(1) ∀a, b ∈ G,∃e ∈ G tels que R(a, b, c) > 0, alors

R̄([aH], [bH], [cH]) ≥ R(a, b, c) > 0.

(2) Soit R̄([aH], [bH], [cH]) > 0 et R̄([aH], [bH], [dH]) > 0, il faut montrer [cH] = [dH].
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Groupe flou basé sur une opération binaire floue 3.4 Facteur d’un groupe flou

En fait, parR̄([aH], [bH], [cH]) > 0 et R̄([aH], [bH], [dH]) > 0, on a qu’il ya

existe a1 ∈ a, b1 ∈ b, c1 ∈ c, a′1 ∈ a, b′1 ∈ b, d1 ∈ d tels que

R(a1, b1, c1) > 0, R(a′1, b′1, d′1) > 0. (3.11)

puisque a′1H ∼ a1H, b′1H ∼ b1H,il existe donc h1 ∈ H, h2 ∈ H tel que1

R(a′1, h1, a1) > 0, R(b′1, h2, b1) > 0. (3.12)

Soit z ∈ G tel que

R(h1, b′1, z) > 0,

alors

R(z, b′−1
1 , h1) > 0,

alors b′−1
1 H ∼ zH et il existe h′1 ∈ H tel que

R(b′−1
1 , z, h′) > 0.

.

Soit y ∈ G tel que R(b′1, h′1, y) > 0, alors

(b′1 ◦ (b′−1
1 ◦ z))(y) ≥ R(b′−1

1 , z, h′1) ∧R(b′1, h′1, y)′ > 0,

((b′1 ◦ b′−1
1 ) ◦ z)(z) ≥ R(b′1, b′−1

1 , e) ∧R(e, z, z) > 0.

Ainsi, y = z.

Soit z1, y1 ∈ G tel que R(h1, b1, z1) > 0, R(a′1, z1, y1) > 0, alors

(a′1 ◦ (h1 ◦ b1))(y1) ≥ R(h1, b1, z1) ∧R(a′1, z1, y1) > 0,

((a′1 ◦ h1) ◦ b1)(c1) ≥ R(a′1, h1, a1) ∧R(a1, b1, c1) > 0.

Ainsi, y1 = c1 et R(a′1, z1, c1) > 0.

Soit P1 ∈ G tel que R(z, h2, p1) > 0, alors

((h1 ◦ b′1) ◦ h2)(p1) ≥ R(h1, b′1, z) ∧R(z, h2, p1) > 0,

(h1 ◦ (b′1 ◦ h2))(z1) ≥ R(b′1, h2, b1) ∧R(h1, b1, z1) > 0

Ainsi, p1 = z1et R(z, h2, z1) > 0, R(y, h2, z1) > 0.

Soient h ∈ G,w1 ∈ G tels que R(h′1, h2, h1) > 0, R(b′1, h, w1) > 0, alors h ∈ H et
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(b′1 ◦ (h′1 ◦ h2))(w1) ≥ R(h′1, h2, h) ∧R(b′1, h, w1) > 0,

((b′1 ◦ h′1) ◦ h2)(z1) ≥ R(b′1, h′1, y) ∧R(y, h2, z1) > 0.

Ainsi, w1 = z1 et R(b′1, h, z1) > 0.

Soit w ∈ G tel que R(d1, h, w) > 0, alors

((a′1 ◦ b′1) ◦ h)(w) ≥ R(a′1, b′1, d1) ∧R(d1, h, w) > 0,

(a′1 ◦ (b′1 ◦ h))(c1) ≥ R(b′1, h, z1) ∧R(a′1, z1, c1) > 0.

Ainsi, w = c1 et R(d1, h, c1) > 0. Il s’ensuit que cH ∼ dH et par conséquent [cH] = [dH].

Ainsi, R est une opération binaire floue sur G/H.

Comme R est une opération binaire floue sur G/H, on a donc

([tous] ◦ [bH])([cH]) = R([aH], [bH], [cH]), (3.13)

(([aH] ◦ [bH]) ◦ [cH])([dH]) =
∨
x∈G

R([aH], [bH], [xg]) ∧R([xH], [cH], [dH]), (3.14)

([tous] ◦ ([bH] ◦ [cH]))([wH]) =
∨
x∈G

R([bH], [cH], [xH]) ∧R([aH], [xH], [wH]). (3.15)

Ensuite, nous avons le théorème suivant.

Théorème 3.4.5. (G/H,R) est un groupe flou.

Démonstration.

(1) Soit

(([aH] ◦ [bH]) ◦ [cH])([dH]) > 0, ([aH] ◦ ([bH] ◦ [cH]))([wH]) > 0. (3.16)

Alors, on a a1, a′1, b1, b′1, c1, c′1, d1, w1 ∈ G tels que appeler c1H ∼ c′1H ∼ cH, a′1H ∼
a1H ∼ aH, b′1H˜b1H˜bH, d1H ∼ dH,w1H˜wH et il existe des éléments h1, h2, h3 ∈ H,

x′1, x′2 ∈ G tel que

R(a1, b1, x′1) ∧R(x′1, c1, d1) > 0,

R(b′1, c′1, x′2) ∧R(a′1, x′1, w1) > 0,

R(a′1, h1, a1) > 0, R(b′1, h2, b1) > 0, R(c′1, h3, c1) > 0.

Soit z1 ∈ G tel que R(a′1, b′1, z1) > 0, alors par R(a1, b1, x′1) > 0, R(a′1, h1, a1) > 0,
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R(a′1, b′1, z1) > 0, R(b′1, h2, b1) > 0 et preuve du théorème 4.2, sur : ∃h ∈ H tel que

R(z1, h, x′1) > 0.

Soit z2 ∈ G tel que R(z1, c′1, z2) > 0.

Par

R(x′1, c1, d1) > 0, R(z1, h, x′1) > 0,

R(c′1, h3, c1) > 0, R(z1, c′1, z2) > 0,

et la preuve du théorème 4.2, sur ∃h4 ∈ Htel que

R(z2, h4, d1) > 0.

Depuis

(a′1 ◦ (b′1 ◦ c′1))(w1) ≥ R(b′1, c′1, x′2) ∧R(a′1, x′2, w1) > 0,

((a′1 ◦ b′1) ◦ c′1)(z2) ≥ R(a′1, b′1, z1) ∧R(z1, c′1, Z2) > 0,

donc, z2 = w1 et R(w1, h4, d1) > 0. Alors, w1H ∼ dH et par conséquent[wH] = [dH].

(2) ∀a ∈ G, ([aH] ◦ [eH])([aH]) ≥ R(a, e, a) > 0, ([eH] ◦ [aH])([aH]) ≥ R(e, a, a) > 0.

(3) ([aH] ◦ [a−1H])([eH]) ≥ R(a, a−1, e) > 0, ([a−lH] ◦ [aH])([eH]) ≥ R(a−1, a, e) > 0.

Ainsi, (G/H,R) est un flux groupé selon la Définition 2.3.

Définition 3.4.6. (G/H,R) est appelé groupe flux de facteur de G modulo H.

3.5 Homomorphismes de groupes flous

Définition 3.5.1. Soient (G1, R1) et (G2, R2) deux groupes flous, f : G1 −→ G2 est une

application. Si

R1(a, b, c) > 0 ⇒ R2(f(a), f(b), f(c)) > 0, (3.17)

alors f est appelé un flot d’homomorphisme. Si 1− 1, on parle de monomorphisme flou

. Si f isonto, on parle d’épimorphisme flou . Si f est à

la fois 1 − 1 et sur, cela s’appelle un isomorphisme flou. Clairement, nous avons ce qui

suit.
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Théorème 3.5.2. . Soient (G,R) un groupe flou et H un sous-groupe flou normal de G.

Soit

(G/H,R) un groupe de flux de facteurs, alors

φ : G −→ G

H

a 7→ φ (a) = [aH]

est un épimorphisme flou.

Proposition 3.5.3. . Soit f : (C1, R1) −→ (G2, R2) un homomorphisme de groupe flou ,

alors

(1) f(e1) = e1,

(2) f(a−1) = (f(a))−1.

Théorème 3.5.4. .Soit f : (G1, R1) ∼ (G2, R2) un homomorphisme de groupes flous, alors

(1) si H1 est un flux sous-groupe de G1, alors f(H1) est un flux sous-groupe de G2,

(2) si H2 est un flux sous-groupe de G2, alors f−1(H2) est un flux sous-groupe de G1,

(3) si N2 est un flux sous-groupe normal, alors f−1(N2) est un flux sous-groupe normal,

(4) Kerf = {x ∈ G1 | f(x) = e2} est un sous-groupe flux normal de G1,

(5) f est un monomorphisme flou si et seulement si clé f = {e1}. Groupe flou basé sur

l’opération binaire floue

Théorème 3.5.5. Le théorème fondamental d’homomorphisme.

Soit f : (G1, R1) ∼ (G2, R2) un épimorphisme de groupe flou , alors G1/H est isomorphe

à G2,

ou H = Kerf .

Démonstration. Soit

g :
G1

H
−→ G2[aH] 7→ f(a).

(1) Soient aH ∼ bHet h ∈ H tels que R1(a, h, b) > 0, alors

R2(f(a), f(h), f(b)) > 0.
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Puis que h ∈ Kerf , doncf(h) = e2. Ainsi, f(a) = f(b). Donc g est une application.

(2) ∀y ∈ G2,∃x ∈ G1, f(x) = y, alors g([xH]) = y. Ainsi, g est sur.

(3) Soit g([aH]) = g([bH]), alorsf(a) = f(b). Soit c ∈ G1 tel que R1(a
−1, b, c) > 0, alors

R2(f(a
−1), f(b), f(c)) > 0.

Par f(a) = f(b), sur f(c) = e2. Il s’ensuit que c ∈ H et aH˜bH.Ainsi, [aH] = [bH].

(4) Soit R1([aH], [bH], [cH])) > 0, alors il existe a1, b1, c1 ∈ G et h1, h2, h3 ∈ g tels que

R1(a, h1, a1) > 0, R1(b, h2, b1) > 0, R1(c1, h3, c) > 0, R1(a1, b1, c1) > 0.

Soit w ∈ G tel que R1(a, b, w) > 0. D’une manière similaire à la preuve du théorème 4.2,

sur un

∃h′ ∈ H tel que

R1(w, h′, c) > 0

Alors, wH ∼ cH et, par conséquent, f(c) = f(w).

Par Rl(a, b, w) > 0, on a

R2(f(a), f(b), f(w)) > 0,

Alors,

R2(f(a), f(b), f(e)))) > 0.

Donc g est un flot d’isomorphisme R.
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Abstract :

A new type of fuzzy group based on fuzzy binary ope-
rations is proposed. The concepts of fuzzy subgroup,
normal fuzzy subgroup, factorial fuzzy group and fuzzy
group homomorphisms are introduced. Finally, the fun-
damental theorem of the homomorphism of the fuzzy
group is obtained.

Résumé :

Un nouveau type de groupe flou basésur des opérations
binaires floues est proposé. Les concepts de sous-groupe
flou, de sous-groupe flou normal, de groupe flou factoriel
et d’homomorphismes de groupe flou sont introduits.
Enfin, le théorème fondamental de l’homomorphisme du
groupe flou est obtenu.
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