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Résumé

Ce mémoire s’inscrit dans le cadre de la théorie des opérateurs multilinéaires. Précisément,
nous avons ¢tudie la relation entre les différents types d’opérateurs multilinéaires. Apres avoir
discuté les classes d’opérateurs lin€aires p-sommants et fortement p-sommants, nous avons
rappelé les classes d’opérateurs multilinéaires. En fin, une étude de comparaison entre ces
classes a été faite.

Mots clés : les opérateurs m-linéaires, Cohen fortement p-sommants, r-dominés, opérateurs
m-linéaires fortement p-sommants, opérateurs m-linéaires de Hilbert-Schmidt,théoréme de
factorisation (domination) de Pietsch,théoréme de Bu.

Abstract

This memory appears in the setting of the multilinear operator theory. Precisely, we have
studied the relation between the different multilinear operator types. After having discussed
the linear operator classes p-sommnts and greatly p-sommnts, we recalled multilinear operator
classes. In end a survey of comparison between these classes has been made.

Key words : m-linear operators, Cohen strongly p-summing operators, r-dominated, m-
linear strongly p-summing operators,Hilbert-Schmidt m-linear operators, Pietsch's
factorisation (domination) theorem,Bu's theorem

A plly paddal)

b yigall 53l G A Ly dapally | dodadll Baneiall yigall 4 5k Ul 85 S0l oda ki
UR0 Al o padlas 5 o aelae A0dadl) gl Calial (8L () ay Adliaall d3dadl) sa2eiall
lial) oda (A jlae Al o Ly jal Aliadl 8 Ghaal) saxeiall jigall Cilicaly,

dgalida cilals

, Bu 2~T_U.1A.'\,Hﬂ];)ert_S(;hrnidt Aladl) saaxtall Jigall , 4 g8l = c.ml;a Jisadl G S ,3\_3}:';‘\ Badariall il
. Pietsch J <lsaill 4, )k



Table des matiéres

0.1 Imtroduction . . . . . . . . . . e

1 Les opérateurs linéaire p-sommants et leus conjugués
1.1 Imtroduction . . . . . . . . . . . ..
1.2 Opérateurs p-sommants . . . . . . . . . ..o
1.3 Caracterisation des opérateurs linéaires p-sommants . . . . . . . . . . ..
1.4 Opérateur linéaire fortement p-sommant . . . . . . . .. ... ... ...

1.5 Relation entre les deux types . . . . . . . .. .. Lo

2 Classes d’opérateurs multilinéaires
2.1 Imtroduction . . . . . . . . . . . ..
2.2 Les opérateurs multilinéaires . . . . . . . . . . . ... ...
2.3 Idéaux d’opérateurs multilinéaires . . . . . . . ... ... Lo
2.4 Méthodes de Pietsch . . . . . . . . . ... ... ...
2.5 Opérateurs m-linéaires Cohen fortement p-sommants . . . . . ... ...
2.6 Opérateurs multilinéaires p-dominés . . . . . . . . .. ... .. .. ....
2.7 Opérateurs multilinéaires fortement p-sommants . . . . . . .. ... ...
2.8 Opérateurs m-linéaires multiple p-sommants . . . . . . . ... ... ...

2.9 Opérateurs multilinéaires de Hilbert-Schmidt . . . . . . .. ... ... ..

3 Théorémes d’inclusions

3.1 Imtroduction . . . . . . . . . ..

10
15
17

22
22
22
26
28
29
32
33
36
37

39



3.2 Opérateurs m-linéaires définies sur les espaces £, . . . . ... ... ...
3.3 Relations entre les opérateurs m-linéaires p-dominé et les autres classes

3.4 Etude du cas des espaces de Hilbert . . . . . . .. ... ... .. .....



0.1 Introduction

En 1983 le mathématicien Allemand A. Pietsch a introduit la théorie des idéaux
multilinéaires. Leur grande motivation était de trouver des rapports entre les opérateurs
linéaires et multilinéaires. Dans son travail il a donné I’idée de construre des idéaux multi-
linéaires & partir d’'un idéal linéaire. Certaines classes d’opérateurs multilinéaires peuvent
s’exprimer via ces méthodes de Pietsch & savoir les classes des opérateurs multilinéaires
p-dominés et Cohen fortement p-sommants. Beaucoup de chercheurs dans ces derniéres
années sont intéressés d’étudier ces idéaux multilinéaires. Les travaux de ce mémoire de
fin d’étude se situe dans le cadre de la théorie des idéaux multilinéaires. Il prote essentiel-
lement sur une étude comparative entre ces classes d’opérateurs. La plupart des classes
généralisent la notion des opérateurs linéaires p-sommants. Seulement la notion des opé-
rateurs multilinéaires Cohen fortement p-sommants qui généralise celle des opérateurs
linéaires fortement p-sommants. Pour cette raison, cette derniére notion intervient dans

la plupart des résultats de comparaison.
Le mémoire se divise en trois chapitres.

Dans le premier chapitre, nous allons commencer en rappelant la définition des opérateurs
p-sommants introduite par Grothendieck en 1956 pour p = 1 et par Pietsch en 1967 pour
tout p. L’importance de cette définition motive beaucoup de chercheurs de contribuer et
travailler dans ce laxe. Notons par exemple Cohen qui a réussi de caractériser les adjoints
des opérateurs p-sommants, il a utilisé pour cette caractérisation les opérateurs fortement
p-sommants. Dans ce chapitre, nous allons étudier ces opérateurs de Cohen et on termine

le chapitre par une étude de comparaison entre les deux concepts.

Dans le deuxiéme chapitre, on étudiera les classes des opérateurs multilinéaires. Tout
d’abord, on rappelle la définition d’'un opérateur multilinéaire borné, I’ensemble de ces
opérateurs construit un espace de Banach avec la norme des opérateurs. La deuxieme

partie de ce chapitre sera consacré a étudier les différentes types de normes tensoriels. En



particulier, on verra que ’espace des opérateurs multilinéaires bornés coincide avec 1’es-
pace de produit tensoriel projective. Cette identification nous permettra de transmettre
quelques propriétés de cas linéaires au cas multilinéaires. On termine ce chapitre par don-
ner les définitions de cas multilinéaire qui généralise la notion des opérateurs p-sommants

ainsi que la notion des opérateurs linéaires fortement p-sommants.

Dans le troisiéme chapitre, on fera une étude de comparaison entre les classes d’opérateurs
multilinéaires. Commencons par les opérateurs m-linéaires définis sur des espaces £, dont
nous allons établir une bonne relation entre les opérateurs Cohen fortement p-somments,
p-dominés, fortement p-sommants de Dimant et multiple p-sommants. Nous allons aussi
étudier le cas des espaces de Hilbert et finalement on prendra les opérateurs m-linéaires

p-dominés en essayant de les comparer avec les autres concepts.



Notations générales

k Corps des scalaires (k=Rou C).
Mesure de probabilité de Radon.
C(k) Espace des fonctions continues sur ’espace compact K avaleur sréelles.
L, Espace de Lebesgue.
0,(X) Espace des suites dans X absolument p-sommables.
(X)) Espace des suites dans X faiblement p-sommables.
B+ Boule unité fermé de 'espace dual X.
Brxy,. Xm) Boule unité fermé de Iespace dual X;®r...0, X

L(Xy,....,X,n;Y) Espace d’opérateurs m-linéaires continus de Xj, ..., X, dans Y.

M(X1, ..., Xn;Y) Idéal d’opérateurs m-linéaires de Xj, ..., X, dans Y.

Dl ("X;Y) Espace d’opérateurs m-linéaires Cohen fortement p-sommants de™ X dans Y.
LhH(mX;Y) Espace d’opérateurs m-linéaires p-dominés de ™ X dans Y.

Le(mX;Y) Espace d’opérateurs m-linéaires fortement p-sommants de "X dans Y.
Lus(™H; H) Espace d’opérateurs m-linéaires de Hilbert-Schmidt de "X dans Y.
Lr(MX:Y) Espace des opérateur m-linéaire de rang fini de "X dans Y.



Chapitre 1

Les opérateurs linéaire p-sommants

et leus conjugués

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on va rappeler la définition des opérateurs linéaires p-sommants ainsi
que le théoréme célébre de factorisation de Pietsch. Puis, on s’intéressera aux opérateurs
fortement p-sommants. Ces derniers opérateurs ont été introduit par Cohen pour le but
de caractériser les adjoints des opérateurs p-sommnts. On termine ce chapitre en donnant

quelques résultats comparatifs entre les deux types.

1.2 Opérateurs p-sommants

Préliminaire.
Définition 1.1. Pour X un espace de Banach et 1 < p < 400 on définit ’espace des

suites absolment p-sommables par

6,00 = {(B)ner © X5 T Lol < o0},

neN



muni de la norme

(3 ||zallP)? < 400 sil<p< +oo.

l(@n)nenll, = § "

sup ||z, || < o0 si p = +o0.
n

On définit I'espace des suites fortement p-sommables par

GO0 = [ © X s o @ < +oc .

z*EBx* neN

muni de la norme

sup (3 (", 2,)|")? < 400 si1<p< +oo.

||<xn)nEN||p.w = z*€Bx* neN

sup ||z, || < 400 si p = +o0.

n

Pour la démonstration de proposition suivante, voir [API76] et [DJT95,pp.32-36].
Proposition 1.2. (a) £,(X) et £(X) sont deuz espaces de Banach.

(b) Si p=+o00, on a :

(c) Pour tout 1 < p < 400, on a

Si dim X < +o00, on a : £,(X) = £2(X).
(d) Pour tout 1 < p < +o0, on a £2(X) = B({y; X) isométriqument et (f (X) =
B(C(),X) .

Définition 1.3. (Opérateurs p-sommants). Soient T' € B(X,Y) et 1 < p < +00. On

dira que T est opérateur p-sommant, s’il existe une constonte C' > 0, telle que pour toute



(%)Zzl cX
(3 IT (2p)[IP)> < C sup (3 o™ (zx)|")7 (1.1)

x*GBX* k=1
On note 7, (X;Y') 'espace de Banach des opérateurs linéaires p-sommants de X dans Y
muni de la norme

7, (T') = inf {C, vérifiant I'inégalité (1.1)}.
Autrement dit, une opérateur T est p-sommant s’il tronsforme toute suite faiblement

p-sommable en une suite fortement p-sommable.

Propisition 1.4. Soit T est opérateur linéaire p-sommant. Alors, T est un opérateur

continue et |T|| < m, (T) .

Preuve. Si T est p-sommant, alors

V@), C X : <z 1T (@)[7)> < 7m0 (T) sup (3 [l (@a)|[") 7

Z‘*GBX* k=1

Pour m =1
1T ()| < m(T) sup |[{a*,z)]

T*EBx*

= mp(T)|«f|. =

Propisition 1.5. (Propriété d’idéal). Soit 1 < p < +oo et X,Y,E, F des espaces de
Banach. Soient ve B(E,X), T € m,(X,Y) et we B(Y,F). Alors,

wTv em,(E,F),

et

mp (wTv) < [lwll 7, (T) [|v]]



Théoréme 1.6. (Théréme d’inclusion). Si 1 < p < q < 4o0. Alors,
T, (X,Y) C 7y (X,Y)
de plus, pour T € m,(X,Y) nous avons

7 (T) <7, (T).

Preuve. Soit (z)}_; C X, on pose A\, = ||T(:pk)||%71, alors
1T Ak = NN T () [ -

Comme T € 1, (X,Y), on trouve

n 1 n . 1
o NT @)l < mp(T) sup (32 a7, Aezi)|”)”
k=1 @*€Bxx k=1
< mp (1) sup (ZA (2", zi) ")
x EBx* k=
Puisque (p < ¢q) et 1 = (q/p) + (q/ql 5 =z + g €t d’apres "l'inégalité de Holder",
obtient
n 1 n (a—p) n . 1
O NT (@) < 7 (T )(Z A @7) @ sup (Y [, ai)|)
=1 =1 @*€Bxx k=1
= m (T )(Z_: 1T @)|) 77 )i g -
Alors,

1

I @IS ITEINFF < 7y () @il

< 7 (1) [1(n )izl oo

Finalment 7" est g-sommant et 7, (7)) < 7, (7). N

on

Exemples 1.7. (a) (Opérateur de multiplication). Soit K un compact, p une mesure

9



positive réguliére sur K. Soit 1 < p < 400 et Vo € L,(i) on a

T,: C(K) — L
f — Tso(f):f-SD

Tyest p-sommant et m, (T,,) = [|¢]], -

Cas particulier. Soit 'opérateur canonique : J, : C(K) — Ly(p) : f — J,(f) = f.

Si F est un sous espace fermé de C'(K) et F, = J,(F) dans L,(K, p), donc :

Jp i ' — F,

C(K) & L(n)

Remarque 1.8. Soient X,Y, Z trois espaces de Banach .7 € B(X,Y)etv: X — Z

est linéaire injective. Alors, il exite T : v (x) — Y un opérateur linéaire continue telle

queTov:Tet HTH <ec.

1.3 Caracterisation des opérateurs linéaires p-sommants

Théoréme de domination (factorisation) de Pietsch. Soient T : X — Y est
un opérateur linéaire entre deux espaces de Banach X,Y et 1 < p < +o00. Alors ,les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) T est p-sommant et 7, (T) < C, (C > 0).

(i) Il existe une probabilité de radon X\ sur l'espace compact K = (Bx~, (X*, X)) telle

10



que :

1T ()] < C’(£|<ﬂﬁ*,%>\pdA (%)) (1.2)

(iii) 1l existe T: F, —Y telle que le diagramme suivont est commintatif et HTH <C:

N N
J,
C(K) — Ly(1)
1x est un isométrie injective telle que :
iX (33) : K — K

* *

ot ix(7) (27) = (27, @)

et F'={p, (z%),Vo € X :p, (z%) = (z*,x)} est un sous espace fermé de C(K) et J, est

I'opérateur canonique p-sommant et 7, (.J,) = 1.

Preuve.(i)=(ii) Soit A C C(K) 'ensemble des fonctions ¢ de la forme
Plarna} (@) = ()" 2 [, )" = 2T ()"

L’ensemble A est un cone convexe, en effet,

p

T (a%xk>

Puisque T est p-sommat,

11



On pose
B={peC(K): sup p(z*) <0},

x*EBX*
B est un cone convexe ouvert et AN B = (). D’aprés le théoréme de "Hahn -Banach"
2i¢me forme géométrique et le théoréme de "Riesz" : I € C*(K) (mesure de Radon sur

K) qui sépare A et B :

(A ) = [pd\ >0, Vo € A.
(A, o) = [d\ <0,V € B.

On suppose que A (K) = 1, sinon on divise par A (K). Soit z € X et p,, € A, on a

X)) = [p. (m(TP 2 = T (@)]) dA(=")
= (1) [ . [, 2) [P dA@") = |IT (2)]|" .

Comme (), w{m}(a:*)> > 0, on trouve

1T ()] < Wp(T)%I(x,fC*H” dA(z*)r.

(ii)=-(i) Soient zy,..., z, € X, on a

IT (z4)]| < C(f [, )P dA (27)) 5.

K
Alors,
AT @)ll” < Cr Y [ (@ @)l dX (2%)
k=1 =1 K
< CP 30 ot a)|P dA (%)
Kk=1
< CP sup Y [{@* x| dA (27)
z*€Byxx* i=1
Donc

(§||T(wk)!|p)fl’ <C sup (3 [{a*,ap)|dA (7))

C’est a dire, T' est un p-sommant.

12



(i)=-(iii) On a

IT@I < cCf (@, @) [ dA (7))

< Cfz” (55)”L,,(BX*,>\) : (1.1)

On pose la diagramme suivont

Telle que
ix: X — 8 tjp:S — 5
e
ro— ix (2). ix () — Jp(ix () = (2", 7).
D’aprés (1.1) on a
IT ()| < C”jpoix(x)H.

D’aprés la Remarque (1.8), il existe un opérateur linéaire continue T: S, — Y tel que
T(@) = T (jpoiX (m)) Vo € X et HTH e

Donc la factorisation dans (iii).

(iii)=(ii) Par la factorisation de T" on a :

T(z)=ToJ,oix(z),Vz e X.

13



Donc
IT @) = |Todyei )

T

IN

jpoix(x)H
Cllz* (@),
— C([ [, 2P dA\(z*)r. W

(Sp C Ly (K, A))

IA

Corollaire 1.9.(Cas p = 2). Si T € 7, (X,Y). Alors, T se factorise par C (K) et
Ly (K, ) (espace de Hilbert)

Preuve. Soit la diagramme suivont

X — Y
i | 1T
RN S,

Nt P
C(K) = Ly(K,\)

~

p : la projection de Ly (K, \) sur Sy, il suffit de prendre : T=ToP ®W

Corollaire 1.10. Si Y est injective. Alors, T' est p-sommant si et seulement si, il existe

une probabilité de Radon A sur K et T' € B(L, (\),Y), telle que le diagramme suivont

14



est commintatif et HTH =, (1)

Corollaire 1.11. Soit K un compact de Housdorff (compact et séparé). Alors, T est
p-sommant si et seulement si, il existe une probabilité de Radon A sur K et T €

B (L, (A\),Y), telle que le diagramme suivont est commintatif et HT H =7, (1)

ckK) 5 Y
Jp N\ ST
L, (K, \)

1.4 Opérateur linéaire fortement p-sommant

Pietsch a montré en 1967 que 'identité de ¢; dans /5 est 2-sommant, mais ’'opérateur
adjoint n’est pas 2-sommant, pour cela le concept fortement p-sommant a été introduit

par Cohen comme une caractérisation des conjugués des opérateurs p*-sommants.

Définition 1.12. [Coh73] Soit 7" un opérateur borné entre deux espaces de Banach X et
Y. L’opérateur T est fortement p-sommant (1 < p < 00) s’il existe une constante positive

C telle que pour tout n € N.(x)1<k<n C X et (y})1<k<n C Y*,0n a

32 (T4 < CCS l)? sup i) hsiealy, - (13)

yEBy

On note D,(X,Y') 'espace de Banach des opérateurs linéaires fortement p-sommants de

X dans Y muni de la norme
d,(T) = inf{C,vérifiant I'inégalité (1.3)} .

15



Pour p = 1, l’espace D;(X,Y’) coincide avec B(X,Y).

Théorémel.13. Soit 1 < p < oo et X,Y deux espaces de Banach
(1) D,(X;Y) est un espace de Banach.
(2) St T € D,(X;Y), alors T est continue et ||T|| < d,(T).

Proposition 1.14. Soit R€ B(Y;Z) et S € B(E; X).Si T € D,(X;Y), alors RoToS

est fortement p-sommant et

dp(RoToS) <R[ d(T)[S]-

Théoréme de factorisation de Pietsch

Théoréme 1.15. [Coh73]. Soient 1 <p < oo et T € L(X;Y) est fortement p-sommant
si et seulement s’il existe une probabilité de radon \ sur (Byw,o(Y* Y™)) telle que
Vee X, Vy*€Y* ona

1
oF

(@) < dT) el (fp,.. Iy ) dAw™)) (1.4)

Preuve.=) Si T est fortement p-sommant, alors 7% est p*-sommant et 7, (1") = d,(T).
Soit x € X, y* € Y*
[(T(x), y")]

[{z, T (y"))]
< ATy -

Comme 7™ est p*-sommant, on trouve

1

HTWWQWW<fWWwWMWﬂP.

By**

Donc

1
3

(@) )] < d(T) ol (f s, Iy @) dAw™))"

y(y)

16



<) Soit (x)1<k<n C X et (y)1<k<n C Y™, par (1.4)

1
3

vl dA ™))

(T, vi)l < d(T) il ([ ..

Donc

1
£

viy™)P ™)),

n

ST < d(@) S (ol [,

k=1

Par Holder, on a

1
3

S KT 6| < dy(D)(S Nl (5 . ) dN™)5

BTN Il sup (3 (™))

3=

IA

Ce qui implique que 7' € D,(X;Y). A

1.5 Relation entre les deux types

La relation entre les deux définitions citées ci-dessus nous permettra d’établir quelques
relations dans le cas multilinéares. Commencant par le résultat suivant qui relie entre

Iopérateur et son adjoint.

Théoréme 1.16. [Coh73|. Soient XY deux espaces de Banach et 1 < p,q < oo tels
1, 1 _

que o+ = = 1. Alors,

(1) Lopérateur T est p-sommant de X dans Y si et seulement si l’opérateur adjoiut T*

est fortement p*-sommant de Y* dans X* et dp(T*) = m,(T), i.e.,
T enmy(X,Y) <= T €D, (Y", X7). (1.5)

(2) L’opérateur T est fortement p-sommant de X dans Y si et seulement si ['opérateur

17



adjoiut T* est p*-sommant de Y* dans X* et mp«(T*) = d,(T), i.e.,

T eDy(X,)Y) <= T em,(Y", X7). (1.6)

Preuve. =) Soit T € 7,(X,Y), on va montré que 7% : Y* — X* est fortement p*-

sommant. Soit (z1*)1<k<n C X™ et (y)1<k<n C Y™

gl(T*(yZ),xi*H = 20 g, T (7))
1 [yl 17 (37

k
u L B sk (% 1
par Holder < (};1 lyll” )7 (1;1 [T (2)I7) -

=
Il
—

VAN
M=

Puisque T est p-sommant, son bidual 7™* est aussi p-sommant, alors

n n

ST ) 2] < N Wihsksall,e 7p(T) sup (X |(@f,2%)")»

k=1 2*€Bx» k=1

< mp(T) 1 (Wi)1<ksnll,e sup (kZleZ*,x*Hp) :

.T*EBX* =

3 =

Ce qui implique que T* € D,-(Y™*, X*).
<=) Soit T* € Dp«(Y*, X*). On va montrer que 7' : X — Y est p-sommant. Soient

(zr)1<k<n C X et (Yf)i<k<n C Y™, on a

n

> (T (k) yr)

k=1

VAN
M=

(T (k). yi)|
(e, T (7))

e (T) [ (W) 1<k

i
I

VAN
=

=
Il
—

n 1
s (3 [{at 2 )P)r.
z*EBxx k=1

IA
Y

D’autre part on a

n

k; (T'(xr), yi)

3=
I

sup

|Wp)i<k<n

<z 1T (2)|?)

p*gl

18



Donc
n

& 1 * * 1
O NT @)lF)r < dpe(T7) sup (32 (g, 27)[7) 7.
k=1 z*€Byx k=1
D’ou T est p-sommant et m,(1") < dp-(T™).

(2) De la méme fagon que (1). W
Les résultats suivants diit & Cohen.

Propostion 1.17. (1) D, (X,Y) # m,(X,Y) en général pour 1 < p < oo et (%+I% =1).
(2) Soit 1 < p < co.Dane le cas d’opérateurs des rangs finis :

(a) (X, Y) € D,(X,Y) lorsque X est un espace £,,.

(b) D,(X,Y) C 7+ (X, Y) lorsque Y est un espace £«
(

c) T (X,Y) =D,(X,Y) lorsque X est un espace ¢, et Y est un espace £

Lemme 1.18. Soient T': X — Y un opérateur linéaire de rang fini entre deux espaces
de Banach et (z),cn, (Yk) ey C Y- Alors,
(i) Pour tout 1 <p <oo,onal € m(X,Y) et

(1) < inf(H(xk)keN“ep(X)

(k) pen ||e;g* (Y)>'

(ii) Pour tout 1 <p < oo,ona Tl € D,(X,Y) et

dp(T) <

(x)° <?Jk)keN||eP(Y))

Preuve. (1) Pour 1 < p < 2, les résultats da a Pietsch

{ 1€ Wp(gl,gg), 1 Sp § 2.

telle que i est 'opérateur canonique. D’aprés le Théoreme (1.16) i € m,(¢1,¢2) si et

seulement si, i* € D, (l2, ), pour 2 < p* < 0o et i* ¢ m,(l2, o) si et seulement si,
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i & Dy (01, ¢2) pour 1 < p* <2. Alors,

1€ ’/Tp(gl,gg) et 1 € Dp*(gl,gg), 1<p<2
7* ¢ Dp* (EQ,EOO) et Z* é ﬂp(€2’€00)7 2 S p S o0

Pour 2 < p < oo considérons 'opérateur 7o = 7 o j définie par

£1 —_— 62
o\ 1
EP

ou ¢, 7 sont des opérateur canoniques. Puisque j est continu, nous concluons que i est

p-sommant pour tout p > 2. Mais 'opérateur adjoint
iy Upr — U

n’est pas p-sommant. En effet, si 2, = (0,...,1,0,...), il s’en suit que

ST 1 . 1
(O |lgg (zp)[P)P = limnr = oco.
k=1 n—00

Bien que

sup (3 |o* (z))? =1,

lz*[I<1 k=1
ce qui implique que, if n’est pas p-sommant; donc d’aprés le Théoréme (1.16), iy ¢

Dy (41,¢,). De la méme fagon, l'opérateur iy € D, (y, lo), mais iy & mp(Lp, loo)-

(a) Puisque T est de rang fini, on peut conclure du lemme précédent que 7' € mp«(¢,,Y)
et T € Dy(Ly,Y). Soit (er),<;<, la base canonique de £,,parce que 1" est p*-sommant, on

trouve

(éI\T(ek)Hp*)Pl* < () swp (X [l (en)] )

<1 k=1

IN

e (T).
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n
Si 1, ...,y € {p, alors on peut écrire x; sous la forme z; = g aijer, par conséquent si

k=1
(yj) € £y (X*) on a

g (Tz))| < 505 Jagy! (T(en)] 1< p < oo

m
2
j=1

< (ClagP)? (X |y (T (@) )

k.j k.j
< (X lel)? [2 (I7 el (i ot )]
< sl (S 1T @) s [l W), -

lyllx <

Donc, d’apres (1.1), on trouve

v (T @) < mp (D lleille, e, sup v ()

e, -
]:1 Yllx < p*

Ce qui implique, 7' € D, (¢,,Y) et d,(T) < 7p«(T). Pour p = 00, le cas est trivial.
(b) D’apres le théoréme (1.16) 7' € D, (X, {,+), alors

T € mp (6,,Y7),

et d’apres (a) T* € D, ({,,Y™).
Ce qui implique d’apres le théoréeme (1.16), T € mp« (X, £+ ) et

T (T) < dp(T). W

Corollaire 1.19. D’apres le théoréme (1.16), on a si p; < ps,alors

D,,(X,Y) C D, (X,Y).
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Chapitre 2

Classes d’opérateurs multilinéaires

2.1 Introduction

Dans ce chapitre on s’intéresse aux classes d’opérateurs multilinéaires. Commencons
par un survol sur les définitions et propriétés des application multilinéaire. Puis, on
verra le concept des idéaux multilinéaires introduit par Pietsch en 1983. Ce dernier a
été proposé des méthodes avec lesquelles on peut définir des idéaux multilinéaires a
partir d’un idéal linéaire. En fin, le chapitre se termine par des définitions des classe des
opérateurs multilinéaires qui sont qui sont les opérateurs Cohen fortement p-sommants,

p-dominés, multiple p-sommants, fortement p-sommants et Hilbert-Schmidt.

2.2 Les opérateurs multilinéaires

Définition 2.1. Soient m € N et Xi,...,X,,;Y des espaces de Banach. Un opéra-
teur 7' défini de X; x ... x X, dans Y est dit multilinéaire (ou m-linéaire) si il est

linéaire par rapport & chaque composante. Autrement dit, 7" est m-linéaire si pour tout
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b, a7 it o™ les opérateurs

T, X; — Y

¥ o Ti(xf) =T (2. a7, . 2™).

sont linéaires. En particulier, si m = 2, on dit que T est bilinéaire. Si Y = K, T sera
appelé forme m-linéaire.
On note L (X7, ..., X,,,; Y') Pensemble des opérateurs multilinéaires de X; x ... x X,,, dans

Y. Cet ensemble muni des opérations classiques est un espace vectoriel sur K.

Opérateurs multilinéaire borné.
Soient X1, ..., X,,,Y des espaces de Banach. L’opérateur multilinéare 7" : X; x ... X
Xm — Y est borné (continu) s’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout

T1y ey Ty € X1 X ... X X, 00 A
IT (21, e )| < C lla ]l (2.1)

On note L (X1, ..., X;n; Y) Uespace des opérateurs m-linéaires bornée. On muni cet espace

de la norme suivante

Tl = sup T (z1, ..., zm)|| -

2 I<1;1<j<m

Si Y =K, on écrit simplement £ (X7, ..., X,,,; K) = £ (X, ..., X;n) .

Proposition 2.2. Soit Y un espace de Banach, ’espace vectoriel normé L (Xy, ..., X;n; Y)

est un espace de Banach muni de la norme ||T||.

Preuve. Soit (Tj)gen une suite de Cauchy dans £ (X7, ..., X,,;Y). Alors, pour tout

(x',..,2™) € X1 X ... x X,,, on a

Tk (2, o 2™) = T (2, ™) < 1Tk = Tall 2] .. l2™]] (2.1)
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par conséquent (T}, (z', ..., ™))}, est une suite de Cauchy dans Y. Comme Y est complet,
la limite

T(z',...,2™) = lim Ty (z,...,2™) (2.2)

k—o00
existe. Parceque (7} ) est une suite de Cauchy dans £ (X7, ..., X,,; Y) il existe une constante
C > 0, telle que || Ty|| < C pour tout k. Alors il résulte également de (2.2) que ||| < C,
et donc continu d’apres la proposition (2.3). Finalement ; il résulte facilemen de (2.1) que

|Tx — Th]] = 0ou k —o0o. A

Représentation de la classe des opérateurs multilinéaires
Il y a plusieurs normes tensoriels dont on peut munir le produit tensoriel algebrique
des espaces de Banach X1, ..., X,,. On verra que ’espace des opérateurs multilinéaires

bornés coincide avec 1’espace de produit tensoriel muni de la norme projective.

Définition 2.3. (Produit tensoriel projective). Soient Xy, ..., X,, des espaces de Banach.
On note X; ® ... ® X,,, le produit tensoriet algébrique de X1, ..., X,,. On définit la norme
projective par

r@ = we{$ 1)

i=11=1

ou l'inf porte sur toutes les représentations possibles de v de la forme
n
vo= Yrle..ea"
i=1

Le complété de X; ® ... ® X,,, pour norme ||| sera noté X1®p...8: X, qui s’appelle
produit tensoriet projectif des espaces Xi,...,X,,. Si X; = ... = X,,, = X, on écrit

simplemet ®. X.

Définition 2.4. (Produit tensoriel injective). Soient X, ..., X,, des espaces de Banach.

On note X; ® ... ® X,,, le produit tensoriet algébrique de X1, ..., X,,,. On définit la norme
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projective par

—3

() = s {$ I Dl 0 < B}

7

ou le sup porte sur toutes les représentations possibles de v de la forme

n
1
vo= Y r @l
i=1

Le complété de X;®...® X,,, pour norme ||-||_sera noté X1®....8.X,,, qui s’appelle produit

tensoriet injectif des espaces X1, ..., X,,. Si Xj = ... = X,,, = X, on écrit simplemet @?X .

Définition 2.5. (Produit tensoriel de Hilbert). On peut munir le produit tensoriel algé-

brique H; ® ... ® H,,, du produit scalaire défini par

—3

(w,0) g =22 20

j=1k=11

(@5 by -

Il
—

ou

q
133]1-®...®x§” et v= kz_:ly,i®...®y}f.

u =

p
Jj=

On note ||.||, la norme correspondante et H,®,...8yH,, I'espace complété. Nous avons
e(v) < vlly <7 (v).

Opérateur linéairisé. Soit T : X7 x ... x X,, — Y un opérateur multilinéaire. On lui
associer un opérateur linéaire, appelé linéairisation de T, 7T : X1®,...8,X,, — Y défini
par

T ale..@am) = ST (zk, .. am).
=1 =1

Il est bien connu que 1" est borné si et seulement si T est borné. De plus, T est unique

ot H:FH — ||
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Propisition 2.6. L’application

U: L(X1, . Xm)Y) — B(X1®5..8: X Y)
T - U(T)=T

est une isomorphisme isométrique. Donc,nous avons l'identification isométrique suivante

L(X1, s X3 Y) = B(X1®7..80: X1 Y).

Cas particulier. Le dual de X;®,...8,X,, s'identifie & Iespace des formes multilinéaires

bornés
(X1®ree @2 X)) = L(Xiyery Xin) -

Exemple 2.7. (Opérateur de convolution)

T: Li(R) x Li(R) — Li(R)
(f.9) — T(f,9)=1[*g

T est bilinéaire.

Opérateurs adjoint. Soient m € N et Xi,..., X,,; Y des espaces de Banach et T €
L(Xy,...,X;n;Y), on définit 'adjoint de T" par :

T : Y* — L(X1,....Xn)

2.3 Idéaux d’opérateurs multilinéaires

Les idéaux multilinéaires ont été introduits par Pietsch en 1983. Leur motivation est

d’établir des liens entre les idéaux linéaires et multilinéaires.
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Définition 2.8. (Opérateurs de rang fini). Un opérateur multilinéaire ' € £ (X1, ..., X;n; Y)

est de rang fini s’il est somme finie d’opérateurs de la forme

Tyem or =21 ® .. Qu, ®y: (z',.,2™) — af (2') .af, (2™) y.
ouz; € X j*(l < j<m)etyeY. L'espace des opérateur multilinéaire de rang fini sera

noté L7 (X1, ..., Xpm; V).

Définition 2.9. (Idéal d’opérateurs m-linéaires). Un idéal d’opérateurs m-linéaires (ou
muti -idéal) M est une classe des opérateurs multilinéaires bornés tels que pour tout
X1, ..., X, et Y des espaces de Banach on a :

(1) L’ensemble M (X7, ..., X,,; Y) est un sous espace de £ (X7, ..., X;,; Y) qui contient les
opérateurs m-linéaires de rang finis.

(2) (Propriété d’idéal). SiT € M (X1,..., Xm;Y), u; € B(Ej; X;) et v € B(Y; F), alors
voT o(uy,.., uy) est dans M (Ey, ..., E,; F).

De plus,si ||| : M — R" satisfait

(a) (M (Xq,...; Xim;Y) ||| o) est un espace normé (Banach).

(b) SiT € M (Xq,..., X3 Y) ,u; € B(Ej; X;) et ve B(Y; F),

JooT o (ur,ovtim)lg < IOl IT N g sl o ]

Alors (M (X1, ..., X;n; Y) . ||l pg) s’appelle idéal normé (de Banach) des opérateurs mul-

tilinéaires .

Exemple 2.10. L’espace L (X1, ..., X},;Y) est un idéal multilinéaire mais pas de Ba-

nach.
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2.4 Méthodes de Pietsch

On exposera les méthodes de Pietsch qui permet d’engendrer de nouveaux idéaux

multilinéaires. Les méthodes sont décrites dans [Pie83].

La méthode de factorisation

Soit Z un idéal des opérateurs linéaires. Un multilinéaire 7' € L (X7, ..., X,,,; Y') est de type
L(Z)etonécritT € L(Z) (X, ..., X;n; Y), 8'il existe des espaces de Banach Gy, ..., G, ,des
opérateurs linéaires u; € Z(X,;;G,), (1 < j < m),et un opérateur multilinéaire borné

Ae L(Gy,...,Gp; Y) tels que le diagramme suivant communte

X7 x.x X, T, Y
L Lum A

Cest adire T = Ao(uq, ..., Uy, ). SiZ est normé on définit pour tout T € L (Z) (X1, ..., X;n; Y)

TNy = bl A] fludllz - lfumllz

ot I'infimum porte sur toutes les factorisations possibles de T' = A o (uy, ..., u,,) avec

U cl.

Proposition 2.11. Soit 7 un idéal des opérateurs linéaires. Alors,
(1) L’espace L (I) est un idéal des opérateurs multilinéaires.
(2) Si I est un idéal de Banach, alors (L(Z);||.lz) est un idéal quasi Banach des

opérateurs multilinéaires.

La méthode de composition
Soit Z un idéal des opérateurs linéaires. Un multilinéaire T € £ (X7, ..., X,,;Y) est de
type Zo L, et on écrit T € T o L (X1, ..., X;;Y), 8l existe un espace de Banach G,un

opérateur linéaire u € Z(G;Y') et un opérateur multilinéaire borné A € £ (Xy,..., X3 Y)
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tels que le diagramme suivant communte

T

X, x.x X, — Y
NA ul
G

Cest adireT =uoA. SiT est normé,

1Tl zoe = nfllullz 1Al

ou l'infimum porte sur toutes les factorisations possibles de T'=wu o A avec u € T.

Proposition 2.12. Soit 7 un idéal d’opérateurs linéaires. Alors,
(1) L’espace T o L est un idéal des opérateurs multilinéaires.

(2) Si T est un idéal de Banach, alors il en est de méme pour (I o L;||.||z,,)-

Proposition 2.13. Soit 7 un idéal des opérateurs linéaires. Pour T € L (X1, ..., X;n;Y)
les propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) Lopérateur T € To L(X1,...,Xm;Y).

(2) L’opérateur TeT (leg\)ﬁ..@ﬂ; Y) .

2.5 Opérateurs m-linéaires Cohen fortement p-sommants

Les opérateurs multilinéaires Cohen fortement p-sommants ont été introduite par
Achour et Mezrag en 2007 comme généralisation des opérateur linéaires fortement p-

sommants.

Définition 2.14. Un opérateur m-linéaire 7' : X; x ... x X,, — Y (X;; Y sont des
espaces de Banach et m € N) est Cohen fortement p-sommant, 1 < p < oo si seulment

si, il existe une constante C' > 0 telle que pour tout =7, ...z} € X;, (j=1,...,m), et
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tout y7,...,yr € Y*, on a

(T (zis - af) y)] < C(

= IR s Nt Dl (22

n
i—1 =1 j=1

K3 K3

La classe des opérateurs m-linéaires Cohen fortement p-sommants de X; x ... x X,,dans

Y, qui est notée DZL(X 1y, Xm;Y) qui est un espace de Banach muni de la norme
dy(T) = inf{C vérifiant I'inégalité (2.2)} .

Pour p =1, on a DJ"( Xy, ..., X,,;Y) = L (X4, ..., X},,; V) et si dim Y < oo alors

DI (X1, ooy X3 ¥) = L (X1, oo, X3 V) .

Proposition 2.15. L’espace D)'( X1, ..., X;,;; Y') est un idéal de Banach dans £ (X1, ..., X, Y),
ie.,

(1) Soient T € L(X1,....,Xm;Y), Re B(Y;Z) et S; € B(Ej; X;) (1 <j <o0).

Si T est Cohen fortement p-sommant, alors R o T o (Sy,...,Sn) est Cohen fortement

p-sommant et

dy(RoT o (51, ..., 5m)) < ||R| di(T) -H1 1551
J:
(2) L'espace Dy (X, ..., Xp; Y) contient les opérateurs m-linéaires de rang finis.

Preuve. (1) On montre que RoT' o (S}, ..., Sm) € D) (EL, ..., Ey; Z) ot (xj

i)iEN CE;(l=

J<m)et (z),cn C 2"

i
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Z (H{RoT o (Sy,...,5m), %)
Z |(TO(51,---, m), B (27))]

< GO HISEI " mp G () )
< @ IS, él’jlnxjHX e sup (3 (21, R )
= I8 TS (S T ) s 3 |22 ) "y

= yEBy 1=

= IRl dy (T >£[1“5 | iﬁHﬂHx 7 sup (32 (21, 2) )1

z2€EByz i=

Ce qui entraine

dy'(RoT o (S, ..., Sm)) < || R ;' (T) -H1 1551
=

(2) Soit T'(z',...,2™) =z} (z') ..o, (a™)y ot 2f € X7, 2/ € X;(1<j<m)etyecY.
> i T (s s af) y)| = 2. |7 () -y (), w7
< Il 1) Py
i=1j=
m n o m p* .
<yl 1T 1= Ay | (o) e
j*l z:lj:l
s 21777 sup (32 e i)l
z:l]:l i=1

Ou e

” B DOHC T e D (Xla"'va;Y) et d;n(T) < HyH T
j=1

Théoréme de domination de Pietsch. Un opérateur m-linéaire T € L (X;, ..

G Xm;Y)

est Cohen fortement p-sommant, (1 < p < o0) s’il existe une probabilité de Radon p sur

By telle que pour tout (z*,....2™) € X1 X ... x X,y et y* € Y*, on a

(T (2, .iz™) i) < Clinxjn (£ o dntr)) "

Preuve. Pour la preuve de ce théoréme voirAM07]. W

Corollaire 2.16. Soient 1 < py,p; < 0o tels que py < po. Si T € DJL(Xy, ..

alors T est dans D;’;(Xl, e X3 Y) et dp, (T) < d;’;(T)-
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Preuve. Immédiate par I'inégalité (2.3). W

Proposition 2.17. Soient X1, ..., X,,,Y des espaces des Banach et 1 < p,p1,...,pm <
+00.Alors,
(a) L’idéal multilinéaire D, est engendré par la méthode de composition a partir de l'idéal
linéaire D,,.

DI (X1, X3 Y) = DpoL(Xy, ..., Xp3 V).

(b) Lidéal multilinéaire Dy contient l'idéal multilinéaire L(D,,, ..., D, ) avec = + .. +
p1

L(Dy, ;s Dp, ) (X1, ... X3 Y) © DXy, ., X3 Y).

2.6 Opérateurs multilinéaires p-dominés

Définition 2.18. Soit 7' € L (X3, ..., X;,,; V) un opérateur m-linéaire borné. On dira que

T est p-dominé (1 < p < oo) s’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout n € N et

i, ..zl € X;, (j=1,..,m),on a

(= r\T<x3,...,xr>||”/m>m/p < ofi

On note LY (X7, ..., X;n;Y) Pespace des opérateurs m-linéaires p-dominés de X; x ... X

X,,dans Y. C’est un quasi-Banach pour la quasi-norme 6,(7"), définie par
0,(T) = inf{C vérifiant I'inégalité (2.3)}.

Sip > m, 6,(T) est une norme sur L} (X, ..., X,,; V).
Remarque 2.19. La classe des opérateurs m-linéaires p-dominés est un multi-idéal. Sa

construction peut s’interpréter par la méthode de factorisation. i.e.,

LhH( Xy, ., X Y) = L(mp) (X1, .o, X3 V)
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Théoréme de domination de Pietsch.

Théoréme 2.20. Soient 1 < p < o0; T € L(X1,....,X,n;Y). Alors, les propriétés
suivantes sont équivalentes.

(1) Lopérateur T est p-dominé.

(2) 1l existe une constante positive C' et une probabilités de Radon p; sur K; = Bx-, (j =

1,...,m) telles que

(T, ﬁ ( e |Pduj<x*>)1/p, (2.4

pour tout ¥ € X;. De plus, on a
0,(T) = inf{C vérifiant I'inégalité (2.4)}.

Comme conséquence, p;-dominé implique ps-dominé pour p; < ps.

Théoréme 2.21 (Meléndez-Tonge, 1999)[MT99| Soient 2 < p < r* < oo, n € N. et YV

un espace de Banach . Alors,

Ly(my) = Ly(my).
Théoréme 2.22[Pel05] Si 1 < r < p < 0. et X un espace de Banach tel qui
Ec]lD (Xn§€p) = Ly (Xn;gp)-

Alors
Ly(X™Y) = Li(X™Y),

pour tout Y un espace de Banach.

2.7 Opérateurs multilinéaires fortement p-sommants

Dimant [Dim03] a introduit les opérateurs multilinéaires fortement p-sommants .Ces

opérateurs vérifient I’analogue du théoréeme de Pietsch .
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Définition 2.23. Soit 1 <p<ocetT € L(X,..., X;n;Y). L'opérateur T est fortement
p-sommant s’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout x{, wxloe X, (5 =

1,...,m)

n 1/p n 1/p
(Z||T<x;,...,xz">||") < C s ( |<1><x;,...,xzﬂ>|”) @)
i=1 Xm) 1

1=

,,,,,

La classe des opérateurs m-linéaires fortement p-sommants de X; x ... x X,,,dans Y, notée

LP (X, ..., X,,;Y); est un espace de Banach pour la norme
|T||z» = inf{C vérifiant 'inégalité (2.5)} .

Théoréme 2.24 [Dim03] . Soit T € L(Xy,..., X;n;Y). Les affirmations suivantes sont
équivalentes.

(i) L’opérateur T est fortement p-sommant.

(ii) Il existe une mesure de probabilité de Radon p sur (BE(X17...,Xm)a w*)) et une constante

positive C' > 0 telle que pour tout (r1,...,Tn) € X1 X ... X X;n, on a
1/p
IT (@, ™) < © (/ 1 (', ...,xm)|pdu(®)> .
Br(xq1,....Xm)

Proposition 2.25. Soit T € L(Xq,...,X\;Y).
(1) Uespace LP (Xy, ..., X;n; Y) est un idéal de Banach.

(2) Si T est p-sommant, alors T est fortement p-sommant.

Proposition 2.26. Soient X, ..., X,,, F1,..., E,.,Y ; Z des espaces de Banach. Soient
Tel(Xy,...XmY), ReL(Y;Z) et S; € LIE;; X;) (1<j<00).

(1) Si T est fortement p-sommant, alors Ro T est fortement p-sommant et

|RoT)|

2 < |RIT]

cr-
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(2) Si T est fortement p-sommant, alors T o (Si,...,Sn) est fortement p-sommant et

|T o (S1, ..., Sm)

m
< Hl IS o -
j:

Preuve. (1) Soient n € Net z!,...,2™ € X;, tel que j = 1,....,m

(X |[FoT (f, 2P < IR (T (2 [I")P

IN

BRI Ty | swp (2 | (o) ).

Alors Ro T est fortement p-sommant et ||RoT'|.» < ||R|||T']|.» -
(2) Soient n € N et (e*,....,e™) € By X ... X E,,,. On a

@nl IT o (S1, ..., Sm) (€}, ..., ™))/
= (T 0 (S1(el) o S GNP

1Ty sup (71|‘1>(51(63),---,5m(xm))\p)”p

IA

7

= Ty, 50 (S 0(Shs ) b))

< ITler LTSI sup (3 1y (efs ey e)P)MP,
j:

YEBL(Ey,....Em) =1

tel que v =

|T o (S1,.... Sm)]|

m
o < Hl||5j|| [T W
]:

Théoréme 2.27 (Théoréme d’inclusion). Si 1 < p < g < 00, alors L (X1, ..., Xm;Y) C
LI( X1,y X Y) et
1T

e <7

i
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Preuve. On peut déduire facilement le théoréme d’inclusion,en utilisant le théoreme

(2.24) et I'inégalité de Holder. W

2.8 Opérateurs m-linéaires multiple p-sommants

Définition 2.28. Un opérateur m-linéaire T' : X; x ... X X,,, — Y est dit multi p-

sommant (1 < p < 00), s’il existe C' > 0 telle que pour tous x{l, ,xfn eX;(=1..,m),

(=),

On note [T} (X1, ..., X;m; Y), Pespace de Banach des opérateurs m-linéaires multi p-sommants,

ni,..;Mm

Y i <e]]

i1peim=1

(2.6)

Iy “(X5)

muni de la norme

7 (T) = inf {C : C vérifie (2.6)} .

p

Proposition 1.26. Soient X1, ..., X,,, Y des espaces de Banach. On a

Preuve. Soit T' € L5(Xy,...,X,,;Y). D’apres la factorisation des opérateurs multili-
néaires p-dominés,

T =AUy, ..., Up)

ot les u; sont linéaires p-sommants. Alors

ni,..,Nm ni,...,Nm

(0 7 Ghna) 7 =0 30 A G () o () )7
11 yeeeyim=1 11 yeeesbm=1
S HA” ( Z Hul (ajlll) Hp Hum Zm |p %
U1 yeensbm=1
|

= [l [T 7 (uy)
j=1 j=1

. 5
1/ =1

In “(Xy)
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2.9 Opérateurs multilinéaires de Hilbert-Schmidt

Définition 2.29.[Dwy71] Soient Hj, ..., H,,, H des espaces de Hilbert. L’opérateur mul-
tilinéaire T : H; x ... x H,, — H est de Hilbert-Schmidt si

ST T ek e < o0 (2.7)

in€lp k=1,....m

k

Z)zke ;, st une base orthonormale de I'espace Hy (1 < k < m). La somme (2.7) ne

ou (e
dépend pas de la base orthonormale choisie.

L’espaces des opérateurs multilinéaires de Hilbert-Schmidt Lygs(Hy, ..., Hy; H) est un
espace de Hilbert pour la norme

Tl = (2 m||T(e31,...,eg>\\2>1/2.

i€l k=1,...,

.| 75 est induite du produit scalaire suivant

(T,S) = > <T (eill, ...,e?fn) S (6%1, ...,e?fn)> :

/LkeI]wk:l?vm

Proposition 2.30. Si T € Lys(Hy, ..., Hy; H). Alors, Ty € Lys(Hy; Lirs(Ha, ..., Hyi H))

ou

pour z* € Hy(1 < k < m),est isomorphe isométrique.

Remarque 2.31 [Mat03].Si (ef).

el est une base orthonormale de 'espace Hy, (1 < k <

m) alors (e}l ®..Re est une base orthonormale de ’espace H; Ro...89H,,.

i7rL)ik€Ik,k=1,...,m

Comme une conséquence de cette remarque nous pouvons prouver.

Proposition 2.32. Soient Hi, ..., H,,, H des espaces de Hilbert et Ty : H®s...R5H,, —
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H. Les deux propréités suivantes sont équivalentes.

(1) L'opérateur T est dans Lys(Hi, ..., Hy; H) .

(2) L’opérateur Ty est dans EHS(H1®2...®2Hm; H), ou Ty est l’extension de T sur les-
pace Hi®sy...Q9H,,.

Remarque 2.33 Soient Hy, ..., H,,, H des espaces de Hilbert et T € L(Hy, ..., Hy; H)
Alors,

Lys(Hy,....Hy;H) = U3 (Hy, ..., Hpy H).
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Chapitre 3

Théorémes d’inclusions

3.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a étudier quelques résultats de comparaison des opérateurs
multilinéaires. L’opérateur adjoint et la linéarisation d’un opérateur multilinéaire jouent
un role important et interviennent dans la plupart des résultats obtenus. Bien entendu,
on s’inspire toujours du cas linéaire qui reste riche et important. Notons que les résultats
de ce chapitre sont trouvés dans les travaux de Mezrag et Saadi " Inclusion theorems for

Cohen strongly summing multilinear operators" Bull. Belg. Math. (2009).

3.2 Opérateurs m-linéaires définies sur les espaces £,

Définition 3.1.(L,-espace) Soient 1 < p < co. Un espace de Banach X est dit espace
L, si pour tout sous espace de dimension finie £/ C X il existe F' C X contenant E et un
isomorphisme u : F' — 9™ ¥ satisfaisant [|u]| [u~'|| < 1. Soit (€; ) un espace mesuré;
pour 1 < p < o0, les espaces de Lebesgue L, (1) sont des espaces L£,,. L’espace C' (K') des

fonctions continues sur un compact K est un espace L.

Théoréme 3.2. (1) Soit 1 <p<ooetT € L(X1,...,Xn;Y) et T* son adjoint. Alors
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T € D) (X1, ..., Xin; Y) si et seulement si lopérateur adjoiut T* € mp (Y5 L (X1, ..., X))
(2) Soit 1 <p<ooetTeL(X1,...,Xn;Y). Si T* est un opérateur linéaire( Cohen)

fortement p*-sommant, alors T est fortement p-sommants.

Preuve. (1) Supposons que 7" est Cohen fortement p-sommant. D’aprés (1.3)

(T*(y7) , 27) I sup (]2 (@)

< A (TN I

Soient maitenant a7, ...,27 € X; (1 < j < m). On considére 'opérateur linéaire

T om: L(X1,..,Xm) — K
@ — Tx%,...,.’[’;" (@) = @ (':U7,7 ,.T;{n)
On obtient
350 k) ) |
= 12T W) o) |
< A (T Ny POV sup (30 |@ (al, .., ) [P) e,
=1 ‘PEBL(Xl """ X’m) =1
Alors .
(;HT(%%, L) |P)e
= sup {3547 et )| (5 P >Ws1}

< dpe(T)  sup (TP (), af)[) VP
,,,,, Xm) =1

done, T est fortement p-sommant et || T » < dp-(7). W

Proposition 3.3. Soient rq,...,7,, € N* et 1 < p < 00. Soit T un opérateur multilinéaire

de l;l X ... X l;'" dans Y. Alors

40



Le résultat suivant établi une relation entre les opérateurs multiple p-sommants et les
opérateurs Cohen fortement p-summants définies sur des espaces L,.
Théoréme 3.4. Fizons m € N*. Soient 1 <p < oo et X; (1 < j < m) des espaces L,,.
Alors

I (X, o, Xy YV) CS D (X, oo, X3 YY) et d) (T) < i (T)

p

Preuve. Soient n € N*; 27, ..., 27 dans Xjet T eIl (Xy, ..., X3 V). Comme X est un
espace L,, il existe un sous espace de dimension finie M; C X, contenant le sous espace
engendré par x{, ...,@) et un opérateur inversible S; Dl — M; (dim M; = r;) tel que

S:I|S:1|] < 1. Considérons le diagramme suivant
15511]]S; g

X3 X..xX X — Y
T Tim T
My X..x M, — l;l X... X l;m

(S1,-25m)
Tk T km

vect{z],...,xL} x..

X

vect{z]", ..., xI"}

ou i; et k; sont les inclusions cananiques et
T = T(’ll o Sl; ,Zm o Sm) .

Il s’ensuit que

m(T) < HHS 511

La Proposition 3.3 implique

dy (T) < mp (T) <7 (D ] TS5
j=1
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. I
Posons z] = S; 1m§ € ly; pour yi, ...,y: € Y* nous avons

i|<T<x3,...,x:n>,y:>>|
- im 22l )|

G ﬁ!

z:l 1

< mr(MITIS

J=1

) sup 17 ()]

ZZ*

) sup 1z @)

*

Finalement,

Z (T (a2, 2) )]

IN
<k
=
xgz
3

lll,)” sup Iy ()

i,
Donc &' (T) < mpe (T). W

Si Y* est un espace £, nous pouvons donner la relation entre les opérateurs m-linéaires
Cohen fortement p-sommants et les opérateurs m-linéaires fortement p*-sommants de

Dimant.

Corollaire 3.5.[MSaa09] Soit 1 < p < co. Si Y* est un espace L,,

Preuve. Soit T € D;'(Xy,..., X;;;;Y). D’apres le Théoréme 3.2, T* est p*-sommant.
Comme Y™ est un espace £, par [Coh73; Théoréme 3.2.3], T* est Cohen fortement p-
sommant. Le Théoréme 3.2 implique que 7' € LP (X1, ..., X,; V). B

Le résultat suivant est une conséquence immeédiate des résultats précédents ol on trouve

une bonne relation entre les opérateurs multiple p-sommants et fortement p-sommants
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de Dimant.

Corollaire 3.6. Soit 1 <p <o0. Si X; (1 <j<m)etY* deux espace L,,

(X e, X3 V) € LV ( X,y X3 V).

3.3 Relations entre les opérateurs m-linéaires p-dominé

et les autres classes

Proposition 3.7. Soient 1 < p < oo et Xi,..., X, ;Y des espaces de Banach. Alors,

L8 (X1, Xy Y) C DI (X, o, Xs V)

Preuve. Soit T € LY (X1,..., X,;n;Y) . Soient 27, ..., € X; (1 <j <m) ona

n

;!(T($§>-'-,x§”),yf>| < ;HT(fE},---,ﬂUT)H Al
< 50 ST i) i () )
i=1 j=
< &(T) o (TT (|2 s 11y
=1 j=1
( par I'inégalité de Holder) < 6,(T)(3 ]1 H:}:JH sup |yl -

.
Il

—
.
Il

—

Puisque (2, = (%" .On trouve
2T (g a) udl < 0(T)

Donc T € D" (X1, ..., Xp: Y) et d7 (T) < 6,(T).

M=
3

7 11) sup lys ()l -

yEBlfl

-
I

A
.
I

—

Proposition 3.8. Soient 1 < p < 00.S0it T un opérateur de rang fini. St T € L (X, ...,

alors T € Dy (X1, ..., X;n; V) et d7(T) < 0,(T).

Preuve. Soit T € L] (X1, ..., X;m; Y) . Soient ad, wxd € X;(1<j<m)ona
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3T (@h o) 90 < 3 IT (k)
< 6,(7) i I (., o)y ()7 7]

<.
Il
~LJ
<.
Il
=

AN
&
=
M:
:]3

[EANEAD:

(e R E lys 7).

I
—_
<.
I
—

[
@Oﬂ
3
=L
e

@
Il

—
<.
Il

—_

Silerang de T est fini (dim 7" (X3 X ... X X,;;) < 00). Alors, ( P = H<yz>'k)1<i<nHen-w(y*)'
i=1 ==

2T G a?) il < 00 T 60l

Donc T € DI (X1, ooy X Y) et d(T) < 6,(T). W

Corollaire 3.9. Soient 1 < p < oo et Xi,..., X,,des espaces de Banach .Soit 7" un

opérateur de rang fini et Y* est un espace £,,. Alors,

L8 (X1, oy X Y) C LY (Xq, ooy X3 Y.
Corollaire 3.10. Soient 1 < p < oo et Xj, ..., X;,des espaces de Banach .Si X;(1 < j <
m) et Y* deux espace L,. Alors,

L0 (X, X Y) C DI (X1, ooy Xy V) C LY (X1, o, X3 V).

3.4 Etude du cas des espaces de Hilbert

Théoréme 3.11. Soient 1 < p,q < oo ; Hy, ..., H,, des espaces de Hilbert et Y un espace
de Banach. Alors,

Lh(Hyy ooy HpY) C D (Hiyoooy HiiY)
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Preuve. Soit T € L} (Hy,...,Hy,;Y). D’aprés la Remarque 2.19 T' = A(uy, ..., uy,) tels
que u; € m,(H;;G;) et A € L(Gy,...,Gppn;Y) ,par le Théoréme de Bu cas linéaire cité
dans[Coh73] on a u; € D,(H;; G;) pour tout 1 < ¢ < 00.0n choisit g1, ..., g, > 1, tels que
qil + ..+ qu = %. Comme u; € Dy, (H;; G;) et d’apres la Remarque 2.19, la proposition
2.17 donc

Lh(Hy,....,Hy,;Y) = L(m,) (Hiy ..., Hpy Y)

N

L(Dy s Dy)(Hyy ooy Hy V)
C D' (Hi,...Hp;Y). W

Proposition 3.11. Fizons m > 2. Soit Y un espace de Banach.SiY est isomorphe a un

espace de Hilbert. Alors, pour tout espaces de Banach X1, ..., X,, et tout 1 < p,q < 00 ;

DI (X1, ooy X Y) C LI(Xpy ooy X3 V)

Preuve. Soit 7' € D) (X1, ..., Xp; H) (H un espace de Hilbert) par le Théoréme 3.2

par leThéoréme de Bu cas linéaire

T* € mpe (H; £(X1, ooy X)) T* € Dy (H; £ (X1, ., X)) .

1<g*<oo

D’aprés le Théoréme 3.2 T € L2 (X7, ..., X,,,; H), Ce résultat reste vrai si Y est isomorphe
a un Hilbert. W

Proposition 3.12. Soient Hy, ..., H,,; H des espaces de Hilbert. Alors,
Lys(Hy,...,Hyn; H) € Dyt (Hy, ..., Hyps H)
Preuve. Soit T' € Lys (Hy, ..., H,y; H) et d’apres la Proposition 2.32
Ty € Lus (HyGn. oy Hyi H)
(T € D), (H1®s...02H,y,; H) voir[Coh73]) mais T' = T o 2,. Alors,

TQ EDPOE(Hl ®2®2Hm,H)
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(I € D, (H; ® ... ®2 Hy,; H) par la Proposition 2.13 tels que m =1). Ona T =Ty 01y,
et d’apres la Proposition 2.17 donc T' € D} (Hy, ..., Hp; H) . B

Corollaire 3.13. Soient Hq, ..., H,,; H des espaces de Hilbert. Alors,

LY(Hy,...Hy,H) C Lys(Hy,...,Hy, H).

Preuve. Soient Hy, ..., H,,; H des espaces de Hilbert et T' € LY (Hy, ..., Hy,; H) . D’aprés
la Remarque 2.19
T = A(uy, ..., Up)

ou A€ L(G,....Gn; H) et u; € m,(H;; G;) .pour (e’?)ikelk est une base orthonormale

(2

de lespace Hy, (1 <k <m), on a

(2 T (ehmem) O
— ( z_: ||A(U1 (6111),...7um(€;7:n))H2)1/2

COX @) o ()P

in€l,k=1,....m

AN
=

< NALE fu ()P 2 () [5)2
Z}rnefl m ImELm ' 9

< JAITT 7 (uy) IT sup (32 Ja™(ef)| )2
j=1 7=1 ||I*H=1 i€l k=1,..., m

IN

IA[ TT 7 (uj) -
j=1
Donc T' € Lys (Hy,.... Hypy; H). B

Corollaire 3.14. Soient Hy, ..., H,,; H des espaces de Hilbert et 1 < p,q,r < oo. alors,

Loy(Hy,....Hyn H) C Lys (Hy, ..., Hyy H) S D (Hy, oy Hyyy H) € L7 (Hy, oo, Hyy H)
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