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Résumé

Ce mémoire s’inscrit dans le cadre de la théorie des opérateurs multilinéaires. Précisément, 
nous avons étudie la relation entre les différents types d’opérateurs multilinéaires. Après avoir 
discuté les classes d’opérateurs linéaires p-sommants et fortement p-sommants, nous avons 
rappelé les classes d’opérateurs multilinéaires. En fin, une étude de comparaison entre ces 
classes a été faite.

Mots clés : les opérateurs m-linéaires, Cohen fortement p-sommants, r-dominés, opérateurs 
m-linéaires fortement p-sommants, opérateurs m-linéaires de Hilbert-Schmidt,théorème de 
factorisation (domination) de Pietsch,théorème de Bu.

    Abstract

This memory appears in the setting of the multilinear operator theory. Precisely, we have 
studied the relation between the different multilinear operator types. After having discussed 
the linear operator classes p-sommnts and greatly p-sommnts, we recalled multilinear operator 
classes. In end a survey of comparison between these classes has been made.

    Key words : m-linear operators, Cohen strongly p-summing operators, r-dominated, m-
linear strongly p-summing operators,Hilbert-Schmidt m-linear operators, Pietsch's 
factorisation (domination) theorem,Bu's theorem
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0.1 Introduction

En 1983 le mathématicien Allemand A. Pietsch a introduit la théorie des idéaux

multilinéaires. Leur grande motivation était de trouver des rapports entre les opérateurs

linéaires et multilinéaires. Dans son travail il a donné l�idée de construre des idéaux multi-

linéaires à partir d�un idéal linéaire. Certaines classes d�opérateurs multilinéaires peuvent

s�exprimer via ces méthodes de Pietsch à savoir les classes des opérateurs multilinéaires

p-dominés et Cohen fortement p-sommants. Beaucoup de chercheurs dans ces dernières

années sont intéressés d�étudier ces idéaux multilinéaires. Les travaux de ce mémoire de

�n d�étude se situe dans le cadre de la théorie des idéaux multilinéaires. Il prote essentiel-

lement sur une étude comparative entre ces classes d�opérateurs. La plupart des classes

généralisent la notion des opérateurs linéaires p-sommants. Seulement la notion des opé-

rateurs multilinéaires Cohen fortement p-sommants qui généralise celle des opérateurs

linéaires fortement p-sommants. Pour cette raison, cette dernière notion intervient dans

la plupart des résultats de comparaison.

Le mémoire se divise en trois chapitres.

Dans le premier chapitre, nous allons commencer en rappelant la dé�nition des opérateurs

p-sommants introduite par Grothendieck en 1956 pour p = 1 et par Pietsch en 1967 pour

tout p. L�importance de cette dé�nition motive beaucoup de chercheurs de contribuer et

travailler dans ce laxe. Notons par exemple Cohen qui a réussi de caractériser les adjoints

des opérateurs p-sommants, il a utilisé pour cette caractérisation les opérateurs fortement

p-sommants. Dans ce chapitre, nous allons étudier ces opérateurs de Cohen et on termine

le chapitre par une étude de comparaison entre les deux concepts.

Dans le deuxième chapitre, on étudiera les classes des opérateurs multilinéaires. Tout

d�abord, on rappelle la dé�nition d�un opérateur multilinéaire borné, l�ensemble de ces

opérateurs construit un espace de Banach avec la norme des opérateurs. La deuxième

partie de ce chapitre sera consacré à étudier les di¤érentes types de normes tensoriels. En
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particulier, on verra que l�espace des opérateurs multilinéaires bornés coïncide avec l�es-

pace de produit tensoriel projective. Cette identi�cation nous permettra de transmettre

quelques propriétés de cas linéaires au cas multilinéaires. On termine ce chapitre par don-

ner les dé�nitions de cas multilinéaire qui généralise la notion des opérateurs p-sommants

ainsi que la notion des opérateurs linéaires fortement p-sommants.

Dans le troisième chapitre, on fera une étude de comparaison entre les classes d�opérateurs

multilinéaires. Commençons par les opérateursm-linéaires dé�nis sur des espaces Lp dont

nous allons établir une bonne relation entre les opérateurs Cohen fortement p-somments,

p-dominés, fortement p-sommants de Dimant et multiple p-sommants. Nous allons aussi

étudier le cas des espaces de Hilbert et �nalement on prendra les opérateurs m-linéaires

p-dominés en essayant de les comparer avec les autres concepts.
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Notations générales

| Corps des scalaires (|=Rou C).

� Mesure de probabilité de Radon.

C(|) Espace des fonctions continues sur l�espace compact K àvaleur sréelles.

Lp Espace de Lebesgue.

`p(X) Espace des suites dans X absolument p-sommables.

`wp (X) Espace des suites dans X faiblement p-sommables.

BX� Boule unité fermé de l�espace dual X.

BL(X1;:::;Xm) Boule unité fermé de l�espace dual X1
̂�:::
̂�Xm

L(X1; :::; Xm;Y ) Espace d�opérateurs m-linéaires continus de X1; :::; Xm dans Y:

M(X1; :::; Xm;Y ) Idéal d�opérateurs m-linéaires de X1; :::; Xm dans Y:.

Dm
p (

mX;Y ) Espace d�opérateurs m-linéaires Cohen fortement p-sommants demX dans Y:

Lpd (mX;Y ) Espace d�opérateurs m-linéaires p-dominés de mX dans Y:

Lps (mX;Y ) Espace d�opérateurs m-linéaires fortement p-sommants de mX dans Y:

LHS(mH;H) Espace d�opérateurs m-linéaires de Hilbert-Schmidt de mX dans Y:

Lf (mX;Y ) Espace des opérateur m-linéaire de rang �ni de mX dans Y:
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Chapitre 1

Les opérateurs linéaire p-sommants

et leus conjugués

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on va rappeler la dé�nition des opérateurs linéaires p-sommants ainsi

que le théorème célèbre de factorisation de Pietsch. Puis, on s�intéressera aux opérateurs

fortement p-sommants. Ces derniers opérateurs ont été introduit par Cohen pour le but

de caractériser les adjoints des opérateurs p-sommnts. On termine ce chapitre en donnant

quelques résultats comparatifs entre les deux types.

1.2 Opérateurs p-sommants

Préliminaire.

Dé�nition 1.1. Pour X un espace de Banach et 1 � p � +1 on dé�nit l�espace des

suites absolment p-sommables par

`p(X) :=

�
(xn)n2N � X :

P
n2N
kxnkp < +1

�
;
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muni de la norme

k(xn)n2Nkp =

8><>:
(
P
n2N
kxnkp)

1
p < +1 si 1 � p < +1:

sup
n
kxnk < +1 si p = +1:

On dé�nit l�espace des suites fortement p-sommables par

`!p (X) :=

�
(xn)n2N � X : sup

x�2BX�

P
n2N
jx� (xn)jp < +1

�
;

muni de la norme

k(xn)n2Nkp:! =

8><>:
sup

x�2BX�
(
P
n2N
jhx�; xnijp)

1
p < +1 si 1 � p < +1:

sup
n
kxnk < +1 si p = +1:

Pour la démonstration de proposition suivante, voir [API76] et [DJT95,pp.32-36].

Proposition 1.2. (a) `p(X) et `!p (X) sont deux espaces de Banach.

(b) Si p = +1, on a :

`1(X) = `
!
1(X):

(c) Pour tout 1 � p � +1; on a

`p(X) � `!p (X):

Si dimX < +1, on a : `p(X) = `!p (X):

(d) Pour tout 1 < p � +1, on a `!p (X) = B (`p� ;X) isométriqument et `!1 (X) =

B (c0; X) :

Dé�nition 1.3. (Opérateurs p-sommants). Soient T 2 B (X;Y ) et 1 � p � +1: On

dira que T est opérateur p-sommant, s�il existe une constonte C > 0, telle que pour toute
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(xk)
n
k=1 � X

(
nP
k=1

kT (xk)kp)
1
p � C sup

x�2BX�
(
nP
k=1

kx� (xk)kp)
1
p (1.1)

On note �p (X;Y ) l�espace de Banach des opérateurs linéaires p-sommants de X dans Y

muni de la norme

�p (T ) = inf fC, véri�ant l�inégalité (1:1)g :

Autrement dit, une opérateur T est p-sommant s�il tronsforme toute suite faiblement

p-sommable en une suite fortement p-sommable.

Propisition 1.4. Soit T est opérateur linéaire p-sommant. Alors, T est un opérateur

continue et kTk � �p (T ) :

Preuve. Si T est p-sommant, alors

8(xk)nk=1 � X : (
nP
k=1

kT (xk)kp)
1
p � �p (T ) sup

x�2BX�
(
nP
k=1

kx� (xk)kp)
1
p :

Pour m = 1

kT (x)k � �p (T ) sup
x�2BX�

jhx�; xij

= �p (T ) kxk : �

Propisition 1.5. (Propriété d�idéal). Soit 1 � p � +1 et X; Y;E; F des espaces de

Banach. Soient v 2 B (E;X) ; T 2 �p (X; Y ) et w 2 B (Y; F ) : Alors,

wTv 2 �p (E;F ) ;

et

�p (wTv) � kwk �p (T ) kvk :
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Théorème 1.6. (Thérème d�inclusion). Si 1 � p < q < +1: Alors,

�p (X;Y ) � �q (X; Y )

de plus, pour T 2 �p (X; Y ) nous avons

�q (T ) � �p (T ) :

Preuve. Soit (xk)nk=1 � X, on pose �k = kT (xk)k
q
p
�1, alors

kT (�kxk)kp = �pk kT (xk)k
p :

Comme T 2 �p (X;Y ), on trouve

(
nP
k=1

kT (xk)kq)
1
p � �p (T ) sup

x�2BX�
(
nP
k=1

jhx�; �kxkijp)
1
p

� �p (T ) sup
x�2BX�

(
nP
k=1

�pk jhx�; xkij
p)

1
p

Puisque (p < q) et 1 = 1
(q=p)

+ 1
(q=q�p) =

1
p
+ 1

q
, et d�apres "l�inégalité de Hôlder", on

obtient

(
nP
k=1

kT (xk)kq)
1
p � �p (T ) (

nP
k=1

j�kj
qp

(q�p) )
(q�p)
qp sup

x�2BX�
(
nP
k=1

jhx�; xkijq)
1
q

= �p (T ) (
nP
k=1

kT (xk)kq)
1
p
� 1
q k(xk)nk=1kq:w :

Alors,

(
nP
k=1

kT (xk)kq)
1
p (

nP
k=1

kT (xk)kq)
1
q
� 1
p � �p (T ) k(xk)nk=1kq:w

� �p (T ) k(xk)nk=1kq:w

Finalment T est q-sommant et �q (T ) � �p (T ) : �

Exemples 1.7. (a) (Opérateur de multiplication). Soit K un compact, � une mesure
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positive régulière sur K. Soit 1 � p � +1 et 8' 2 Lp(�) on a

T' : C(K) �! Lp(�)

f 7�! T'(f) = f:'

T'est p-sommant et �p (T') = k'kp :

Cas particulier. Soit l�opérateur canonique : Jp : C(K) �! Lp(�) : f 7�! Jp(f) = f:

Si F est un sous espace fermé de C(K) et Fp = Jp(F ) dans Lp(K;�), donc :

~Jp : F �! Fp

est p-sommant (Jp : C(K) �! Lp(�) est p-sommant et �p (Jp) = � (K)
1
p ):

F
~Jp�! Fp

\ \

C(K)
Jp�! Lp(�)

Remarque 1.8. Soient X; Y; Z trois espaces de Banach .T 2 B (X; Y ) et v : X �! Z

est linéaire injective. Alors, il exite ~T : v (x) �! Y un opérateur linéaire continue telle

que ~T � v = T et



 ~T


 � c:

1.3 Caracterisation des opérateurs linéaires p-sommants

Théorème de domination (factorisation) de Pietsch. Soient T : X �! Y est

un opérateur linéaire entre deux espaces de Banach X; Y et 1 � p � +1. Alors ,les

propriétès suivantes sont équivalentes :

(i) T est p-sommant et �p (T ) � C; (C > 0) :

(ii) Il existe une probabilité de radon � sur l�espace compact K = (BX� ; (X�; X)) telle
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que :

kT (x)k � C(
R
K

jhx�; xijp d� (x�))
1
p : (1.2)

(iii) Il existe ~T : Fp �! Y; telle que le diagramme suivont est commintatif et



 ~T


 � C :

X
T�! Y

iX # " ~T

iX (X) = F
~Jp=Jp=F�! Fp = Jp(F )

\ \

C(K)
Jp�! Lp(�)

iX est un isométrie injective telle que :

iX (x) : K ! K

x� 7�! iX(x) (x
�) = hx�; xi

et F = f'x (x�) ;8x 2 X : 'x (x
�) = hx�; xig est un sous espace fermé de C(K) et Jp est

l�opérateur canonique p-sommant et �p (Jp) = 1:

Preuve.(i))(ii) Soit A � C(K) l�ensemble des fonctions ' de la forme

'fx1;:::;xng(x
�) = �p(T )

p
nP
k=1

jhxk; x�ijp �
nP
k=1

kT (xk)kp

L�ensemble A est un cône convexe, en e¤et,

�'fx1;:::;xng(x
�) = �p(T )

p
nP
k=1

���D� 1
pxk; x

�
E���p � nP

i=1




T �� 1
pxk

�


p
= '

f�
1
p x1;:::;�

1
p xng

(x�):

Puisque T est p-sommat,

sup
x�2BX�

'(x�) � 0;8' 2 A:
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On pose

B = f' 2 C(K) : sup
x�2BX�

'(x�) < 0g;

B est un cône convexe ouvert et A \ B = ;: D�après le théorème de "Hahn -Banach"

2i�eme forme géométrique et le théorème de "Riesz" : 9� 2 C�(K) (mesure de Radon sur

K) qui sépare A et B : �
h�; 'i =

R
'd� � 0; 8' 2 A:

h�; 'i =
R
'd� � 0, 8' 2 B:

On suppose que � (K) = 1; sinon on divise par � (K) : Soit x 2 X et 'fxg 2 A, on a



�; 'fxg(x

�)
�
=

R
BX�

(�p(T )
p jhx; x�ijp � kT (x)kp) d�(x�)

= �p(T )
p
R
BX�
jhx; x�ijp d�(x�)� kT (x)kp :

Comme


�; 'fxg(x

�)
�
� 0, on trouve

kT (x)k � �p(T )(
R
K

jhx; x�ijp d�(x�))
1
p :

(ii))(i) Soient x1; :::; xn 2 X, on a

kT (xk)k � C(
R
K

jhx�; xkijp d� (x�))
1
p :

Alors,
nP
k=1

kT (xk)kp � Cp
nP
i=1

R
K

jhx�; xiijp d� (x�)

� Cp
R
K

nP
k=1

jhx�; xiijp d� (x�)

� Cp sup
x�2BX�

nP
i=1

jhx�; xiijp d� (x�) :

Donc

(
nP
k=1

kT (xk)kp)
1
p � C sup

x�2BX�
(
nP
k=1

jhx�; xkijp d� (x�))
1
p :

C�est à dire, T est un p-sommant.
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(i))(iii) On a

kT (x)k � C(
R
BX�

jhx�; xijp d� (x�))
1
p

� C kx� (x)kLp(BX� ;�) : (1.1)

On pose la diagramme suivont

X
ix�! S

~Jp�! Sp

\ \

C (K)
Jp�! Lp (K;�)

Telle que

iX : X �! S

x 7�! iX (x) :
et

~Jp : S �! Sp

iX (x) 7�! Jp (iX (x)) = hx�; xi :

D�après (1:1) on a

kT (x)k � C



 ~Jp � ix (x)


 :

D�après la Remarque (1.8), il existe un opérateur linéaire continue ~T : Sp �! Y tel que

T (x) = ~T
�
~Jp � iX (x)

�
;8x 2 X et




 ~T


 < C:
Donc la factorisation dans (iii).

(iii))(ii) Par la factorisation de T on a :

T (x) = ~T � ~Jp � iX (x) ;8x 2 X:
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Donc
kT (x)k =




 ~T � ~Jp � ix (x)



�




 ~T





 ~Jp � ix (x)



(Sp � Lp (K;�) ) � C kx� (x)kLp

= C(
R
K
jhx; x�ijp d�(x�))

1
p : �

Corollaire 1.9.(Cas p = 2). Si T 2 �p (X;Y ) : Alors, T se factorise par C (K) et

L2 (K;�) (espace de Hilbert)

X
T�! Y

ix # " ~T

C (K)
J2�! L2 (K;�)

Preuve. Soit la diagramme suivont

X
T�! Y

ix # " ~T

S
~J2�! S2

\ \ " P

C (K)
J2�! L2 (K;�)

p : la projection de L2 (K;�) sur S2, il su¢ t de prendre :
�
~T = ~T � P �

Corollaire 1.10. Si Y est injective. Alors, T est p-sommant si et seulement si, il existe

une probabilité de Radon � sur K et ~T 2 B (Lp (�) ; Y ), telle que le diagramme suivont
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est commintatif et



 ~T


 = �p (T )

X
T�! Y

ix # " ~T

C (K)
Jp�! Lp (K;�)

Corollaire 1.11. Soit K un compact de Housdor¤ (compact et séparé). Alors, T est

p-sommant si et seulement si, il existe une probabilité de Radon � sur K et ~T 2

B (Lp (�) ; Y ), telle que le diagramme suivont est commintatif et



 ~T


 = �p (T )

C (K)
T�! Y

Jp & % ~T

Lp (K;�)

1.4 Opérateur linéaire fortement p-sommant

Pietsch a montré en 1967 que l�identité de `1 dans `2 est 2-sommant, mais l�opérateur

adjoint n�est pas 2-sommant, pour cela le concept fortement p-sommant a été introduit

par Cohen comme une caractérisation des conjugués des opérateurs p�-sommants.

Dé�nition 1.12. [Coh73] Soit T un opérateur borné entre deux espaces de Banach X et

Y . L�opérateur T est fortement p-sommant (1 < p � 1) s�il existe une constante positive

C telle que pour tout n 2 N:(xk)1�k�n � X et (y�k)1�k�n � Y �;on a

nP
k=1

jhT (xk); y�kij � C(
nP
k=1

kxkkp)
1
p sup
y2BY

k(y�k(y))1�k�nk`n
p�
: (1.3)

On note Dp(X; Y ) l�espace de Banach des opérateurs linéaires fortement p-sommants de

X dans Y muni de la norme

dp(T ) = inf fC; véri�ant l�inégalité (1.3)g :
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Pour p = 1; l�espace D1(X; Y ) coïncide avec B(X; Y ):

Théorème1.13. Soit 1 < p � 1 et X; Y deux espaces de Banach

(1) Dp(X;Y ) est un espace de Banach.

(2) Si T 2 Dp(X;Y ); alors T est continue et kTk � dp(T ):

Proposition 1.14. Soit R 2 B (Y ;Z) et S 2 B (E;X) :Si T 2 Dp(X;Y ), alors R�T �S

est fortement p-sommant et

dp(R � T � S) � kRk dp(T ) kSk :

Théorème de factorisation de Pietsch

Théorème 1.15. [Coh73] : Soient 1 < p � 1 et T 2 L(X;Y ) est fortement p-sommant

si et seulement s�il existe une probabilité de radon � sur (BY �� ; �(Y ��; Y �)) telle que

8x 2 X; 8y� 2 Y �; on a

jhT (x); y�ij � dp(T ) kxk
�R

BY ��
jy��(y�)jp

�
d�(y��)

� 1
p�
: (1.4)

Preuve.)) Si T est fortement p-sommant, alors T � est p�-sommant et �p�(T ) = dp(T ):

Soit x 2 X; y� 2 Y �

jhT (x); y�ij = jhx; T �(y�)ij

� kxk kT �(y�)k :

Comme T � est p�-sommant, on trouve

kT �(y�)k � �p�(T )
 R
BY ��

jy��(y�)jp
�
d�(y��)

! 1
p�

:

Donc

jhT (x); y�ij � dp(T ) kxk
�R

BY ��
jy��(y�)jp

�
d�(y��)

� 1
p�
:
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(=) Soit (xk)1�k�n � X et (y�k)1�k�n � Y �, par (1.4)

jhT (xk); y�kij � dp(T ) kxkk
�R

BY ��
jy�k(y��)j

p� d�(y��)
� 1
p�
:

Donc
nP
k=1

jhT (xk); y�kij � dp(T )
nP
k=1

(kxkk
hR

BY ��
jy�k(y��)j

p� d�(y��)
i 1
p�
);

Par Hölder, on a

nP
k=1

jhT (xk); y�kij � dp(T )(
nP
k=1

kxkkp)
1
p (

nP
i=1

R
BY ��
jy�k(y��)j

p� d�(y��))
1
p�

� dp(T )(
nP
k=1

kxkkp)
1
p sup
y��2BY ��

(
nP
k=1

jy�k(y��)j
p�)

1
p� :

Ce qui implique que T 2 Dp(X;Y ): �

1.5 Relation entre les deux types

La relation entre les deux dé�nitions citées ci-dessus nous permettra d�établir quelques

relations dans le cas multilinéares. Commençant par le résultat suivant qui relie entre

l�opérateur et son adjoint.

Théorème 1.16. [Coh73] : Soient X,Y deux espaces de Banach et 1 � p; q < 1 tels

que 1
p
+ 1

p� = 1: Alors,

(1) L�opérateur T est p-sommant de X dans Y si et seulement si l�opérateur adjoiut T �

est fortement p�-sommant de Y � dans X� et dp�(T �) = �p(T ), i.e.,

T 2 �p(X; Y ) () T � 2 Dp�(Y �; X�): (1.5)

(2) L�opérateur T est fortement p-sommant de X dans Y si et seulement si l�opérateur
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adjoiut T � est p�-sommant de Y � dans X� et �p�(T �) = dp(T ), i.e.,

T 2 Dp(X; Y ) () T � 2 �p�(Y �; X�): (1.6)

Preuve. )) Soit T 2 �p(X;Y ), on va montré que T � : Y � �! X� est fortement p�-

sommant. Soit (x��k )1�k�n � X�� et (y�k)1�k�n � Y �

nP
k=1

jhT �(y�k); x��k ij =
nP
k=1

jhy�k; T �� (x��k )ij

�
nP
k=1

ky�kk kT �� (x��k )k

par Hölder � (
nP
k=1

ky�kk
p�)

1
p� (

nP
k=1

kT �� (x��k )k
p)

1
p :

Puisque T est p-sommant, son bidual T �� est aussi p-sommant, alors

nP
k=1

jhT �(y�k); x��k ij � k(y�k)1�k�nkp� �P (T
��) sup

x�2BX�
(
nP
k=1

jhx��k ; x�ij
p)

1
p

� �p(T ) k(y�k)1�k�nkp� sup
x�2BX�

(
nP
k=1

jhx��k ; x�ij
p)

1
p :

Ce qui implique que T � 2 Dp�(Y �; X�):

(=) Soit T � 2 Dp�(Y �; X�): On va montrer que T : X �! Y est p-sommant. Soient

(xk)1�k�n � X et (y�k)1�k�n � Y �; on a���� nP
k=1

hT (xk); y�ki
���� � nP

k=1

jhT (xk); y�kij

�
nP
k=1

jhxk; T � (y�k)ij

� dp�(T
�) k(y�k)1�k�nkp� sup

x�2BX�
(
nP
k=1

jhx�k; x�ij
p)

1
p :

D�autre part on a

(
nP
k=1

kT (xk)kp)
1
p = sup

k(y�k)1�k�nkp��1

���� nP
k=1

hT (xk); y�ki
���� :
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Donc

(
nP
k=1

kT (xk)kp)
1
p � dp�(T

�) sup
x�2BX�

(
nP
k=1

jhxk; x�ijp)
1
p :

D�où T est p-sommant et �p(T ) � dp�(T �):

(2) De la même façon que (1). �

Les résultats suivants dû à Cohen.

Propostion 1.17. (1) Dp�(X;Y ) 6= �p(X; Y ) en général pour 1 � p � 1 et (1
p
+ 1
p� = 1).

(2) Soit 1 � p � 1.Dane le cas d�opérateurs des rangs �nis :

(a) �p�(X; Y ) � Dp(X; Y ) lorsque X est un espace `p:

(b) Dp(X;Y ) � �p�(X; Y ) lorsque Y est un espace `p� :

(c) �p�(X;Y ) = Dp(X;Y ) lorsque X est un espace `p et Y est un espace `p� :

Lemme 1.18. Soient T : X ! Y un opérateur linéaire de rang �ni entre deux espaces

de Banach et (xk)k2N, (yk)k2N � Y: Alors,

(i) Pour tout 1 � p <1; on a T 2 �p(X; Y ) et

�p(T ) � inf(


(xk)k2N

`p(X) ;

(yk)k2N

`wP� (Y )):

(ii) Pour tout 1 < p � 1; on a T 2 Dp(X; Y ) et

dp(T ) � inf(


(xk)k2N

`w

p� (X)
;


(yk)k2N

`P (Y )):

Preuve. (1) Pour 1 � p � 2; les résultats dû à Pietsch

�
i 2 �p(`1; `2); 1 � p � 2:
i� =2 �p(`2; `1); 2 < p � 1:

telle que i est l�opérateur canonique. D�après le Théorème (1.16) i 2 �p(`1; `2) si et

seulement si, i� 2 Dp�(`2; `1); pour 2 � p� � 1 et i� =2 �p(`2; `1) si et seulement si,
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i =2 Dp�(`1; `2) pour 1 � p� � 2: Alors,�
i 2 �p(`1; `2) et i 2 Dp�(`1; `2); 1 � p � 2

i� =2 Dp�(`2; `1) et i� =2 �p(`2; `1); 2 � p � 1

Pour 2 � p � 1 considérons l�opérateur i0 = i � j dé�nie par

`1 �! `2

i0 & # j

`p

où i; j sont des opérateur canoniques. Puisque j est continu, nous concluons que i0 est

p-sommant pour tout p � 2. Mais l�opérateur adjoint

i�0 : `p� �! `1

n�est pas p-sommant. En e¤et, si xk = (0; :::; 1; 0; :::) ; il s�en suit que

(
1P
k=1

ki�0 (xk)k
p)

1
P = lim

n!1
n
1
p =1:

Bien que

sup
kx�k�1

(
1P
k=1

jx� (xk)jp)
1
p = 1;

ce qui implique que, i�0 n�est pas p-sommant ; donc d�après le Théorème (1.16), i0 =2

Dp�(`1; `p): De la même façon, l�opérateur i0 2 Dp(`p� ; `1); mais i�0 =2 �p(`p� ; `1).

(a) Puisque T est de rang �ni, on peut conclure du lemme précédent que T 2 �p�(`p; Y )

et T 2 Dp(`p; Y ): Soit (ek)1�k�n la base canonique de `p,parce que T est p�-sommant, on

trouve
(
nP
k=1

kT (ek)kp
�
)
1
p� � �p�(T ) sup

kx�k`p��1
(
nP
k=1

kx� (ek)kP
�
)
1
P�

� �p�(T ):
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Si x1; :::; xm 2 `p, alors on peut écrire xj sous la forme xj =
nX
k=1

akjek, par conséquent si

(yj) 2 `p� (X�) on a

mP
j=1

��y�j (Txj)�� � mP
j=1

nP
k=1

��akjy�j (T (ek))�� ; 1 < p <1
� (

P
k;j

jakjjp)
1
P (
P
k;j

��y�j (T (ek))��p�) 1
p�

� (
nP
j=1

kxjkp`p)
1
P

"
nP
k=1

�
kT (ek)kp

�
� mP

j=1

����y�j (T (ek))kT (ek)k

����p�
!# 1

p�

� kxjk`p(`p) (
nP
k=1

kT (ek)kp
�
)
1
p� sup
kykX�1



y�j (y)

`w
p�
:

Donc, d�après (1.1), on trouve

mP
j=1

��y�j (T (xj))�� � �p� (T ) kxjk`p(`p) supkykX�1



y�j (y)

`w
p�
:

Ce qui implique, T 2 Dp (`p; Y ) et dp(T ) � �P �(T ): Pour p =1; le cas est trivial.

(b) D�après le théorème (1.16) T 2 Dp (X; `p�), alors

T � 2 �p� (`p; Y �) ;

et d�après (a) T � 2 Dp (`p; Y
�) :

Ce qui implique d�après le théorème (1.16), T 2 �p� (X; `p�) et

�p�(T ) � dp(T ): �

Corollaire 1.19. D�après le théorème (1.16), on a si p1 < p2;alors

Dp2(X;Y ) � Dp1(X;Y ):
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Chapitre 2

Classes d�opérateurs multilinéaires

2.1 Introduction

Dans ce chapitre on s�intéresse aux classes d�opérateurs multilinéaires. Commençons

par un survol sur les dé�nitions et propriétés des application multilinéaire. Puis, on

verra le concept des idéaux multilinéaires introduit par Pietsch en 1983. Ce dernier a

été proposé des méthodes avec lesquelles on peut dé�nir des idéaux multilinéaires à

partir d�un idéal linéaire. En �n, le chapitre se termine par des dé�nitions des classe des

opérateurs multilinéaires qui sont qui sont les opérateurs Cohen fortement p-sommants,

p-dominés, multiple p-sommants, fortement p-sommants et Hilbert-Schmidt.

2.2 Les opérateurs multilinéaires

Dé�nition 2.1. Soient m 2 N et X1; :::; Xm ;Y des espaces de Banach. Un opéra-

teur T dé�ni de X1 � ::: � Xm dans Y est dit multilinéaire (ou m-linéaire) si il est

linéaire par rapport à chaque composante. Autrement dit, T est m-linéaire si pour tout
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x1; :::; xj�1; xj+1:::; xm les opérateurs

Tj : Xj �! Y

xj 7! Tj (x
j) = T (x1; :::; xj; :::; xm) :

sont linéaires. En particulier, si m = 2, on dit que T est bilinéaire. Si Y = K; T sera

appelé forme m-linéaire:

On note L (X1; :::; Xm;Y ) l�ensemble des opérateurs multilinéaires de X1� :::�Xm dans

Y . Cet ensemble muni des opérations classiques est un espace vectoriel sur K.

Opérateurs multilinéaire borné.

Soient X1; :::; Xm; Y des espaces de Banach. L�opérateur multilinéare T : X1 � ::: �

Xm ! Y est borné (continu) s�il existe une constante C > 0 telle que pour tout

x1; :::; xm 2 X1 � :::�Xm; on a

kT (x1; :::; xm)k � C kx1k ::: kxmk : (2.1)

On note L (X1; :::; Xm;Y ) l�espace des opérateursm-linéaires bornée. On muni cet espace

de la norme suivante

kTk = sup
kxjk�1;1�j�m

kT (x1; :::; xm)k :

Si Y = K, on écrit simplement L (X1; :::; Xm;K) = L (X1; :::; Xm) :

Proposition 2.2. Soit Y un espace de Banach, l�espace vectoriel normé L (X1; :::; Xm;Y )

est un espace de Banach muni de la norme kTk :

Preuve. Soit (Tk)k2N une suite de Cauchy dans L (X1; :::; Xm;Y ). Alors, pour tout

(x1; :::; xm) 2 X1 � :::�Xm on a

kTk (x1; :::; xm)� Tn (x1; :::; xm)k � kTk � Tnk kx1k ::: kxmk ; (2.1)
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par conséquent (Tk (x1; :::; xm))k est une suite de Cauchy dans Y . Comme Y est complet,

la limite

T (x1; :::; xm) = lim
k!1

Tk (x
1; :::; xm) (2.2)

existe. Parceque (Tk) est une suite de Cauchy dans L (X1; :::; Xm;Y ) il existe une constante

C > 0, telle que kTkk � C pour tout k. Alors il résulte également de (2.2) que kTk � C,

et donc continu d�après la proposition (2.3). Finalement ; il résulte facilemen de (2.1) que

kTk � Tnk ! 0 où k !1: �

Représentation de la classe des opérateurs multilinéaires

Il y a plusieurs normes tensoriels dont on peut munir le produit tensoriel algebrique

des espaces de Banach X1; :::; Xm: On verra que l�espace des opérateurs multilinéaires

bornés coïncide avec l�espace de produit tensoriel muni de la norme projective.

Dé�nition 2.3. (Produit tensoriel projective). Soient X1; :::; Xm des espaces de Banach.

On note X1
 :::
Xm le produit tensoriet algébrique de X1; :::; Xm. On dé�nit la norme

projective par

� (v) = inf

�
nP
i=1

mQ
i=1



xji

� ;
où l�inf porte sur toutes les représentations possibles de v de la forme

v =
nP
i=1

x1i 
 :::
 xmi :

Le complété de X1 
 ::: 
 Xm pour norme k�k�sera noté X1b
�:::b
�Xm, qui s�appelle

produit tensoriet projectif des espaces X1; :::; Xm: Si X1 = ::: = Xm = X; on écrit

simplemet b
m� X:
Dé�nition 2.4. (Produit tensoriel injective). Soient X1; :::; Xm des espaces de Banach.

On note X1
 :::
Xm le produit tensoriet algébrique de X1; :::; Xm. On dé�nit la norme
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projective par

" (v) = sup

�
nP
i=1

mQ
i=1



x�j �xji�

 : x�j 2 BX�
j

�
;

où le sup porte sur toutes les représentations possibles de v de la forme

v =
nP
i=1

x1i 
 :::
 xmi :

Le complété deX1
:::
Xm pour norme k�k"sera notéX1b
":::b
"Xm, qui s�appelle produit

tensoriet injectif des espaces X1; :::; Xm: Si X1 = ::: = Xm = X; on écrit simplemet b
m" X:
Dé�nition 2.5. (Produit tensoriel de Hilbert). On peut munir le produit tensoriel algé-

brique H1 
 :::
Hm du produit scalaire dé�ni par

hu; viH =
pP
j=1

qP
k=1

mQ
i=1



xij; y

i
k

�
:

où

u =
pP
j=1

x1j 
 :::
 xmj et v =
qP
k=1

y1k 
 :::
 ymk :

On note k:k2 la norme correspondante et H1b
2:::b
2Hm l�espace complété. Nous avons
" (v) � kvk2 � � (v) :

Opérateur linéairisé. Soit T : X1 � :::�Xm �! Y un opérateur multilinéaire. On lui

associer un opérateur linéaire, appelé linéairisation de T; eT : X1b
�:::b
�Xm �! Y dé�ni

par eT ( nP
i=1

x1i 
 :::
 xmi ) =
nP
i=1

T (x1i ; :::; x
m
i ) :

Il est bien connu que T est borné si et seulement si eT est borné. De plus, eT est unique
et



eT


 = kTk.
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Propisition 2.6. L�application

	 : L (X1; :::; Xm;Y ) ! B
�
X1b
�:::b
�Xm;Y

�
T 7! 	(T ) = eT

est une isomorphisme isométrique. Donc,nous avons l�identi�cation isométrique suivante

L (X1; :::; Xm;Y ) = B
�
X1b
�:::b
�Xm;Y

�
:

Cas particulier. Le dual deX1b
�:::b
�Xm s�identi�e à l�espace des formes multilinéaires

bornés �
X1b
�:::b
�Xm

��
= L (X1; :::; Xm) :

Exemple 2.7. (Opérateur de convolution)

T : L1(R)� L1(R) �! L1(R)

(f; g) 7�! T (f; g) = f � g

T est bilinéaire.

Opérateurs adjoint. Soient m 2 N et X1; :::; Xm;Y des espaces de Banach et T 2

L (X1; :::; Xm;Y ), on dé�nit l�adjoint de T par :

T � : Y � ! L (X1; :::; Xm)

y� 7! T �(y�)

où T �(y�) (x1; :::; xm) = y� (T (x1; :::; xm)) :

2.3 Idéaux d�opérateurs multilinéaires

Les idéaux multilinéaires ont été introduits par Pietsch en 1983: Leur motivation est

d�établir des liens entre les idéaux linéaires et multilinéaires.
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Dé�nition 2.8. (Opérateurs de rang �ni). Un opérateur multilinéaire T 2 L (X1; :::; Xm;Y )

est de rang �ni s�il est somme �nie d�opérateurs de la forme

Ty
mj=1x�j = x
�
1 
 ::
 x�m 
 y :

�
x1; :::; xm

�
! x�1

�
x1
�
:::x�m (x

m) y:

oú x�j 2 X�
j (1 � j � m) et y 2 Y: L�espace des opérateur multilinéaire de rang �ni sera

noté Lf (X1; :::; Xm;Y ) :

Dé�nition 2.9. (Idéal d�opérateurs m-linéaires). Un idéal d�opérateurs m-linéaires (ou

muti -idéal) M est une classe des opérateurs multilinéaires bornés tels que pour tout

X1; :::; Xm et Y des espaces de Banach on a :

(1) L�ensembleM (X1; :::; Xm;Y ) est un sous espace de L (X1; :::; Xm;Y ) qui contient les

opérateurs m-linéaires de rang �nis.

(2) (Propriété d�idéal). Si T 2 M (X1; :::; Xm;Y ) ; uj 2 B(Ej;Xj) et v 2 B(Y ;F ); alors

v � T � (u1; :::; um) est dansM (E1; :::; Em;F ) :

De plus,si k:kM :M! R+ satisfait

(a) (M (X1; :::; Xm;Y ) ; k:kM) est un espace normé (Banach).

(b) Si T 2M (X1; :::; Xm;Y ) ; uj 2 B(Ej;Xj) et v 2 B(Y ;F );

kv � T � (u1; :::; um)kM � kvk kTkM ku1k ::: kumk :

Alors (M (X1; :::; Xm;Y ) ; k:kM) s�appelle idéal normé (de Banach) des opérateurs mul-

tilinéaires .

Exemple 2.10. L�espace Lf (X1; :::; Xm;Y ) est un idéal multilinéaire mais pas de Ba-

nach.
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2.4 Méthodes de Pietsch

On exposera les méthodes de Pietsch qui permet d�engendrer de nouveaux idéaux

multilinéaires. Les méthodes sont décrites dans [Pie83].

La méthode de factorisation

Soit I un idéal des opérateurs linéaires. Un multilinéaire T 2 L (X1; :::; Xm;Y ) est de type

L (I),et on écrit T 2 L (I) (X1; :::; Xm;Y ), s�il existe des espaces de BanachG1; :::; Gm,des

opérateurs linéaires uj 2 I(Xj;Gj), (1 � j � m);et un opérateur multilinéaire borné

A 2 L (G1; :::; Gm;Y ) tels que le diagramme suivant communte

X1 �:::� Xm
T�! Y

# u1 # um A%

G1 �:::� Gm

C�est à dire T = A�(u1; :::; um). Si I est normé on dé�nit pour tout T 2 L (I) (X1; :::; Xm;Y )

kTkL(I) = inf kAk ku1kI ::: kumkI ;

où l�in�mum porte sur toutes les factorisations possibles de T = A � (u1; :::; um) avec

uj 2 I.

Proposition 2.11. Soit I un idéal des opérateurs linéaires. Alors,

(1) L�espace L (I) est un idéal des opérateurs multilinéaires.

(2) Si I est un idéal de Banach, alors (L (I) ; k:kL(I)) est un idéal quasi Banach des

opérateurs multilinéaires.

La méthode de composition

Soit I un idéal des opérateurs linéaires. Un multilinéaire T 2 L (X1; :::; Xm;Y ) est de

type I � L, et on écrit T 2 I � L (X1; :::; Xm;Y ), s�il existe un espace de Banach G,un

opérateur linéaire u 2 I(G;Y ) et un opérateur multilinéaire borné A 2 L (X1; :::; Xm;Y )

28



tels que le diagramme suivant communte

X1 �:::� Xm
T�! Y

& A u "

G

C�est à dire T = u � A: Si T est normé,

kTkI�L = inf kukI kAk ;

où l�in�mum porte sur toutes les factorisations possibles de T = u � A avec u 2 I.

Proposition 2.12. Soit I un idéal d�opérateurs linéaires. Alors,

(1) L�espace I � L est un idéal des opérateurs multilinéaires.

(2) Si I est un idéal de Banach, alors il en est de même pour (I � L; k:kI�L).

Proposition 2.13. Soit I un idéal des opérateurs linéaires. Pour T 2 L (X1; :::; Xm;Y )

les propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) L�opérateur T 2 I � L (X1; :::; Xm;Y ) :

(2) L�opérateur eT 2 I �X1b
�:::b
�;Y � :
2.5 Opérateursm-linéaires Cohen fortement p-sommants

Les opérateurs multilinéaires Cohen fortement p-sommants ont été introduite par

Achour et Mezrag en 2007 comme généralisation des opérateur linéaires fortement p-

sommants.

Dé�nition 2.14. Un opérateur m-linéaire T : X1 � ::: � Xm ! Y (Xj ; Y sont des

espaces de Banach et m 2 N) est Cohen fortement p-sommant, 1 � p � 1 si seulment

si, il existe une constante C > 0 telle que pour tout xj1; :::; x
j
n 2 Xj, (j = 1; :::;m) , et
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tout y�1; :::; y
�
n 2 Y �, on a

nP
i=1

jhT (x1i ; :::; xmi ) ; y�i ij � C(
nP
i=1

mQ
j=1



xji

pXj)1=p supy2BY
k(y�i (y))k`n

p�
: (2.2)

La classe des opérateurs m-linéaires Cohen fortement p-sommants de X1 � :::�Xmdans

Y , qui est notée Dmp (X1; :::; Xm;Y ) qui est un espace de Banach muni de la norme

dmp (T ) = inf fC véri�ant l�inégalité (2:2)g :

Pour p = 1, on a Dm1 (X1; :::; Xm;Y ) = L (X1; :::; Xm;Y ) et si dimY <1 alors

Dmp (X1; :::; Xm;Y ) = L (X1; :::; Xm;Y ) :

Proposition 2.15. L�espaceDm
p (X1; :::; Xm;Y ) est un idéal de Banach dans L (X1; :::; Xm;Y ) ;

i.e.,

(1) Soient T 2 L (X1; :::; Xm;Y ), R 2 B(Y ;Z) et Sj 2 B(Ej;Xj) (1 � j � 1).

Si T est Cohen fortement p-sommant, alors R � T � (S1; :::; Sm) est Cohen fortement

p-sommant et

dmp (R � T � (S1; :::; Sm)) � kRk dmp (T )
mQ
j=1

kSjk :

(2) L�espace Dmp (X1; :::; Xm;Y ) contient les opérateurs m-linéaires de rang �nis.

Preuve. (1) On montre que R�T �(S1; :::; Sm) 2 Dmp (E1; :::; Em;Z) oú
�
xji
�
i2N � Ej(1 �

j � m) et (z�i )i2N � Z�:
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Pn
i=1 jhR � T � (S1; :::; Sm); z�i ij

=
Pn

i=1 jhT � (S1; :::; Sm); R� (z�i )ij

� dmp (T )(
nP
i=1

mQ
j=1



Sj(xji )

pXj)1=p supy2BY
(
nP
i=1

jhR� (z�i ) ; yij
p�)1=p

�

� dmp (T )
mQ
j=1

kSjk (
nP
i=1

mQ
j=1



xji

pXj)1=p supy2BY
(
nP
i=1

jhz�i ; R (y)ij
p�)1=p

�

= kRk dmp (T )
mQ
j=1

kSjk (
nP
i=1

mQ
j=1



xji

pXj)1=psup(
y2BY

nP
i=1

���Dz�i ; R(y)kRk

E���p�)1=p�
= kRk dmp (T )

mQ
j=1

kSjk (
nP
i=1

mQ
j=1



xji

pXj)1=p supz2BZ
(
nP
i=1

jhz�i ; zij
p�)1=p

�

Ce qui entraîne

dmp (R � T � (S1; :::; Sm)) � kRk dmp (T )
mQ
j=1

kSjk :

(2) Soit T (x1; :::; xm) = x�1 (x
1) :::x�m (x

m) y oú x�j 2 X�
j , x

j 2 Xj(1 � j � m) et y 2 Y:Pn
i=1 jhT (x1i ; :::; xmi ) ; y�i ij =

nP
i=1

jx�1 (x1i ) :::x�m (xmi )j jhy; y�i ij

� (
nP
i=1

mQ
j=1

��x�j(xji )��p)1=p( nP
i=1

jhy; y�i ij
p�)1=p

�

� kyk
mQ
j=1



x�j

 ( nP
i=1

mQ
j=1



xji

p)1=p( nP
i=1

���D y
kyk ; y

�
i

E���p�)1=p�
� kyk

mQ
j=1



x�j

 ( nP
i=1

mQ
j=1



xji

p)1=p sup
"2BY

(
nP
i=1

jh"; y�i ij
p�)1=p

�
:

Où " = y
kyk :Donc, T 2 D

m
p (X1; :::; Xm;Y ) et dmp (T ) � kyk

mQ
j=1



x�j

. �

Théorème de domination de Pietsch. Un opérateur m-linéaire T 2 L (X1; :::; Xm;Y )

est Cohen fortement p-sommant, (1 < p � 1) s�il existe une probabilité de Radon � sur

BY �� telle que pour tout (x1; :::; xm) 2 X1 � :::�Xm et y� 2 Y �, on a

jhT (x1; :::; xm) ; y�i ij � C
mQ
j=1

kxjk
�R

BY ��
jy(y�)jp

�
d�(y�)

�1=p�
:

(2.3)

Preuve. Pour la preuve de ce théorème voir[AM07] : �

Corollaire 2.16. Soient 1 � p1; p2 < 1 tels que p1 � p2: Si T 2 Dmp2(X1; :::; Xm;Y )

alors T est dans Dmp1(X1; :::; Xm;Y ) et dmp1(T ) � dmp2(T ):
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Preuve. Immédiate par l�inégalité (2.3). �

Proposition 2.17. Soient X1; :::; Xm; Y des espaces des Banach et 1 � p; p1; :::; pm �

+1:Alors;

(a) L�idéal multilinéaire Dmp est engendré par la méthode de composition à partir de l�idéal

linéaire Dp:

Dmp (X1; :::; Xm;Y ) = Dp � L(X1; :::; Xm;Y ):

(b) L�idéal multilinéaire Dmp contient l�idéal multilinéaire L(Dp1 ; :::; Dpm) avec
1
p1
+ :::+

1
pm
= 1

p
:

L(Dp1 ; :::;Dpm)(X1; :::; Xm;Y ) � Dmp (X1; :::; Xm;Y ):

2.6 Opérateurs multilinéaires p-dominés

Dé�nition 2.18. Soit T 2 L (X1; :::; Xm;Y ) un opérateur m-linéaire borné. On dira que

T est p-dominé (1 � p <1) s�il existe une constante C > 0 telle que pour tout n 2 N et

xj1; :::; x
j
n 2 Xj, (j = 1; :::;m), on a

�
nP
i=1

kT (x1i ; :::; xmi )k
p=m

�m=p
� C

mQ
j=1




�xji�1�i�n



`
n;w
p (Xj)

: (2.3)

On note Lpd (X1; :::; Xm;Y ) l�espace des opérateurs m-linéaires p-dominés de X1 � ::: �

Xmdans Y . C�est un quasi-Banach pour la quasi-norme �p(T ), dé�nie par

�p(T ) = inf fC véri�ant l�inégalité (2:3)g :

Si p > m, �p(T ) est une norme sur Lpd (X1; :::; Xm;Y ).

Remarque 2.19. La classe des opérateurs m-linéaires p-dominés est un multi-idéal. Sa

construction peut s�interpréter par la méthode de factorisation. i.e.,

Lpd (X1; :::; Xm;Y ) = L(�p) (X1; :::; Xm;Y ) :
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Théorème de domination de Pietsch.

Théorème 2.20. Soient 1 � p < 1 ; T 2 L (X1; :::; Xm;Y ) : Alors, les propriétés

suivantes sont équivalentes.

(1) L�opérateur T est p-dominé.

(2) Il existe une constante positive C et une probabilités de Radon �j sur Kj = BX�
j
; (j =

1; :::;m) telles que

kT (x1; :::; xm)k � C

mY
j=1

�R
BX�

j

jxj(x�)jp d�j(x�)
�1=p

; (2.4)

pour tout xj 2 Xj: De plus, on a

�p(T ) = inf fC véri�ant l�inégalité (2:4)g :

Comme conséquence, p1-dominé implique p2-dominé pour p1 � p2.

Théorème 2.21 (Meléndez-Tonge, 1999 )[MT99] Soient 2 < p < r� < 1, n 2 N. et Y

un espace de Banach . Alors,

L1d
�
`np ;Y

�
= Lrd

�
`np ;Y

�
:

Théorème 2.22[Pel05] Si 1 < r < p <1. et X un espace de Banach tel qui

LPd (Xn; `p) = Lrd (Xn; `p) :

Alors

LPd (Xn;Y ) = L1d (Xn;Y ) ;

pour tout Y un espace de Banach.

2.7 Opérateurs multilinéaires fortement p-sommants

Dimant [Dim03] a introduit les opérateurs multilinéaires fortement p-sommants .Ces

opérateurs véri�ent l�analogue du théorème de Pietsch .
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Dé�nition 2.23. Soit 1 � p <1 et T 2 L (X1; :::; Xm;Y ). L�opérateur T est fortement

p-sommant s�il existe une constante C > 0 telle que pour tout xj1; :::; x
j
n 2 Xj, (j =

1; :::;m)

�
nP
i=1

kT (x1i ; :::; xmi )k
p

�1=p
� C sup

�2BL(X1;:::;Xm)

�
nP
i=1

j� (x1i ; :::; xmi )j
p

�1=p
: (2.5)

La classe des opérateurs m-linéaires fortement p-sommants de X1� :::�Xmdans Y , notée

Lps (X1; :::; Xm;Y ) ; est un espace de Banach pour la norme

kTkLps = inf fC véri�ant l�inégalité (2:5)g :

Théorème 2.24 [Dim03] . Soit T 2 L (X1; :::; Xm;Y ). Les a¢ rmations suivantes sont

équivalentes.

(i) L�opérateur T est fortement p-sommant.

(ii) Il existe une mesure de probabilité de Radon � sur
�
BL(X1;:::;Xm);w

�)
�
et une constante

positive C > 0 telle que pour tout (x1; :::; xm) 2 X1 � :::�Xm, on a



T �x1; :::; xm�

 � C  Z
BL(X1;:::;Xm)

��� �x1; :::; xm���p d�(�)!1=p :

Proposition 2.25. Soit T 2 L (X1; :::; Xm;Y ) :

(1) l�espace Lps (X1; :::; Xm;Y ) est un idéal de Banach.

(2) Si eT est p-sommant, alors T est fortement p-sommant.
Proposition 2.26. Soient X1; :::; Xm, E1; :::; Em,Y ; Z des espaces de Banach. Soient

T 2 L (X1; :::; Xm;Y ), R 2 L(Y ;Z) et Sj 2 L(Ej;Xj) (1 � j � 1).

(1) Si T est fortement p-sommant, alors R � T est fortement p-sommant et

kR � TkLps � kRk kTkLps :
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(2) Si T est fortement p-sommant, alors T � (S1; :::; Sm) est fortement p-sommant et

kT � (S1; :::; Sm)kLps �
mQ
j=1

kSjk kTkLps :

Preuve. (1) Soient n 2 N et x1; :::; xm 2 Xj, tel que j = 1; :::;m

(
nP
i=1

kR � T (x1i ; :::; xmi )k
p
)1=p � kRk (

nP
i=1

kT (x1i ; :::; xmi )k
p
)1=p

� kRk kTkLps sup
�2BL(X1;:::;Xm)

(
nP
i=1

j� (x1i ; :::; xmi )j
p
)1=p:

Alors R � T est fortement p-sommant et kR � TkLps � kRk kTkLps :

(2) Soient n 2 N et (e1; :::; em) 2 E1 � :::� Em: On a

(
nP
i=1

kT � (S1; :::; Sm) (e1i ; :::; emi )k
p
)1=p

= (
nP
i=1

kT � (S1 (e1i ) ; :::; Sm (xmi ))k
p
)1=p

� kTkLps sup
�2BL(X1;:::;Xm)

(
nP
i=1

j� (S1 (e1i ) ; :::; Sm (xmi ))j
p
)1=p

= kTkLps sup
�2BL(X1;:::;Xm)

(
nP
i=1

j�(S1; :::; Sm) (e1i ; :::; emi )j
p
)1=p

� kTkLps
mQ
j=1

kSjk sup

2BL(E1;:::;Em)

(
nP
i=1

j
 (e1i ; :::; emi )j
p
)1=p;

tel que 
 = �(S1;:::;Sm)
�mj=1kSjk

: Ce qui entraîne,

kT � (S1; :::; Sm)kLps �
mQ
j=1

kSjk kTkLps : �

Théorème 2.27 (Théorème d�inclusion). Si 1 � p � q <1, alors Lps (X1; :::; Xm;Y ) �

Lqs (X1; :::; Xm;Y ) et

kTkLps � kTkLqs :
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Preuve. On peut déduire facilement le théorème d�inclusion,en utilisant le théorème

(2.24) et l�inégalité de Hôlder. �

2.8 Opérateurs m-linéaires multiple p-sommants

Dé�nition 2.28. Un opérateur m-linéaire T : X1 � ::: � Xm �! Y est dit multi p-

sommant (1 � p <1), s�il existe C > 0 telle que pour tous xji1 ; :::; x
j
in
2 Xj (j = 1; :::;m),

(

n1;:::;nmX
i1;:::;im=1



T �x1i1 ; :::; xmim�

p) 1p � C mY
j=1





�xjij�nj
ij=1






ln !
p (Xj)

: (2.6)

On note�mp (X1; :::; Xm;Y ); l�espace de Banach des opérateursm-linéaires multi p-sommants,

muni de la norme

�mp (T ) = inf fC : C véri�e (2.6)g :

Proposition 1.26. Soient X1; :::; Xm; Y des espaces de Banach. On a

Lpd(X1; :::; Xm;Y ) � �mp (X1; :::; Xm;Y ):

Preuve. Soit T 2 Lpd(X1; :::; Xm;Y ). D�après la factorisation des opérateurs multili-

néaires p-dominés,

T = A (u1; :::; um)

où les uj sont linéaires p-sommants. Alors

(

n1;:::;nmX
i1;:::;im=1



T �x1i1 ; :::; xmim�

p) 1p = ( n1;:::;nmX
i1;:::;im=1



A �u1 �x1i1� ; :::; um �xmim��

p) 1p
� kAk (

n1;:::;nmX
i1;:::;im=1



u1 �x1i1�

p :::

um �x1im�

p) 1p
= kAk

mY
j=1

� (uj)

mY
j=1





�xjij�nj
ij=1






ln !
p (Xj)

: �
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2.9 Opérateurs multilinéaires de Hilbert-Schmidt

Dé�nition 2.29.[Dwy71] Soient H1; :::; Hm; H des espaces de Hilbert. L�opérateur mul-

tilinéaire T : H1 � :::�Hm ! H est de Hilbert-Schmidt si

X
ik2Ik;k=1;:::;m



T �e1i1 ; :::; emim�

2 < +1 (2.7)

où
�
eki
�
ik2Ik

est une base orthonormale de l�espace Hk (1 � k � m): La somme (2.7) ne

dépend pas de la base orthonormale choisie.

L�espaces des opérateurs multilinéaires de Hilbert-Schmidt LHS(H1; :::; Hm;H) est un

espace de Hilbert pour la norme

kTkHS = (
P

ik2Ik;k=1;:::;m



T �e1i1 ; :::; emim�

2)1=2:
k:kHS est induite du produit scalaire suivant

hT; Si =
P

ik2Ik;k=1;:::;m

D
T
�
e1i1 ; :::; e

m
im

�
; S
�
e1i1 ; :::; e

m
im

�E
:

Proposition 2.30 . Si T 2 LHS(H1; :::; Hm;H):Alors, T1 2 LHS(H1;LHS(H2; :::; Hm;H))

où

T1(x
1)(x2; :::; xn) = T (x1; x2; :::; xn);

pour xk 2 Hk(1 � k � m);est isomorphe isométrique.

Remarque 2.31 [Mat03].Si
�
eki
�
ik2Ik

est une base orthonormale de l�espace Hk (1 � k �

m) alors
�
e1i1 
 :::
 emim

�
ik2Ik;k=1;:::;m

est une base orthonormale de l�espaceH1b
2:::b
2Hm:
Comme une conséquence de cette remarque nous pouvons prouver.

Proposition 2.32. Soient H1; :::; Hm; H des espaces de Hilbert et T2 : H1b
2:::b
2Hm !
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H. Les deux propréités suivantes sont équivalentes.

(1) L�opérateur T est dans LHS(H1; :::; Hm;H) .

(2) L�opérateur T2 est dans LHS(H1
̂2:::
̂2Hm;H); où T2 est l�extension de eT sur l�es-
pace H1
̂2:::
̂2Hm:

Remarque 2.33 Soient H1; :::; Hm; H des espaces de Hilbert et T 2 L(H1; :::; Hm;H)

.Alors,

LHS(H1; :::; Hm;H) = �m2 (H1; :::; Hm;H):
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Chapitre 3

Théorèmes d�inclusions

3.1 Introduction

Ce chapitre est consacré à étudier quelques résultats de comparaison des opérateurs

multilinéaires. L�opérateur adjoint et la linéarisation d�un opérateur multilinéaire jouent

un rôle important et interviennent dans la plupart des résultats obtenus. Bien entendu,

on s�inspire toujours du cas linéaire qui reste riche et important. Notons que les résultats

de ce chapitre sont trouvés dans les travaux de Mezrag et Saadi " Inclusion theorems for

Cohen strongly summing multilinear operators" Bull. Belg. Math. (2009).

3.2 Opérateurs m-linéaires dé�nies sur les espaces Lp

Dé�nition 3.1.(Lp-espace) Soient 1 � p � 1. Un espace de Banach X est dit espace

Lp si pour tout sous espace de dimension �nie E � X il existe F � X contenant E et un

isomorphisme u : F �! ldimFp satisfaisant kuk ku�1k < 1. Soit (
;�) un espace mesuré ;

pour 1 � p � 1; les espaces de Lebesgue Lp (�) sont des espaces Lp. L�espace C (K) des

fonctions continues sur un compact K est un espace L1.

Théorème 3.2. (1) Soit 1 < p � 1 et T 2 L (X1; :::; Xm;Y ) et T � son adjoint. Alors
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T 2 Dmp (X1; :::; Xm;Y ) si et seulement si l�opérateur adjoiut T � 2 �p� (Y �;L (X1; :::; Xm))

et dmp (T ) = �p�(T
�):

(2) Soit 1 < p � 1 et T 2 L (X1; :::; Xm;Y ). Si T � est un opérateur linéaire(Cohen)

fortement p�-sommant, alors T est fortement p-sommants.

Preuve. (1) Supposons que T est Cohen fortement p-sommant. D�après (1.3)���� nP
i=1

hT � (y�i ) ; z�i i
���� � dp�(T

�)(
nP
i=1

ky�i k
p�)1=p

�
sup

�2BL(X1;:::;Xm)

(
nP
i=1

jz�i (�)j
p)1=p:

Soient maitenant xj1; :::; x
j
n 2 Xj (1 � j � m) : On considère l�opérateur linéaire

Tx1i ;:::;xmi : L (X1; :::; Xm) ! K

� 7! Tx1i ;:::;xmi (�) = � (x
1
i ; :::; x

m
i ) :

On obtient

j
nP
i=1

hT (x1i ; :::; xmi ) ; y�i i j

= j
nP
i=1

D
T � (y�i ) ; Tx1i ;:::;xmi

E
j

� dp�(T
�)(

nP
i=1

ky�i k
p�)1=p

�
sup

�2BL(X1;:::;Xm)

(
nP
i=1

j� (x1i ; :::; xmi )j
p
)1=p:

Alors
(
nP
i=1

kT (x1i ; :::; xmi )k
p
)1=p

= sup

����� nP
i=1

hT (x1i ; :::; xmi ) ; y�i i
���� : ( nP

i=1

ky�i k
p�)1=p

� � 1
�

� dp�(T
�) sup
�2BL(X1;:::;Xm)

(
nP
i=1

j� (x1i ; :::; xmi )j
p
)1=p:

donc, T est fortement p-sommant et kTkLps � dp�(T
�): �

Proposition 3.3. Soient r1; :::; rm 2 N� et 1 < p � 1. Soit T un opérateur multilinéaire

de lr1p � :::� lrmp dans Y: Alors

dmp (T ) � �mp� (T ) :
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Le résultat suivant établi une relation entre les opérateurs multiple p-sommants et les

opérateurs Cohen fortement p-summants dé�nies sur des espaces Lp:

Théorème 3.4. Fixons m 2 N�: Soient 1 < p � 1 et Xj (1 � j � m) des espaces Lp.

Alors

�mp� (X1; :::; Xm;Y ) � Dmp (X1; :::; Xm;Y ) et dmp (T ) � �mp� (T ) :

Preuve. Soient n 2 N� ; xj1; :::; xjn dans Xj et T 2 �mp� (X1; :::; Xm;Y ). Comme Xj est un

espace Lp, il existe un sous espace de dimension �nie Mj � Xj contenant le sous espace

engendré par xj1; :::; x
j
n; et un opérateur inversible Sj : l

rj
p ! Mj (dimMj = rj) tel que

kSjk


S�1j 

 � 1: Considérons le diagramme suivant

X1 �:::� Xm
T�! Y

" i1 " im T "

M1 �:::� Mm  �
(S1;:::;Sm)

lr1p �:::� lrmp

" k1 " km
vectfx11; :::; x1ng �:::� vectfxm1 ; :::; xmn g

où ij et kj sont les inclusions cananiques et

T = T (i1 � S1; :::; im � Sm) :

Il s�ensuit que

�mp�(T ) � �mp� (T )
mY
j=1

kSjk kijk :

La Proposition 3.3 implique

dmp
�
T
�
� �mp�

�
T
�
� �mp� (T )

mY
j=1

kSjk :
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Posons zji = S
�1
j x

j
i 2 l

rj
p ; pour y�1; :::; y

�
n 2 Y �; nous avons

nP
i=1

jhT (x1i ; :::; xmi ) ; y�i )ij

=
nP
i=1

��
T (z1i ; :::; zmi ) ; y�i )���
� dmp

�
T
�
(
nP
i=1

mY
j=1



zji 

plrjp ) 1p supy2BY
k(y�i (y))kln

p�

� �mp� (T )
mY
j=1

kSjk (
nP
i=1

mY
j=1



zji 

plrjp ) 1p supy2BY
k(y�i (y))kln

p�
:

Finalement,

nX
i=1

��
T �x1i ; :::; xmi � ; y�i )���
� �mp� (T ) (

nP
i=1

mY
j=1



xji

pXj) 1p supy2BY
k(y�i (y))kln

p�
:

Donc dmp (T ) � �mp� (T ) : �

Si Y � est un espace Lp nous pouvons donner la relation entre les opérateurs m-linéaires

Cohen fortement p-sommants et les opérateurs m-linéaires fortement p�-sommants de

Dimant.

Corollaire 3.5.[MSaa09] Soit 1 < p � 1. Si Y � est un espace Lp,

Dmp (X1; :::; Xm;Y ) � Lp
�

s (X1; :::; Xm;Y ):

Preuve. Soit T 2 Dmp (X1; :::; Xm;Y ): D�après le Théorème 3.2, T � est p�-sommant.

Comme Y � est un espace Lp, par [Coh73 ; Théorème 3.2.3], T � est Cohen fortement p-

sommant. Le Théorème 3.2 implique que T 2 Lp�s (X1; :::; Xm;Y ). �

Le résultat suivant est une conséquence immédiate des résultats précédents où on trouve

une bonne relation entre les opérateurs multiple p-sommants et fortement p-sommants
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de Dimant.

Corollaire 3.6. Soit 1 < p <1: Si Xj (1 � j � m) et Y � deux espace Lp,

�mp�(X1; :::; Xm;Y ) � Lp
�

s (X1; :::; Xm;Y ):

3.3 Relations entre les opérateursm-linéaires p-dominé

et les autres classes

Proposition 3.7. Soient 1 < p � 1 et X1; :::; Xm ;Y des espaces de Banach. Alors,

Lpd (X1; :::; Xm;Y ) � Dm1 (X1; :::; Xm;Y ) :

Preuve. Soit T 2 Lpd (X1; :::; Xm;Y ) : Soient x
j
1; :::; x

j
n 2 Xj (1 � j � m) on a

nP
i=1

jhT (x1i ; :::; xmi ) ; y�i ij �
nP
i=1

kT (x1i ; :::; xmi )k ky�i k

� �p(T )
nP
i=1

(
mQ
j=1

(
R
BX�

j

��xji (x�)��p d�j(x�))1=p ky�i k)
� �p(T )

nP
i=1

(
mQ
j=1



xji

 ky�i k)
( par l�inégalité de Hölder) � �p(T )(

nP
i=1

mQ
j=1



xji

)sup
i
ky�i k :

Puisque `n1 = `
n:w
1 :On trouve

nP
i=1

jhT (x1i ; :::; xmi ) ; y�i ij � �p(T )(
nP
i=1

mQ
j=1



xji

) sup
y2B`1

ky�i (y)k`1 :

Donc T 2 Dm1 (X1; :::; Xm;Y ) et dm1 (T ) � �p(T ): �

Proposition 3.8. Soient 1 � p <1:Soit T un opérateur de rang �ni. Si T 2 Lpd (X1; :::; Xm;Y ) ;

alors T 2 Dmp (X1; :::; Xm;Y ) et dmp (T ) � �p(T ):

Preuve. Soit T 2 Lpd (X1; :::; Xm;Y ) : Soient x
j
1; :::; x

j
n 2 Xj (1 � j � m) on a
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nP
i=1

jhT (x1i ; :::; xmi ) ; y�i ij �
nP
i=1

kT (x1i ; :::; xmi )k ky�i k

� �p(T )
nP
i=1

(
mQ
j=1

(
R
BX�

j

��xji (x�)��p d�j(x�))1=p ky�i k)
� �p(T )

nP
i=1

(
mQ
j=1



xji

 ky�i k)
= �p(T )(

nP
i=1

mQ
j=1



xji

p)1=p( nP
i=1

ky�i k
p�)1=p

�
:

Si le rang de T est �ni (dimT (X1 � :::�Xm) <1):Alors, (
nP
i=1

ky�i k
p�)1=p

�
=


(y�i )1�i�n

`n:w

p� (Y �)
:

nP
i=1

jhT (x1i ; :::; xmi ) ; y�i ij � �p(T )(
nP
i=1

mQ
j=1



xji

p)1=p 

(y�i )1�i�n

`n:w
p� (Y �)

:

Donc T 2 Dmp (X1; :::; Xm;Y ) et dmp (T ) � �p(T ): �

Corollaire 3.9. Soient 1 < p < 1 et X1; :::; Xmdes espaces de Banach :Soit T un

opérateur de rang �ni et Y � est un espace Lp. Alors,

Lpd (X1; :::; Xm;Y ) � Lp
�

s (X1; :::; Xm;Y ) :

Corollaire 3.10. Soient 1 < p � 1 et X1; :::; Xmdes espaces de Banach .Si Xj(1 � j �

m) et Y � deux espace Lp. Alors,

Lp
�

d (X1; :::; Xm;Y ) � Dmp (X1; :::; Xm;Y ) � Lp
�

s (X1; :::; Xm;Y ) :

3.4 Etude du cas des espaces de Hilbert

Théorème 3.11. Soient 1 < p; q <1 ; H1; :::; Hm des espaces de Hilbert et Y un espace

de Banach. Alors,

Lpd (H1; :::; Hm;Y ) � Dmq (H1; :::; Hm;Y ) :
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Preuve. Soit T 2 Lpd (H1; :::; Hm;Y ) : D�après la Remarque 2.19 T = A(u1; :::; um) tels

que uj 2 �p(Hj;Gj) et A 2 L (G1; :::; Gm;Y ) ,par le Théorème de Bu cas linéaire cité

dans[Coh73] on a uj 2 Dq(Hj;Gj) pour tout 1 < q <1:On choisit q1; :::; qm > 1; tels que
1
q1
+ ::: + 1

qm
= 1

q
: Comme uj 2 Dqj(Hj;Gj) et d�après la Remarque 2.19, la proposition

2.17 donc

Lpd (H1; :::; Hm;Y ) = L(�p) (H1; :::; Hm;Y ) � L(Dq1 ; :::;Dqm)(H1; :::; Hm;Y )

� Dmq (H1; :::; Hm;Y ) : �

Proposition 3.11. Fixons m � 2. Soit Y un espace de Banach.Si Y est isomorphe à un

espace de Hilbert. Alors, pour tout espaces de Banach X1; :::; Xm et tout 1 < p; q <1 ;

Dmp (X1; :::; Xm;Y ) � Lqs (X1; :::; Xm;Y ) :

Preuve. Soit T 2 Dmp (X1; :::; Xm;H) (H un espace de Hilbert) par le Théorème 3.2

T � 2 �p� (H;L (X1; :::; Xm))
par leThéorème de Bu cas linéaire()

1<q�<1
T � 2 Dq� (H;L (X1; :::; Xm)) :

D�après le Théorème 3.2 T 2 Lqs (X1; :::; Xm;H), Ce résultat reste vrai si Y est isomorphe

à un Hilbert. �

Proposition 3.12. Soient H1; :::; Hm;H des espaces de Hilbert. Alors,

LHS (H1; :::; Hm;H) � Dmp (H1; :::; Hm;H) :

Preuve. Soit T 2 LHS (H1; :::; Hm;H) et d�après la Proposition 2.32

T2 2 LHS
�
H1
̂2:::
̂2Hm;H

�
(T2 2 Dp

�
H1
̂2:::
̂2Hm;H

�
voir[Coh73]) mais T = T2 � i2m. Alors,

T2 2 Dp � L (H1 
2 :::
2 Hm;H)
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(T2 2 Dp (H1 
2 :::
2 Hm;H) par la Proposition 2.13 tels que m = 1). On a T = T2 � im
et d�après la Proposition 2.17 donc T 2 Dmp (H1; :::; Hm;H) : �

Corollaire 3.13. Soient H1; :::; Hm;H des espaces de Hilbert. Alors,

Lpd (H1; :::; Hm;H) � LHS (H1; :::; Hm;H) :

Preuve. Soient H1; :::; Hm;H des espaces de Hilbert et T 2 Lpd (H1; :::; Hm;H) : D�après

la Remarque 2.19

T = A(u1; :::; um)

où A 2 L (G1; :::; Gm;H) et uj 2 �p (Hj;Gj) :pour
�
eki
�
ik2Ik

est une base orthonormale

de l�espace Hk (1 � k � m), on a

(
P

ik2Ik;k=1;:::;m



T �e1i1 ; :::; emim�

2)1=2
= (

P
ik2Ik;k=1;:::;m



A �u1 �e1i1� ; :::; um �emim��

2)1=2
� kAk (

P
ik2Ik;k=1;:::;m



u1 �e1i1�

2 :::

um �emim�

2)1=2
� kAk

P
i12I1



u1 �e1i1�

2)1=2::: P
im2Im



um �emim�

2)1=2
� kAk

mQ
j=1

� (uj)
mQ
j=1

sup
kx�k=1

(
P

ik2Ik;k=1;:::;m

���x�(ejij)���2)1=2
� kAk

mQ
j=1

� (uj) :

Donc T 2 LHS (H1; :::; Hm;H) : �

Corollaire 3.14. Soient H1; :::; Hm;H des espaces de Hilbert et 1 < p; q; r <1. alors,

Lpd (H1; :::; Hm;H) � LHS (H1; :::; Hm;H) � Dmq (H1; :::; Hm;H) � Lrs (H1; :::; Hm;H) :

46



Bibliographie

[AM07] D. Achour and L. Mezrag. On the Cohen strongly p-summing multilinear

operators. J. Math. Anal. Appl. 327 (1) (2007), 550-563.

[API76] H. Apiola. Duality between spaces of p-summable sequences, (p,q)-summing

operators and characterization of nuclearity, Math. Ann. 219 (1976) 53�64.

[Coh73] J. S. Cohen. Absolutely p-summing, p-nuclear operators and their conjugates,

Math. Ann. 201 (1973), 177-200.

[Dim03] V. Dimant. Strongly p-summing multilinear operators. J. Math. Anal. Appl.

278 (2003) 182�193.

[Dwy71] T. A. W. Dwyer III. Partial di¤erential equations in Fischer-Fock spaces-

for the Hilbert-Schmidt holomorphy type. Bull. Amer. Math. Soc. 77, 725�

730(1971).

[MSaa09] L.Mezrag et K.Saadi. Inclusion theorem for Cohen strongly multilinear

operators.Bull. Belg. Math. Soc. 1 (2009), 1-11.

[Mat03] M. C. Matos. Fully absolutely summing and Hilbert-Schmidt multilinear map-

pings. Collect. Math. 54,111�136 (2003).

[MT99] Y. Meléndez and A. Tonge. Polynomials and the Pietsch Domination

Theorem, Proc. Roy. Irish Acad Sect. A 99 (1999), 195-212.

[Pel05] D. Pellegrino. Cotype and nonlinear absolutely summing mappings, Pro-

ceedings of the Royal Irish Academy Section A-Mathematical and Physical

Sciences 105(A) (2005), 75-91.

47



[Pie83] A. Pietsch. Ideals of multilinear functionals (designs of a theory), Procee-

dings of the Second International Conference on Operator Algebras, Ideals and

their Applications in Theoretical Physics, 185-199. Leipzig. Teubner-Texte,

1983.

48


	SUJET.docx
	Résumé.docx
	binder.pdf
	Mémoire Opérateurs multilinéaire.pdf

